Spektral- und Streutheorie

Vorlesung SS 96

In dieser Vorlesung werden die Spektraltheorie beschrankter und unbeschréinkter
Operatoren auf Hilbertrdumen sowie Elemente der Streutheorie behandelt. Zentrales
Problem ist es, Funktionen von Operatoren zu bilden.

Im ersten Kapitel werden holomorphe Funktionen beschréinkter Operatoren auf
Banachraumen gebildet. Im zweiten Kapitel wird die Ausdehnung dieses Kalkiils
auf stetige Funktionen normaler Operatoren in C*-Algebren mit Hilfe der Gelfand-
Naimark-Dualitéit durchgefithrt. Nach einer Wiederholung von Grundbegriffen der
Mafitheorie im dritten Kapitel wird im vierten Kapitel der Spektralsatz fiir be-
schréankte Operatoren auf einem Hilbertraum auf der Grundlage des Rieszschen
Darstellungssatzes gezeigt. Dadurch ergibt sich eine Ausdehnung des Funktionen-
kalkiils auf wesentlich beschréankte mefibare Funktionen.

Im fiinften Kapitel wird der Spektralsatz auf unbeschrinkte Operatoren ausge-
dehnt und ein entsprechender Funktionenkalkiil entwickelt.

Im letzten Kapitel werden die Existenz und Vollsténdigkeit der Wellenoperatoren
fiir Spurklassestorungen und das Invarianzprinzip bewiesen.

Es werden Grundkenntnisse der Hilbert- und Banachraumtheorie, der Funk-
tionentheorie sowie der Mafitheorie vorausgesetzt.

Dieses Skript entstand auf der Grundlage der Notizen von O. Wittich und wurde
durch Ch. Wahl in die vorliegende Form gebracht. Ich méchte an dieser Stelle auch
M. Olbrich fiir die kritische Durchsicht der Endfassung danken.

U. Bunke
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1 Banachalgebren

1.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition. Eine Norm auf einem C—Vektorraum V ist eine Abbildung || -] : V — Ry
mat
(i) 2] =0 2=0
(i) [[Azl| = [A] [l fir A e C
(iii) ||z +y|| < ||z|| + ||y|]| (Dreiecksungleichung).
Das Paar (V|| - ||) heifit normierter Raum.

Aus den Bedingungen (i) und (iii) folgt, dafl eine Norm eine Metrik d(z,y) := ||z —y|| auf
V' definiertert. Daher kann von der Vollstindigkeit eines normierten Raumes gesprochen
werden.

Definition. FEin Banachraum ist ein vollstindiger, normierter C — Vektorraum.

Beispiele fiir Banachridume:

o € |z = |2| =/(Rez)?+ (Imz)2
o O lloll =/ Z1ml,
o € |2l = max |z

C([0,1) == {J:[0.1] = €| f stetigh, [[f]] = max |f(x)

Jeder Hilbertraum ist mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm ein Banach-
raum.

Definition und Satz. Seien V und W Banachrdume.

(i) Eine lineare Abbildung A :V — W heifit beschrinkt, falls

|Al] == sup |Az|w < co.
zeV
llzllv =1
(ii) Die Menge der beschrdnkten linearen Abbildungen von V' nach W wird mit B(V, W)
bezeichnet.
Die Operationen (A, B) — A+ B und (\,A) — A mit A,B € B(V,W), A e C
definieren eine C—Vektorraumstruktur auf B(V, W).

(iii) Mit der Operatornorm ||-||, die in (i) definiert wurde, ist B(V, W) ein Banachraum.
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Bemerkung: Die Aussage ||A|| < oo ist dquivalent mit
deer ¢ [[Azllw < Cllzllv Vaev

Dies ist gerade die Bedingung fiir die Stetigkeit von linearen Abbildungen.

Die beschriankten Operatoren sind also genau die stetigen Operatoren zwischen Ba-
nachrdumen.

Definition. FEine Banachalgebra A ist eine komplexe Algebra mit 1, deren unterliegender
Vektorraum ein Banachraum ist und fir die gult:

[A-B|l < [[Al - [IBIl Vapea
und
1] =1
Beispiel: Sei X ein topologischer Raum. Dann ist

Co(X) :={f: X — C| [ stetig und beschrénkt}

mit der Norm
[flleo :=sup |f(z)]
reX

und der Multiplikation (f - g)(x) := f(x) - g(z) eine kommutative Banachalgebra.
Satz. Sei V' ein Banachraum, sei B(V) := B(V,V).

(i) Mit der Komposition linearer Abbildungen als Multiplikation erhdlt B(V') die Struk-
tur einer Algebra.

(ii) Fir A,B € B(V) gilt:
[Ae B < [lA] - [IB]
Also ist B(V') eine Banachalgebra.

Definition. Sei U C C offen, V' eine Banachraum.

Fine Funktion f: U — V heifst holomorph, falls sie sich um jedes A € U in eine Potenz-
reihe

fw)=>_fi (w=A)
=0
entwickeln ldfst, die fiir alle p aus einer Umgebung von A konvergiert.

Integral mit Werten in Banachalgebren:

Das Riemannsche Integral kann fiir Funktionen mit Werten in Banachrdumen und —
algebren definiert werden. Damit konnen viele Sétze aus der Funktionentheorie auf ho-
lomorphe Funktionen mit Werten in Banachrdumen verallgemeinert werden, z.B der
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Cauchysche Integralsatz. Auflerdem gilt folgende Variation des Maximumsprinzips: Ei-
ne ganze Funktion mit Werten in einem Banachraum, die beschrinkt ist, ist konstant.

Nachlesen kann man dies bei Rudin, Functional Analysis; es wird im folgenden ohne
Beweis benutzt.

Sei ab jetzt A eine Banachalgebra.

Definition und Satz. Gibt es fir B € A ein Element C € A mit der Figenschaft
BC = OB =1, so0 heifit B~! := C das Inverse zu B und B Einheit in A.

Die Menge der Einheiten GL(A) ist offen in A.

Beweis:

Die Reihe § AF konvergiert fiir A € A mit ||A]| < 1, denn es gilt | A¥| < ||A|*.
k=0

Der Grenzwert ist (1 — A)~L.
Sei B € GL(A) und

Up ={CeAllC-B|<|B™"}

Dies ist eine offene Umgebung von B.
Sei C € UB.

Da dann ||B~!(C' — B)|| < 1 ist, konvergiert die obige Reihe fiir A := —B~!(C — B)
gegen (14 B7Y(C — B))~!. Also existiert das Inverse zu C' = B(1 + B~(C — B)).

O

Definition. Sei A € A.
(i) Die Resolventenmenge von A ist
p(A) :={pcC| (u— A" emistiert in A}.

Das Spektrum von A ist
g(A) :=C—p(A).

Lemma. Fir A € A gilt:

(i) p(A) ist offen in C.
(i) R:p(A) = A, X (A= A)~! ist holomorph.
(111) ||R(N)|| > dist(\, 0(A))!
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Beweis:

Sei A € p(A), r:= ||[R\)|~"

Behauptung: Die Reihe § R(AN)* (X — p)* konvergiert fiir [ — A| < 7 absolut und
k=0

ergibt (u — A)™!

Die absolute Konvergenz folgt aus der Ungleichung

1 & /A — |\,
Z ||R |k+1|>\ M|k<zr k+1)|>\ |k :;Z(| M|) < 00

k=0 k=0 o —

Die Reihe ergibt tatsichlich (1 — A)™', da

(1 - AZR SOt = = RO -
- i(A—A)R()\)’““(A e
()\ M ZR k+1 )k

= Z ROV = m)* — Z RO\ -
k=0 k=1

Deshalb gilt:
= Al <r=p€plA)

Daraus folgen (i), (ii) und (iii). O

Definition. Man nennt R(\) := (A — A)~! fiir X € p(A) die Resolvente von A.

Lemma. Fir A € A gilt:
(i) o(A) # 0
(i1) o(A) ist beschrinkt.

(iii) sup|o(A)| == Su(p 2| = lim {/[|A"]| < [|A]

n—o0
xEo
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Beweis:

(ii) Die Laurentreihe um 0

00 Ak
fA) = Z kL

k=0

. .. Tk k .
konvergiert fiir |A\| > khjgow | A¥|| und ergibt R(\) wegen

00 Ak 00 Ak+1

(A_A)fO‘):ZV_Z)\k-H =1

k=0 k=0

Daraus folgt:
sup lo(A)] < T /[ 4°]
Da A eine Banachalgebra ist, gilt ||A*|| < ||A|* und damit {/|| A% < || 4], also
sup [o(A)] < [[A]l.
Insbesondere ist o(A) beschrankt.

(i) Annahme: o(A) = 0.
Dann ist R(A) eine ganze Funktion. Aus der Laurentreihe fiir R(\) (Teil(ii)) folgt

aber ||R(\)| g 0, deswegen mufl nach dem Maximumsprinzip fiir holomor-

phe Funktionen mit Werten in Banachalgebren (s.S.5) R(A) die Nullfunktion sein.
Widerspruch.

(iii) Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt fir f aus (i) und € > 0 mit r := sup |o(A)|:

! 7{ 2 f(2) dz

271
|z|=r+e

Ak

= [|A*]| < Celr + o)
= /|| A¥]| < JC(r +¢)
:>l}LI£10 |A¥|| <r+e day/C. — 1.
Da ¢ beliebig klein gew#hlt werden kann, ergibt sich:
lim (/|| A¥|| < r
k—o0

Mit der Ungleichung aus dem Beweis zu (ii) erhélt man:

sup |o(A)| = T ¢/ A¥]
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Bleibt noch zu zeigen: lim {/||A*|| = lim /|| A*|| =r
k—o00 k—o0
Sei A € o(A).

Dann ist (A — A) nicht invertierbar und damit auch (A\* — A*) nicht, da

(A — ARy = (A= AN N2A 1 AR,

Daraus folgt: \* € o(A¥)

Demnach ist [\F| < [|A¥|], also |A| < {/||A¥|] ¥} und somit

Al < lim (/| A¥]|.
A < tim {ffaT]
Dies ergibt Aussage (iii). O

Definition. Die Zahlr(A) := lim g ||A™|| heifit Spektralradius von A.

Lemma (Resolventengleichung). Seien A\, € p(A). Dann gilt fir die Resolventen
von A:

R(A) = R(p) = (n = M) RA)R(p)

Beweis: Multipliziere beide Seiten mit (A — A)(u — A). O

Bemerkung: Das Spektrum eines Elementes hiangt von der Algebra ab, in der es be-
trachtet wird. Ist A" C A eine Unteralgebra, so gilt:

o4(A) Cow(A)

Der Spektralradius éndert sich jedoch nicht.

Falls V' endlichdimensional ist und A = B(V), so ist das Spektrum eines Elementes aus
B(V) die Menge seiner Eigenwerte. Im allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall.

Sei zum Beispiel V' := C([0, 1]), g € V streng monoton steigend. Der Operator M, : f
gf ist Element von B(V') und hat als Spektrum o(M,) = {g(z)|z € [0, 1]}, aber keinen
Eigenwert.
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1.2 Holomorpher Funktionenkalkiil
Im folgenden sei A eine Banachalgebra und A € A
Definition. (i) F(A) :={f| f: U — C holomorph fiir ein offenes U D o(A) in C}.

(ii) Sei f € F(A) holomorph auf U. Wihle ein offenes, beschrinktes Uy so, dafs
o(A) c U, c Uy, C U und OU; glatt ist. Dann ist f(A) € A definiert durch

1
A) = § FOVRN)AA
)= 5e f SOV
oU1
wobei R(\) die Resolvente zu A sei.

Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt, dal f(A) nicht von der Wahl von U; abhéngt.
Wie der folgende Satz zeigt, iibertragen sich viele Eigenschaften aus dem Kalkiil im Kom-
plexen.

Satz. Es gilt:
(1) o, BeC, f, g€ F(A) = (af +F9)(A) = af(A) + Bg(A)
(i) f, 9 € F(A) = (f-9)(A) = f(A)-g(A)

(i1i) f(\) = %O: fxA* auf einer Umgebung von o(A) = f(A) = ioj feAF.
k=0 k=0
Beweis:

u (i): klar

u (ii): Wéhle offene, beschrankte Mengen U, U; und U; so, daf§ f und g holomorph auf
U sind, OU; glatt ist fiir i = 1,2 und auBerdem o(A) C Uy c U; C Uy, C Uy C U.
Dann gilt

1(A) - g(4) = Mgff >&fﬁmm

UL U
T 42 7{ jé A JR(p)dp dA
8U1 BUQ
- ?{ % f(A RO = Rip )d,u dX (Resolventengleichung)
Ax? —A

8U1 BUQ
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1 g(p)
= —— A A = du dA
47T2ff< RO § P
oU4 U2
~—_————
=2mi g(A)
1 £
o f awre § I g
U4 U,
~—_———

=0

— QLZ j{ FN)g(AN)R(N)dX (Cauchyscher Integralsatz)
T

Uy

= (f-9)(A).

zu (iii): Wihle einen Integrationsweg v : [0,1] +— C mit |y(¢)| > r(A) so, dafl die Reihe

§ fx\E auf 4 konvergiert. Dies ist moglich, da nach Voraussetzung der Konver-
=0

genzradius der Reihe groBer als r(A) ist. Dann gilt:
1 = 1 &
FA) = = § 3 FNRO) dA = = 3 fi § XR() d
271 2 k=0 211 im0

Mit der Reihenentwicklung R(\) = ioj A’,?—il, die fiir |A| > r(A) absolut konvergiert,
k=0

erhilt man:

1 , > 1 : :
- 1 — Ak (_) j{ t—k—1 _ Al
271 %y MR kz:% 2w/ Jy A
Daraus folgt: f(A) = ioj frL AR O
k=0

Satz (Spektrales Abbildungsprinzip). Fir f € F(A) gilt:

Bewezis:

zu o(f(A)) D f(o(A)):
Sei A € o(A).
Die Funktion

o)== e

kann durch g(A) := f/(\) holomorph fortgesetzt werden und ist damit in F(A).
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Fiir sie gilt:
g(A) A= A) = f(A) = f(A)

Da (A — A) nicht invertierbar ist, ist auch (f(A) — f(A)) nicht invertierbar, d.h.
f(A) € a(f(A)).

2 a(f(A)) C fo(A)):
Sei p € a(f(A)).
Annahme: p & f(o(A))

= (&) = (f(§) — )" € F(A),

= h(A) = (f(A) — )~ existiert = pu € p(f(A)) Widerspruch.

Satz. Seien f € F(A), g € F(f(A)), F:=go f. Dann gilt:

(i) F € F(A)
(i) F(A)=g(f(A))
Beweis:

(i) ist eine Konsequenz des spektralen Abbildungsprinzips.

zu (ii): Sei U D o(f(A)) offen und beschrinkt, OU glatt, so dal g holomorph auf einer

Umgebung von U ist. Dann gibt es ein offenes V' O o(A) mit glattem oV, so daB f
holomorph auf einer Umgebung von V ist und f(V) C U.

Fiir A € 9U ist die Funktion (A — f(£))~! holomorph auf einer Umgebung von V.
Daher ist die Resolvente Rpiay(A) = (A — f(A))~! definiert.

Nach Einsetzen folgt:

9FA) = 5 § o) Ry (N)dx

271

U

0
- (%)fog(A)RA(f))\%md/\ d¢

oV oU

1

= 5= %g(f(f))RA(f)dg (Cauchyscher Integralsatz)

ov

= F(A).
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2 ("—Algebren

2.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition. Ein Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V ist eine IR—bilineare Abbildung
(L) : VxV=C
mit
(i) (z, Ay) =(z, 9) A, z,yeV, AeC

(i) (x,y) =(y,x), z,yeV

Ein mit einem Skalarprodukt versehener Raum (V,( ) ) heifst Hilbertraum, wenn gilt:

(i) (.,.) ist positiv definit, induziert also eine Norm ||z|| := +/(z,z) auf V;

(ii) V ist beziiglich der durch (.,.) induzierten Norm vollstindig.

Mit V' wird der Raum der stetigen linearen Abbildungen von einem topologischen
C—Vektorraum V nach C bezeichnet. Er wird das topologische Dual von V' genannt.

In der Funktionalanalysis wird bewiesen:

Lemma. Sei (V,( )) ein Hilbertraum. Dann definiert die Zuordnung
V=V o (e )
einen konjugiert linearen Isomorphismus von V' auf V.

Bemerkung: Wird V' mit der Operatornorm versehen, so ist die im Lemma definierte
Abbildung eine Isometrie, da die Cauchy - Schwarzsche Ungleichung liefert:

= su T)| = Yy =
I{y, ) -—Hx||£1|<y, )=y, ”y”>| Yl

Definition und Lemma. Sei (V,( )) ein Hilbertraum, A € B(V). Der adjungierte
Operator A* € B(V') wird durch folgende Bedingung definiert:

(A'z,y) = (z, Ay) Vz,yeV

Gilt A* = A, dann heifit A selbstadjungiert.
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Beweis:

Die Existenz und Wohldefiniertheit von A* folgt aus dem vorigen Lemma, insbeson-

dere gilt:
[ A%} = sup [[Az[| = sup [{A"z,y)]
llzll=1 llz[[=1,lyl|=1
= sup - |(z, Ay)| = |[A]]
llzll=1,[lyll=1
Deshalb ist A* in B(V') und die Abbildung * : B(V') — B(V) ist stetig. O

Eigenschaften des x—Operators:

(i) (A+ B)* = A* + B*
(ii) (AB)" = B"A*

(iti) (AA)* = 34"

(iv) [[A*]] = [lAl

(v) (A7) =

Lemma (C*-Eigenschaft). Sei V' ein Hilbertraum, A € B(V). Dann gilt:
1A Al = [lA]”*

Bewezs:

[A*Al = sup  [(A"Az, y)| = sup [(Az, Ay)

llz[I=1,llyl|=1 ll=lI=1,llyl|=1

= sup [(Az, Az)| = sup [|Az|* = [|A]*.

llzll=1 llzfl=1
0

Definition. (i) Eine Banachalgebra mit einer x—Operation, die den erwdihnten Figen-
schaften (i) - (v) geniigt, heifst involutive Banachalgebra.

(ii) Eine involutive Banachalgebra mit C*—FEigenschaft heiffit C*—Algebra.
Beispiele:

1) Sei V ein Hilbertraum. Nach obiger Diskussion ist B(V') eine C*-Algebra.
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2) Jede topologisch abgeschlossene Unteralgebra von B(V'), auf der die *—Operation
definiert ist, ist eine C*—Algebra.

3) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Mit f*(z) := f(x), || f|| := sup |f(x)|
zeX
wird C'(X) zu einer C*-Algebra.

Lemma. Sei A eine C*-Algebra, A € A.

(i) o(A*) ={X | A€ a(A)}
(ii) A* = A= o(A) C R

Bewezis:

zu (i): Die Behauptung folgt aus:

MeEp(A) & (A= A)! e A existiert
s (A=A =[A=-A)" = (- A" € A existiert
& e p(AY)
zu (ii): Sei a+if € 0(A), zu zeigen ist: f =0

Nach dem spektralen Abbildungsprinzip gilt fiir A € IR:

a+i(f+ N €a(A+iN)

Aus
la+i(B+ N < ||[A+i)M* (Spektralradius)
= |[(A+iN)"(A+iN)| (C*-Eigenschaft)
= ||(A=di\)(A+iN)|| (da A= A%
= a4 X
< JIA|I>+|A\* (Dreiecksungleichung)
folgt
26A < AP = a® = 8% Vier.
Dies ist nur fiir § = 0 erfiillt. U

Quotientenalgebren: Sei [ ein abgeschlossenes Ideal in A. Die Quotientennorm auf A/
wird definiert durch

lpCA|.ayr = inf [|A = Blla

wobei p : A — A/I die Projektion ist. Man kann nachrechnen, dafl p beziiglich dieser
Norm stetig ist und .A/I mit ihr zu einer Banachalgebra wird.
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Definition. Fine Algebra A heifit kommutativ, falls fir alle A, B € A gilt:

AB = BA

Im folgenden sei A eine kommutative Banachalgebra.

Definition. Fin Charakter auf A ist ein stetiger Algebrenhomomorphismus x : A — C.
Die Menge der Charaktere auf A wird mit X(A) C A" bezeichnet. Dabei ist A das topo-
logische Dual von A als Banachraum.

Satz. Sei x : A — C ein Charakter, A € A. Dann gilt:

(1) x(A) € o(A)
(1) x(A) < [ A]l, d-h [[x]] <1

Beweis:

zu (i): Annahme: Fiir A := x(A) existiert die Resolvente (A — A)~1.
Daraus folgt:

1=x(1) = (A=A - 4))
= X(A=Ax(A = 4)
= X(A=A4)H(x() — x(4))
= x(A=A) ") (A= x(A4) Widerspruch.
zu (ii): Aus (i) folgt:  [x(A)] <sup |o(A)| < [|4], dh. ||x]] <1 O

Wegen x(1) =1 gilt sogar ||x|] = 1.
Nach der Definition der schwachen Topologie auf dem Banachraumdual A’ konvergiert eine
Folge y; gegen x € A’ (Schreibweise: x; — x) genau dann, wenn x;(A4) — x(A) Vaea.

Der schwache Grenzwert einer Folge von Charakteren ist ebenfalls ein Charakter, d.h.
X (A) ist eine schwach abgeschlossene Teilmenge der Einheitsvollkugel von A’. Der Satz
von Alaoglu besagt, dafl die Einheitsvollkugel eines Banachraumduals schwach kompakt
ist, deshalb erh&lt man:

Satz. (i) Die Einheitsvollkugel in A" ist schwach kompakt. Als abgeschlossene Teilmen-
ge davon ist auch die Menge der Charaktere X (A) schwach kompakt.

(ii) Ist A separabel, so ist die Einheitskugel in A" und damit auch X (A) metrisierbar.
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Definition. Die Menge der Charaktere X (A), versehen mit der schwachen Topologie,
heifst Spektrum von A.

Definition. Sei A € A. Die Funktion

Ga: X(A) = C, Galx) =x(4)
heifit Gelfand—Transformierte von A.

Mit Hilfe des folgenden Satzes wird sich zeigen, daf§ die Gelfandtransformierte von A das
Spektrum der Algebra gerade auf das Spektrum von A abbildet.

Satz (Gelfand/Mazur). Sei B eine Banachalgebra. Ist B ein Korper, dann ist B iso-
metrisch isomorph zu C.

Beweis:

Sei & € B. Da o(x) # () ist, gibt es ein A € o(x), also ist & — A nicht invertierbar.
Weil B ein Korper ist, gilt:  — A =0, d.h. 2 = XA und o(z) = {\}. Die Abbildung

B—C z—\eo(z)

ist deshalb wohldefiniert, isometrisch und ein Isomorphismus von Algebren.

Satz. (i) Die Abbildung
G:A—-C(X(A), A—Ga

st ein Homomorphismus von Banachalgebren.
(i) Ga(X(A)) = 0(A) Vaeca
Beweis:

zu (i): Die Abbildung x — x(A) ist stetig, deshalb ist G4 € C(X(A)).

Da
Gars(X) = x(A+ B) = x(A4) + x(B) = Galx) + Gr(x)
und analog
Gas(x) = Ga(x)Gr(x)
gilt, ist G ein Algebrenhomomorphismus.

G ist stetig, denn
|Gall = sup | |Galx)| = sup IxX(A)] < |l All

XEX (A x€X

Daraus folgt ||G|| < 1, wegen ||G1|| = 1 gilt sogar ||G|| = 1.
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zu (ii): Es wurde schon bewiesen: G 4(x) = x(A) € o(A).
Sei A € 0(A), zu zeigen bleibt:

Iy e X(A): x(A) =X

Da A — A nicht invertierbar ist, ist J := A(A — A) ein echtes Ideal in A. Sei

JCcJCchC...CJ,C...

eine aufsteigende Kette echter Ideale, d.h. J, N GL(A) = . Die Vereinigung U J,,

ist wieder ein Ideal und ist grofites Element der Idealkette. Da G L(.A) offen ist, ist
sie ein echtes Ideal in A:

(@) NGL(A) =0

Nach dem Zornschen Lemma gibt es somit zu .J ein echtes maximales Ideal I, D J,
das zudem abgeschlossen ist, denn: I, O Inax = Thmax = Imax-

Der Quotient A/ I,y ist ein Korper und mit der Quotientennorm eine Banachalge-
bra. Nach dem Satz von Gelfand/Mazur folgt daraus:

A/ =2C

Nach Konstruktion ist (A — \) im Kern von y : A — A/; = C, dies ist also der
gesuchte Charakter. O

Fiir kommutative C*—Algebren kénnen noch prézisere Aussagen iiber die Eigenschaften
der Gelfandtransformation gemacht werden. Der folgende Satz liegt der Konstruktion des
Kalkiils fiir stetige Funktionen im néchsten Kapitel zugrunde.

Satz (Gelfand/Naimark). Sei A eine kommutative C*-Algebra. Dann ist die Gel-
fandtransformation

G:A—C(X(A), A~ Gy
ein isometrischer Isomorphismus von C*—Algebren.

Beweis:
(i) G ist ein Homomorphismus von C*-Algebren: Jedes A € A ldBt sich ausdriicken als

A+ A* N A — A*
2 DY
wobei A; und As selbstadjungiert sind.

A=

=. Al + 1 AQ,
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(iii)

2 C*"-ALGEBREN

Daraus folgt:

X(A*) = x(A1) —ix(As)
= x(A) +ix(Ay)  dax(4;) eR
= x(4)

Also gilt: Gu» = G4
G(A) ist dicht in C(X(A)):
Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstrafl, namlich:

e G(A) trennt die Punkte von X (A), d.h.

X1, X2 € X(A) = Faca mit Ga(x1) # Galxz).

Dies ist klar, denn x1 # x2 = 34 : x1(A) # x2(A).
e G(1) e G(A)

G(A) € G(A)
o X(A) ist kompakt

Aus dem Satz von Stone-Weierstraf folgt die Behauptung.

G ist isometrisch:

Sei B € A selbstadjungiert. Dann gilt:

r(B) = lim 3/[|B¥|
— kh_)ﬁ;() 2/||B||2"  (C*-Eigenschaft)
= [IB]l
Damit erhélt man
IGsll = sup |x(B)|
XE€X(A)

= suplo(B)| =r(B) = |B|

Fiir ein allgemeines A € A folgt die Behauptung aus der Selbstadjungiertheit von
A*A:

IGAl* = IGaGall = [Gaall = [A"Al = [|A]”

Da A vollstandig und G isometrisch ist, ist das Bild von G abgeschlossen in
C(X(A)); nach (ii) ist es zudem dicht, also ist G surjektiv.

Die Injektivitdat erhdlt man mit

Gi=0=|Ga]=0= A =0= A=0.
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2.2 Der Kalkiil fiir stetige Funktionen

Sei A eine C*—Algebra.
Definition. (i) Ein Operator A € A, fir den A A* = A*A gilt, heifst normal.

(ii) Fir ein normales A € A ist die von A und A* erzeugte abgeschlossene Unteralgebra

C(A) ={Y a;AiAT} C A
endl

eine kommutative C*—Algebra.

Beispiele normaler Operatoren sind selbstadjungierte (A = A*) und unitére

(AA* = A*A = 1) Operatoren.

Satz. Fir ein normales A € A gibt es einen isometrischen Isomorphismus

T:C(o(A)) = C(A).
Beweis:

Nach dem Satz von Gelfand-Naimark ist G : C(A) — C(X(C(A)) ein Isomorphis-
mus. Gesucht wird ein Isomorphismus C'(X(C(A))) = C(a(A)).

Es wurde schon bewiesen, daf3
Ga: X(C(A) = a(4), x—x(A) €a(A)
surjektiv ist. Daraus folgt die Injektivitdt von
T O(0(A)) 3 O(X(C(A)) S 0(A)

wobeil G (f) := foGa.
Behauptung: T ist surjektiv.
Fiir die Inklusion [ : 0(A) — C, I(n) = p gilt:
GAD)(x) = Lo Galx) = I(x(A)) = x(A), also T(I) = A wegen Ga(x) = x(A).

Analog erhélt man T'(1) = A*.

Da T ein Homomorphismus ist, folgt

T(Z G,UIZF) = Z aiinA*j,
T(C(c(A)) liegt also dicht in C(A).

Auflerdem ist C'(A) vollstandig und 7" isometrisch, sein Bild deshalb abgeschlossen
in C(A). Dies zeigt die Surjektivitit. O
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Eine einfache Charakterisierung von 7' ist gegeben durch:

Lemma. Sei A € A normal.
Seir T" : C(o(A)) — C(A) ein stetiger C*— Algebrenhomomorphismus mit T'(I) = A,
wobei I : o(A) — C die Inklusion ist. Dann ist T =T".

Bewezis:

Die von [ und T erzeugte Unteralgebra liegt dicht in C'(o(A)). Aus dem Beweis des
vorigen Satzes folgt die Behauptung. O

Definition. Sei A € A normal, T : C(c(A)) — C(A) sei wie oben definiert. Fir h €
C(o(A)) setzt man

h(A) = T(h).

Ubungsaufgabe: Der so definierte Kalkiil fiir stetige Funktionen stimmt auf holomor-
phen Funktionen mit dem frither definierten iiberein.

Aus der Definition kénnen folgende Regeln fiir Funktionen aus C'(o(A)) abgeleitet werden:

(ah + B)(A) = ah(A)+ BH/(A)
hi'(A) = h(A)N(A)
RA) = h(A)
o(h(A)) = h(o(A)
h(W(A)) = hol/(A), fir h € Cla(l(A)))

3 Grundlagen der Maf3theorie

Definition. FEine o—-Algebra auf einem Raum X ist eine Menge R von Teilmengen von
X mat

(i) e R

(ii)) Ue R=U€R

(i) {Uglk e N} C R=|]J Ur € R.
k
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Definition. Fin komplexes MafS auf einer o—Algebra R ist eine Abbildung pn : R — C
mat

(i) u(®) =0
(ii) p ist o—additiv: fir paarweise disjunkte Mengen A,,n € N aus R gilt
nelN nelN

Definition. Seien X,Y Rdume mit o—Algebren Rx, Ry .

(i) Fine Funktion f : X — Y heifst mefbar, falls gilt:

UERy:>f71<U) € Ry

(ii) Sei f : X — Y eine meffbare Funktion, p ein MafS auf Rx. Dann definiert der
Transport des Mafes p durch f ein Maf fipu auf Ry :

fnU) := pu(f71(U)) Voery

Sei X ein Raum mit o—Algebra Rx, pu ein Mafl auf Rx. Das Integral einer charakteristi-
schen Funktion x4, A € Rx bzgl. u wird definiert als:

[ xa®nlat) = u(xa) = u(A)

Diese Abbildung kann linear fortgesetzt werden auf den Raum der Treppenfunktionen,
der von den charakteristischen Funktionen erzeugt wird.

Durch verschiedene Grenzwertprozesse kann das Integral weiter ausgedehnt werden auf
einen Raum L£'(X, i), den Raum der integrierbaren Funktionen.

Definition. Sei p ein komplexes Maf$ auf Rx, f eine komplexe, integrierbare Funktion
auf X. Dann wird das komplexe Maf$ v mit der Dichte f beziiglich p definiert durch

V(A) = /f(t)u(dt) fiir A € Ry.
A

Der Satz von Radon-Nikodym, der in Kapitel 6.2 aufgefiihrt wird, gibt eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir an, wann ein Mafl mittels einer Dichte aus einem
anderen hervorgeht.

In Kapitel 5.3 wird noch eine andere Eigenschaft gebraucht werden, die Polarzerlegung
eines komplexen Mafles heifit:
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Fiir ein komplexes Mafl v gibt es
e cine mefbare Funktion ¢ mit |p(x)| =1 V,ex,
e ein positives Maf} u,

so daf gilt:
v(dr) = p(z)u(dr)

Sei X nun ein topologischer Raum.

Definition. Die Borelsche o—Algebra ist die kleinste o—Algebra, die alle offenen Mengen
von X enthdlt.

Die Borelalgebra von X wird mit By bezeichnet.

Definition. (i) Ein positives Borelsches Maj$ i auf By ist regulir, falls fir alle Mengen
A € Bx gilt:
w(A) =inf{u(U) : AC U, U offen}
und

u(A) =sup{u(K): K C A, K kompakt}

(i1) Fin komplexes Borelsches Maf v auf Bx ist requldr, falls sich p in positive requldire
Borelmafe p;, i =1,...4 wie folgt zerlegen lafst:

p= (1 — p2) +i(ps — pa).

Ist u ein regulires komplexes Maf auf By, so enthilt £1(X, 1) z.B. die stetigen Funktionen
mit kompakten Tréger und ihren Abschlufl Cy(X) unter der Supremumsnorm. Mit der
Supremumsnorm ist Cy(X) ein Banachraum und es kann gezeigt werden, dafl die lineare

Abbildung
Co(X) =€, [ [ J(t)uar

stetig ist.

Andererseits 1a8t sich nach dem Rieszschen Darstellungssatz (s. z.B. Rudin, Real and
Complex Analysis) zu jeder stetigen Linearform L : Cy(X) — € genau ein regulires
komplexes MaB3 p; auf By finden, so daf gilt:

pr(f) =L(f) Vo)
Wenn L eine positive Linearform ist — d.h. es gilt f > 0= L(f) > 0 —, dann ist das Ma8
pr, positiv. Die Umkehrung gilt auch.

Der Raum der reguldren komplexen Mafle auf Bx kann also mit dem topologischen Dual
zu Co(X) identifiziert werden; fiir kompaktes X sogar mit dem topologischen Dual zu
C(X).

Néheres zu komplexen Maflen findet man z.B. bei Rudin, Real and Complex Analysis.
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4 Beschrinkte Operatoren auf Hilbertraumen

Im folgenden sei (V,( ., .)) ein Hilbertraum.

Fiir die C*~Algebra B(V') kann der Funktionenkalkiil noch weiter verallgemeinert werden:
Jedem normalen Operator A in B(V') wird ein projektorwertiges Mafl F 4 zugeordnet. Eine
beschriankte meibare Funktion f kann dann beziiglich dieses Mafles integriert werden, das
Ergebnis ist ein Operator f(A) € B(V).
4.1 Projektorwertige Mafle

Sei X ein Raum und Ry eine o—Algebra auf X.
Definition. Fin Projektor ist ein Operator P € B(V') mit

1) P?=P (idempotent)
2) P*=P (selbstadjungiert).

Die Menge der Projektoren wird mit P(V') C B(V') bezeichnet.

Definition. Ein projektorwertiges Maf$ auf X ist eine Abbildung

E:Rx = P(V)
mit
(i) E(0) =0
(i) E(X)=1 (Zerlegung der Eins)
(iii) E(UNV) =E(U)E(V) VYyver,
(iv) EUUV)=EU)+EV)-EUNV)

E (6 Un> e "R <fj Un> T Vaev,
n=1 n=1
wobei die U, € Rx paarweise disjunkt seien. (starke o-Additivitdt).
Beispiel:
Sei > 0 ein positives Ma8l auf X, V := L*(X, u). Mit
EUf:=xuv-f UeRx, fcL*X,p

wird ein projektorwertiges Mafl auf X definiert.
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Sei nun B(X) :={f : X — C beschrankt und meBbar}. Mit

IfIF:= sup | f(z) |
zeX

und f*(x) := f(x) wird B(X) eine C*—Algebra.

Wie in der komplexen Maftheorie mochte man die Integration von Funktionen aus B(X)
beziiglich projektorwertiger MaBle definieren - der Wert des Integrals liegt dann in B(V).
Dazu nutzt man aus, daf jede solche Funktion durch eine Folge von Treppenfunktionen
angendhert werden kann. Deren Integration kann analog zur Integration mit komplexen
MafBen konstruiert werden:

Definition. (i) Fine Funktion

f:z a; XAZEB(X)

i€l
mit A; € Rx, a; € C und endlicher Indexmenge I heifst einfach.
(i1) Fir ein einfaches f = a; xa, wird definiert:
B(f) = [ f(s) B(ds)

el

Folgendes Lemma aus der Mafitheorie erméglicht eine Fortsetzung obiger Definition auf
Funktionen aus B(X):

Lemma. Die Menge der einfachen Funktionen liegt dicht in B(X).
Beweis:

Sei f € B(X) und € > 0 beliebig. Setze

Ay = fH(e(k - %), e(k+ %)]) firkeZ
und
fe = Z ek XA, -
kez

Da f beschrénkt ist, ist f. einfach und auflerdem gilt nach Konstruktion || f—f.|| < e.
0

Um die Konstruktion des Integrals auf B(X) auszudehnen, mufl noch sichergestellt wer-
den, daf das Bild F(f,) einer Cauchyfolge einfacher Funktionen f, in B(V') konvergiert.
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Lemma. (i) Fir ein einfaches f = Y a;xa, gilt: |[E(f)]| < || fll
i€l

(ii) E ist ein x—Homomorphismus von der Unteralgebra der einfachen Funktionen nach

B(V).

Beweis:

(i) O.B.d.A. konnen die Mengen A; paarweise disjunkt angenommen werden. Man

erhélt:
IE()I?

Also gilt

IN

IN

sup 1E(f)xl?

sup (O a; E(A)z, Y a; E(A))z)
lzll=1  ser jeI

sup Y a@;a;(z, E(A)E(A;)z)

lzll =14 jer

sup Y ai|* (z, E(A;)x) wegen A;NA; =0 fiir i # j

lzll =1 er

sup max |a;|* Y (z, E(A;)z)

|| =1 €T

el
sup (max [auf?) - o]
lef =1 8 €7 ,
=717
1B < W11

(ii) Die Linearitdt der Abbildung ist klar.

Zwei einfache Funktionen f und ¢ lassen sich mittels eines gemeinsamen Systems
von paarweise disjunkten Mengen {A;| i € [} C Rx darstellen:

f:Z Ji XA g:ZgiXAi

el el

Damit ergibt sich fiir die Multiplikation:
E(fg) = E(Z figixa,) = Z figi E(A;) = E(f)E(g).

el el

Mit E(f) =Y @ E(A;)" = (O a; E(A;))" = E(f)* folgt die Behauptung.

el

el

O

Aufgrund der beiden Lemmas kann die Integration stetig und eindeutig von den einfachen
Funktionen auf ganz B(X) fortgesetzt werden.
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4.2 Der Kalkiil fiir wesentlich beschrinkte, mef3bare Funktionen

Sei X ein lokalkompakter metrischer Raum, E : Bx — P(V') ein projektorwertiges Maf}
auf X.

Definition. FEine mefibare Funktion f : X — C heifit E—wesentlich beschrinkt, falls

= inf <
Il = b suplfls)] < oo

Lemma. Sei f : X — C eine meffbare Funktion mit ||f||g < oo. Dann gibt es eine
beschrinkte Funktion f' € B(X) mit E({f # f'}) = 0.

Beweis:

Nach Definition gibt es U € By mit E(U) = 1, so daf} sup |f(s)| < oo ist.
seU

Setze f'|lv == flu, f'|x-v:=0. =

Definition und Satz. Zwei E-wesentlich beschrinkte Funktionen f, f' heiflen E—diqui-
valent (f ~g f'), falls || f — f'|le = 0.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation. Auf der Menge der Aquivalenzklassen EB(X) wird
| - ||z zu einer Norm, mit der EB(X) eine C*—Algebra ist.

Da |f = f'lle =0« E{f # f'}) =0 gilt, hingt der Wert E(f) (s. 4.1) nur von der
Aquivalenzklasse von f ab. Die Abbildung E ist also auf EB(X) definiert, auferdem gilt

IEOI < [Iflle,

d.h. E: EB(X) — B(V) ist ein stetiger C*-Algebrenhomomorphismus.

Beweis:

Der Kern der Abbildung F : B(X) — B(V) ist N :={f € B(X) : ||f||lg = 0}. Er
ist ein abgeschlossenes Ideal in B(X). Die Quotientenalgebra B(X)/N kann daher
gebildet werden: Sie ist gerade FB(X) und die induzierte Norm auf B(X)/N gleich
der Norm || - || g. Daraus folgen die Behauptungen. O
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Satz. Die Abbildung E : EB(X) — B(V) ist ein stetiger, isometrischer Isomorphismus
auf eine abgeschlossene kommutative Unteralgebra von B(V').

Beweis:

Die Abbildung E ist eine Isometrie, d.h. ||[E(f)| = ||f|&:
Sei EB(X) > f > 0.
Fiir e > 0 gilt: B({f > |flls—<}) #0.

Wihle
0#¢eim(E{f = [[flle—e}) CV mit |lpf =1.

Dann ist

leIPIEWUNN = (o0, E(f)p) = /f(8)<90,E(d8)<P>

> (fls=2) [ (o B@s))

{(£21flz—<}
Allz =), EQS = Iflle = eHe)
= (Iflle =€) llel*.

Da ¢ beliebig war, ist ||E(f)|| > ||f||z. Mit der Ungleichung aus dem vorigen Satz
folgt die Gleichheit fiir positive f.

Fiir eine beliebige Funktion f € EB(X) gilt f*f > 0, also folgt die Behauptung
aus:

1AE = 17 fle = IEGHI = IEG)ENDI = 1ESI?

4.3 Der Spektralsatz fiir normale, beschrinkte Operatoren

Sei X ein kompakter metrisierbarer Raum, By die Borelalgebra von X

Seien z,y € V. Mit Hilfe der Abbildung C/(X) < B(X) 5 B(V) definiert ein projektor-
wertiges Mal E auf Bx eine stetige Linearform

CX)=C, [z, E(f)y).

Das zugehorige komplexe Maf3 1, , wird Spektralmafl genannt. Da p, ,(2) = (z, E(Q)y)
gilt, kann man auch schreiben:

oo £) = [ £()(x, B(ds)y)
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Einem normalen Operator A € B(V) kann ein Spektralma$ auf B,4)

fe{x, f(A)y) =1l (f)

zugeordnet werden. (f(A) ist im vorletzten Kapitel {iber den Isomorphismus

C(o(A)) — C(A) definiert worden.)

Auf B4 liefert diese Konstruktion jedoch keine anderen Spektralmafie als die vorige,
denn der folgende Satz zeigt, daf es fiir jeden normalen Operator A € B(V) ein projek-
torwertiges Mafl 4 auf B,(4) gibt mit der Eigenschaft:

(x, f(A)y) = (z, Ea(f)y)

Damit kann der Funktionenkalkiil nach dem letzten Abschnitt auf E4-wesentlich be-
schrinkte Funktionen fortgesetzt werden.

Satz. Sei B,a) die Borelalgebra von o(A). Fir jeden normalen Operator A € B(V) gibt
es ein eindeutig bestimmtes projektorwertiges Mafs

Ey: BJ(A) — P(V)
mat
F(A) = [ F($9)Ealds) ¥seciny,
wobei f(A) dber den Isomorphismus C(o(A)) — C(A) definiert ist (s. Kap. 2.2).

Beweis:

Seien x,y € V. Da o(A) kompakt ist, definiert die stetige Linearform

Clo(A) =€, [ {z, f(Ay)

nach dem Rieszschen Darstellungssatz ein eindeutig bestimmtes reguléres komplexes
MaB p(x,y) auf By(a) mit

(w, F(A)) = [ J(5) nlds, ).

Sei Q0 € By(ay. Dann ist (z,y) — (2, z,y) € C eine hermitische Sesquilinearform
auf V.

Behauptung: (x,y) — p(, z,y) ist stetig.

Zunidchst wird gezeigt: Die Sesquilinearform ist positiv semidefinit, d.h.
(2, z,z) > 0.

Die Linearform

f={x, f(A)z)
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ist positiv, denn fiir f > 0 gilt:

(@, f(A)z) = (2, (JF V) A)x)

Daher ist nach dem Rieszschen Darstellungssatz auch das Maf p(z, x) positiv, d.h.
fir Q € By(ay ist p(Q, z,2) > 0.

Die zugehorige quadratische Form ist stetig bei 0, da fiir die konstante Funktion

g=1¢eC(c(A)) gilt:

0 < pu(z,z) = /XQ p(ds, x, x)

/g (ds, x, )

= (z, g(A)z)
lg(A)]| ||z (Cauchy—Schwarz)

gl ll=]®
= Jzl*  (dag=1)

Daraus folgt die Stetigkeit der quadratischen Form z +— pu(2,z, ) auf ganz V' und
damit auch die Stetigkeit der Sesquilinearform.

Eine stetige hermitische Sesquilinearform auf einem Hilbertraum 148t sich durch
einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten beschriankten Operator darstellen
(s. Rudin, Functional Analysis, 12.8.).

Die Gleichung
M(an7y) = <SL’, EA(Q)y>

definiert also eine Zuordnung E, : B,4) — B(V') mit folgenden, noch zu zeigenden
Eigenschaften:

(i) Ba()" = Ea()

(i) Ea(0) =0, Ea(o(A)) =1

(it) | Ea(@)] <1

(iv) EA(QU Q) = EA(Q) + EA(Y) — E4(QN )
)

(v) Ej4 ist schwach o—additiv, d.h. fiir paarweise disjunkte Borelmengen {2, },en
gilt:

lim (z, B, <(VJ Qn> y) = (z, Ea @1 Qn> y)
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(vi) EA(Q)EA(Q) = EA(Q2N Q)
(vii) EA(Q) ist ein Projektor, d.h. F3(Q) = EA(Q)
(vili) Eg ist stark o-additiv, d.h. fiir paarweise disjunkte {€2, }ren C Bo(ay gilt:
N N 00
EA (U Qn> xr 2)00 EA (U Qn> xr \V/ggev
n=1 n=1

Die Eigenschaften (ii), (iv) und (v) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
von p(z,y) als komplexes Maf}; (vi) wird unten gezeigt werden, damit erhélt man
dann auch (vii).

Also gilt:
(EA(Q)x, EA(Q)z) = (x, EA(Q)z) wegen (i) und (vii)
= p(Qz,2) < |lz)*
Dies zeigt (iii).
(viil) ergibt sich aus

i (U Qn)x—EA@Qn)xH? _ ||EA( U Qn)wIIQ

n=1 n=1 n=N+1

e o)

wobei der letzte Term wegen (v) fir N — oo gegen 0 konvergiert.
zu (vi):

Seien f,g € C(c(A)). Die Gleichung
[ 1ulds, v, g(A)y) <a: f(A)g(A)y>

besagt, dafl gilt:

Nun ist

[ 9(ulds, BA)z,y) = (Ea()z,g(A)y)
= (2. Ea(Q)g(A)y)
= /u ds,z,g(A)y)

:/g wu(ds, x,y),
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also folgt:

plds, Ea(Q)z,y) = xals)u(ds, ,y)
Damit erhélt man (vi):

(2, EA(QEA()y) = (Ea(Q)z, Ea(Q)y)
p(S, Ea(@)2,)
= [xa(@n(ds, Ba(@)a.y)

= [ xerls)xals) u(ds, z,y)
= [ xena(s) ulds.z.y)
— (2, Ea(2NQ)y)
E 4 ist also ein projektorwertiges Mafl mit
7(A) = [ 1(5)Ea(ds)

fir f € C(c(A)).

Da die MaBe pu(ds, x,y) = (x, Ea(ds)y) durch ihre Wirkung auf C'(c(A)) bestimmt
sind, ist auch E4 dadurch eindeutig festgelegt. O

Beispiel: Das Spektralmaf$ des Translationsoperators auf S* = IR/27Z

Fiir ¢ € IR ist der Translationsoperator definiert als

Ag i L(8Y) = L*(SY), (Agf)(t) = f(t —q).

Ay ist offensichtlich unitdr und daher normal. Auflerdem gilt A7 = A_,.
Die Fouriertransformation liefert einen Isomorphismus zwischen L?(S') und dem Hilbert-
raum [? der quadratsummierbaren Folgen:

eint

F:L2(SH 3P, fe (<\/%’f>)n€]N

Die Wirkung von A im Folgenraum ist:

elnt

< V2r
eint

<A*Q\/—2_ﬂ_7f>

(FAgf)(n) = Agf)
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ein(t+q)

VGl

_ e—inq< eint

Nk
e ™Ff(n).

Daraus erhélt man das Spektrum, das nur fiir rationales ¢/27 endlich ist:

| {lz| =1} ¢/27 irrational
o) = { {elZ} q/27 rational.

Fir Q € Bya,) ist Ea, () der Projektor auf den von {e™| n € Z mit e ™ € Q}
aufgespannten abgeschlossenen Unterraum in L*(S!).

5 Unbeschrinkte Operatoren auf Hilbertraumen

Motivation: Leider sind der Spektralsatz und der Funktionenkalkiil, die in den letzten
Kapiteln entwickelt wurden, gerade auf Differentialoperatoren im allgemeinen nicht an-
wendbar: Diese sind nédmlich oft nicht beschrankt, die Operatornorm ist also fiir sie nicht
definiert. Auflerdem ist ihr Definitionsbereich meist kein Hilbertraum, sondern nur ein
dichter Teilraum eines Hilbertraums.

Beispiel: Sei A := i%.

Dies ist ein unbeschrankter Operator, der auf dem Raum der differenzierbaren Funktionen
in L?(IR) wirkt.

Der Operator e~"4 kann auf drei Weisen definiert werden:

(i) iiber die Reihenentwicklung der e-~Funktion:

Sei f eine analytische Funktion.

‘ o (rd)" o pnfn)(¢)
()0 = (Z ) f) 0= "L20 g
n=0 ’ n=0 ’
(ii) iiber die die e-Funktion definierende Differentialgleichung:

Sei f eine differenzierbare Funktion in L*(IR). Fiir die Funktion e~ f wird gefor-
dert, daB sie die Differentialgleichung



5.1 Definitionen und Eigenschaften 33

d —ir . —ir
(7T (1) = (—ide A )(1)
mit der Anfangsbedingung e="4 f = f fiir r = 0 erfiillt.
Dies fithrt zu einer partiellen Differentialgleichung; durch Einsetzen sieht man, daf
e~ f(t) := f(t +r) die Losung dazu ist.
(iii) iiber die Fouriertransformation:
Sei f wie oben.
Sei F': L*(IR) — L?*(IR) die Fouriertransformation.
Dann gilt:
FAf)(E) = EF(f)(E)

d.h. FAF~! ist ein Multiplikationsoperator. Damit kann man nun definieren:

Fe—irAF—l — e—irf
und daraus den Operator e~ errechnen: e "4 f(t) = f(t +r)

Die letzte Methode erscheint am geeignetsten, da sie keine besonderen Eigenschaften der
e—Funktion benutzt.

Sie beruht aber darauf, daf8 die Funktionen e*! Eigenfunktionen von A zu den Eigenwerten
¢ € IR sind (die allerdings nicht in L?(IR) sind).
Dies erinnert an die Definition des Funktionenkalkiils mittels des Spektralsatzes fiir C*—
Algebren. Das Ziel dieses Kapitels ist es, einen solchen auch fiir unbeschrénkte selbstadjun-
gierte Operatoren, die auf dichten Unterrdumen von Hilbertrdumen wirken, zu beweisen.
Sei im folgenden (V, (-,-)) ein Hilbertraum.

5.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition. (i) Fin Operator (A, dom A) ist eine lineare Abbildung A : dom A — V,
wobei dom A ein linearer Unterraum von V ist.

(ii) (A,dom A) = (B,dom B) :& dom A= dom B, A= B.

(iii) (B, dom B) heifit Erweiterung von (A,dom A), falls dom A C dom B und
B ‘dom A= A.

(iv) Der Graph von (A, dom A) ist die Menge
(A, dom A) .= {(z,Ax) | x € dom A} CV @ V.

(v) (A, dom A) heif$t abgeschlossen, falls T'(A, dom A) abgeschlossen in V @V ist.
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Definition. Rechenregeln fiir Operatoren:

(i) (A, dom A) + (B, dom B) := (A + B, dom AN dom B)
(ii) (A, dom A)o (B, dom B) := (AB, {x € dom B | Bz € dom A})
(iii) M(A, dom A) := (\A, dom A), fiir A # 0

(iv) 0- (A, dom A) := (0, V)

(v) (A, dom A)™" := (A", A(dom A)), falls A injektiv ist.

Schreibweise: Ab jetzt bedeutet A immer (A, dom A), und eine Erweiterung B von A
wird mit A C B bezeichnet.

Lemma. Fiir Operatoren A, B, C' gelten folgende Rechenregeln:

(i) (A+B)+C=A+(B+C)
(ii) (AB)C = A(BC)
(1i1) AB+ AC C A(B+C).
(iv) (A7) = A

Beweis: Nachrechnen.

Lemma. Ist A ein abgeschlossener invertierbarer Operator, dann ist auch A~ abgeschlos-
sen.

Bewezis:

Definiere die Abbildung F': V&V — V &V, F(z,y) := (y,z). Nach Vorausset-
zung ist T'(A) = F(T'(A™')) abgeschlossen. Da F~! existiert und stetig ist, folgt die
Behauptung. O

Theorem vom abgeschlossenen Graphen. Ein Operator A ist genau dann in B(V),
wenn er abgeschlossen ist und dom A =V gilt.

Beweis:

=: Aus der Stetigkeit von A folgt die Abgeschlossenheit des Graphen.

<: Mit dem von V induzierten Skalarprodukt wird V' &V zu einem Hilbertraum. I'(A)
ist als abgeschlossener Unterraum von V' & V' auch ein Hilbertraum. Die Projektion
p1:T(A) =V, (z, Ax) — x ist stetig, bijektiv und linear; pj* ist also definiert und
stetig. Damit ist auch A = p, o p;! stetig und deshalb beschrinkt. O
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Bemerkung: Die Abgeschlossenheit ersetzt in Beweisen oft Stetigkeitsargumente, die auf
unbeschrinkte Operatoren nicht anwendbar sind:

Sei A ein abgeschlossener Operator; z,, € dom A sei eine Folge, die gegen z konvergiert.
Konvergiert die Folge Az, gegen yo, dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von I'(A):

o € dom A und Az = yo

Unter diesen Voraussetzungen vertauscht also ein abgeschlossener Operator mit Grenz-
wertbildungen.

Definition. Sei A ein Operator.

(i) Die Resolventenmenge von A ist

p(A) :={A € C| R(\) := (\— A)~! eaistiert, ist beschrinkt und dom R(\) = V'}.

(ii) Das Spektrum von A ist
g(A) =C—p(A).

Lemma. Fir einen Operator A gilt:

(i) p(A) ist offen in C.
(ii) Die Abbildung p(A) — B(V), XA+ R(\) ist holomorph.

Beweis:

Die Argumentation lehnt sich an die fiir beschrédnkte Operatoren an (s. Kap. 1.1):
Fiir A € p(A) und | — Al < ||R(N)||7! konvergiert die Reihe

Riu) = 32 RO (A — o)
k=0

in B(V).
AuBlerdem gilt:

R(p)(p— A)p = fiir p € dom (u— A) =dom A

Also erhélt man: (R(u), (u—A)(dom A)) =(pn—A)""!
Zu zeigen ist noch, daf§ yu — A surjektiv ist.

Sei dazu ¢ € V, 1 := R(u)p. Wenn ¢ € dom (u — A) = dom A bewiesen wer-
den kann, dann folgt aus (u — A)Y = ¢ (gleiche Rechnung wie in Kap. 1.1) die

Surjektivitét.
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Behauptung: ¢ € dom A
Die Folge

wN _ZR kJrl )\—,U>kg0

liegt in dom A, da im(R(\)) = dom A ein Untervektorraum ist, und konvergiert
gegen 1.

Da R(A) beschrankt und daher abgeschlossen ist, ist nach vorigem Lemma auch
(A — A) abgeschlossen. Der Grenzwert der Folge

P(A—A) > Yy, (A= A)yy) = <ZR AN = ), ZR P - M)@)

k=0

existiert in V@V, weil die Summen konvergieren. Wegen der Abgeschlossenheit von

(A — A) liegt er in I'(A — A). Also gilt: ¢ € dom (A — A) = dom A. O
Ubungsaufgabe: Fiir A\, € p(A) gilt die Resolventengleichung:
R(A) = R(p) = (n = M R(A) R(p)

Definition. FEin Operator A heifit dicht definiert, falls dom A C 'V dicht ist.

Definition und Satz. Sei A dicht definiert. Dann ist der adjungierte Operator A* defi-
niert auf

dom A* :={x €V :y— (x, Ay) ist stetige Linearform auf dom A}

durch
<{L‘, Ay) = <A*{L‘,y> vxedom A*, yedom A

Beweis:

Da fiir z € dom A* die Linearform dom A 3 y — (x, Ay) stetig ist und dom A
dicht in V' ist, 148t sie sich stetig auf V' fortsetzen. Der Vektorraum der stetigen
Linearformen auf V' kann iiber das Skalarprodukt mit V' identifiziert werden; des-
halb existiert A*x in V' und ist eindeutig (s.a. analogen Beweis fiir beschrinkte
Operatoren in Kapitel 2.1). O

Lemma. Sei A dicht definiert. Dann gilt:
(i) A* ist abgeschlossen.
(i1) (A1) = (A")71, wenn A~ emistiert.

(iii) (A+ B)* = A* + B*, (BA)* = A*B*, wenn B beschrinkt ist.
(w) AC B= B*C A*.
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Beweis:

u (i): Definiere F: V@V =V oV, F(z,y) = (—y,z)
Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes ist I'(A)+ abgeschlossen. Aus
(z,y) € F(L(A)) & (y,—2) € T(A)*
= <y72> - <$,AZ> =0 vze dom A
& x €dom A" und y = A*x
& (z,y) €T(AY)
folgt F(I'(A)*) = T(A*).
Die Stetigkeit von F~! und die Abgeschlossenheit von I'(A)* liefern die Abgeschlos-
senheit von ['(A*).
zu (ii): Die Gleichheit der Operatoren folgt aus der Gleichheit der Graphen.

Diese wird durch folgende Rechnung gezeigt, die benutzt, daf} F und
F: VeV VeV, (r,y) — (y,x) Isometrien sind und F'F' = —FF erfiillen:

DAY = FI(AY) = F(F(A) )= FF(T'(A)Y)
= F(FT(A)") = F(T(A™)Y) =T(A™")

zu (iii): Die Beschranktheit von B wird gebraucht, damit die Gleichung fiir die Definitions-
bereiche erfiillt ist. Das weitere folgt durch Nachrechnen.

(iv) Sei x € dom B*. Nach Definition ist die Linearform (B*z,-) stetig, d.h.
‘<37,By>‘ SC:rHyH vye dom B-

Daraus folgt:
(2, Ay)| < Callyll VYye dom a

Also ist die Linearform y — (z, Ay) stetig und = € dom A*.

Wegen (B*z,y) = (z,By) = (z,Ay) = (A'2,y) Vyc dom a gilt auBerdem
A*x = B*x. O

Definition. (i) Fin Operator A heifit symmetrisch, falls

<ASL’,y> = <.T, Ay> v:v,ye dom A-

(ii) Ein dicht definierter Operator A heifst selbstadjungiert, falls A = A*.
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Lemma. (i) Wenn A selbstadjungiert ist, so ist A abgeschlossen.

(i1) Ist A symmetrisch und dicht definiert, dann ist A* eine abgeschlossene Erweiterung
von A.

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem vorigen Lemma. O

Definition. Ein Operator A heifit abschliefbar, falls A eine abgeschlossene Erweiterung
hat. Nach Zornschen Lemma gibt es dann eine kleinste abgeschlossene Erweiterung A.

Lemma. Ein dicht definierter Operator A ist genau dann abschlieffbar, wenn dom A*
dicht in V 1ist.

Dann gilt A = A* und A" = A*.

Beweis:
=: Es gilt:
z € (dom A )t & (z,0) e T(A")* = F(D(A))
& —(0,z) e T(A) c T'(A)
= z=A4-0=0

Also ist (dom A*)t = {0} und daher mufl dom A* dicht in V sein.
«<: Da dom A* dicht in V liegt, ist A** definiert und eine abgeschlossene Erweiterung
von A mit T'(A™) = (T'(A)1)+ =T (A).

Aus T'(A) C T(A*) =T'(A) folgt T'(A) = '(A) und damit A = A**.
zu A" = A*: Ubungsaufgabe O
Beispiel eines nicht abschlieBbaren Operators:

Betrachte den Raum der quadratsummierbaren Folgen [, der ein Hilbertraum ist
mit der Norm

lanhend] = (3 |an|2)%

Ein Element in /2 werde als unendlichdimensionaler Spaltenvektor aufgefafit.

Definiere den Operator A, geschrieben als Matrix mit unendlich vielen Eintragen

1 2
A=100

S O W
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und die Folge

<« n-te Stelle.

OO -

von Elementen in /2.

1
Die Folge x,, konvergiert gegen 0, aber Ax,, = | 0

Fiir die abgeschlossenene Erweiterung A miiBte A-0 # 0 gelten, was im Widerspruch
zur der Linearitdt von A steht.

Definition. Fin symmetrischer, dicht definierter Operator A heifit wesentlich selbstad-
jungiert, falls A selbstadjungiert ist.

Lemma. Der Operator A sei wesentlich selbstadjungiert. Dann hat A genau eine selbst-
adjungierte Erweiterung A.

Beweis:

Sei A eine selbstadjungierte Erweiterung von A. Dann ist A abgeschlossen und es
gilt:

ACA=Ac A=A >A =A>A=A=A4,
wobei beim dritten Schritt die Selbstadjungiertheit von A und A genutzt wurde.

0

Folgerung. Fin symmetrischer, dicht definierter Operator A ist genau dann wesentlich
selbstadjungiert, wenn A* selbstadjungiert ist.

Bewezis:
S A A=A = A



40 5 UNBESCHRANKTE OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN

Beispiel:

(i) Betrachte den dicht definierten Operator

Ay — i% auf dom Ay = {f € C%([a, b)) : f(a) = F(b) = 0} C L2([a,B]).

Mit partieller Integration gilt fiir f, g € dom A;:

(it = / F@)(i50)(x) dr
b
= [ D@gla) dr
= li5f.9)

Dieser Operator ist also symmetrisch. Er ist aber nicht selbstadjungiert, da eine
analoge Rechnung zeigt, dafl

{f € L*([a,b]) : f differenzierbar und f’ € L*([a,b])} C dom A*.

Auflerdem ist A} nicht einmal symmetrisch. Also ist A; auch nicht wesentlich selbst-
adjungiert, hat aber eine selbstadjungierte Erweiterung:

(i) Sei nun A := i< und

dom Ay := {f € L*(|a,b]) : f(a) = f(b), f differenzierbar und f’ € L*([a,b])}.

Dieser Operator ist eine wesentlich selbstadjungierte Erweiterung von A;. (Dies kann
z.B. mit dem néchsten Satz, Teil (c), bewiesen werden.)

Dieses Beispiel zeigt, wie wesentlich der Definitionsbereich die Eigenschaften eines unbe-
schriankten Operators mitbestimmt.

Satz. Sei A: dom A — V ein symmetrischer Operator. Dann sind die unter (i) bzw. (ii)
stehenden Aussagen zueinander dquivalent:

(i) (a) A ist wesentlich selbstadjungiert.
(b) ker(A* £i) = {0}
(¢c) im(AF1i) CV ist dicht.

(ii) (a) A ist selbstadjungiert.
(b) A ist abgeschlossen, ker(A* + i) = {0}.
(¢) m(AFi)=V

Dabei gelten die Aussagen jeweils fiir + und — gleichzeitig.
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Beweis:

(a) = (b):

Im Beweis sind das obere und das untere Zeichen unabhéngig voneinander zu lesen.

zu (i):
Ist A wesentlich selbstadjungiert, so ist A* selbstadjungiert.
Sei ¢ € dom A* mit (A* £+ i) = 0. Dann gilt:

(i, ) = Fi(p, A%p) = Zi(A"p,0) = —(p, )

und somit ¢ = 0.

zu (ii): Die Aussage folgt aus (i).

czu (i):

Sei z € (HII(A + 'L))J_ C V, d.h. <ZL', (A + Z)§0> =0 \V/QOE dom A-

= (7, Ap) = (2, Hip) = (Fir, )
= r € dom A" und A*x = Fix
= x € ker(A* +1).
Nach Voraussetzung ist dann = = 0, also liegt im(A £ ¢) dicht in V.

zu (ii):
Aus (i) folgt, daBl im(A F4) dicht in V ist.

Zu zeigen ist noch, dafl im(AF1) abgeschlossen in V ist, wenn A ein abgeschlossener
Operator ist.

Sei dazu z,, € dom A eine Folge mit (A F i)z, —> y €V .
Zu zeigen ist: y € im(A F 1)
Aus der Symmetrie von A folgt:
I(AFi)z]* = [Az]* + [l=]|* + (Az, Fiz) + (Fiz, Az) = |Az|* + =]

=0

Daher gilt:
I(AF i)z = (AF Dau)|” = [A(zn — 2)II* + [z — 2al®

Dies zeigt, daB (z,, Az,) € I'(A) eine Cauchyfolge in V @ V ist, denn (A F i)z, ist
eine Cauchyfolge in V. Da A abgeschlossen ist, liegt ihr Grenzwert (xg, yo) in I'(A).

Aus Az = y, folgt
y=yoFirg=(AFi)rg € im(AFi).

Also ist im(A F i) abgeschlossen.
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(¢) = (a): Zuerst zu (ii):

Es reicht zu zeigen, dafl dom A* in dom A liegt. Der Rest folgt aus der Symmetrie
von A.

Sei also € dom A*. Nach Voraussetzung gibt es y € dom A C dom A* mit
(A*+ i)z =(A+1)y.
Weil A symmetrisch ist, gilt:

(A*+i)(x—y)=0

Da im(A —1i) = V ist, enthélt der Kern des adjungierten Operators (A*+4) nur den
Nullvektor. Daraus folgt

x =y und deshalb x € dom A.

zu (i):

Da im(A + i) dicht in V liegt, ist auch im(A F i) dicht in V. AuBlerdem ist A
symmetrisch und abgeschlossen. In Teil (ii), (b) = (¢) wurde gezeigt, dafl dann
im(A F i) abgeschlossen ist; also gilt: im(AFi) =V

Damit folgt aus (ii), dafl A selbstadjungiert und deshalb A wesentlich selbstadjun-
giert ist. ]

Lemma. Sei A selbstadjungiert. Dann gilt:

(i) o(4) c R

(ii) R(1)* = R(—1i), und R(i) = (i — A)~" ist normal.
Beweis:

zu (i): Sei x € dom A und A € € mit Im (\) # 0.

Dann ist .
— —A
Im )\(Re()\) )

selbstadjungiert, da A selbstadjungiert ist.
Nach dem vorigen Lemma ist
1 A—A

Ty (ReAd = A) +i = o

bijektiv: Die Injektivitdat folgt aus (ii), (a) = (b), die Surjektivitdt aus (a)=(c).
Also ist auch (A — A) bijektiv, und (A — A)~! ist definiert.
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Die Beschrinktheit von (A — A)~! muf noch gezeigt werden:

Aus
A =A)z)* = [[(Re (A) = A)z||* + [Im A]* [Jz]*
+i m (A) (((Re (A) = A)z,2) — (z, (Re (A) — A)a))
=0, da A selbstadjungiert ist
> [Im (M) [J*.
folgt:
1
— A < ——
0= )71 < oy

und damit die Beschrinktheit von (A — A)~1.
Also gilt: Im A # 0 = X € p(A) und deshalb o(A) C IR.

zu (ii): Aus

(R(i)z,y) = (R(i)z, (=i — A)R(=1)y)
(i = ARz, R(=i)y) = (x, R(=1)y)

folgt R(i)* = R(—1).
Die Resolventenidentitit besagt, dafl gilt:

—2iR())R(—i) = R(i) — R(—i) = —(R(—i) — R()) = —2iR(—i)R(i)

Also kommutieren R(7) und R(i)* = R(—i) miteinander, d.h. R(¢) ist normal. O

5.2 Der Spektralsatz fiir unbeschrinkte, selbstadjungierte Ope-
ratoren

Satz. Sei A selbstadjungiert und unbeschrdankt. Dann existiert ein projektorwertiges Maf
E4 auf € mit

(i) supp E4 C R

(ii) dom A= {z cV| / A2z, Ea(d\)z) < 0o}
o(A)

(iii) Az = lim (/ )\EA(d)\)> x  firx € dom A
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Beweis: Betrachte die umkehrbare Abbildung

1)

2)

h:CU{cxc} — CU{occ}
A =

. PN
7 — 00
00 — 0

Behauptung: h(c(A) U{oo}) = o(R(7))
Zuerst wird gezeigt: i #= X € p(A) = h(\) € p(R(7))
Sei also i # X € p(A).

Der beschriinkte Operator T'(A) = (i—\)?R(A)+(i—\) ist das Inverse zu h(\)— R(7),
denn mit Hilfe der Resolventenidentitit erhélt man

(R(A) = RENT(N) = (i — N)R(A) + 1 — (i — N)?R(i)R(N) —(i — M) R(i) = 1.
Genauso ergibt sich:

Also gilt: h(X) € p(R(7))
Sei nun p € p(R(7)), zu zeigen ist A := h™'(u) € p(A).
Das Inverse zu (A — A) ist pR(7)(u — R(7))™! = pR()T()\), denn

(A= ApRGHT(N) = (A—i+ (i — A) pRET()
— (A= )uRET(A) + uT(N)
( 1

—R(i) + ) T(\) = 1.

Da pR(i)T(\) aulerdem beschrénkt ist, ist A € p(A).

Es bleibt noch zu zeigen: 0 € o(R(7))

Das Inverse zu (0 — R(i)) = R(i) ist (i — A). Dies ist aber fiir ein unbeschréinktes A
auch nicht beschriankt. Deshalb gilt: 0 € o(R(7))

Konstruktion von FE4:

Sei B die Borelalgebra von € U {oo}, wobei C U {oo} als topologischer Raum die
Einpunktkompaktifizierung von C sei.

Die Resolvente R(7) ist beschrinkt und normal und definiert deshalb ein projektor-

wertiges MaB E; auf B mit £ (U) :=0 fir U C p(R(i)) U {oo}.
Mit h~! kann E; auf ein Maf§ E’y := (h™!),E; auf B abgebildet werden.

Fiir dieses gilt dann:
Ey(U) = Ey(MU)) Vues
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3)

Da ker(R(i)) = {0} ist, ist E/;({oc0}) = E1({0}) = 0.
AuBerdem gilt: supp E’y = h™! supp E; = h (o (R(i)) = 0(A) U {cc} C RU {0}

Sei E4 durch Einschrankung von E’; auf Bg definiert. Dann erfiillt £4 die Axiome
eines projektorwertigen Mafles und supp F4 C IR. Die Integration F —mef3barer
Funktionen ist in Kapitel 4.2 definiert worden.

Behauptung:
Vo= {z eV /)\Q(x,EA(dA)@ < o0}
={zeV| Jim / AE4(dN)x existiert} =: V}
Sei U,, := [—n,n| € Be. Die Abschitzung

/ N (EA(U)z, Eald\)Ea(U,)z) = / N2z, Ea(d\)z) < oo

fir x € V zeigt, dafl dann gilt: E4(U,)V C W

Auflerdem existiert wegen der Beschranktheit von U, das Integral / AE4(d)) und

Un
es gilt:

I / AEA(dN)z|? = / N2(z, Ea(d))z)

Un Un

Fiir x € Vi konvergiert die linke Seite und damit auch die rechte; also folgt = € V4.

Sei nun x € V4. Dann ist die rechte Seite eine Cauchyfolge. Die Gleichung besagt
auflerdem, dafl folgendes gilt:

| [ ABa@el® = || [ AEat@NalP = 1| [ ABa(@Nz)?

Untk Untt=Un

Daraus folgt, dafl auch / AE 4(d\)z eine Cauchyfolge ist. Somit ist Vy C V) gezeigt.
Un
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Behauptung: dom A C Vj
Sei x € dom A, y:=(i— A)x
Mit der Gleichung

, 1
v = R(i)y = / pE(dp)y = / — BaldN)y
o(R(i)) o(4)

erhilt man:

n

/n AEL(dN)z = / AEA(dN) R(i)y

n

_ / AE4(d)) / 2_1 w EaldN)y
—-n R

roA
— Ea(d)
/i—)\ aldA)y

—n

Die letzte Gleichheit folgt aus der Eigenschaft Ey(f)E:i(g) = E1(fg), die im Kapitel
iiber beschriankte Operatoren gezeigt wurde.

Da die Funktion -2 auf IR beschrinkt ist, existiert der Grenzwert fiir n — oo und

Y
es gilt: x € Vj

Integraldarstellung von A
Behauptung: V, C dom A
Es gilt:

RG) [ NEs@y = [uBidn) [ LB
—n R h([=n.n]) s
= Ei(h([=n,n])) = Ea([=n,n])
Damit ergibt sich: E4([—n,n])V C imR(i) = dom A

Weiter errechnet man:

Ao Ea(l=n,n) = (i= (i = A)DRG) [ (i=NEa()
— i Es—n,n] - / (i — \)Ea(d))

= /n AE4(d))
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Fiir x € Vj konvergiert die Folge AEA([—n,n])z = / AEA(dN)zx fiir n — oo.

Da A abgeschlossen ist und lim Es([—n,n])x = z, gilt:

n—oo

2 € dom A und Az = lim / AEA(d))z.

Daraus folgt die Behauptung.
Auflerdem liefert dies eine Integraldarstellung des Operators A. U

5.3 Der Kalkiil fiir unbeschrinkte, meflbare Funktionen
Sei A ein selbstadjungierter Operator, F4 das zugehorige projektorwertige Maf, auch
Spektralschar von A genannt.

In Kapitel 4.2 wurde eine Abbildung konstruiert, die einer E 4-wesentlich beschrinkten
Funktion einen beschrinkten Operator f(A) zuordnet:

EB = {E —wesentlich beschrankte Funktionen} — B(V)
fro fA) = [ FOEa(@)
o(A)

Dies ist ein isometrischer Homomorphismus von C*—Algebren.

Diese Abbildung soll erweitert werden auf unbeschrénkte mefibare Funktionen. Thr Bild
wird unbeschrinkte Operatoren enthalten.

Definition. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Sei f : IR — C U {oo} eine meffbare
Funktion und es gelte: Ea(f~(c0)) =0

Mt

wird der Operator f(A) definiert als:
dom f(A) :={x € V| f.(A)x konvergiert fiir n — oo}

f(A)z = lim f,(A)x fir x € dom f(A)

n—oo

Bemerkung: Im Beweis des Spektralsatzes wurde gezeigt, daf fiir die Inklusion
I: IR — CU{oo} gilt: dom I(A) =dom A und I(A) = A
Denn I(A) ist gerade die Integraldarstellung von A.
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Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator, f wie oben. Dann gilt:

(i) f(A) ist dicht definiert und abgeschlossen.

(ii) dom f(A) = Vo= {z € V| [ |0 (@, Ba(d)a) < o0}
(ii) {w. J(A)g) = [ FO (. Eald\)y) fiir y € dom f(4)

(iv) 17 (A)al* = [1FO) e, Ea(dN)z) fiir o € dom f(A)
(v) F(A) = F(A)

() Rp) = (u= )" = [ =

S EaldA) fir p € p(A)

Beweis:
zu (iv): Setze U, := {|f| < n}. Fir x € dom f(A) erhdlt man (iv) aus
If(A)zl® = lim || fu(A)]”

n—oo

— lim / FO 2z, Ea(d\))

- /|f()\)|2(x,EA(d)\)x> < 0.

AuBlerdem zeigt dies die Inklusion dom f(A) C Vj von (ii).

zu (ii): Es bleibt, die Inklusion Vj C dom f(A) zu zeigen.
Sei dazu = € Vo, y, = fn(A)z und

Up = Yp — Yn_1 = / FN)E4(dN)x.
Un*Un—l

Da (U,—U,_1)N(Uy_1—U,_2) = 0 ist, sind die u,, paarweise orthogonal zueinander.

Mit
A)x = Z U,
m<n
ergibt sich fiir n > [:
Ifn(A)z = fi(A)z]? = || ¥ uml?
m=Il+1
= 2 lual?
m=Il+1
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zu (i):

zu (iii):

Dies und die Konvergenz der Summe

> lunl® = [ 1f e, BaldN)a)

zeigen, daf} die Folge der f,(A)z eine Cauchyfolge ist. Also ist z € dom f(A).

Sei z € V.

Da U U, ={]|f| < oo} und somit E4( U U,) = 1ist, konvergiert die Folge F4(U,)z
geggiox. Nach (ii) liegt die Folge in d(;ﬁlo f(A). Also ist dom f(A) dicht in V.

Zu zeigen bleibt die Abgeschlossenheit von f(A):

Sei (x,,, f(A)x,) eine Folge in T'(f(A)), die gegen (xg,y0) € V @ V konvergiert. Zu
zeigen ist, da xy € dom f(A) ist und yo = f(A)xo.

Da f,,(A) beschréankt und deshalb stetig ist, gilt:
At = Jim (At = im FA)EAUn),
— lim BA(U)f(A)e,
= EA<Um)yO

Fiir m — oo ergibt sich also:

lim f,(A)zg = lm Es(Un)yo = yo

m—0o0 m—0o0

Daraus folgt zo € dom f(A) und yo = f(A)zy.

Zuerst wird die Existenz des Integrals bewiesen.
Jedes komplexe Mafl 148t sich polarzerlegen. Fiir x € V und y € dom A gibt es
daher

— eine mefbare Funktion ¢ mit [p(A)| =1 Ve,

— ein positives Maf} p,

so daf} gilt:
(z, Ea(dA)y) = ¢(A)p(dA)

Das Integral ist definiert, wenn der Grenzwert lim / | f(AN)|p(dN) existiert.
Un

Definiere die meBbare Funktion f(\) := @A)~ ![f(N)].
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Fiir y € dom f(A) = dom f(A) (dies folgt aus (ii)) erhilt man

L@y = [ 10l

_ / FaN) (2, Ea(dN)y)
=z, folA)y) "2 (2, f(A)y).

Daraus folgt die Existenz des Integrals.

AuBlerdem gilt:

(z, f(A)y) = lim (z, fo(A)y)
= Jim | F)(z, Ea(d\)y)

n—o0

=[O EaldAy)
Damit folgt (ii).
zu (v): (Tgi)l (ii) zeigt, daB dom f(A) = dom f(A) ist; und fiir z,y € dom f(A) gilt wegen
| (z, F(A)y) = (F(A)z,y)

Daraus folgt: f(A) C f(A)*.
Zu zeigen ist die umgekehrte Inklusion.

Sei x € dom f(A)*. Da fir alle y € V' die Gleichung

(v, fu(A)z) = (fm(A)y, )

Deshalb ist # € dom f(A) und f(A)x = f(A)*x.

zu (vi): Ubungsaufgabe. O
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5.4 Der Zusammenhang zwischen Spektralprojektoren und Re-
solventen

Definition. Die starke Operatortopologie auf B(V) ist die grobste Topologie, bei der fiir
alle x € V' die Abbildung B(V) — V, A Ax stetig ist.

Grenzwerte in der starken Topologie werden mit s—lim bezeichnet.

Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator, seien a,b € IR. Dann gilt:

b—¢

. .1 : :
S—lgﬁ)l S—lelﬁ)l 9 /5 (R(,u —ig) — R(p + ze))du = EA((a, b))
a+

Beweis:
Sei
b—5
1 1 1
,e,\) = — / — d
6,84 27ri+5<u—ie—>\ u—l—ie—A) s
1< <b—5—)\> <a+5—)\>>
= —|arctan | —— | — arctan | — .
T € €
Es gilt punktweise:
- 1
FOe) =8 Xarops) + 3 X{a+ab—s}
ﬂ X(a,b)

Fiir alle offenen Umgebungen U von {a} U {b} konvergiert f(d,e,-) auf R — U
gleichmiflig gegen x (4 fiir d,¢ 4 0.

Aulerdem ist f(6,¢,-) in EB(IR), d.h. dom f(d,e, A) = V.
(i) Behauptung: s—lgg]l s—lgg]l f(d,e,A) = EA<(a, b))
Za zeigen ist also fiir x € V:

1£ (8.2, Az — Ea((a,b))xl| == 0.

Mit x = Ea({a})x + Ea({b})x + EA(IR — {a,b})z =: x, + x} + x. gilt:

1£(6.2, A)x — Ea((a.b))z]| < [£(8,2, ABAU )z — Ea((a,b)) Ea(U)a
+ Hf(évgvA)EA(U)bu + ”f(évgaA)EA(U)xaH
+ [1£6,2, ABAU)ze|l + [ Ea((a,0))Ea(U)a|
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Fiir ein beliebiges o > 0 148t sich U so wéhlen, daf3 gilt:

g
IBAU)zl <2

Wiéhle § so, dafl [a,a + §] U [b— §,b] C U ist, und € sei so klein, daf gilt:

|f(d,e,a)] < % und |f(d,¢,0)| < %

und fiir A € U°: [£(5,6,0) = Xary(V)| < %

Da auBerdem tiberall |f(d,e,\)| < 1, also || f(d, e, A)|| < 1 ist, ergibt sich insgesamt
die Abschétzung

”f(5787A>x - EA(<CL7 b))l’” < 0.

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung: Wird die Reihenfolge der Grenzwertbildung vertauscht, dann ist die
Grenzfunktion eine andere!

(ii) Behauptung:

1 b—é

[(8,e,4) = 5= / (R(u — i) — R+ i) ) dp
a+9d

Der Integrand von f (9, , -) ist beschrankt bzgl. 1 und A, deshalb kann die Integration
nach g mit der nach dem Mafl E4(d\) vertauscht werden:

b5
1 1 1
fo,e,A) = /%!&(M—is—)\_ﬂ+i5—)\>dﬂEA(d)‘)

b—9d

1 1 1

= — ——FA(dA —/7E d\) | d
QWiL[/u—ie—)\ ald) Wi — A al )] a
L b

= 5 L(R(u—ie)—R(quie))du
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6 Streutheorie

6.1 Das wesentliche Spektrum

Sei V' ab jetzt ein separabler Hilbertraum.

Stabilitdtsproblem: Seien H,, H; selbstadjungierte, beschrinkte Operatoren und
Hy — Hj sei ,klein“. Wie hingen o(Hy) und o(H;) zusammen?
Dieser Frage wird in diesem Kapitel nachgegangen werden. Dabei treten hdufig kompakte

Operatoren als , kleine Storung® auf:

Definition. FEin kompakter Operator ist ein Operator, der beschrinkte Mengen auf
prakompakte Mengen abbildet.

Satz. Ein kompakter Operator bildet schwach konvergente Folgen auf normkonvergente
Folgen ab.

Beweis:

Sei C' ein kompakter Operator; x,, sei eine Folge in V', die schwach gegen x( konver-
giert,

Annahme: In der Normtopologie divergiert C'x,,.
Dann gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge C'z,,, mit Vny, : |Cx,, — Cxoll > €.

Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit folgt, daff schwach konvergente
Folgen beschrénkt sind. Die Menge {C'z,, } ist also kompakt. Daher hat die Teilfolge
einen Haufungspunkt.

Da sie aber auch schwach gegen C'xy konvergiert, mufl der Haufungspunkt C'x sein.
Dies steht im Widerspruch zu ||Cx,, — Czgl|| > «. O

Satz. Die kompakten Operatoren bilden eine Banachalgebra.
Beweis: Ubungsaufgabe.
Definition. Sei H € B(V) mit H = H*.
(i) Eine Weylfolge zu H und X € C ist eine Folge @, € V', fir die gilt:

lenll =1,
©n konvergiert schwach gegen 0,

(H — N, konvergiert gegen 0 (in der Normtopologie).
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(i) Das wesentliche Spektrum von H ist definiert als

Oess(H) = {\ € C| es gibt eine Weylfolge zu A und H}.

Bemerkung:

(i) Jede orthonormale Folge ¢, € V' konvergiert schwach gegen 0, da fiir alle ) € V die
Summe

iow,m?

existiert. Daher ist A genau dann in o.s(H), wenn es eine orthonormale Folge
on €V gibt, fir die (H — \)g, gegen 0 konvergiert. Das wesentliche Spektrum
kann auch auf diese Weise definiert werden.

(ii) Da die Bedingung fiir A € o.4s(H ) impliziert, dal (H — ) in B(V') nicht invertierbar
ist, gilt:
Oess(H) C o(H)

In 0(H) — 0.5s(H) sind genau die isolierten Eigenwerte endlicher Vielfachheit.

Lemma. Seien Hy, H; € B(V) selbstadjungiert und Hy — Hy sei kompakt.

Dann gilt:
Oess(HO) - Uess(Hl)

Bewezis:

Gezeigt wird oes5(Ho) C 0ess(Hi ), die andere Inklusion folgt aus Symmetriegriinden.
Sei ,, eine Weylfolge zu Hy und A\ € o.45(Hp).
Aus p, = 0 folgt dann weiter:

<w7 Qpn> —0 vwev = <(Hl - Ho)*TP’ 90n> —0 vdJEV
= (¢, (Hy — Ho)pp) = 0 Vyey

Dies bedeutet, dal (H; — Ho)p, schwach gegen 0 konvergiert.

Da H; — Hy kompakt ist, konvergiert (H; — Hp)pn, gegen 0 in der Normtopologie.
Dann konvergiert auch

(Hi — Npn = (Ho — Ny + (Hy — Ho)on

gegen (. Daher ist ¢, auch eine Weylfolge zu H; und . O
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6.2 Der Wellen- oder Mglleroperator

Die Streutheorie untersucht, ob es fiir Operatoren A, B, die ,,nahe beieinander” liegen, eine
unitére Aquivalenz W zwischen ihnen gibt, d.h. es soll gelten WA = BW. Es wird sich
herausstellen, da8 diese Aquivalenz fiir die Einschrankungen von A, B auf die Unterraume
Vae(A) und V,.(B) (s.u.) existiert, falls A — B ein Spurklasseoperator ist.

Die Motivation und die Bezeichnung ,,Streutheorie“ kommen aus der Quantenmechanik:
Die Streuung von Teilchen an schwachen, lokalisierten Potentialen wird auf diese Weise
beschrieben (s. Reed/Simon, Scattering Theory).

Sei A ein selbstadjungierter Operator und E, seine Spektralschar.

Definition. FEin Borelmafl p auf R heifit absolut stetig bzgl. des Lebesquemafes A, falls
fiir alle meffbaren Mengen €2 C IR gilt:

Q] == AQ) = 0= pu(Q) =0

Der Satz von Radon/Nikodym aus der MaBtheorie besagt:

Ein Borelmafl ;¢ auf IR ist genau dann absolut stetig bzgl. A\, wenn es eine mefibare
Funktion f € L}, (R, \) gibt mit

u(dN) = F)N
Definition. V,.(A) :=={z € V| fir alley € V ist (y, Es(.)x) absolut stetig bzgl. \}
Definition. Fin Teilraum V' C V' heifst A-invariant, falls gilt:

fAWV' TV Vyeppm)

Lemma. Der Raum V,.(A) ist ein abgeschlossener, A—invarianter Teilraum von V.
Beweis:

(i) Es ist leicht zu sehen, da V,.(A) ein Untervektorraum von V ist.

(i) Vie(A) ist abgeschlossen:
Sei x; € V,.(A) eine Folge, die gegen z( konvergiert.
Fiir @ C R mit || =0 und y € V gilt dann wegen der Beschrénktheit von E4(2):

(y, Ea(Q)z0) = lim (y, Eo(Q)z;) =0
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(iii) A-Invarianz von V,.(A):
Fir x € Voo(A) und f € EB(R) ist zu zeigen: f(A)z € V,.(A)
Sei dazu y € V und Q C IR mit |Q] = 0.
Dann gilt:

(v, EA(Q)f(A)z) = (v, f(A)Ea(Q))
= (f(A)y, BEa(Q)z) =0
Daraus folgt f(A)x € V,.(A). O

Definition. Seien A und B selbstadjungierte Operatoren.

Falls der Grenzwert
W*(A, B) == s—lim ¢ PP, (B)

t—Foo

existiert, wird er Wellen- oder Mplleroperator genannt. Dabei bezeichne P,.(B) den Pro-

jektor auf V,.(B).

Satz. FEwistiert fir die selbstadjungierten Operatoren A und B der Wellenoperator
W=(A, B), dann gilt:

(i) WE(A, B) : Voo (B) — im(W=*(A, B)) =: Vo C V ist isometrisch.

(ii) f(A) W*(A, B) = W=(A, B) f(B) fir f € EB(IR)

(111) Vi ist A—invariant.

(iv) WE(A, B)dom (B) C dom (A) und AW*(A, B) = W*(A, B)B

(v) Vi C Vae(A).

Beweis:

zu (i): Sei ¢ € Vyo(B). DaB W=(A, B)|v,.(p) eine Isometrie ist, folgt aus

[W5(A, Byl = Jim_[|e4e B Py (B)g] = [ig].

Daraus ergibt sich auBerdem, dafl W*(A, B) € B(V) ist.

zu (ii): Aus

s—lim eztAefztBPac<B> = s—lim ez(tJrs)Aefz(Hs)BPac(B)
t—F oo t—F oo
_ elsAS_hm eltAefztBPac<B)efsz
t—F oo
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zu (iii):

zu (iv):

folgt ' A

AW E(A, B) = WE(A, B)e™?.
Sei nun ¢ aus dem Raum der Schwartzfunktionen S(IR), F'g sei die Fouriertransfor-
mierte von g.

Dann gilt:
g(A) WE(A, B) = / A Fg(s)ds WE(A, B)
= /eiSAFg(s)Wi(A, B) ds
= /Wi(A, B)e*BFg(s) ds
= W*(4,B) g(B)
Die erste und letzte Gleichung folgen aus dem Satz von Fubini angewandt auf die

Mafle ds und < x, E4(d\)y > fir x,y € H.

Da der Raum der Schwartzfunktionen dicht in Cy(IR) liegt, stimmen die stetigen
Linearformen

Co(R) = €, g < z,g(A)W=(A, B)y >

und
g =<z, W(A,B)g(B)y >

fiir alle x,y € H iiberein. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gilt dann fiir
f e EB(R)
< 2, [AYWE(A, B)y >=< 2, W*(A, B)[(B)y > .
Daraus folgt
F(AYW*(A, B) = W*(A, B)f(B).
Aus (ii) folgt f(A)VE C VE
Sei z € dom B. Dann gilt:
Bx = lim BEg([—n,n|)x

n—o0
Da W*(A, B) beschriinkt ist, erhiilt man:
W*(A,B)Bxr = lim W*(A, B)BEg([—n,n])x

n—oo

= lim AEA([-n,n])W*(A, B)z

n—o0

Die letzte Gleichheit folgt aus (ii) mit f(A) := X - X[—nn)(A).
Also konvergiert AE4([—n,n])W*(A, B)x. Da A abgeschlossen ist, ist W*(A, B)z €
dom A und es gilt:

lim AE4([-n,n))W*(A, B)r = AW*(A, B)x

n—o0
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zu (v): Sei x € Vi, d.h. es gibt ein 2z € V,.(B) mit v = W*(A, B)z
Fir y € V und Q C IR mit || = 0 gilt:

(y. EaA()z) = (y, EA(OW™(A, B)z)
= (y, W*(A, B)Ep(Q2)z) nach (ii)
(WE(A, B)*y, Eg(Q)2z) =0

Also ist z € V.(A). O

Satz. Seien A, B und C selbstadjungierte Operatoren, fiir die W*(A, B) und W=(B, C)
existieren.

Dann exzistiert auch W*(A,C) und es ist
W=(A,C) = W*(A, B)W=(B,C).
Beweis:
Nach Teil (v) des vorigen Satzes ist W*(B,C)V C V,.(B).
Also gilt fiir p € V:

lim (1 — P,(B))e™Be P, (C)p =0

t—Foo
Mit
MeTOP(C)p = €M P P(B)e" e O P(C)p
+e e (1 = Poo(B))e"Pe P (C)g
ergibt sich
WH(A,C)e = lim e P, (C)y

t—Foo
T itA —itB itB —itC
= tkglooe e P P(B)eT e P (C)p
= WA B)WH(B,C)y
Die letzte Gleichheit folgt aus dem Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit. [

Bemerkung: Fiir einen Beweis der obigen Beziehung wiirde schwache Konvergenz nicht
ausreichen. Dies ist der Grund, starke Konvergenz zu fordern.

Definition. Seien A, B selbstadjungierte Operatoren.
Der Wellen- oder Molleroperator W*(A, B) heifst vollstindig, falls

m(W*(A, B)) = ViulA).
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Lemma. Der Wellenoperator W*(A, B) fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B
ist genau dann vollstindig, wenn W=*(B, A) existiert.

Bewezs:

<: Aus der Existenz von W=*(B, A) folgt:
WH(A, B)W*(B, A) = WH(A, A) = P,.(A)
Damit erhilt man: im(W=*(A, B)) = V,.(A)

=: Sei ¢ € V,.(A). Da W*(A, B) vollstindig ist, gibt es 1 € V,.(B) mit ¢ =
W*(A, B)y.
Dann gilt:
lo = e e By 570
Dies ist dquivalent zu
JeBe-p — g 2T
Also existiert der Grenzwert s—lim ePe 4P, (A) = W*(B, A). O

t—F oo

6.3 Der Satz von Kato/Rosenblum

Der Wellenoperator W*(A, B) existiert, wenn A — B bestimmten Bedingungen geniigt.
Der Beweis hiervon ist das Ziel des néchsten Abschnittes.

Satz. Sei C ein kompakter Operator. Dann ldfst sich C' darstellen als

nelN

Dabei sind p,, 0, zwei Orthonormalbasen von V- und A\, € C strebt gegen 0 fiir n — oo.

Die Summe konvergiert bzgl. der Operatornorm.

Beweis: Siehe z.B. Reed/Simon, Functional Analysis.

Definition. Ein kompakter Operator C' heifst Spurklasseoperator, falls fiir die Darstellung

nelN

die im vorigen Satz definiert wurde, gilt: > |\,| < oo
nelN

Es kann bewiesen werden, dafl diese Definition nicht von der Darstellung von C' abhéngt,
die Eigenschaft ,Spurklasseoperator® also wohldefiniert ist (s. Reed/Simon, Functional
Analysis).



60 6 STREUTHEORIE

Satz (Kato/Rosenblum). Seien A und B selbstadjungierte Operatoren, A — B sei ein
Spurklasseoperator.

Dann exzistiert W=(A, B) und ist vollstindig.
Definiere

M(B) = {9 € V| (p, EpldN) = |fo()FdA mit f, € L¥(R)} € Va(B)
mit der Norm [[l[[| == [[fo/lco-

1. Hilfslemma. M(B) ist dicht in V,.(B).

Beweis:

Sei ¢ € V.(B).
Da das MaB (¢, Eg(d\)v) endlich und positiv ist, gibt es eine Funktion f, € L*(IR),
so daB gilt (vgl. S.54 oben):

(¥, Ep(dA)y) = [ fu(N)[*dA

Gegeben sei € > 0.
Sei K C R eine kompakte Menge mit

[ 1P < 5.
R-K

und C(g) € IR sei so groB, daf gilt:

FsPdr < 5
{Ify|>C(e)}
Fiir
p = Ep (KN {|fyl <Cle)}) ¥
erfiillt die Funktion

. { fo auf KN {fy <C)

0 sonst

die Gleichung
(0, Eg(dN)g) = | fo(A)]dA.

Da auBerdem f, € L>(IR) ist, ist ¢ € M(B) und es gilt:

le-elP= [ IROPA <e
(R—EK)U{|fy|>C(e)}
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2. Hilfslemma. Fir ¢ € M(B) und ¢ € V gilt:

/| o)t < 2 ||l |l

Bewets:
Sei ¢ € M(B). Der zyklische Teilraum

Hy(B) == {s(B)¢ | s € L*(R, (¢, E(d\)g))} C V

ist wohldefiniert, denn es gilt:

s € LA(R, (¢p, Eg(d\)p /\ (dN)) < 00
& p €dom ( (B))

AuBerdem ist H,(B) abgeschlossen:

Sei ndmlich s; € L*(IR, (¢, Eg(d\)y)) eine Folge von Funktionen, so daf s;(B)y
konvergiert; der Grenzwert sei ¢ € V.

Dann ist s;(B)¢ eine Cauchyfolge in V.
Aus der Gleichung

Isi(B)¢ — s;(B)e|” =/|8¢(A)—8j(A)I2<<P, Ep(dA)g)

folgt, dafl s; eine Cauchyfolge in L?(IR, (p, Eg(d\)p)) ist.
Thr Grenzwert sei sg € L*(IR, (¢, E(d)\)p)).
SchlieBlich ergibt sich aus obiger Gleichung auch ¢ = so(B)y € H,(B).

Nun zum eigentlichen Beweis des Hilfslemmas:

Sei dazu ¢ € V.

Der Projektor auf H,(B) wird mit Q) : V' — H,(B) bezeichnet.

Nach Definition von H,(B) gibt es eine Funktion n € L*(IR, (¢, Ep(d\)p)) mit

QY =n(B)e.
Mit e~y € H,(B) erhilt man:

(,ePp) = (Qi,e o)
= (p,(B)e ")
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Da ¢ € M(B) vorausgesetzt wurde, existiert f, € L>(IR) mit

(0, Eg(dN)g) = [ fo(N)[dA.
Das Ma8 | f,(A\)|?d\ ist endlich, deshalb ist n € L' (IR, | f,(A)|*dAN)NLA (IR, | f,(N)|*dN)

und
nlfel* € L'(IR) N L2(R).
Daher gilt weiter
(e ) = [ PG0) |F, (0 dA
und dies ist gerade die Fouriertransformierte der Funktion 7] f,|* € L*(IR).
Das Plancherel-Theorem liefert die Behauptung:

/ (W, e Pp)|* dt = 27r/ V)2 £,V dA

< 2 LI [ VLM ax
In(B)el?
= 2n [llellP - QP

< 2m |[|ol|[* - []%]|*, da @ ein Projektor ist.

3. Hilfslemma. Sei ¢ € V,.(B). Dann gilt:

(i) e"Byp s 0

t—+oo

(ii) Ce By = 0 fiir einen kompakten Operator C'
—4o0

Bewezs:

zu (i): Sei ¢ € M(B), sei mit (p, Eg(d\)p) = | f(N)]2d\.
Im Beweis des vorigen Hilfslemmas wurde gezeigt, dafi es Funktionen f € L*(IR)
und n € L*(RR, | f(A)[2d\) gibt mit 77 f|> € L*(IR), die folgende Gleichung erfiillt:

(W, ) = [ )1 ax

Dies ist die Fouriertransformation von 7| f|?, daher gilt nach dem Lemma von Rie-
mann/Lebesgue die Abfallbedingung

(h,e Py — 0.

t—+o0
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zu (ii):

Damit ist (i) gezeigt fiir den dichten Teilraum M(B) C V,.(B).

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und aus [[e ®Z|| = 1 folgt, daf die Ab-
bildung '
V=C, o (e Py)

gleichméfig in t stetig ist. Deshalb gilt die Behauptung auf ganz V,.(B).

Ein kompakter Operator bildet schwach konvergente Folgen auf normkonvergente
Folgen ab (s. 6.1). O

Zum Beweis des Satzes von Kato/Rosenblum:

Es reicht, die Existenz von W*(A, B) zu zeigen, denn durch Vertauschen von A und
B folgt dann die Existenz von W*(B, A) und damit die Vollstéindigkeit.

Sei
W(t) — eiAtefiBt
Fiir den Beweis geniigt es, nur den Grenzwert

lim W(t)p fir p € M(B)

t—+o0

zu betrachten; dieser setzt sich auf V,.(B) stetig fort, denn W (t) ist gleichmé&Big in ¢
beschréankt.

Nach  dem  Cauchyfolgenkriterium  ist dies  &quivalent dazu, daB
sup |(W(t) — W(s))p||* fir ¢ — oo gegen 0 konvergiert (fir ¢ — —oo ana-
s>t

log).
Da W (t) unitér ist, ergibt Ausklammern von W (t):
I(W (1) = W(s)ell* = II(1 = W(t) W (s))el

Auflerdem gilt:
1-Wt)W(s) = e“PWE)*(W(t) — W(s))e P

+ ei“BW(t)*W.(s)e_i“B — W) W(s).

=:F,

Zu D,:
Seien ) € dom A, ¢ € dom B.
Da A und B dicht definiert sind, folgt mit C':= B — A aus

d _d, —iBt
= (A ey, e Plp) — (e My, B e Ply))
— —’l<1/}, eiAtC efiBt(p>
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nach Integration:
t

W(t) — W(s) = —i / GATC BT

S

Der Integrand ist kompakt, denn C ist kompakt. Die kompakten Operatoren bilden
eine Banachalgebra, deshalb ist das Integral wieder ein kompakter Operator (zur
Definition des Integrals s. Kap. 1), also auch die Differenz W (t) — W (s).

Aus dem 3. Hilfslemma folgt:

Jim Dy = lim e BW () (W (t) — W(s))e Py = 0.

Damit gilt 1 — W(#)"W(s) = s—lim E,. Dies wird jetzt ausgerechnet. Dabei ist
die folgende Ableitung in der schwachen Operatortopologie definiert — wie bei der
vorigen Rechnung.

d d .

—F . _ (,iaB 1* —iaB

e = GO W) |

= iB " PW ()W (s)e P —i “PW ()W (s)B e P

- 4 eiaB<eitBB ei(sft)AefisB . eitBei(sft)AB efisB>€fiaB

i elaB (eltBC ez(sft)Ae isB eztBel(sft)AC efsz) efzaB

=Y (t,s)

Mit F,(z) := z/ By e7Bda ergibt sich
0

und damit

Dies liefert:

IW () = W(s)el* = (0. W(B)" (W(t) = W(s))

Die Gesamtaussage ist bewiesen, wenn gezeigt werden kann:

lim sup lim (o, F,(Y(t,s))p) =0

t—o00 s>t a—00

denn es gilt F,(Y (s, 1)) = Fo(Y(t,s))"
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Um eine moglichst gute Abschéitzung des Skalarproduktes zu gewinnen, wird
F,(Y(t,s)) weiter zerlegt: Als Spurklasseoperator hat C' = B — A eine Nuklear-

darstellung
C = )\n ny "/ ¥n
; | |(<PC )
wobei ,, und v, Orthonormalbasen von V' sind und Y |\,| < oc.

Damit 148t sich schreiben:
= Y,(t,s)
mit
Yn(t, S) — Z~<€ztB Cnel(sft)A e*ZSB . eltB el(sft)ACn efsz)
—— ——
=:Xn(t,s) =:X/ (t,s)

Wird der Ausdruck C,, = |\, |{¢n, )¢y, (s.0.) eingesetzt, so gilt:

{0, Fa(e™P Xn(t, 5)e™"*7) )]

a

_ |<(p,/€i(t+a)BXn(t, 8)67i(s+a)B(p dOz>‘
0

t+a
|/<()07 ZannH)‘ |<90n7 i(s— t)Aei(sft+a)BS0> doz‘

1
t+a 2
< |>\ | (/ | Qe zann Qdoz) (/ i(t— s)A s z(s t+a)B >|2 da)

Der letzte Schritt folgt aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung.

Mit Hilfe des 2. Hilfslemmas konnen wegen [[e!=1=Blp || = ||p,|| = 1 beide
Integrale abgeschétzt werden durch v/27|||¢]||.

Zuerst wird das Hilfslemma auf das zweite Integral angewandt:

t+a %
(o, PP X (1, s)e *P)p)| < \/ﬁlAnllllwW( / |<so,em%>|2da) (1)
< 27 [ [llelll® (2)

Ein analoges Ergebnis gilt fiir X7.
Sei nun ¢ > 0 gegeben. Wihle N(g) € IN so, dafl

Sl <e

n>N(e)
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Mit Abschéitzung (2) folgt:
> e Fale"P(Xalt,s) + X(E9))e " P)p)| < dme [[lo]l]* Vo

n>N(g)

Die Anfangsglieder der Summe sind nach (1) folgendermafien nach oben beschriankt
— dabei sei K € IR geniigend grofi:

Jim > [, Fa(e™ (Xt ) + X, (¢, 5))e 7))

n<N(g)

<K gl ¥ (/ (s eia%n?da)

n<N(€) t

Dieser Term ist unabhéngig von s und strebt fiir t — oo gegen 0. Insgesamt erhélt
man:
lim sup lim [(p, Fu(Y(t,5))0)| < (4 ||lell]* + K)e

t—o0 s>t a— 00
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung:
lim sup lim [{(p, Fa(Y(t,s))p)| =0.

t—o00 s>t a—00

O

Die Voraussetzung, die im Satz von Kato/Rosenblum an A und B gestellt wird — namlich
dafl A — B ein Spurklasseoperator ist — ist sehr einschrénkend. Der folgende Satz gibt eine
Moglichkeit, diese Bedingung zu umgehen.

Satz. Seien A und B selbstadjungierte Operatoren, A — B sei ein Spurklasseoperator.

Sei p € C?*((a,b)) eine streng monoton steigende Funktion mit Werten in IR, wobei
a,b € RU{oo} gegeben seien mit

(a,b) D (6(A)Ua(B)).

Falls a (bzw. b) ein isolierter Punkt von o(A) (bzw. o(B)) ist, dann sei ¢ auf [a,b]
(bzw. ]a, b)) stetig fortsetzbar.

Damit gilt:
WE(p(A), p(B)) existiert und WE(A, B) = W*(p(A), ¢(B)).

Der Beweis wird nur fiir W~ durchgefiihrt, fiir W' verliduft er bis auf einige Vorzei-
chenédnderungen analog.

Hilfslemma. Fir w € L*((a,b),d)\) gilt:

/ | / miterse ) () dA| de = 0
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Beweis:

Das innere Integral ist gerade die Fouriertransformierte der Funktion f,, mit den
Werten f,,(\) := e *¢MNw(N) fiir A € (a,b) und f,(A) := 0 sonst. Die Zuordnung

L*((a,b),d)\) — R¢

w [ |Ffu(t)"dt
/

ist stetig, da sie eine Verkettung stetiger Abbildungen ist.

Deshalb reicht es, die Behauptung fiir die Treppenfunktionen, die dicht in
L*((a,b),d\) sind, zu zeigen.

Da auflerdem
/|Ffw+w/(t)|2dt g/|Ffw(t)|2dt+/\Ffw,(t)\th
0 0 0

gilt, geniigt der Beweis der Behauptung fiir eine Basis der Treppenfunktionen,
nédmlich die charakteristischen Funktionen von abgeschlossenen Intervallen.

Sei also
W = Xa' ¥] mit [a’,b'] C (a,b) und |d'[, |b'| < oo,
vi= of ©'(A\)

Wegen

e—i()\t-i-scp()\)) — Z(t + SQOI()\))_l %e—i(kt—ksw()\))

folgt mit partieller Integration fiir s,¢ > 0

b v
’/ e—z(t)\—l—sgo()\))x[al’bq ()\)d)\’ ‘/(t S(p,(A))_l i 6—®(At+880()\))d)\’

a

< (t+ s/ ()7 + (4507 + [t s (0) s (V)] dA

<2(t+sy) P+ s(t+sy)2-C mit geniigend grofem C'

= 2£,(t) + Csf(1)

Fiir fo(t) = (t +sy)~' mit s > 0 gilt: f,, sf? € L?((0,00), dt)

Die Behauptung folgt schlieBlich daraus, da8 f, und sf2 in der L?((0, o), dt)-Norm
gegen 0 konvergieren fiir s — oo. U
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Zum Beweis des Satzes:
Es gilt

0. Ep(Q) = Ep(¢™(2) = Xe-1(0)(B) = xa © 9(B) = Ep5)(Q)
und deshalb
Py, Ep(dN\)z) = (y, Ep(p)(dN)).

Da ¢ streng monoton ist, also o(B) bijektiv auf ¢(o(B)) = o(¢(B)) abbildet, gilt
auBerdem:

(y, Ep(d\)z) = (¢71):(y, Epn)(dN)z)
Daraus folgt:
Vae(B) = Vae(0(B))
Es gentiigt also, die Operatoren nur auf V,.(B) zu betrachten.

Zu zeigen ist, dafi folgender Ausdruck in der starken Operatortopologie gegen 0
konvergiert:

W_(A, B) _ et —ip(B)t _ ip(A)t (e_i“O(A)tW_(A, B) . eicp(B)t)
— eilp(A)t (W7<A, B) . 1) efzkp(B)t (S 55)

Es reicht, den Grenzwert fiir f € M(B) zu betrachten, da M(B) dicht in V,.(B)
ist (s. 1. Hilfslemma des Satzes von Kato/Rosenblum).

Behauptung:

| (W (A, B) — et #B0) f|| = (W (A, B) — 1)e @) f| =X 0
Mit W (q) = e e84 gilt:

I(W=(A, B) = D)e ™I f|| = lim [|(W(q) — 1) e ' ].

q—00
=:PecM(B)
Im Beweis des Satzes von Kato/Rosenblum wurde folgende Abschétzung bewiesen
(S.64 (1) ff):

1
2

I(W(q) = @[l <C> Al [[[@]] (/ [(¥n, 77" @) da)

Nach Anwendung des Spektralsatzes nimmt das Integral folgende Form an:

/‘/ p—iha+te(N) (thn, EB(d)\)f)‘Q do
0 b
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Da f € M(B) ist, gibt es eine Funktion g € L*((a,b),d\) mit

(, Ep(dA)f) = g(A)dA.
Das Hilfslemma besagt mit w := g, da} der obige Ausdruck fiir ¢ — oo gegen 0
konvergiert.
Die Konvergenz

lim [[(W(q) = 1)e™P"f] = 0

t—o00

ist gleichméBig in ¢, da die rechte Seite der obigen Abschitzung nicht von ¢ abhéngt.
Also gilt
lim (W (A, B) = 1)e P fll =0 Viemn

t—o00

und somit

W=(A, B) = W™ (¢(A), ¢(B)).

Beispiel: Berechnung von W*(A, B) fiir eine eindimensionale Stérung
Sei B ein selbstadjungierter Operator auf V mit V,.(B) = V.

Fiir einen normierten Vektor h € V schreibt sich der Projektor auf den von h aufgespann-
ten Unterraum:

Ph = <h'7 ' >h'7 d.h. PhQO = <h7 @)h’

Den selbstadjungierten Operator A erhalte man, indem man B mit P, stort:

A := B + kP, (eindimensionale Stérung)

Offensichtlich ist dann A — B ein Spurklasseoperator.
Da der Teilraum H := C.(IR)(B)h C V abgeschlossen ist, gilt: H ® H- =V

AuBlerdem hat man
BH c Hund BH+ c H*.

Dabei folgt die zweite Aussage aus

veHY = (f(B)h¢)=0 Yicom)
= (Bf(B)h,1) =0 Vico.m)
= ([(B)h, BY) =0 Vyeo.m)

Mit Al = By gilt auch

AH c Hund AH+ c H*
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und

W:l:(A, B)|Hl - ZdHL
Zur Berechnung von W*(A, B)|y:
Sei up(dX) :== (h, Eg(d\)h).

Betrachte die Abbildung
®p: H — L*(IR, up),

die fir f € C.(IR) definiert ist als
f(B)h = f

Damit ist @ auf einer dichten Teilmenge von H wohldefiniert und aulerdem isometrisch,
denn es gilt:

125 (f (B)A)IIL2 () :/ [F (N (h, Ep(dA)h) = || f (B)hlJ*.

Deshalb 1488t sich ®p stetig auf ganz H fortsetzen. Auflerdem ist ®p ein Isomorphismus,
da die Umkehrabbildung existiert.

Analoges gilt fiir A:
Mit Ha := C.(IR)(A)h = H lautet die Abbildung dann:

by H S LR, pa), f(Ah— f
Anstelle von W*(A, B)|g reicht es also,
W= = &, W*(A, B)dg" : L*(R, ug) — L*(IR, j14)

zu untersuchen:

Da
PpBPL = 0 AD Y = M,

gilt mit (Myf)(A) := Af(N), ergibt sich aus
AW#*(A,B) = W*(A, B)B

die Gleichung
MW= = W*M,.

Dies kann nur erfiillt sein, wenn auch W+ ein Multiplikationsoperator ist. (Dies ist nicht
trivial, wird hier aber nicht bewiesen werden.) Es gibt also eine Funktion w*()\) mit

=+
W= = Mw (\)-



6.3 Der Satz von Kato/Rosenblum 71

Diese wird weiter berechnet fiir g, f € (M(B) N H):
+ _ itA_—itB
<97W (AaB)f> - tLHInoo<g’ e € f>
t—F oo

t
- d T —iT
= Jtim (9. )+ [ (g, e far
0 T
t

_ : . iTA o —iTB
= {g.f)+ Mm@ [{g, ("7 A—Be ") )dr
0 =kPp

t
_ : . iTA —iTB
= {g.f)+ix Jim_[(g, ™R} (b, e E fydr
0
t
o . . iTA —iTB
— g, )+ i Jim (g, [ €T nih, e f)dr)
0

Da ®4 eine Isometrie ist und auBerdem ®4(e™4h(h, e B f))(\) = ™ (h, e "B f), 1afit
sich die letzte Zeile als Skalarprodukt in L*(IR, p4) schreiben:

= (g )i Jim [ a0 / ™k, €7 f)dr ia(dN)

Auflerdem ist f € M(B) und damit (h,e "B f) € L*(IR, ju4); die Theorie der Fourier-

transformationen stellt dann folgende Gleichheit zur Verfiigung;:

t—Foo

lim / B9V / ™, e B fYdr pa(dN)

€iT>\€i€T<h, e—iTBf>d7_ ,UA(d)\>

o\—lél

= iy [ @4l

— ilim / B4(9) N, (AT ic — B) ™ f)paldh)

el0
— / B4() N (B, (AT i0 — B) " f)pa(dr)

Einsetzen ergibt
9. WHABY) = 9.) = [ Talg) N, (AF 10 = B)™ F)pua(dn),

Mit 1 € L*(IR, pu4) gilt:
wH(A) = (WF(A) = (24aWH(A, B)R')(1)(A) = (PAW(A, B)h)(A)
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Damit erhalt man

[E@NwVpa@r) = (g, W*(A, B)R)
— /@A M1 pia(d))
—/@/@A B, (A £ 40+ B) ") wa(dN)

Diese Gleichung setzt sich stetig fort auf g € H. Da ® 4 ein Isomorphismus auf L*(IR, 114)
ist, ist w® durch die Gleichung bestimmt:

wE(\) =1 — k({h, (A £i0 — B)"'h).
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