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1 Mal- und Integrationstheorie

1.1 Mafe
1.1.1 Algebren

Sei 2 eine Menge. Mit P(£2) bezeichnen wir die Potenzmenge von ).

Definition 1.1. Eine Algebra auf ) ist eine Teilmenge R C P(Q2) mit :

1.0 eR, QeR.
2. R ist stabil unter Bildung endlicher Vereinigungen.

3. R ist stabil unter Bildung von Komplementen.

Definition 1.2. Ein Paar (2, R) einer Menge mit ausgezeichneter Algebra heif$t prd-

mefibarer Raum. Die Elemente von R sind die mefSbaren Teilmengen von €.

Hier sind einige elementare Bemerkungen iiber Algebren.

1. Auf jeder Menge 2 gibt es die trivialen Algebren {0, 2} und P(2).
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2. Ist R eine Algebra, dann ist R abgeschlossen unter der Bildung endlicher Durch-
schnitte und Komplemente der Form A\ B fiir A, B € R mit B C A ist. In der Tat
st ANB=Q\[(Q\A)U(Q\B)und A\ B=AN(Q\ B)

3. Ist (R;)ier eine Familie von Algebren, dann ist der Durchschnitt (), R; auch eine
Algebra.

4. Sei I geordnet und (R;);c; eine aufsteigende Famile von Algebren. Dann ist |, R;
eine Algebra. Ist ndmlich A € |J; R;, dann ist A € R; und damit auch Q\ A € R; C
Uz’ R;.

Die Voraussetzung aufsteigend ist wichtig fiir die Abgeschlossenheit unter Verei-
nigungen. In der Tat sei A, B € |J, R;. Dann ist A € R; und B € R, fiir i,j € I.

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ < j. Dann ist auch A € R; und damit
AUBeR; CJ;Ri.

Um Algebren zu beschreiben, ist die folgende Konstruktion sehr hilfreich. Sei S eine

beliebige Teilmenge der Potenzmenge von (2.

Lemma 1.3. Es gibt eine eindeutig bestimmte minimale Algebra R(S), welche S enthdlt.

Proof. Der Durchschnitt von beliebigen Familien von Algebren ist eine Algebra. Die Po-
tenzmenge P(€2) ist eine S enthaltende Algebra. Wir erhalten also R(S) als Durchschnitt
aller S enthaltenden Algebren. O

Definition 1.4. Die minimale S enthaltende Algebra heifst die von S erzeugte Algebra.

Die Menge R(S) kann man explizit wie folgt beschreiben. Fir U C P(Q2) mogen
‘YU, NU,‘CU CP() die Mengen aller Vereinigungen (bzw. Durschnitte oder Kom-

plemente) endlicher Familien in U bezeichnen. Es gelten

UeUn=Ueneno=no-Ueno-neyo
und

o =\ccv), cceo) = Jeen).



Lemma 1.5. Sei S € P(2) abgeschlossen unter Komplementen. Dann ist
R(S) = J9)
Proof. Klar ist S C “*[J(‘(N“S) C R(S). Wegen

<U ccUc(:ﬂcS) _ cU:(cﬂ:S)
ist die beschriebene Menge abgeschlossen unter der Bildung von Vereinigungen. Weiter

gilt

UM = e =N U ces) = N ees = N
und {0,Q} € “J(‘N*S). Damit ist diese Menge eine Algebra und fallt mit R(S) zusam-

men. O

Sei f: Q — Q eine Abbildung zwischen Mengen und S C P('), T' C P(Q2). Dann

setzen wir
F'S = {f(AJAESICPQ) . LT :={f(B)BeT}CPQ).

Definition 1.6. Seien (2, R) und (', R') pramefbare Riume und f : Q — Q' eine
Abbildung zwischen Mengen. Diese Abbildung heifit mefSbar, wenn f*R' C R gilt.

1. Die Komposition mefbarer Abbildungen ist mefsbar.

2. Ist f:Q — € eine Abbildung zwischen Mengen und R’ eine Algebra, dann ist auch
f*R eine Algebra auf Q). Beachte, daft im allgemeinen fiir eine Algebra R auf {2 die
Bildung f.R keine Algebra ist.

3. Ist f:Q — Q' eine Abbildung zwischen Mengen und S’ C P(§'). Dann gilt
[*R(S") = R(f*5") .
Das Argument ist eine Ubungsaufgabe.

4. Sei (€, R;);er eine Familie pramefbaren Rdumen. Wir betrachten (2 := Hie ;§2; und
die Projektionen p; : @ — €;. Sei S := | J,c; p; (R;). Dann ist (©, R(S)) das Produkt
der Famile (€, R;);cr. R(S) ist die kleinste Algebra, fiir welche alle Projektionen p;

meRbar sind.



1.1.2 Pramale

Wir dehnen die additive Struktur von R auf [0,00] := [0,00) U {00} aus, indem wir
oo + x = oo fiir alle x € [0, 00| setzen. Die Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl

A wird durch Aoo = 0o ausgedehnt.

Sei (£2, R) ein pramefbarer Raum.

Definition 1.7. Eine Funktion p : R — [0, 00| heifit endlich additiv, wenn fir jede

endliche, paarweise disjunkte Familie (X;);er in R
> uXa) =l JX0)
qgilt.
Definition 1.8. Eine endlich additive Funktion p: R — [0, 00] heifst Pramaj.

Definition 1.9. Ein Tripel (2, R, 1) bestehend aus einer Menge mit Algebra und Primajs

heifst Pramafraum.
Beispiel 1.10 (Zahlpramaf). Sei Q eine Menge und R := P(2). Das Zdhlpramaf ist
durch p(A) = |A| gegeben.
Beispiel 1.11 (Gewichtetes Zahlpramaf). Sei Q eine Menge, R := P(Q) und f : Q —
[0, 00] eine Gewichsfunktion. Dann definiert

piPQ) = (0,00, p(A) =) f(x)

€A

ein Pramaf auf Q.
Beispiel 1.12 (Wahrscheinlichkeitspramaf). Im Beipiel 1.11 nehmen wir zusdtzlich an,
dafs Q0 endlich und ) ., f(x) = 1 ist. Das so entstehende Primaf8 hat die Eigenschaft
w(2) = 1. In der Wahrscheinlichkeitstheorie konnte man mit diesem Beipiel einen end-

lichen Raum von Ereignissen modellieren. Der Wert f(x) ist die Wahrscheinlichkeit des

Finzelereignisses x. Der Wert ju(A) ist die Wahrscheinlichkeit, daff das Ereignis in A liegt.

Beispiel 1.13 (Diracpramak). Sei (2, R) ein pramefSbarer Raum und x € ). Das Dirac
Pramafs 0, wird durch
1 fallsze A
5,(A) = { falls x

0 fallsx g A
definiert.



Lemma 1.14. Sei I gerichtet und (R;);c;r eine aufsteigende Familie von Algebren mit
der Vereinigung R := U;erR;. Sei weiterhin (u;)ier eine Familie von Pramaflen mit der
Vertréglichkeitsbedingung (pi:)\r, = ptj, falls j < i. Dann gibt es ein eindeutig bestimmites
Pramafs p auf R mit g, = p; fir alledi € 1.

Proof. Die Eindeutigkeit ist klar. Fiir A € R existert ¢ € [ mit A € R;. Wir miissen also
p(A) == pi(A;) setzen. Ist (A;);es eine endliche paarweise disjunkte Familie und j € I
eine obere Schranke von J, dann sind A; € R; fir alle i € J, Ujc;A; € R;, und es gilt

D onlA) = (A = pi(UierAi) = p(UierAs)

i€J ieJ

1. Ist (Q, R, p) ein Pramefbarer Raum und A € (0,00). Dann ist durch (Au)(A) =
AMu(A) fiir A € R ein Pramaf Ay erklért.

2. Seien (2, R) and (', R') pramefkbare Raume und f : Q — € eine mefbare Abbil-
dung. Ist p ein Pramafs auf €2, dann ist durch

fen(A) = p(fH(A)

ein Pramaf f,p auf (', R') definiert. Ist g : (€2, R') — (22", R”) eine weitere mefibare
Abbildung, dann gilt g,(f.x) = (go f).p. Die Verifikationen sind ein Ubungsaufga-

ben.

3. Ist (2, R, ) ein pramefbarer Raum und f : U < Q die Inklusion einer mefbaren
Teilmenge. Dann ist f*R = {A € R|A C U} und durch py(A) := p(A) ein Pramafk
auf (U, f*R) gegeben. Diese heift Einschrankung von p auf U.

Im allgemeinen ist es kompliziert, ein Pramafs auf allen Elementen des Ringes R an-
zugeben. Wird ein Ring von S erzeugt, so ist es naheliegend, ein Pramafl zunéchst nur
auf S vorzugeben und es dann auf R(S) auszudehnen. Wenn S unter Komplementbil-
den abgeschlossen ist, dann haben die Elemente von R(S) die Form A = e Mier Aij-
Im allgemeinen kennen wir p auf den Durchschnitten nicht. Selbst wenn, dann kdénnte
A auf verschiedene Weise in dieser Form geschrieben werden wodurch sich komplizierte

Wohldefiniertheitsfragen ergeben.



Wir sehen aber, daft die Situation sehr einfach wird, wenn die Elemente von S paarweise

disjunkt sind.

Definition 1.15. Eine endliche Teilmenge von S C P(Q) \ {0} heift Partition, wenn
die Elemente von S paarweise disjunkt sind und die Vereinigung der Elemente von S ganz
Q ergibt.

Beispiel 1.16. Die triviale Partition einer Menge Q ist {0, Q}. Die chaotische Partition
einer endlichen Menge ist {{x}|z € Q}.

Es folgen einfache Bemerkungen iiber Partitionen.

1. Sei f:Q — Q eine Abbildung und S’ eine Partition von 2'. Dann ist
fr8={f1(4)Ae s}
die induzierte Partition von (2.
2. Ist S = (S;)ies eine Partition, dann hat jedes Element A € R(S) eine eindeutige

Darstellung als Vereinigung von endlich vielen Elementen aus S.

Wir dafiir zeigen zuerst, daf die Menge R(S) die Menge aller endlichen Vereinigun-
gen von Elementen aus S ist. In der Tat ist diese abgeschlossen unter der Bildung
endlicher Vereinigungen und der Komplemente. Die Eindeutigkeit der Darstellung
ist klar.

Lemma 1.17. Sei S eine Partition und u : S — [0, 00] vorgegeben. Dann besitzt p eine

eindeutige Ausdehnung zu einem auf R(S) definierten Pramaf.

Proof. Sei A € R. Dann ist A = | J,.; S; fiir eine eindeutig bestimmte Indexmenge I. Wir
definieren p(A) := >, 11(S;). Die endliche Additivitat von 4 ist klar. O

Seien (€2, R;, p;), @ = 0,1 pramefsbare Rdume und (Q, R) = (Qq, Ry) x (4, Ry).

Lemma 1.18. Es gibt genau ein Praimaf p auf (2, R) mit p(Ag X Ay) = po(Ao)pi(Ar)
fiir alle A; € R;. Dieses wird als das Produkt p := pg X 1 bezeichnet.



Proof. Zuerst einige allgemeine Vorbemerkungen. Sei (€2, R) ein pramefsbarer Raum. Die
Menge Part(R) := {S C R|S ist Partition von 2} ist halbgeordnet durch S < §’, falls
S C R(Y). In diesem Fall sagen wir, dat S” eine Verfeinerung von S ist.

Die halbgeordnete Menge Part(R) ist gerichtet. In der Tat gibt es fiir zwei Partitionen
S, 8" € Part(R) eine gemeinsame Verfeinerung S§5" := {ANA'|A€ S A" € §'}. Es gilt
nun offensichtlich B = Ugc o) L2(5)-

Wir kommen nun zuriick in die Situation des Lemmas. Fiir Partitionen S; € Part(R;) ist
So x S1 € Part(R). Auf R(Sy x S1) wird durch g, s, (Ao X A1) = u(Ao)u(Ar), A; € S; ein
Pramaf festgelegt. Ist Sy < Sp, S1 < .57, dann gilt (ps).51)|R(Sox51) = Hso,5:- Sei etwa Ag €
S, und Ay € Sy, dann ist Ay = UA6€56 Arca, Ao und Ag X Ay = UA6€56 arnca, Ao x Ar
Folglich gilt

(1sy,s1)(Ag X Ay) = Z po(Ap) 1 (A1) = po(Ao)pr (A1) = prse,s, (Ao X A1)
ALeS] ALC A

Wir halbordnen Part(Ry) x Part(R;) durch (Sp, S1) < (Sg, S1), falls Sp < Sjund S; < 5]
gilt. Dann ist erstens R = J g, s,)e part(io)x Part(ry) 12050 X S1) und zweitens induziert das

System vertraglicher Pramafe g, s, das gewilinschte Pramaf auf R.

Die Eindeutigkeit ist Ubungsaufgabe. O

Sei (£2, R, i) ein Pramafraum und A C 2 eine mefbareTeilmenge.

Definition 1.19. Das Primaf p ist auf A getragen, wenn u(Q2\ A) =0 gilt.

Seien (£2;, R;) pramefbare Rdume und f : Qg — €y mekbar. Sei weiter y ein Mafs auf
(Qo, Ro). Fiir jedes A € R mit f(Qg) C A ist f.u ein auf A getragenes Mak.
Sei (2, R, i) ein Pramafraum.

Definition 1.20. Fine (nichttriviale) Zerlegung von p ist eine Darstellung p = Aovo+A111
von p mit A\; > 0 und Pramaflen v;, welche auf zueinander disjunkten Mengen getragen

sind. Ein Maf, welches keine nichttriviale Zerlequng besitzt, heifst unzerlegbar.

Das Diracpréamafs ist ein Beispiel fiir ein unzerleghares Pramafk.



1.1.3 Beispiele fiir Pramalie

Das dyadische Lebesguepramafl Fiir r € Z betrachten wir die Partition D} von

R, welche aus den halboffenen Intervallen [, p;;l) fir p € Z, —2%" < p < 22" und der
Menge R\ [—2%",2%") besteht. Die Partitition D von R™ entsteht als n-faches Produkt
von D;. Fiir s > r gilt D C R(D?Y) und deshalb R(D}) C R(D?). Wir erhalten somit

eine aufsteigende Familie von Algebren (R(D,)),en.

Wir legen ein Pramaf p) auf R(D}) durch die Angabe der Werte

b PEL
T([2r7 27- )) :
und pl(A) := oo fiir die beiden unbeschréinkten Teilmengen fest. Auf (R", R(D")) be-
trachten wir das Produktpramaf p” := [, u! (Lemma 1.18).

=927

Wir beobachten nun, daf fiir r > s die Vertréglichkeit (p))p1 = p} gilt. Dies impliziert
(1) 1Dz = H3-

Sei R" := J,o R(D}).

Definition 1.21. Das dyadische Lebesguepramaf auf (R™, R"™) ist das eindeutig (entspre-
chend Lemma 1.14) durch die Folge (u}'),en bestimmte Pramaf.

Das Haarpramafs auf den p-adischen Zahlen Fiir eine Primzahl p € N betrachten

wir die endlichen Ringe Z/p"Z. Die Inklusion p"™'Z C p"Z induziert Projektionen
Pl Z/p" L — L T
Wir betrachten nun das gerichtete System
Zo s Lp"NL - T — . LT — {1} .
Definition 1.22. Der Ring der p-adischen Zahlen ist durch 7, := lim Z definiert.
Im Detail ist Z, C [],.n%/p"Z die Teilmenge derjenigen Familien (a, € Z/p"Z)nen

mit pr,(a,4+1) = a, fiir alle n € N. Die Ringoperationen werden Komponentenweise

definiiert.
Wir haben eine Folge von Auswertungehomomorphismen
Tn Ly — ZJD"Z
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Tn((@n)nen) := a,. Fir n € N betrachten wir die Partition
Sp = T Sechaot (Z/p"Z)
von Z,, wobei Senaot(Z/p"Z) die chaotische Partition von Z/p™Z ist. Wir legen das Préamaf
= R(S,) — [0, 00] durch
ol (@) i= o €25

fest. Da |S,| gerade p™ Elemente hat, ist dies ein Wahrscheinlichkeitspramaf.

Wir beobachten nun, daf S, € R(S,+1) und folglich R(S,) C R(S,t1). Weiter sehen
wir ein, dak (jtn41)(s, = Hn ist. Wir erhalten also eine aufsteigende Folge von Algebren

(R(S)))nen zusammen mit einer Folge von vertriglichen Pramafen (u,)nen-

Sei R =,y R(S,).

Definition 1.23. Das Haarpramaf$ p auf (Z,, R) is das (entsprechend Lemma 1.14) durch
die Folge (ji,)nen) eindeutig bestimmte Pramaf auf Z,,.

Durch k +— ([k]pn)nen erhalten wir eine Einbettung! von Z < Z,. Zum Beispiel ist
P*Z, = {(ay)|a; = 0 Vi < k}. Folglich ist p*Z, = 7, *({0}) und deshalb u(p*Z,) = -

Der Schiftraum Sei A eine endliche Menge und f : A — [0, 1]. Wir bilden das unend-
nliche Produkt AY := ], A. Die Elemente in A" sind also die Folgen (a;);en. Fiir jedes
i € N haben wir eine Projektion p; : AY — A, p((a;)ien) := a;.

Die ersten n Projektionen zusammen geben eine Abbildung g, : AY — A", ¢,((a;)ien) =

(a1, ...,a,). Wir betrachten die Partitionen

Sn = q:;Schaot(An) 5

wobei Scpaot(A™) die chaotische Partition von A™ bezeichnet. Es gilt S,, C R(S,11). Die
Folge (R(S,))nen ist eine aufsteigende Folge von Algebren. Ihre Vereinigung ist die Algebra

der Zylindermengen

R:=JR(S,) .

neN
Sei nun eine Funktion f : A — [0,1] mit > _, f(a) = 1 vorgegeben. Durch die Vor-

schrift

n
=1
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legen wir eine Pramaf auf R(S,). Man rechnet nach, daf (ft41))s, = ptn- Die Folge von
Pramafen (j1,,)nen ist also in Sinne von Lemma 1.14 vertrédglich und definiert ein Pramafs

auf dem mefbaren Raum (AN, R).

Dieses PriamaR ist ein WahrscheinlichkeitspramaR, d.h es gilt u(AY). Mit diesem Beipiel

wird folgender Sachverhalt modelliert.

Wir fithren ein Experiment mit endlich vielen Ausgéngen. Die Menge A ist ein Modell
fiir die Menge dieser Ausgéngen. Wir wiederholen das Experiment immer wieder. Im Er-
gebniss erhalten wir Folgen von Ausgingen, also Elemente von AY. Der Wert der Funktion
f im Punkt a beschreibt die Wahrscheinlichkeit, das ein einzelnes Experiment den Aus-
gang f(a) hat. Das Pramaf auf dem Schiftraum modelliert den Fall, daf alle Experimente
unabhéngig sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dak die ersten n Experimente die Fol-

ge (ai,...,ay,) liefern durch pu(X) = p,(X) gegeben, wobei X € S,, die Zylindermenge

Die leichte Aufgabe der Mafsitheorie Man konnte die Frage stellen, ob es auf dem
pramefsbaren Raum (R™, P(R")) ein auf allen beschrénkten Teilmengen endliches Pramafs

1 gibt mit den folgenden Eigenschaften :
1. Normierung : pu(x?,[0,1]) =1

2. Invarianz : Sind A, B C R" kongruent, so gilt u(A) = u(B).

Satz 1.24 (Banach). Ist n =1 oder n = 2, dann gibt es ein solches p. Es ist aber nicht

eindeutig bestimmt

Satz 1.25 (Hausdorff). Ist n > 3, so gibt es kein solches .
Proof. Die Idee hierbei ist es, die Kugel B? in vier Teilmengen Z U AU B U C zu zerle-

gen, wobei Z eine abzéhlbare Vereinigung von Strahlen ist und damit p(Z) = 0 gilt, und
A, B, C paarweise kongruent sind, aber auch A kongruent zu BUC'ist. Siehe [Nat81, X.5] O
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1.1.4 o-Algebren

Sei () eine Menge

Definition 1.26. FEine Algebra R auf Q) ist eine o-Algebra, falls R abgeschlossen unter

abzdihlbaren disjunkten Vereinigungen ist.

Eine Algebra R ist also eine o-Algebra, wenn fiir jede Folge (A;);en paarweiser disjunkter
Elemente in R auch | J;°, A; € R gilt.

Lemma 1.27. Fine o-Algebra R ist abgeschlossen unter der Bildung abzdhlbarer Verei-

nigungen und Durchschnitte.

Proof. Sei (A;)en eine Folge von Elementen von R, nicht notwendig paarweise disjunkt.

Dann ist ,
j=1
eine Folge paarweise disjunkter Elemente von R. Es gilt | J;2, A; = U;2, B; € R.

Weiter gilt ()2, A = Q\ U2, (2\ 4;) € R. O

Sei (R;)ier eine Familie von o-Algebren. Dann ist R := (),.; R; eine o-Algebra. Mit

dieser Beobachtung kann man interessante o-Algebren explizit beschreiben.

Lemma 1.28. Sei S C P(2). Dann existiert genau eine kleinste o-Algebra R°(S) welche
S enthalt.

Proof. Wir erhalten
R7(S) := N R

R ist o-Algebra, S C R

Definition 1.29. R7(S) heifit die von S erzeugte o-Algebra.

Sei f: ) — ' eine Abbildung zwischen Mengen.
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1. Ist R eine o-Algebra auf ¥, dann ist f*R’ eine o-Algbera auf ().
2. Fir 8" CP(Y) gilt f*R7(S) = R7(f*S5).

3. Sei R eine o-Algebra auf Q und S” C P(Q). Dann ist f : (2, R) — (, R7(S5"))
genau dann mefkbar, wenn f*S’ C R gilt. Die Notwendigkeit ist klar wegen S’ C
R7(S"). Die Bedingung ist auch hinreichend, da aus f*S" C R auch f*R°(S’) =
Ro(f*S") C R folgt.

Definition 1.30. Ein mef$barer Raum ist ein pramefbarer Raum (€2, R) dessen Algebra

ein o-Algebra ist.

1.1.5 Beispiele mefibarer Rdume

Borelsche Raume

Definition 1.31. Ist (Q,T) ein topologischer Raum, so ist die Borelsche o-Algebra
durch By := R°(T) gegeben.

Die Borelsche o-Algebra enthélt unter anderem alle Teilmengen von €2 der Form U N
A mit offenem U und abgeschlossenen A. Wenn nichts anderes festgelegt wird, dann
betrachten wir fiir einen topologischen Raum immer den unterliegenden mefsbaren Raum

mit der Borelschen o-Algebra.

Eine stetige Abbildung f : (0, 7o) —: (20, 71) ist mefkbar. In der Tat gilt f*(7;) C
To € R7(To).

Sei S CP(Q)und T :=T(S), R:= R°(S5). Dann gilt immer R C By, da S C T C Br.
Die Menge S heifst Basis der Topologie 7, wenn fiir jedes U € T gilt U = [ g veo'Ve
Ist S eine abzdhlbare Basis der Topologie 7, dann gilt sogar R = By. In der Tat gilt dann
namlich 7 C B.

Sei jetzt D™ C P(R™) die dyadische Algebra aus 1.1.3 und 7" die Standardtopologie
auf R™.

Lemma 1.32. R?(D") stimmt mit der Borelschen o-Algebra B" = R°(T") von R"

uberein.
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Proof. Wir schreiben [a, b) := (=00, b) N[a, c0). Damit gilt D' C B'. Wir schliefen daraus
leicht D™ C B". Damit gilt R7(D™) C B".

Die Menge D" ist eine abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen und damit selbst

abzéhlbar. Wir iiberzeugen uns nun, dafs jede offene Teilmenge von R™ als abzdhlbare

Vereinigung
v= |J A4
AeDn [ ACU
geschrieben werden kann. Damit gilt 7" C R?(D™) und folglich B™ C R?(D™). O

Aufgabe 1.1. Gilt B=P(R)?

Die o-Algebra von Z, Wir betrachten nun die Haarsche Algebra R aus 1.1.3 auf Z,
und ihren Abschluf B := R?(R), welche wir als Haarsche o-Algebra bezeichnen. Sei

S :={p,'(z)|n €N,z € Z/p"Z} C P(Z,) .
Dann gilt R = R(S) und folglich B = R°(R(S)) = R°(S).

Fiir A € Z, seien
multy,addy : Z, — Z,

durch mult,(x) := Az und add,(z) := A + z definiert.

Lemma 1.33. Fir A € Z, sind die Abbildungen multy,addy : Z, — Z, mefbar.

Proof. Sei p,, : Z, — Z/p"Z die Projektion und A := p;*(z) € S. Dann ist
multy ' (A) = {u € Zy|pa(Mu) = 2} = p, ({y € Z/p"Zlp,(\)y = z}) € B

und
add; '(A) = add_A(A) = p, ' (r — p.(\)) € B .

Man kann auf Z, = lim,, Z/p"Z die Limestopologie einfithren. Dies ist die grébste To-
pologie, unter welcher die Projektionen p,, : Z, — Z/p"Z fir alle n € N stetig sind.
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Dann wird Z, ein topologischer Ring (die Ringoperationen sind stetig). Die Haarsche o-
Algebra ist dann genau die Borelsche o-Algebra von Z,. In der Tat ist S := {p,!(x)|n >
0,2 € Z/p"Z} C P(Z,) eine abziahlbare Basis der Topologie von Z, und erzeugt auch die
Haarsche o-Algebra.

Die o-Algebra der Zylindermengen auf dem Schiftraum Wir betrachten den
Schiftraum AY mit der Algebra der Zylindermengen R, welchen wir in 1.1.3 eingefiihrt
haben. Die o-Algebra der Zylindermengen ist durch B := R7(R) gegeben. Die endliche
Menge A versechen wir mit der diskreten Topologie. Dann hat AN die Produkttopologie,
also die grébste Topologie, fiir die die Projektionen p,, : AY — A stetig sind. Die abzihlba-
re Menge S := {p,'(a)|n € N ,a € A} C P(AY) ist eine Basis der Produkttopologie und
erzeugt die o-Algebra der Zylindermengen. Folglich ist B auch die Borelsche o-Algebra
des topologischen Produkts AN,

Wir betrachten nun die Transformation
T:AY — AN T(a;)2y = (aiy1)iz;

die Verschiebung.

Lemma 1.34. Die Verschiebung T ist mefbar (und stetig).

Proof. Sei g, : AN — A™ die Projektion und z = (a;), € A". Die Menge ¢, *(z) ist eine
Zylindermenge des Erzeugendensystems sowohl der o-Algebra als auch der Topologie von

AN, Wir sehen nun ein, daf

T71<q1:1(x>> = U qr:Jh(a’ at, ..., a’n)

a€A

eine endliche Vereinigung von Zylindermengen und damit sowohl mefsbar als auch offen
ist. O

Hier ist eine andere interessante mefbare Funktion. Wir nehmen an, dafs A := {+1, —1}.
Der Raum AN modelliert eine Folge von Entscheidungen fiir 1 oder —1. Wir betrachten
jetzt den Prozefs in R, in welchem wir im n-ten Schritt entsprechend der n-ten Entschei-

dung um 27" Einheiten nach rechts order links wandern. Der Endpunkt der Wanderung
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wird durch -
WA S RO W ((a:)2y) =) a2
i=1
beschrieben.

Lemma 1.35. Die Funktion W : AN — R ist stetig und damit mefbar.

Proof. Sei x € A™ und 6 > 0 vorgegeben. Wir wéihlen n > 0 derart, daf 27" < §. Dann
gilt fiir alle y € ¢, '(gn(7)) (dies ist eine offene Umgebung von ) die Ungleichung

W(z)-W(y)l< Y 27=2"<4.

i=n+1

Das Produkt mefibarer Rdume Sei (X, R;);c; eine Familie mefbarer Rdume und
X = X;erX;. Seien p; : X — X; die Projektionen. Auf R kénnen wir die kleinste o-
Algebra R betrachten, beziiglich welcher diese Projektionen mefbar sind. Es gilt

R:=R(JriRi) -

i€l
Definition 1.36. Der meffbare Raum (X, R) ist das Produkt der meflbaren Rdume
(Xi, Ri)ier-

Zum Beispiel ist der meRbare Raum (AN, R) aus 1.1.5 das Produkt aus abzihlbar vielen
Kopien von (A, P(A)).

Sei (X, T;)ier eine Familie topologischer Rdume und R; = B; die Borelsche o-Algebra.
Dann kénnen wir die Produkttopologie T auf X betrachten:

T=T(JrT).

el
Es ist klar, dafs (sieche Beweis von 1.37)
BC R(T)
gilt. Im allgemeinen ist diese Inklusion aber echt.

Gleichheit gilt unter zusétzlichen Voraussetzungen.
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Lemma 1.37. Seien (X;,7T;), i = 1,2, topologische Rdume mit abzdihlbarer Basis und
(X1 x X5, T) das topologische Produkt. Seien (X;, B;) die assoziierten Borelschen Rdume
mit dem Produkt (X1 x Xs, B). Dann gilt B = R°(T).

Proof. Es gilt
B = R(pi(By)Up;y(B2))
= R7(pi(R7(Th)) Ups(R7(T2)))
RZ(R7(p1(Th)) U R7(p3(T2)))
(
(

= R7(pi(Th) Upa(Ts))
T)

g

C

=y

Seien S;, ¢ = 1,2, abzéhlbare Basen der Topologien 7;. Dann ist S = S; x Sy ei-
ne abzéhlbare Basis der Topologie 7. Auf der anderen Seite ist S C B (beachte, daf
Ax B=AxQy,N0Q x B gilt). Damit ist 7 C B und deshalb R?(T) C 5. O

1.1.6 Mefibare Funktionen und punktweise Konvergenz

Wir betrachten einen mefbaren Raum (2, R). Den Raum der erweiterten reellen Zahlen

R := [—00, 0] versehen wir mit der Borelschen o-Algebra B.

Lemma 1.38. Eine Funktion f : Q — R ist meflbar, falls die Teilmengen f~*(a, 00] C
fiir alle a € R mefbar sind.

Proof. Die Mengen ((a, 00]),cr erzeugen B. O

Lemma 1.39. Ist (f,)nen eine Folge mefbarer Funktionen, dann sind die Funktion v :=

Sup,>1 fn und u = inf,>1 f, mefibar.

Proof. Wir fixieren a € R. Fiir n € N sei A, := f,![—00,a]. Nach Voraussetzung gilt
A, € R. Es gilt v™'[~00,a] = 1,51 An € R. Damit ist v mekbar.

Fiir v argumentiert man &hnlich oder durch Ersetzen von f durch —f. O
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Folgerung 1.40. Ist (f,)nen €ine monoton wachsende (fallende) Folge mefSbarer Funk-

tionen f, : Q — R. Dann ist der punktweise Grenzwert f = lim,_,o fn auch mefibar.

Proof. Es gilt f = sup,>; fu- O

Satz 1.41. Sei (f,)nen €ine punktweise konvergente Folge mefbarer Funktionen. Dann

st f = lim, o frn mefbar.

Proof. Wir definieren eine Folge (v,)nen von Funktionen v, : Q@ — R durch v,(z) :=
Sup;>, fn(z). Nach 1.39 sind die Funktionen v, mefbar. Die Folge (vy)nen ist monoton

fallend und es gilt f = lim,, ., v,,. Nach Korollar 1.40 ist f mefbar. O

1.1.7 Male

Sei (2, R, i) ein Pramafraum.

Definition 1.42. Das Primaf$ pu heifit o-additiv, falls fiir jede paarweise disjunkte ab-
zihlbare Familie (A;)ier mit A; € R fir allei € I und A :=\J,.; Ai € R gilt:

plA) = 3 (A

el

Definition 1.43. Ein Maf ist ein o-additives Pramafl auf einem mefbaren Raum (2, R).
Das Tripel (Q, R, i) heifst Mafsraum.

1. Sei (2, R, i) ein o-additiver Pramafraum. Sei (A;);en eine aufsteigende Folge von

mefbaren Teilmengen mit A := |J,.y A; € R. Dann gilt

lim p(A;) = p(A) .

1—00
In der Tat ist (B;)ien, Bi == A; \ U;;ll A; eine paarweise disjunkte Familie mit

A = U;en Bi und es gilt u(A;) = Z;:1M<Bj). Folglich gilt pu(A) = E]Oil w(Bj) =
lim; o0 1(A;).
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2. Sei f: (2, R) — (@, R') mefbar und p ein Maf auf (2, R). Dann ist f.u ein Maf
auf (¥, R).

3. Ist g: (Y, R') — (", R") mekbar, dann gilt (g o f).u = g (fupt).

4. Eine Abbildung f : (Q, R, u) — (¥, R, ') zwischen Mafrdumen heifst maferhal-
tend, wenn f,u = p’ gilt.

Um die o-Additivitdt eines Pramafies nachzupriifen, kann man gelegentlich folgendes

Kriterium benutzen.
Lemma 1.44. Sei (Q, R, 1) ein pramefbarer Raum und () < oco. Dann ist das Pramajs

i ist o-additiv genau dann, wenn

lim p(Ax) =0

k—o0

fiir jede absteigende Folge (A;)2,, A; € R,
Al DA DA D L.

mit ooy A =0 gilt.

Proof. Sei pu zunéchst o-additiv und (A4;)$2, eine absteigende Folge wie oben. Dann ist

(Ai \ Aig1)2, eine paarweise disjunkte Folge mit A; = U2, (A; \ A;+1). Wir erhalten
p(Ar) = Zl (A \ Aigr) = 2#(&) = i Aigr) = p(Ay) = lim pi(Ay)

Folglich limyg_,o p(Ag) = 0.

Mége nun umgekehrt p die im Lemma angegebene Bedingung erfiillen. Sei (A4;)5°, eine
Folge paarweise disjunkter Elemente aus R mit | J;°, A; =1 A € R. Wir setzen By :=
A\ Uf;ll Aj. Dann ist A = B; D By D ... absteigend und es gilt (-, By = 0. Wir
betrachten die disjunkte Vereinigung Uf:_ll A; U By, = A und rechnen

k—1

plA) = S (A + u(By)

=1

Wegen limy,_,oo p(By) = 0 gilt p(A) = 00, p(Ay). O
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Wenn das Mafs von € nicht endlich ist, dann muf man das Kriterium auf endliche
Teilpramafrdume anwenden. Sei (€2, R) eine (o-)Algebra und F' € R. Mit i : ' — 2
bezeichnen wir die Einbettung. Dann ist Rjp := ¢*R eine (0-)Algebra auf F. Es gilt
Rip ={ANF|Ae€ R} C R. Die Einschrinkung yp := g, ist ein Prima (Mak) auf
(F, Rip).

Definition 1.45. (F, Rjp, yr) wird die Einschrinkung von (2, R, i) auf F' genannt.

Lemma 1.46. Sei (2, R, 1) ein pramefibarer Raum. Sei (F};);en eine aufsteigende Folge
in R derart, daf$ lim;_,oo p(F; N A) = p(A) fiir jedes A € R und (F;, Rjg,, jur,) o-additiv

ist. Dann ist das Pramaf p ist o-additiv.

Proof. Sei (Ap)nen eine abzihlbare paarweise disjunkte Familie in R und A = J, .y An €
R. Dann gilt
S (AN F) = p(AN ).
neN
Da Summen und monotone Grenwerte vertauscht werden konnen, gilt
S (A = lim S p(An 0 F) = lim g(ANF) = p(A)
1—00 1—00
neN neN
O

1.1.8 Beispiele von c-additiven Pramafien

Beispiel 1.47. Sei (2, R) ein pramefbarer Raum und x € ). Das Diracmafs 6, o-additiv

15t.

Das Lebesguepramafi Sei (R™, D" u™) das dyadische Lebesguesche Pramaf auf R”
(siehe 1.1.3).

Lemma 1.48. Das dyadische Lebesguesche Pramafs ist o-additiv.

Proof. Wir betrachten den Fall n = 1 und schreiben u := p!. Der hoherdimensionale Fall

kann mit der gleichen Idee behandelt werden, erfordert aber eine kompliziertere Notation.
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Zuerst schopfen wir R durch die Folge F,, := [-2",2™], m € N aus. Dann gilt fiir jedes
Ae D!
lim p(ANE,) =p(A) .

m—0o0

In der Tat, wenn A beschrankt ist, dann stabilisiert sich die Folge A N F;. Ist A unbe-
schrankt, dann gilt lim,, ., u(AN Fy,) = 0o = pu(A).

Nach Lemma 1.46 reicht es aus, die o-Additivitdt von jg,, fir alle m € N zu zeigen.

Dazu verwenden wir das Kriterium 1.44.

Wir fixieren nun m € N. Ein Element A € D‘lFm ist eine endliche Vereinigung von dya-

dischen Intervallen der Form I = [, pQ—J;l) Fiir ein solches Intervall und r > k definieren
wir
_p pt+1 1
or(I) := [2ka ok 5) :

Dann gilt o,(I) € D, o.({) C I und p(I) — p(o,(1)) =27".

Sei jetzt Ay O As D ... eine absteigende Folge von Elementen aus D mit ﬂ;’il A; = 0.
Wir nehmen an, daf lim; .., pu(A;) = a > 0 gilt und konstruieren einen Widerspruch.
Wir stellen Ay als Vereinigung von ¢ dyadischen Intervallen I4,..., I, dar und bilden
A}, C Ay durch Ersetzen dieser Intervalle I; durch o,(I;), wobei wir r so grof wéhlen, dafs
27" < a27% L gilt. Dann ist A’ € D, A’ C A und p(A) — u(A’) < a27%~1. Wir definieren
nun By, := (-, A € D. Dann gilt By, C Ay,

k k
A\ Be €A\ 4jC A\ 4]

i=1 i=1
und damit

k

M(Bk)zﬂ(Ak)—Z(A\A’>uAk Za2@1>a ;) ;‘

Insbesondere ist By # (). (B)$2, ist eine absteigende Familie nichtleerer abgeschlossener
Teilmengen von R. Wegen der Vollstandigkeit (Intervallschachtelungsaxiom) von R ist der

Durchschnitt der By, nicht leer. Es folgt
0= ﬂ A D ﬂ By #0
i=k i=k

und dies ist der gewiinschte Widerspruch. O
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Das Haarsche Pramafs auf Z, Wir betrachten das Haarsche Pramaf (Z,, R, i) (siche
1.23)

Lemma 1.49. Das Haarsche Primaf$ auf Z, is o-additiv.

Proof. Sei Ay D Ay D ... cine absteigende Folge aus Elementen aus R mit (2, A; = 0.
Wir zeigen, dak dann A; = () fiir geniigend grofse 4 gilt. Wir nehmen das Gegenteil an.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (), x, € Z/p"Z, mit folgenden Eigenschaften:

1. ¢ui1(Tpy1) =z, unter gny1 : Z/p""Z — Z/p"Z.

2.z, € pu(4,;) fiir alle ¢ > 1 unter p, : Z, — Z/p"Z.

Seien w1, ..., x, schon konstruiert. Wir benutzen, dafs eine absteigende Folge von nicht-
leerenTeilmengen einer endlichen Menge einen nichtleeren Durschschnitt hat. Wir wahlen

Tnt1 € Nien @1 (Tn) N pag1(A;). Die Folge (2,)n>1 definiert ein Element x € Z,.

Sei 7 € N fix. Es gilt
pn(x) =Ty € pn(Ai) , VneN.

Nun gibt es nach Konstruktion der Algebra R in 1.1.3 ein m € N derart, dafs A; €
R(p%,(Sehaot(Z/p™7Z))) ist. Folglich ist A; = p l(pm(A;)) und damit z € p,l(z,,) C

Damit gilt x € ﬂZZl A; = 0 liegt. Dies ist ein Widerspruch.

Damit ist pu(A;) = p(0) = 0 fiir geniigend grofe 1. O

o-Additivitit des Pramafies auf dem Schiftraum Wir betrachten das Maf p auf
dem Schiftraum (AN, R) wie in 1.1.3 eingefiihrt.

Lemma 1.50. Dieses Maf ist o-additiv.

Proof. Ist A D Ay D Az D ... eine absteigende Folge von Elementen aus R mit ﬂfil A =
(), dann zeigen wir wie im Fall der p-adischen Zahlen Z,, dafk es ein iy € N gibt, so daf

A; = 0 fiir ¢ > iy gilt. Daraus folgt die o-Additivitdt von p unmittelbar.
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Beispiele fiir ein nicht c-additive Mafte Wir betrachten die Algebra P(N) auf N

und das Pramafs
00 |A| = o0
n(A) = { .
ZneA 2 |A| < o0
Dieses Pramaf ist nicht o-additiv. Zum Beispiel ist ) pu({n}) = >
p(N) = oo.

nen 27" =1, aber

Ein weniger triviales, aber wichtiges Beispiel ist mit dem Begriff eines Ultrafilters ver-

bunden.

Definition 1.51. FEine Teilmenge F C P(N) heifit nicht-trivialer Filter, wenn sie
folgende Eigenschaften hat.

1. 0¢gF
2. A€ F und A C B impliziert B € F.
3. Fiir jede endliche Familie (A;) in F ist (), A; € F.

4. Fiir jeden Punkti € N gibt es ein A € F miti & A.

Die Menge der Filter ist durch Inklusion halbgeordnet und nicht leer. Zum Beispiel ist
die Menge {A C N||N\ A| < oo} ein Filter.

Definition 1.52. Fin mazimaler nicht-trivialer Filter heifst nicht-trivialer Ultrafilter.

Die Existenz von Ultrafiltern zeigt man mit dem Zornschen Lemma. Sei (F;);er eine
Kette von nicht-trivialen Filtern. Dann ist | J, F ein nicht-triviales Filter und eine obere

Schranke der Kette. Dies zeigt die Voraussetzung des Zornschen Lemmas.

Lemma 1.53. Sei nun F ein nicht-trivialer Ultrafilter. Dann gilt fir eine Partition
{A, B} von N entweder A € F oder B € F.

Proof. In der Tat, wenn A und B in F enthalten wéren, so auch () = AN B. Sei nun weder
A noch B in F. Dann gilt fiir alle U € F, dak U N A # (. Wire namlich ANU = 0, so
U C B und damit B € F. Wir bilden F':= FU{U C N|3V € Fmit ANV C U}. Dann

ist F' ein Filter und F ware nicht maximal. O
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Wir definieren nun ein Wahrscheinlichkeitspramaf p auf P(N) durch pu(A) = 0 fir
A¢ Fund u(A)=1fir A e F.

Lemma 1.54. p ist additiv, aber nicht o-additiv.

Proof. Die Additivitat ist klar, da F kein Paar disjunkter Mengen enthélt. Wir wéhlen
nun eine Folge A; € F mit i € A; fiir ¢ € N. Dann bilden wir B; := ﬂ;zl A e F.
Die Folge (B;)$2, is absteigend und erfiillt (2, B; = 0. Es gilt weiter lim; ,o, pu(B;) = 1.

Damit kann p nicht o-additiv sein. O

1.1.9 Ausdehnung von Mafsen, Eindeutigkeit

o-Endlichkeit Wir hatten gesehen, daf man ein Pramafs von einer Partition S auf die
von S erzeugte Algebra R(S) ausdehnen kann. Wir wollen nun die Frage studieren, ob
man ein auf einer Algebra R gegebenes Pramaf zu einem Mafs auf die von R erzeugte
o-Algebra R° := R°(R) ausdehnen kann, und ob diese Ausdehnung eindeutig ist. Fiir den
Nachweis der Eindeutigkeit der Fortsetzung ist der folgende Begriff niitzlich.

Definition 1.55. Fin Pramafiraum (2, R, i) heifit o-endlich, wenn es eine aufsteigende
Folge (F})ien in R gibt mit Q = J, F; und p(F;) < oo fir alle i € N.

Wenn p(€2) < oo gilt, so ist (2, R, ) trivialerweise o-endlich. So sind der Haarsche
Pramafraum (Z,, R, 1) und der Schiftraum (AN, R, i) aus diesem Grund o-endlich.

Lemma 1.56. Der dyadische Lebesqueprimafraum (R™, D™, u™) ist o-endlich.

Proof. Wir koénnen die Folge F; := [—2%,2)" nehmen. O

Hier ist Beispiel eines nicht o-endlichen Prémafraumes.

Beispiel 1.57. Sei R die Algebra auf R, welche von allen endlichen Teilmengen erzeugt
wird. Wir definieren p @ R — [0,00] durch p(A) := (ANN). Dann ist (R, R, u) nicht

o-endlich.
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Proof. Wir betrachten die Menge S C P(R) aller Teilmengen, die entweder endlich sind
oder endliches Komplement haben. Dann gilt R = R(S) und jedes Element von R ist eine
endliche Vereinigung von endlichen Durchschnitten aus S. Diese Mengen sind entweder
selbst endlich oder haben endliches Komplement. Sei (F;);ey eine Ausschépfung von R.
Da R iiberabzahlbare Kardinalitdt hat, mufs eine der Mengen F; unendlich und damit ein

endliches Komplement haben. Folglich gilt |F; N N| = oo.

Ausdehnung von Mafsen - Motivation der Voraussetzungen Wir beginnen die

Diskussion der Ausdehnung von Mafen mit zwei instruktiven Beispielen.
Wir betrachten den Pramafraum (R, R, ) aus 1.57. Sei R? := R(R). Wir definieren
fio auf R? durch fip(A) = (ANN).

Lemma 1.58. [i ist ein Maf§ auf R ist, welches p ausdehnt.

Proof. Dak [iy das Pramaf p ausdeht, folgt unmittelbar aus der Definition. Sei nun (A;);en

eine paarweise disjunkte Familie in R?. Dann gilt offensichlich

> io(A) =Y JANN = [[J AN = (] 4 -

1eN 1€EN 1€EN 1€EN

Wir definieren fi; : R — [0, oo] durch

. fio(A) A hochstens abzéhlbar
fin(A) = ) 3
00 A iiberabzahlbar

Lemma 1.59. i ist ein Maf auf R ist, welches p ausdehnt.

Proof. Dak f[i; eine Ausdehnung ist, sicht man wieder unmittelbar ein. Sei (A;);en eine

paarweise disjunkte Folge in R?. Wenn einer Ausdriicke
Zﬂl(Ai) 5 /-L1(U A;)
ieN ieN
endlich sind, dann sind alle Mengen A; hochstens abzdhlbar. In diesem Fall gilt
> in(A) = (A
i€N i€N
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wie bei fig. O

Man sieht leicht ein, dak figp # fi;. In der Tat gilt fip(R\ N) = 0 und /i3 (R \ N) = oc.

Eindeutige Ausdehnung fiir o-endliche Pramafie

Satz 1.60. Sei (0, R, ) ein o-endlicher Pramafiraum. Wenn p eine Ausdehnung auf
R := R(R) besitzt, so ist diese eindeutig.

Proof. Wir zeigen zunéchst :

Lemma 1.61. Die Aussage des Satzes gilt unter der Voraussetzung pu(2) < oo.

Proof. Seien p;, i = 0, 1 zwei solche Ausdehnungen. Wir betrachten 7' := {A € R |uo(A) =
p1(A)}. Klar ist R C T. Wenn wir zeigen, dak T' eine o-Algebra ist, so gilt T = R’ und
deshalb po = p1.

Offensichtlich ist ) € T und Q € T. Sei (A;)ien eine abziahlbare Familie paarweise
disjunkter Elemente von 7" und A := (J,.y A;. Dann ist

po(A) =Y " po(A) = p(Ai) = m(A) .

€N 1€N

Folglich gilt A € T.

Sei A € T und A° := Q\ A. Dann gilt wegen 1(2) < oo, dafs p(A°) = po(2) — po(A4) =
p1(Q2) — p1(A) = i (A°). Also gilt A€ T.

Folglich ist T abgeschlossen unter Komplementen und abzéhlbaren disjunkten Vereini-

gungen, also eine o-Algebra. O

Wir beweisen nun den Satz im allgemeinen Fall. Seien p;, ¢ = 0,1, wieder zwei Ausdeh-
nungen. Sei (F,),en eine aufsteigende Folge in R von Mengen endlichen Pramafes mit
Unen Frn = Q. Sei

T:={ACQ|ANF, € R7(R,) fir alle n € N} .

Wir zeigen, dak R C T. Erst einmal gilt R C T. In der Tat, wenn A € R ist, so gilt
ANFE, € Ry, € R7(Ryp,) fiir alle n. Sei jetzt (A;);en eine abzdhlbare Familie in 7. Dann
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gilt fiir jedes n € N und i € N, dak A4; N F, € R°(R|p,) und damit fiir jedes n, daf
(Uien Ai)) N Fy = Uen(Ai N F,) € R7(R)p, ). Also ist T' abgeschlossen unter abzihlbaren
Vereinigungen. Sei A € T'. Damit gilt fiir jedes n € N die Aussage A°NF,, = F,,\(ANF,) €
R? (R, ). Damit ist 7" abgeschlossen unter der Bildung von Komplementen. 7" ist also eine
o-Algebra welche R enthélt und folglich gilt R7 C T.

Wegen R, C (R?)r, gilt auch R°(R|r,) C (R7)|p,. Damit sind (F,, R (R)r, ), uﬂRo(R‘F"))

Ausdehnungen von (F, R|F,, fig, ). Mit dem Lemma schliefen wir, daf

HO|R? (Rir,,) = MR (RiR,) -

Sei jetzt A € R?. Dann gilt A € T', also fiir jedes n € N, dak AN F, € R7(Rp,). Wir
schlieffen aus der o-Additivitat der pu;, da

po(A) = lim po(ANF,) = lim (AN F,) = pi(A) .

n—oo n—oo

1.1.10 AuRere MaRe, Ausdehnung von PrimaRen zu MaRen, Vollstindigkeit

AuRere Erweiterungen Die Frage der Existenz einer solchen Ausdehnung ist etwas
komplizierter und wird im folgenden untersucht. Notwendig ist sicherlich, daf p schon
o-additiv ist. Wir werden erst jedem Préamafs ein dufseres Maf zuordnen und dann jedem
aufkeren Maf ein Mafs auf einer assoziierten o-Algebra. Dies liefert dann die Existenzaus-

sage.

Definition 1.62. 1. Eine Abbildung i : P(Q) — [0,00| heiffit monoton, falls aus
A C B die Ungleichung i(A) < fu(B) folgt.

2. [ heifit (o-)subadditiv, falls i(|J, A) < >, fi(A;) fir jede endliche (abzihlbare)

Familie (A;) von Teilmengen gilt.

3. Eine monotone und o-subadditive Abbildung fi : P(2) — [0,00] mit (@) = 0 heifit
aufleres Majs

Sei (2, R, i) ein Pramafraum.
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Definition 1.63. Wir definieren die dufSere Erweiterung fi : P(2) — [0, 00| durch
A(A) = inf (S u(F)} A€ P)

wobei das Infimum tiber alle abzihlbaren Familien (F;); mit F; € R fir allei und A C |, F;
gebildet wird.

Lemma 1.64. Die duflere Erweiterung i in 1.63 ist ein dufleres Majs.

Proof. 1. Die Gleichung /() = 0 gilt, da das Infimum fiir eine Familie leerer Mengen

angenommen wird.

2. Die Funktion fi is monoton. Wenn namlich A C B gilt, dann ist die Menge, iiber
die das Infimum fiir fi(B) gebildet wird, in der entsprechenden Menge fiir ji(A)
enthalten, woraus fi(A) < fi(B) folgt.

3. Die dufsere Erweiterung /i ist o-subadditiv: Sei (A;);c; eine abzéhlbare Familie von
Teilmengen, A := (J,c; Ai. Seien (F;;);cs, abzéhlbare Familien von Elementen aus
R mit A; C U, Fij fiir alle i € 1. Dann gilt A C J;c; U, Fij und

pA) <D D> n(Fy) .

Daraus folgt

i(A) <> inf Y " u(Fy)

el jed;
wobei das Infimum der rechten Seiten {iber alle Wahlen der Familien (F; ;) e, ge-
bildet wird. Also gilt

AA) <D A -

iel

Wir vergleichen nun das Pramafs ;1 mit seiner dufleren Erweiterung.

Lemma 1.65. 1. Es qilt jyr < p.

2. Wenn (2, R, ) ein o-additiver Pramafraum ist, dann gilt fir = p.
Proof. Fir die erste Ungleichung beobachten wir, dak fiir A € R die Familie {A} fir die
Infimumbildung bei fi(A) zugelassen ist. Daraus folgt fi(A) < pu(A). Wir nehmen nun an,
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dak p ein o-additives Pramak ist. Sei (F])ien eine Familie in R mit A C (J,.y Fi. Wir
bilden B; := AN(F; \ U;;ll F;). Dann ist B; € R, die Mengen sind paarweise disjunkt und
Uien Bi = A. Wir schlieken, daf

p(A) =Y u(B) < pu(F) .

1€N Sh

Also gilt auch p(A) < f(A). O

Die Voraussetzung der o-Additivitdt im zweiten Teil dieses Lemmas ist wichtig. Be-
trachten wir das erste Beispiel eines nicht o-additiven Pramafes auf N in 1.1.8. In diesem
Fall ist

Zerlegende Mengen Sei jetzt i : P(€2) — [0, 0o] ein dufseres Mak auf Q2. Wir schreiben
S¢:=Q\ S fir das Komplement von S C (.

Definition 1.66. Fine Menge S € P(Q2) heifit zerlegend (bez. fi), falls fir alle A € P(2)
qilt :

A(A) = (AN S) + F(AN S
Mit Rj; bezeichnen wir die Menge aller zerlegenden Mengen (bez. fi).

Lemma 1.67. Eine Menge S € P(Q2) ist genau dann zerlegend ist, wenn
i(A) = ((ANS) + a(AN S
fir alle A € P(Q) gilt.

Proof. Die Ungleichung ji(A) < (AN S) + (AN S) folgt aus der Subadditivitit von fi,
da A= (ANS)U(AUS°) gilt. O

Satz 1.68. Sei ji ein duferes Mafs auf Q0. Dann ist (0, Ry, fur,) ein Mafraum.

Proof. Wir zeigen zuerst, dafs R; eine Algebra ist. Mit S € Rj ist offensichtlich auch
S¢ € Rj;. Seien nun S, T € Rj. Wir zeigen, dak SNT € R;. Fir A € P(Q) setzen wir

Al :AﬂSﬂT, A2 I:AQSQTC, Ag Z:AOSCQT, A4 :AﬂSCﬂTC
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Diese Mengen sind paarweise disjunkt. Da S,T" € R; ist, schliefen wir

(AL U As) = (A1) + fi(Az)
(A3 U Ag) = [i(As) + a(Aq) -

Wir schreiben A, U A3 U Ay als
[(ANSUANSNT)NSIU[(ANSUANSNT) NS

und schliefen weiter, dafs
4
[i(A2 U A3 U Ay) = ji(Az) + [i(A3 U Ay) = Z (1)
Es gilt auch
4
fiA) = i( A U Ag) + i(As U Ag) = > ji(Ay) -
Damit wird

Dies zeigt SNT € R;.

Wir zeigen jetzt, dak jig, additiv ist. Sei S,T € Rz mit SN T = (). Wir wihlen
A:=SUT. Dann folgt aus (1), dak a(SUT) = p(S) + a(T).

Sei jetzt (S;)ien eine abzéhlbare Familie in R;. Wir zeigen, dak S :=|J, S; € R;. Dazu
setzen wir T := Uj<i S;. Dann ist (T;);en eine aufsteigende Familie in R; und es gilt
Uien Ti = S. Es gilt ji(A) = i(ANT;) + (AN TY). Da fi monoton ist, gilt

A(A) > ((ANT) + i(ANSY) . )
Es gilt weiter, dafs

ANT) =p(ANTNTi) + W(ANT,NT) = (AN Tia) + p(AN (T \ Tima)) -
Induktiv schliefen wir, dafs

MANT) = AN (T\Ti)) -

J<i
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Unter Benutzung der o-Subadditivitat erhalten wir

lim A(ANT) =D (AN (TATi) 2 (AN S) . (3)
Es folgt
fi(A) > (AN S) + (AN S°) .

Da A beliebig war, gilt wegen Lemma 1.67 auch S € R;.

Wir zeigen nun, daf i auf R; auch o-additiv ist. Sei (.S;);en eine abzéhlbare Familie paar-
weise disjunkter Elemente aus R;. Wir setzen in (2) A = S und erhalten fiir jedes 4, daf
f(S) > f(T;). Damit gilt fi(S) > lim;oo i(15) = D _,cn A(S;). Wegen der o-Subadditivitét
haben wir auch die Ungleichung in der anderen Richtung. Also fi(S) = >,y i(S;). O

Satz 1.69. Sei (2, R, u) ein o-additiver Pramafraum. Dann besitzt pn eine Ausdehnung zu
einem MafS auf R” :== R(R). Ist (0, R, ) zusdtzlich o-endlich, dann ist diese Ausdehnung

eindeutig.

Proof. Die Eindeutigkeit der Ausdehnung unter der Voraussetzung der o-Endlichkeit hat-

ten wir schon in Satz 1.60 gesehen.

Sei [i die dufsere Erweiterung von p. Fiir die Existenzaussage miissen wir wegen Lemma
1.65 nur zeigen, dak R C Ry gilt.

Dazu miissen wir nur R C Rj; nachpriifen. Sei S € R und A € P(Q). Sei (F;)ien eine
abzdhlbare Familie aus R mit A C (J,.y Fi. Dann gilt

D HE) =D wF0S) + Y pFns).

Wir bilden das Infimum {iber alle Wahlen der Familie (F;);cn. Die linke Seite ergibt fi(A),
wihrend die Summen auf der rechten Seite von unten durch (A N S) und (A U S°)
abgeschétzt werden. Also gilt i(A) > (ANS) + a(A N S°). Da A beliebig war, folgt
S € Ry aus Lemma 1.67. O
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Ein Approximationssatz Sei ({2, R, i) ein o-endlicher, o-additiver Pramafraum. Dann
haben wir eine eindeutige Ausdehnung (2, R, 1) zu einem MaRraum, wobei R® = R°(R).
Die Elemente von R’ sind in der Regel unhandlich. Deshalb ist es wichtig zu wissen, dafs

man sie dem Mafse nach durch Elemente aus R approximieren kann.

Satz 1.70. Ist E € R? und gilt u(E) < 0o, dann existiert fir jedes e > 0 ein F' € R mit
w(E A F) <e.

Proof. Sei i die aukere Erweiterung von pu. Da R7 C Rj; ist, gilt
W(E) = f(B) = inf > (T},
i=1

wobei das Infimum tiber alle Familien (7});en (welche 0.B.d.A als paarweise disjunkt an-
genommen werden kénnen) mit £ C J,.y7i genommen wird. Wir wéhlen eine solche

Familie derart, dafs
p(E) > () —c.
i=1

Wir wéhlen n so grok, dak ) ° ., u(Ti) < e und setzen F' := |J;_, T} € R. Dann gilt
E\NF CU:,T;und F\ E C ;e T; \ E. Damit ist u(E\ F) <€, p(F \ E) < € und
deshalb pu(E A F) < e. O

Das Lebesguemafs auf R” In 1.1.3 hatten wir den (dyadischen) Lebesguepramafraum
(R™, D™, u™) konstruiert. In Lemma 1.48 hatten wir gesehen, dak u" auch o-additiv ist.
Schlieklich hatten wir in 1.32 eingeschen, dafy R(D") mit der Borelschen o-Algebra B
auf R iibereinstimmt. Sei " die dufiere Erweiterung von p" und (R", Ry», i) der nach
1.68 konstruierte Mafraum. Dann gilt B C Rz~ und fijs 1st die nach Satz 1.60 eindeutige

Fortsetzung von " auf B.

Um das Symbol g in Zukunft fiir andere Mafe auf dem R™ zur Verfiigung zu haben,

werden wir ab jetzt das Lebesguesche Maf mit |.| bezeichnen.

Definition 1.71. Der Mafiraum (R", R, |.|) heifst Lebesque Mafiraum.

Die folgenden Eigenschaften des Lebesguemafes mogen offensichtlich erscheinen, erfor-
dern jedoch im Beweis einige Anstrengungen. Wir betrachten zuerst den eindimensionalen
Fall.
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Satz 1.72. 1. Fiir ein beschranktes Intervall [a,b) C R gilt |[a,b)| = b — a.
2. Fir eine abzdihlbare Teilmenge A C R gilt |A| = 0.

3. Firzr e Rund A€ R gilt v+ A€ Ry, la+ Al =|A| und xA € R)|, |zA| = |z||A].

Proof. 1. Fiir Intervalle in D! folgt dies direkt aus der Definition des Lebesgueschen
PriamaRes. Sei jetzt a, b allgemein. Fiir € > 0 withlen wir & € N derart, daff 275! < e.

Weiter wihlen wir p, ¢ € Z derart, dak 5 < a < ”2%1 und 5 <b < q;—,cl. Dann gilt

p+1l ¢
ok 7?)g[avb) g [_

[

Wegen der Monotonie des Mafes gilt
b—a—|[a,b)]]| <e.
Da € > 0 beliebig war, gilt die gewlinschte Gleichung.

2. Sei zunéchst A = {z} fiir € R. Dann gilt wegen der Monotonie des Mafes [{z}| <
|[x — €, 2 + €)] = 2¢ fiir alle € > 0. Folglich ist |[{z}| = 0. Wegen der o-Additivitat
gilt damit |A| = 0 fiir alle abzéhlbaren Teilmengen A C R.

3. Es ist klar, daf add_, stetig und damit mekbar auf (R,B) wirkt. Ist A = [a,b),
dann gilt add”}(A) = [a + x,b + ) und offensichtlich (add_,).|A| = |A|. Damit
stimmen (add_,).|.| und |.| auf der von allen Intervallen erzeugten Algebra tiberein.
Die Eindeutigkeit der Ausdehnung zeigt, daf (add_,).|.| = |.| auf B gilt. Damit
stimmen auch die dufseren Erweiterungen von (add_,).|.| und |.| auf P(R) iiberein.
SchlieBlich gilt add”}(R||) = R (d.h. add_, ist mefbar auf (R, R||)) und es gilt
(add_,).|.| = |.|

Analog argumentiert man mit mult,—: fiir > 0. Dabei ist (mult,-1).|.| = z|.|. Der

Fall £ = 0 ist trivial.

Den hoéherdimensionalen Fall dieser Eigenschaften werden wir mit Hilfe der Integrati-

onstheorie auf Eigenschaften des Riemannintegrals zuriickfithren und spéter studieren.
Wir zeigen nun, dak es nicht Lebesgue-mefshare Mengen gibt.
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Satz 1.73. Wir betrachten (R, Ry, |.|). Es gilt R | # P(R).

Proof. Auf A :=[—1/2,1/2] betrachten wir die Relation : z ~ y, falls x —y € Q. Diese ist
cine Aquivalenzrelation. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung f: A/ ~— A
derart, daf f([z]) € [z]. Wir betrachten nun K := f(A/ ~) C A. Wir werden zeigen, daf
K & Ry,.

Wir nehmen das Gegenteil an. Sei d := |K]|. Sei B := [—1,1]NQ. Fiir s,7 € Bmit r # s
gilt add,(K) Nadd,(K) = 0 und |add, (K)| = d. Weiterhin gilt A C (J, . add,(K). Da B
abzdhlbar und |A| = 1ist, muf d > 0 gelten. Andererseits ist | J, .5 add, (K) C [-3/2,3/2].
Also gilt > 5 d < 3, woraus d = 0 folgt, da §B = co. Das ist ein Widerspruch. O

Cantormengen Sei A € (0, 3). Fiir ein Interval [a, b] setzen wir Py ([a, b]) := [a, a+A(b—
a)l]Ub—Ab—a),b]. Ist U = J,[a;,b;] C R eine disjunkte Vereinigung abgeschlossener
Intervalle, dann ist Py\(U) := |, P([a;, b;]). Dies ist wieder eine disjunkte Vereinigung

abgeschlossener Intervalle. Wir erhalten eine absteigende Folge
o P Uy cPrU)C---Cc P(U)CU
und definieren

CA\(U) == () PR(U) .

neN

1. Die Menge Cy(U) C R is abgeschlossen.
2. Die Menge C,(U) hat keine inneren Punkte.
3. multy-1 : Cy\([0,1]) N[0, A] = CA([0, 1]) ist ein Hombomorphismus. Es gilt
C = multy-1(Cy([0,1]) N[0, A]) U (1 = A) + multy—1 (C([0,1]) N[0, A]) ,
d.h C, ist selbstdhnlich.
4. Es gilt

1-2\
1—2)\

CA([0,1])] = 1 — (1 — 2)\) izw —1-

n=0
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Das Haarmafs auf Z, Das Haarsche Maf auf (Z,, R,,) ist das Maf 11, welches man durch
die Ausdehnung des Haarschen Pramafes (siehe 1.1.3) erhélt. In der Regel betrachtet man
den Mafraum (Z,, B, 1), wobei jetzt p die nach Lemma 1.60 eindeutige und nach Satz

1.69 existierende Ausdehnung des Haarschen Prémafes bezeichnet.

Lemma 1.74. Fir \ € Z, ist add, mefbar und es gilt (addy).p = f.

Proof. Seien p,, : Z, — Z/p"Z die Projektionen fiir n > 0. Die Abbildungen add, und
mult) werden durch Familien vertriglicher Abbildungen (add,,, (x))nen, und (mult,, x))nen,
auf dem System (Z/p"Z)nen, induziert und sind damit stetig. Folglich sind sie mefbar
beziiglich der Borelschen o-Algebra.

Sei W C Z/p"Z und A := p,'(W). Dann gilt wegen der Invarianz des ZahlmafRes auf
Z/p"Z unter Bijektionen

p((addy) ' A) = p(add_x(A)) = p(p, ' (add—p, )W) = u(p, (W) = p(A) .

Folglich gilt (add)).u = p auf der erzeugenden Algebra. Wegen der Eindeutigkeit der
Ausdehnung des Pramafies gilt diese Gleichung auf B. O

Wir betrachten Z C Z, vermoge der Abbildung m +— ([m] mod pn )neng-

Lemma 1.75. Fir jeden Punkt x € Z, gilt u({x}) = 0. Insbesondere gilt u(A) = 0 fir
jede abzihlbare Teilmenge A C Z,, z.B. u(Z) = 0.

Proof. Die Topologie auf Z,, ist Hausdorff. Damit sind einpunktige Mengen abgeschlossen
und mefkbar. Wenn p({z}) # 0, dann ware p({y}) = p({z}) fiir jeden Punkt y € Z, und
damit p(Z,) = oo, da Z, unendlich viele Elemente hat. Es gilt aber u(Z,) = 1. O

Wir sehen insbesondere, dafs Z, nicht abzéhlbar sein kann.

Das Mafi auf dem Schiftraum Wendet man die Ausdehnungskonstruktion 1.69 auf
das oben konstruierte Pramaf auf dem Schiftraum iiber der Zustandsmenge A an (siehe
1.1.3), so erhiilt man einen Mafraum auf (AN, B, i) wobei jetzt B die von den Zylinder-
mengen erzeugte o-Algebra (die Borelsche o-Algebra der Produkttopologie) und u die
Ausdehnung des Pramafes bezeichnet. Beachte, daft 1 von der Wahl von p : A — [0, 1]
mit ), p(a) = 1 abhingt.
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Lemma 1.76. Sei T : AN — AN die Verschiebung T((a;)ien) := (aiy1)ien. Dann ist T

mefsbar und maferhaltend.

Proof. Die Mefbarkeit von T hatten wir schon in 1.34 eingesehen. Sei g, : AN — A" die
Projektion auf die ersten n Glieder. Sei W := ¢, (a1, ..., a,). Dann gilt

T W) = | ahi(a, a1, an) -
acA

und damit

(T W) = pla) [ plai) = [[ plai) = w(W) .

acA i=1 i=1

Lemma 1.77. Sei B C A eine Teilmenge. Dann ist BY C AN mefbar. Wenn Y, 5 p(b) <
1 gilt, dann ist u(BY) = 0.

Proof. Sei g, : AN — A" die Projektion auf die ersten n Folgenglieder und B, := g, *(B").
Dann gilt B =)

gen geschrieben werden und ist mefbar.

nen Bn- Damit kann BY als abzihlbarer Durchschnitt von Zylindermen-

Sei d =3, 5 p(b). Dann ist p(B,) = d". Wenn d < 1 ist, dann gilt p(B) = 0. O

Der Schiftraum liefert ein besonders einfaches Beispiel fiir ein ergodisches dynamisches
System. Unter einem dynamischen System verstehen wir hier einen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, R, u) mit einer maferhaltenden mefbaren Selbstabbildung 7" : Q@ — (.
Das System heifit ergodisch, wenn fiir jede Teilmenge W € R mit T-*(W) = W gilt
u(W) € {0,1}. Fiir mehr Information siehe etwa [Wal82].

Satz 1.78. Der Schiftraum (AN, B, ) mit dem Schift T ist ein ergodisches dynamisches
System.

Proof. Sei V € B und gelte T7*(V) = V. Wir miissen zeigen, daf dann (V) € {0,1}
gilt.
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Sei R die Algebra der Zylindermengen so dakt B = R7(R). Sei ¢ > 0 gegeben. Wir
finden nach Satz 1.70 ein A € R mit u(V A A) < e. Dann gilt auch |p(W) — u(A)| < e
Sei A = ¢, '(U) fiir ein geeignetes U C A* und k € N. Dann ist B := T7*1(A) =
oy (X EHTA x U). Insbesondere gilt (AN B) = pu(A)?. Es gilt auch

p(V & B) = (T 1 (V) a T HA)) = p(V & A) <e..
Wegen VA (ANB)CV AAUV A B gilt u(V A (AN B)) < 2e. Wir rechnen nun

|1(V) = (AN B)| + |u(AN B) — u(V)?|

2¢ + |u(A)? — p(V)?|

2 + p(A)|[p(A) — p(V)[ + p(V)[(A) — p(V)]
de .

(V) = u(V)?]

IN A IA

IN

Da € > 0 beliebig war, gilt u(V) = u(V)?, also u(V) € {0,1}. Die Behauptung folgt aus
u(V) = u(W).

Folgerung 1.79. Sei (2, R, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer ergodischen Trans-
formation T'. Dann gilt fir jedes W € R mit T(W) =W auch p(W) € {0,1}.

Proof. Sei W € R und gelte T(W) = W. Wir miissen zeigen, dal dann Es gilt W C
T-YT(W)) =T"YW) und allgemeiner T-"(W) C T-"(T-Y(W)) = T-""}(W). Daraus
folgt

p(W) = p(T™"(W)) < w(T™"H(W)) = (W) .

Also gilt pu(TH*(W)) = w(W) fiir alle k € Z. Wir setzen V := |J,,., 7"(W) € R. Dann
gilt w(V) = p(W) und T71(V) = V. Aus der Ergodizitidtsannahme folgt (V) € {0,1}
und daraus die Behauptung. O

Nullmengen und Vervollstindigung Der Unterschied zwischen (R",B,|.|;z) und
(R™, Ry, |.|) ist relativ unwesentlich und wird durch den Begriff der Vervollstandigung
geklart.
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Definition 1.80. Sei (2, R, i) ein Maffraum. Fin Element A € R heifst Nullmenge,
wenn p(A) =0 gilt.

Definition 1.81. Ein Mafiraum (0, R, u) heifit vollstindig, falls fiir jede Menge A €
P(Q) mit A C |, N; fiir eine abzihlbare Familie von Nullmengen auch A € R gilt.

Lemma 1.82. Der zu einem dufSeren Maf i auf 2 entsprechend 1.68 assoziierte Mafs-

raum ist vollstandig.

Proof. Zuerst beobachten wir, daf Rj; alle fi-Nullmengen enthélt. In der Tat ist 4(S) =0,
dann gilt fiir alle A € P(2) wegen der Monotonie von fi

AANS) + (AN S) = p(ANS) < u(A)
und folglich S € R; nach Lemma 1.67.

Sei A C Q so dak A C |J, N; fiir eine abzdhlbare Familie von Nullmengen (NV;);en. Aus
Monotonie und o-Subadditivitét folgt i(A) < >, fu(N;) = 0. Damit gilt aber A € R;. O

In der Regel muf ein Makraum (2, R, i) nicht vollstdndig sein. Mit der folgenden Kon-

struktion kann man ihn vervollstédndigen.

Wir definieren R* als die Menge derjenigen A € P(Q), fiir welche ein F' € R und eine
abzdhlbare Familie (/V;);en von Nullmengen existiert, so daf A A F' C |J,oy N;. Hierbei
ist AAF :=ANFUF N A die symmetrische Differenz von A und F. Wir definieren
ferner u(A) :== p(F).

Lemma 1.83. 1. Die Abbildung ji : R* — [0, 0] ist wohldefiniert.

2. (Q, R*, 1) ist ein vollstindiger Mafraum.

Proof. Sei A € P(Q) und F,G € R derart, daf A A F' C ;o Ns und A A G C ;e Mi
fiir Familien von Nullmengen (N;);en und (M;);en in R. Dann gilt F' C GUJ, oy (N; U M;)
und G C F U J,on(V; U M;). Daraus folgt u(F) = p(G).

Wir zeigen weiter, da R eine o-Algebra ist.

1. Mit A € R gilt A° € R. In der Tat gilt AA F*=AA F.
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2. Ist A=J
n=1,.... Dann gilt

UaaUFrclJAa R c | Vi (4)

neN neN neN n,€N

neny An und A, A F, = oy Na,i fiir Familien von Nullmengen (N, ;)ien,

Folglich ist R abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen.

Wir zeigen nun, dafs i auch o-additiv ist. Sei A = ) _y A, ein Darstellung von A als

neN
eine disjunkte Vereinigung. Fiir jedes n € N sei F}, € R derart, dak A, A F,, C UieN Ny i

fiir eine geeignete Familie von Nullmengen (N, ;)ien. Wir setzen F), := F,\|U,cyy Nni © An.
Dann gilt
A, 0 F,C|JNoi, FleR.

1€N

Es gilt wegen (4)

S A = S u(E) = u(J ) = (| A.) -

neN neN neN neN

Definition 1.84. Die Vervollstindigung eines Mafiraumes (Q, R, ) ist der Mafraum
(Q, R*, ji).

Aufgabe 1.2. Zeige : Der Lebeguesche Mafraum (R, Ry, |.|) ist die Vervollstindigung
von (R", B, ||s).

1.1.11 Verteilungsfunktionen

Wir betrachten ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (R, B).

Definition 1.85. Die Funktion
FM ‘R — [071] ) FM($) = /"L((_OO7:E))

heifst Verteilungsfunktion von pu.

Satz 1.86. Fine Funktion F': R — [0, 1] ist genau dann Verteilungsfunktion eines Wahr-

scheinlichkeitsmafles auf (R, B), wenn

1. F linkseitig stetig ist,

2. F monoton wachsend ist,
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3. lim, , o F(x) =0 und lim,_,, F(z) =1 gilt.
Das Majf p ist durch seine Verteilungsfunktion eindeutig bestimmt.

Proof. Esist einfach zu sehen, dak die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafses

auf R diese Eigenschaften hat.

Sei F' mit den angegebenen Eigenschaften gegeben. Wir betrachten die dyadischen Par-
titionen D, := D} r € N, aus 1.1.3. Wir definieren y, : D, — [0,1] durch pu,([a,b)) :=
F(b)—F(a) fir [a,b) € D,, p((—o0, —2") = F(—2") und pu([2",00)) = 1—F(2"). Wir erhal-
ten damit ein Pramaf auf R(D;). Es gilt (ft,4+1)rD,) = tr- Sei p das von der Folge (u,) in-
duzierte Pramaf auf R :=

Sei (Ap)nen eine absteigende Folge in R mit ()

R(D,). Wir zeigen nun, dafs p ein o-additives Pramaf ist.
neN An = (. Sind alle A,, unbeschrankt, dann
gibt es eine Folge (r,) in N mit lim,,_,, r, = oo derart, daf A, C (—o0, —27") U [2", c0)
gilt. Damit gilt u(A,) < F(=2")+1—F(2™) und wegen lim,,_,o F'(—2™)+1—F(2") =0

auch lim,, . p(A,) = 0. Andernfalls konnen wir annehmen, daf alle A,, beschrankt sind.

reN

Wir nehmen an, daf lim; ,, ¢1(A4;) = o > 0 gilt und konstruieren einen Widerspruch.

Ein Element in R(Dy,) ist eine endliche Vereinigung von dyadischen Intervallen der Form

I = [4,281). Fiir ein solches Intervall und r > k definieren wir

2k 9k
_p pt+1 1
or(I) :== [2—ka ok 5) .
Dann gilt 0,(I) € R, o,(I) C I und p(I) — p(o.(I)) = F(&E) — F(&t — L). Da F

linksseitig stetig ist, kann man p(7) — p(o,(1)) durch geniigend grofe Wahl von r beliebig

klein machen.

Wir stellen A, als Vereinigung von ¢ dyadischen Intervallen Iy,...,I. dar und bilden
A, C Ay, durch Ersetzen dieser Intervalle I; durch o,(I;), wobel wir r so grofs wéhlen,
daR p(Ax \ 45) < a27%1 gilt. Dann ist A’ € R und A’ C A. Wir definieren nun B}, :=
ﬂle A} € D. Dann gilt By, C A,

k k
A\ Be C A\ 4j C A\ 4]
i=1 i=1

und damit
k

,u(Bk)ZM(Ak)—Z (A \ AY) > u(Ayp) Za211>a1—%):§

i=1

41



Insbesondere ist By, # (. Nun ist (By)22, eine absteigende Familie nichtleerer abgeschlos-
sener Teilmengen von R. Wegen der Vollstandigkeit (Intervallschachtelungsaxiom) von R

ist der Durchschnitt der B; nicht leer. Es folgt
0= ﬂ A D ﬂ By #10
i=k i=k

und dies ist der gewiinschte Widerspruch.

Das o-additive Wahrscheinlichkeitspramaf p auf (R, R) hat nach Satz 1.69 eine eindeu-

tige Ausdehnung zu einem Maf auf (R, ), welches wir auch mit p bezeichnen werden.

Wir zeigen nun, dak ' = F), gilt. Es gilt nach Konstruktion F(£r) = F, (%) fiir alle

r € Nund p € Z. Sei x € R. Fiir jedes r € N wihlen wir p, € Z derart, daf & <z < p”";fl.

Die Folge (£r),cn konvergiert von unten gegen x. Damit gilt

F(z) = lim F(2) = 1im F,(25) = Fu(a) .

r—00 r r—00 2

1.2 Das Integration
1.2.1 Das Integral positiver Funktionen

Integration einfacher Funktionen Wir fixieren einen Mafraum (2, R, p).

Definition 1.87. FEine Funktion f : Q — R heifst einfach, wenn sie meflbar ist und

hochstens endlich viele Werte annimmd.

Mit £(Q2) bezeichnen wir die Menge der einfachen Funktionen auf 2. Offensichtlich ist
E(Q) ein R-Vektorraum.

Sei f € £(). Dann definieren wir die Familie A, := f~1({r}) C Q, r € R. Diese Mengen

sind mekbar und fiir fast alle » € R (also bis auf endlich viele) leer. Die Darstellung

F=> rxa

reR
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als Linearkombination der charakteristischen Funktionen der Mengen A, heiftt die kano-

nische Darstellung von f.
Sei
Q)= ={fee@)]f=0}

die Teilmenge der nicht-negativen einfachen Funktionen. Diese Teilmenge ist abgeschlossen

unter der Addition und der Multiplikation mit nicht-negativen reellen Zahlen.

Definition 1.88. Wir definieren das Integral

//...du:S(Q)zﬁ[O,oo]

durch )
/ Fdp=Y"ru(f{r})

reR

In Termen der kanonischen Darstellung gilt also

/

fdp =" ru(A) .

Die Menge £(1) ist halbgeordnet durch f < g genau dann, wenn f(z) < g(z) fiir alle
x € gilt.

Lemma 1.89. Das Integral ist eine monotone, positiv homogene und additive Abbildung.

Proof. Wir zeigen zuerst die Homogenitdt. Wenn f = > _p7rxa, die kanonische Dar-

stellung von f ist, dann ist fiir R > A > 0 die kanonische Darstellung von Af durch
A =", er ATXa, gegeben. Es gilt

/)\fd,u:Z)\m(Ar):AZm(Ar):)\/ Afdu .

reR reR

Der Fall A = 0 ist Ubungsaufgabe. Seien nun f,g € £(Q)Z und f = Y zxrxa,, ¢ =

> rcr TXB, die kanonischen Darstellungen. Dann ist

FH9= PXU.ex AprB.

peER
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die kanonische Darstellung von f + ¢g. Die Familien (A, ),cr, (Bs)ser, (4r N By)s rer sind
jeweils paarweise disjunkt. Folglich gilt

//(f +9)dn = > pu(lJ Ap-s N By)

peR seR

= ZPZ/AAP*S N B)
peR  seR

= ) (r+s)> wA NB,)
reR seR

= 3 > WA NB)+Y s> u(ANB)
reR seR seR  reR

= ZTM(AT N USERBS) + Z SM(UTERAT a BS)
reR seR

= Y A+ su(B)
reR s€R

= //fdu+//gdu.

Ist f > g, dann ist f — g € £(Q)Z und damit ['(f — g)du > 0. Es gilt also

/,fdMZ/,gdu-

Unteres Integral Sei (2, R, 1) ein Mafraum. Sei A C Q und f : Q — [0, o0]

Definition 1.90. Wir definieren das untere Integral von f beziiglich yv durch

/
/ fdp = sup / pdp .
A PEE(R)Z,¢<fxa

Wenn A = 2, dann schreiben wir

/fdu::/ﬂfdﬂ-

Lemma 1.91. Seien f,g:Q — [0,00] und A, B C . .

1. Fir ¢ € £(Q)% und A € R gilt [, ¢pdu = [ dpxadp.
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2. Wenn p(A) =0, so gilt [, fdu=0.

8. Wenn {f > 0} eine Nullmenge ist, so gilt [, fdu = 0.
4. Wenn f < g, so gilt fA fdu < ngd,u.

5. Firr >0 gilt fAdeu:TfAfd,u.

6. Wenn AC B, so gilt [, fdu < [, fdp.

Proof. 1. Wegen der Monotonie von f/ ...dp wird das Supremum von ¢x4 € £(Q)=Z

realisiert.

2. Wenn ¢ € £(Q)Z mit ¢ < fya und ¢ = > rer TX4, cine kanonische Darstellung von
¢ ist, dann ist A, = @ fiir r < 0 und A, C A fiir r > 0. Folglich gilt u(A,) = 0 fir
alle 0 # 7 € R und [ ¢pdu = 0.

3. Sei B :={f > 0}. Dann gilt fxa = fxpna und damit [, fdu = [, - fdp = 0 nach
2.,da u(ANB)=0.

4. Wenn f < g, dann ist fxa < gxa. Folglich gilt {¢ € E(Q)2]¢ < fxa} C {0 €
E(Q)=|¢ < gxa}, woraus die Behauptung folgt.

5. Fiir r > 0 gilt {¢ € E(Q)2]|d < rfxa} =r"Ho € E(Q)Z]|¢ < fxa}. Daraus folgt
die Behauptung.

6. Es gilt {¢ € EQ)=]p < fxa} C{d € EN)Z|p < fxp}, woraus die Behauptung
folgt.

O

Beachte, daf das Integral im allgemeinen nicht additiv ist. Fiir ein Beispiel betrachten wir
den folgenden Mafraum : Q := {z,y}, R :={0,Q}, p = 0,. Sei f 1= x{z} und g := xqy-
Es gilt [, fdu = [, gdp =0, aber auch [,(f + g)du = 1.

Der Grund ist, da f und g nicht mefbar sind. So ist zum Beispiel f~1({1}) = {z} € R.

Der mefRbare Raum R und arithmetische Operationen Zur Definition der Re-
chenoperationen machen wir die Konventionen co — oo := 0, —o0 4+ 00 := 0 und Ooo :=

0,07} := 0.

45



Wir betrachten nun R? := R x R. Da die Topologie von R eine abzihlbare Basis hat,
stimmt nach Lemma 1.37 die Borelsche Struktur auf R mit dem Produkt der Borelschen

Strukturen auf R iiberein.

Lemma 1.92. Die folgenden Abbildungen R?> — R sind mefsbar.

1 (z,y) =z +y,
2. (x,y) — zy,
3. (z,y) = max(z,y),

4. (x,y) = min(z,y),
Weiter sind die Abbildungen R — R

1. x— a7t

2. x|z

3.z firr>0
mefsbar.

Proof. In allen Féllen gibt es eine Partition des Definitionsbereiches der entsprechenden

Abbildung in Teilmengen, auf welchen diese stetig und damit mefibar sind. O

Mefdbare Funktionen

Definition 1.93. Mit L(Q), R) bezeichnen wir die Menge der mefbaren Abbildungen von
Q nach R.

Um die MeRbarkeit von f : 2 — R zu priifen, reicht es aus zu zeigen, daf {f > a} € R
fiir alle a € R gilt.

Die Operationen fiir Funktionen werden punktweise definiert.

Satz 1.94. 1. Fir f,g € L(, R) gilt f+ g€ L(Q,R).
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2. Fir f,g € L, R) gilt fg € LI, R).

3. Fir f € L(Q,R) gilt + € L(Q, R).

4. Fir fe L(Q,R) mit f >0 und firr >0 gilt {7 € L(2, R).

5. Fiir eine endliche oder durch N indizierte Familie (f;); aus L(Q, R) gilt

sup f;, inf f;, liminf f;, limsup f; € L(Q, R) .
J J J J

Wenn lim; f; =: f (punktweise) existiert, dann ist f € L(Q, R).
6. Es gilt fir f,g € L(Q, R) auch f Ng,fVg,|fl,fg€ L(Q,R).
Proof. Sind fi, fo € L(, R), dann ist (f1, f2) : Q@ — R? meRbar, da p; o (f1, f2) = fi

mefsbar ist fiir ¢ = 1,2. Nun benutzt man, dafs die Komposition mefbarere Abbildungen

meRbar ist.

Die Aussagen iiber die Grenzwerte hatten wir schon in 1.39, 1.40 und 1.41 eingesehen. O

1.2.2 Sitze liber Approximation mefibarer Funktionen

Wir betrachten einen mefsbaren Raum (€2, R).

Lemma 1.95. 1. Ist f € L(Q, R) beschrinkt, so existiert eine Folge (¢;) einfacher

Funktionen, welche gleichmdfig gegen f konvergiert.

2. Fine Funktion f : Q — R ist genau dann mefbar, wenn es eine Folge einfacher

Funktionen (¢;) gibt, welche punktweise gegen f konvergiert.

3. Sei f € L(Q, R) nichtnegativ. Dann ezistiert eine monotone Folge einfacher Funk-
tionen (¢;) mit lim; ¢; = f.
Proof. Zu 1.: Fiir i € Z und n € N sei Li(n) = [55,5+) C R. Wir setzen ¢, =
Yoien Q%Xffl(]i(n)). Da f mefsbar und beschrinkt ist, ist diese Summe endlich und defi-
niert eine einfache Funktion. Es gilt supg, |f — ¢n| < 27™.
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Zu 2.: Ist f punktweiser Grenzwert einer Folge mefsbarer Funktionen, dann ist f mefbar,
wie in 1.41 schon gezeigt wurde. Sei jetzt umgekehrt f € £(€2, R) gegeben. Wir definieren
o = fxqs<ny + n(X{f=cc} — X{f=—oc}) Die Folge (f,) von beschrankten Funktionen
konvergiert punktweise gegen f. Wir finden nach 1. Folgen einfacher Funktionen (¢(n);)
fir n € N, welche gleichméiRig gegen f, konvergieren so dak supg |f. — ¢(n);| < 27% Die
Folge (¢(n),) konvergiert dann punktweise gegen f.

Zu 3.: Wir setzen

4i-1 .
J i
¢i = SIX (i, i) T 2°X F-1([2,00]) -
=0
Fir z € Q gilt f(z) > ¢ip1(x) > ¢i(x) > f(x) — 27 falls f(x) < 2". Wenn f(z) > 2¢, so
gilt f(z) > dir1(z) = ¢i(x) = 2", O

Fast iiberall... Sei jetzt (2, R, 1) ein vollstdndiger Mafkraum.

Definition 1.96. Sei P : Q — {w, f} (wahr und falsch) eine Eigenschaft der Punkte
von Q). Wir sagen, daf$ fast alle (bez. p) Punkte die Eigenschaft P haben, wenn p({P =

f1) =0.

Es folgen konkrete Beispiele fiir diese Begriffsbildung.

Definition 1.97. 1. Zwei Funktionen f,g auf Q stimmen fast tberall (bez. 1)
tberein, falls fast alle Punkte x € Q die Figenschaft f(x) = g(x) haben, also
p({f # g}) =0 gilt. Wir schreiben diese Relation als f =, g.

2. Sei X ein topologischer Raum. Eine Folge von Abbildungen (f;), fi: Q — X kon-
vergiert fast tiberall (bez. 1) gegen f:Q — X, falls fast alle Punkte x € Q die
FEigenschaft lim; fi(x) = f(x) haben. Wir schreiben diese Relation als f; —, f.

Als Extremfall betrachten wir den Mafraum (2, P(2), d,) mit dem Dirac-Maf §,. Ein
Folge von Funktionen (f;);en konvergiert fast tiberall gegen f, falls lim;ey fi(z) = f(x)

gilt. Das Verhalten in allen anderen von x verschiedenen Punkten kann ganz beliebig sein.

Lemma 1.98. Sei (2, R) ein mefSbarer Raum und (f;) eine Folge mef$barer Abbildungen
fi i Q= X, wobei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum ist und Mef$barkeit beziiglich

48



der Borelschen o-Algebra verstanden wird. Dann ist die Menge
A:={z € Q| (fi(x)) konvergiert}

eine mefbare Menge.

Proof. Wir betrachten die Mengen
1
Cijom =1d(fi, f;) < E} cCQ, 4,jmeN.

Da f;, i € N mekbar und d : X x X — R stetig ist, sind diese Mengen mefbar. Dann ist

(U (1 G

meNneN1,j>n

die mefshare Menge

die Menge der Punkten = € €, in welchen ((f;)(x));en eine Cauchyfolge ist. O

Ohne die Voraussetzung der Vollstandigkeit ist diese Aussage falsch. Sei M C [0,1] =: T
eine nicht-mefsbare Menge mit dichtem Komplement. Es ist leicht, eine Familie (f;);en von
einfachen Abbildungen f; : I — M¢ zu konstruieren, so dak f; — id; punktweise (wenn
mit Werten in [ betrachtet). Die Menge M C [ ist genau diejenige Menge, auf welcher
(fi)ien (betrachtet mit Werten in M€) nicht konvergiert.

Beinahe... Sei jetzt (€2, R, i) ein vollstandiger Mafraum.

Definition 1.99. Fine Eigenschaft P der Elemente von R gilt beinahe fir Q (bez. 1),
wenn es fir jedes € > 0 ein A € R gibt mit P(A) = w und p(A°) < e.

Hier ist ein Beispiel fiir diese Begriffsbildung.

Definition 1.100. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (f;)ien von Abbildungen
fi : Q — X konvergiert beinahe gleichmdfiig gegen f : Q0 — X, wenn die Figenschaft
P(A) := {(fia) konvergiert gleichmdfig gegen fia} beinahe fiir Q0 (bez. p1) gilt.

Lemma 1.101. 1. Wenn (f;)ien beinahe gleichmdfsig gegen f konvergiert, dann kon-
vergiert (f;) fast iberall gegen f.

2. Wenn pu() < oo, so gilt auch umgekehrt, daf$ (f;)ien beinahe gleichmdfig gegen f

konvergiert, wenn (f;)ien fast tiberall gegen f konvergiert.
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Proof. Moge (f;)ien beinahe gleichméfig gegen f konvergieren. Wir wéhlen Teilmengen
Ap € R derart, dak (fija,) gleichméRig gegen f4, konvergiert und p(Af) < % gilt. Sei
A :=J, Ak. Dann konvergiert (f;a) punktweise gegen fa, und es gilt u(A°) = 0.

Sei jetzt p(2) < oo und (f;)sen fast iiberall gegen f konvergent. Dann ist f mefbar. Sei
N eine Nullmenge so dak (f;jne) gegen (fine) punktweise konvergiert. Wir betrachten die

melkbaren Mengen

Aj(k) = ({d(f, f) <2751}

mz2j

Die Folge (A;(k)) e ist aufsteigend und es gilt N¢ C |J; A;(k), also ; A;(k)° C N.

Fiir e > 0 wihlen wir j.(k) derart, daf p(A;(k)¢) < e27*! fiir alle j > j (k). Dann set-
zen wir Ac =, Aj.a) (k). Es gilt p1(AS) < e. Sei nun k € N. Dann gilt fiir alle j > j.(k),
daf sup,c 4 d(f;(z), f(z)) <27+ O

Die Aussage 2. gilt nicht mehr, wenn man die Endlichkeit des Gesamtmafses nicht vor-
aussetzt. Als Beispiel betrachten wir den Mafraum (N, P(N), i), wobei p(A) := §(A). Sei
fi : N = R durch fi(r) = 75 gegeben. Dann konvergiert (f;)ieny punktweise aber nicht
beinahe gleichméafig auf N.

Stochastisch... Hier ist eine weiterer Konvergenzbegriff, welcher sich direkt aus der

Konvergenz in Integralnormen ablesen lafst.

Definition 1.102. Sei (f;)ien eine Folge von Abbildungen von € in einen metrischen
Raum (X, d). Dann konvergiert die Folge stochastisch (bez. pu) ((dem MajfSe nach) gegen
f, falls fir alle € > 0 gilt :

Tim p({d(f, fa) > €}) = 0.

Lemma 1.103. Diese Konvergenzbegriffe stehen wie folgt in Beziehung.

1(Q)<oo
punktweise fast tiiberall beinahe gleichmdfig
M /
stochastisch

Teilfolge

Proof. Die Folge f; :== X[i,i+1), ¢ € N konvergiert auf R fast {iberall gegen Null, aber nicht

stochastisch oder beinahe gleichméfig.
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Sei (fi)ien beinahe gleichmifig gegen f konvergent. Wir zeigen, daf diese Folge dann
stochastisch konvergiert. Sei ¢ > 0 gegeben. Fiir jedes £ € N wihlen wir eine Menge
1

Ay € R mit pu(Ag) < auf welcher fi4, — fia, gleichméfig gilt. Dann gilt fiir geniigend

grofse n € N die Inklusion {d(f, f.) > €} C Aj. Es folgt

T p({d(f, ) > ) < p(AW) < 7

Da k beliebig grofs gewahlt werden kann, gilt lim,, o p({d(f, fn) > €}) = 0. O

1.2.3 Grenzwertsatze fiir das Integral

Das Lemma von Fatou Wir betrachten eine Mafraum (2, R, p).

Satz 1.104 (Lemma von Fatou, 1906). Sei (f;)jen eine Folge mefbarer nichtnegativer
Funktionen auf 2. Es gilt

/lim inf f;dp < lim inf/ fidw .
Q J 7 Ja

Proof. Wir setzen g, := inf;>; fj. Sei ¢ € £(Q) mit 0 < ¢ < liminf; f;. Wir miissen
zeigen, dah dann [, ¢dp < liminf; [, f;dp gilt. Die MeRbarkeit der f; und ¢ sichert die
Mefsbarkeit von g und aller unten gebildeten Mengen.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf fﬂ ¢dp = oo. Dann gibt es ein @ > 0 derart, dafs
fir A= {¢ > a} gilt u(A) = oco. Wir setzen Ay := {gx > a}. Die Folge (Aj) ist monoton
aufsteigend, da (g;) monoton steigt. Weiter ist A C [, Ax. Es gilt also limy, p1(Ay) = oo.
Nun ist fiir j > k [, fidp > [, gedp > ap(Ag). Damit gilt liminf; [, f;dp = oo.

Sei jetzt [, ¢pdp < 00, 0 < € < 1und P := {¢ > 0}. Dann gilt u(P) < co. Wir setzen
Py = {gr > (1 — €)¢}. Die Folge (Fy) ist aufsteigend und es gilt P C |J, P. Es gilt
limg (P \ Pg) = 0. Sei ky derart, dafs pu(P\ Py) < € fir alle k > k.
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Dann gilt fir £ > k;
/ grdp > / Grdp
Q Py
> / (1 —€)odp
P

= (1—¢) [ odu

Py,

- (1-¢ Upcbdu—/P\Pkaﬁdﬂ]

> (1) [ odu- Rz

/P<Z5d/i—€/P¢du—ESup¢

v

Daraus folgt

liminf/fjd,uZIiminf/gjd,uZ/gbdu—e {/ ¢du+supgb} .
J Jao I Ja Q P

Das € beliebig klein sein darf, gilt liminf; [, f;du > [, ¢dpu. O

Lemma 1.105. Die Aussage des Lemmas von Fatou wird im allgemeinen falsch, wenn

man die Forderung, daf$ die f; mefibar seien, fallen lafst,

Proof. Wir betrachten den Mafraum N mit der o-Algebra {(), N} und dem Zahlmaf. Sei
fi = xmj}- Dann gilt liminf; f; = lim f; = 1, also [ liminf; f; = co. Auf der anderen
Seite gilt fN f; = 0 fiir alle 7 € N, also liminf; fN fi=0. O

Lemma 1.106. Die Ungleichung im Lemma von Fatou kann im allgemeinen nicht zu

einer Gleichung verscharft werden.

Proof. Auf (R, Ry|,|.|) betrachten wir die Folge (f;);en

) Xy J=1(2)
fi= o
Xz J=0(2)
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Dann gilt fQ liminf; f;dp = 0 und lim inf; fQ fidp = 1. O

Der Satz von Lebesgue Sei (2, R, 1) ein Mafraum.

Satz 1.107 (Lebesguescher Satz tiber monotone Konvergenz, 1902). Sei (f;) eine monoton

wachsende Folge meflbarer nichtnegativer Funktionen auf Q). Dann gilt

[t =t [ g
Q J i Ja

Proof. Nach dem Lemma von Fatou gilt
/ lim f;dp = / liminf f;dp < lim inf/ fidp .
Q J [¢) J J 9]
Wegen fi, < lim; f; gilt fQ frdp < fQ lim; f;dp und damit
lim sup/ frdp < / lim f;dp .
kE Jo Q 7
Es folgt fQ lim; f;dp = lim; fQ fidp. O
Lemma 1.108. Die Voraussetzung der Monotonie der Folge im Satz tiiber monotone Kon-
vergenz kann nicht weggelassen werden kann.
Proof. Wir betrachten den Mafraum [0, 1] als Einschrénkung des Lebesgueschen Mafrau-

mes. Sei f; = jX[Oﬂl_}. Dann gilt lim; f; = x4oy. Folglich ist f[O,l] lim; f;d|.] = 0. Auf der
anderen Seite gilt f[o 1 fid|.| =1, also auch lim; f[o 1 fidl.| =1 O

Die Additivitiat des Integrals Wir betrachten einen Mafraum (€, R, u1).

Satz 1.109. Seien f,g € L(Q), R) nichtnegative Funktionen.

/Q(erg)du:/Qfdwr/diu-

93

1. Es gilt



2. Wenn f < g fast iiberall (bez. u), dann gilt

/Qfd/iﬁ/ggdu-

Proof. Zu 1.: Mit 1.95, 3., wihlen wir monotone Folgen einfacher Funktionen (¢;) und (¢;)
mit lim; ¢; = f und lim; ¥; = ¢g. Dann ist (¢;+1;) monoton und es gilt lim;(¢;+1;) = f+g.

Mit dem Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz schlieffen wir, daf

[+ = tim [ @+ v

= lim/@uﬂim/%dﬂ
i Ja i Ja

= /Qfdwr/ﬂgdu

Zu 2.: Sei U :={f < g}. Dann gilt (2 \ U) = 0. Es gilt

/Qfdu = /deu+ Q\deﬂ

Satz 1.110 (Levi, 1906). Sei (f;) eine Folge nichtnegativer Funktionen auf Q. Dann gilt
Jo 22 fiduw =3 [ fidp

Proof. Die Folge der Partialsummen ist monoton. Wir wenden Additivitdt und 1.109,
1.107 an. O

1.2.4 Integrierbare Funktionen

Sei (2, R, ) ein Mafraum.
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Definition 1.111. Sei A € R und f € L(Q, R). Dann heifst f tber A integrierbar,
falls fA |fldu < oo gilt. Im Fall A = Q sagen wir einfach, daff f integrierbar sei. Mit

LYQ, R, i) bezeichnen wir die Menge der integrierbaren Funktionen.

Fiir f:Q — Rsel fT = fxgso und f~ := —fx{s<0y. Dann ist f € L(£2, R) genau
dann integrierbar ist, wenn fQ ftdu < oo und fQ frdu < oo gilt.

Sei f € LY(Q, R, n) und A € R, dann ist fia € L1(A, Rja, iir,,)-

Definition 1.112. Sei A C Q. Wir definieren [, : £LY(Q, R, n) — R durch

/A fdu = /A [y - /A fdu

Satz 1.113. 1. Wenn f,g € LY(Q, R, u) und r € R, so gilt auch rf+g € LY(Q, R, p).

2. Sei A € R. Dann gilt fir f,g € LY, R, i) und r € R, daf§

/A(Tf+g)du='r’/Afdﬂ+/Agdu-

3. Ist f € LYQ, R, i) fast iiberall gleich Null oder A eine Nullmenge, so gilt

| sau=o.

4. Wenn A, B € R disjunkt sind und f € L*(Q, R, i) ist, so gilt

AUdeM:/Afdm/deu.

5. Gilt fir f,g € LY R, 1) daff f <, g, dann ist fir jedes A € R

/AfdMS/AQdM-

6. Fir fe LYY R, p) und A€ R gilt | [, fdu| < [, |fldp. Gleichheit gilt hier genau

dann, wenn f fast tiberall nichtnegativ oder fast tiberall nichtpositiv ist.

Proof. Zu 1.: Wenn f € LY, R, ), so ist fiir r € R wegen [, |rf|dp = |r| [, |f|dp < oo
auch rf € L1(Q, R, p). Sind f, g € L1, R, 1), so gilt | f+g] < |f]+]g], also [, [f+gldu <
Jo Ifldp =+ [ lgldp < oo. Folglich ist f + g € L1(Q, R, ).
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Zu 2.: Es gilt fiir r > 0, dafs

[t~ [epyan—[epyan=r [ srau—r [ rau=r [ an.

Der Fall 7 < 0 geht analog. Seien f,g € L}(, R, ). Sei N := {|f] = oo} U {|g| = oo}.
Dann ist N eine Nullmenge. Auf Q\ N gilt

(frg) +f +g =(+g9 +f +g".
Daraus schliefien wir

/A(f+g)+du+/Af‘du+/Ag‘du=A(f+g)‘dg+[lf+dﬂ+[lg+dﬂ.
Es folgt

/A(f+g)+dﬁ—/A(f+g)‘du: (/Af*dM—/Af‘du) - (/Agﬂm—/Ag—dﬂ) :

Zu 3.: Folgt aus 1.91.

Zu 4.: Wir benutzen [, fdp = [, xaf und x(AU B) = x4 + xp sowie 2.

Zu 5.: Sei N := {f < g}. Dann ist N eine Nullmenge. Auf Q — N gilt dann f* < g*
und ¢~ < f~. Wir schliefsen, dafs

/ fdu =/ f+dﬂ—/ fdu S/ g+dﬂ—/ g dp =/ gdp .
A\NNA A\NNA A\NNA A\NNA A\NNA A\NNA

Da die Integrale iiber A N N verschwinden, folgt die Behauptung.

Zu 6.: Klar O

Wir miissen beachten, daf der Raum £'(2, R, i) ist kein Vektorraum ist. Die Addition

ist zum Beispiel nicht assoziativ (da unendliche Werte auftreten kénnen).

Wir haben folgende weitere Eigenschaften.

1. Sind f,g € £Y(Q, R, ) und gilt f =, g, so gilt [, fdu = [, gdp.
2. Sei f € LY R, ) und h € L(, R). Wenn f =, h, so ist h € LY(Q, R, p1).
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3. Sei f e LYY R,p), f>0und h € L(Q,R). Dann folgt aus |h| <, f auch h €
LY, R, ).

4. Sei (f;) eine Folge in £(2, R). Dann ist {z € Q| lim, f(z) existiert nicht} eine
mefbare Menge (1.98).

5. Sei (f;) eine Folge in £L(Q, R), f : @ — R und gelte f; —,, f. Ist (2, R, u) vollstéindig,
so ist f mefkbar (vergl. 1.41 und Beweis von 1.114).

Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz Sei (€2, R, ;1) ein Mafraum.

Satz 1.114 (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (f;) eine Folge in
LIOR), f:Q =R, ge LYY R, pn), und gelte |fi| <, g und f; —, f. Ist (Q, R, p)
vollstindig oder gilt f € L(2, R), so ist

i [ gan= [ san.

1. fe LY R, 1) und

2. limy; [ |f — fildu = 0.

Proof. Zu 1.: Wir zeigen zuerst, daft wir ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit annehmen
konnen, dab |f;| < g und f; — f gilt. Sei A; = {|fi| > g} und A := {f; /4~ f}. Dann
ist N :== AUJ; A; eine Nullmenge. Wir setzen f= fxo\n und fi = fixa\w. Diese
erfiillen die stdrkeren Voraussetzungen. Die Behauptung fiir f , ( ﬁ) impliziert sofort die

Behauptung fir f, (f;).

Wir nehmen jetzt |f;| < g und f; — f an. Es folgt f; € £Y(Q, R, 1) und die Mefbarkeit
von f. Weiterhin gilt |f| < g, womit f € LY, R, 1) gilt. Wir schliefen mit dem Lemma

/diw/ﬂfdu = /Q(ngf)du

= /liminf(g+ fi)dp
Q

(2

von Fatou, daft

< liminf / (g+ f)du
v Q

= /gd,quliminf/fidu.
Q ¢ Q
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Weiterhin

/diﬂ—/gfdu = /Q(g—f)du

= /Hminf(g — fi)dp
Q

7

< liminf/(g— fi)dp
v 9)

= /gdu—limSUP/ﬁdu-
Q v Q

Aus diesen beiden Ungleichungen folgt wegen [, gdu € R, daf

iimsup [ fiu < [ fdp < timint [ fidy
v Q Q ¢ Q

i [ gan= [ san.

Zu 2. Esgilt |f — fi| € LY, R, p), |f — fil =, 0und |f — fi] <, g. Nach 1. gilt

lim/|f—fj|du=/0du=0-
tJa Q

also

Lemma 1.115. Im allgemeinen gilt fir eine Folge (f;) in LY, R, w) mit f; —, f und

f €LY, R, u) nicht
i | = [ su.
¢ Q Q

Proof. Siehe Beispiel 1.108. O

Lemma 1.116. Wenn f € LY, R, ) so gilt

lim  sup / fdpu=0".
)<eJ A

e—0 AER,M(A

Proof. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es eine Folge A; € R mit u(A;) < 271
derart, dafs fAi fdp > 6 fiir ein 6 > 0 und alle ¢ > 1 gilt. Wir betrachten B; := szl. A;.
Dann gilt p(B;) < 27" und [, fdu > 6 fiir alle ¢ > 1. Weiter ist gilt x5,/ — 0 fast
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iiberall (ndmlich aukerhalb der Nullmenge [,y B;). Nach dem Satz iiber die majorisierte
Konvergenz gilt wegen |xp, f| < |f| und |f| € LYQ, R, ), dak lim; o [ x5, fdu = 0. Das
ist ein Wiederspruch. O

1.2.5 Differenzieren unter dem Integral

Sei (Q, R, 1) ein Makraum. Wir betrachten eine Funktion f : U x Q — R, wobei U C R
eine zusammenhéngende offene Umgebung von 0 ist. Wir nehmen an, dafs fiir jedes u € U
die Funktion . f : Q@ — R, ., f(z) := f(u, z) integrierbar ist. Dann kénnen wir die Funktion
F :U — R durch

F(u) := / of dp
Q
definieren. Fiir z € Q sei f, : U — R durch f,(u) := f(u,x) gegeben.

Satz 1.117. Wenn f, fir fast alle x € Q differenzierbar ist, so ist die Funktion .f’,
welche durch
fi(u)  f. differenzierbar
ufl<x) = {
0 sonst
gegeben ist, mefbar. Wenn es ein g € LY, R, ) gibt mit sup, |.f'| < g, dann ist F in

u =0 differenzierbar, of" integrierbar und es gilt
o) = [ ofdn.
Q

Proof. Sei N := {f, ist nicht differenzierbar}. Nach Voraussetzung ist NV eine Nullmenge.
Auf Q\ N gilt
of =1mn( 1 f —uf) .

n—

Damit ist , f’ als punktweiser Limes mefsbarer Funktionen auf €2\ N selbst mefsbar.

Sei (h;) eine Nullfolge. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir z € Q\ N dak |, f(z) —of (z)] <
g(z)|h;|. Damit gilt fiir alle ¢ € N daR |- (5, f — of)| <. 9. Wir wenden nun den Satz iiber

majorisierte Konvergenz an.

F(h;)) — F 1
i Z0) = FO L

= /Qof/dﬂ
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Hier ist ein Beispiel, welches die Notwendigkeit der Voraussetzungen im Satz 1.117
illustriert. Sei f : (—1,1)x[0,1) — R durch f(u,z) := X(_’Cf’”)(u) Dann ist F'(u) = — In(Jul).
Diese Funktion ist in Null sicher nicht differenzierbar. Auf der anderen Seite ist o f'(z) = 0

fast iiberall.

1.2.6 Die Transformationsformel

Sei @ : (Qo, Ry) — (21, Ry) eine mefkbare Abbildung und g ein Maf auf . Dann kénnen
wir das Ma® 1 := @, po bilden. Sei f € LY(Q, Ry, p1).

Satz 1.118. Es gilt ®*f € LY(Q, Ry, o) und

/ @ o= / s (5)

Proof. ®*f = f o ® is mekbar als Komposition mefbarer Abbildungen. Es gilt weiter
O*|f| = |®*f| sowie (®*f)* = &*(f*). Es reicht deshalb aus, die Gleichung (5) fiir das

Integral nicht-negativer mefsbarer Funktionen zu zeigen.

Sei nun f nicht negativ und mefbar. Dann existiert nach Lemma 1.95, 3., eine monotone
Folge (¢;); in £(Q1)= derart, daf lim; ¢; = f punktweise gilt. Dann ist auch (®*¢;) eine
monotone Folge in £(£))= und es gilt lim; ®*¢; = ®* f punktweise.

Fiir ¢ € £() gilt ¢ € E(Q)= und ®*¢ < O*f. Sei ¢ = 3, 10 "X{o=r} die
kanonische Darstellung. Dann ist ®*y = >
von ®*¢. Es folgt

| #otu= 3 rw@ o =)= 3 mulo=rh) = | e

rel0,00] r€[0,00]

ref0,00] "X@-1{g=r} die kanonische Darstellung

Wir schliefsen mit dem Satz 1.107 iiber monotone Konvergenz, dafs

/ " fdpo = lim [ D*¢idpo =lim [ ¢idpy = [ fdpy
QO (2 K]

Qo Q1 Q1
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Fiir das Lebesguemaf auf R erhalten wir beispielsweise die Transformationsformel
1
[ 10w+ tdia| = - [ @y
R Al Jr
In der Tat ist fiir &(z) =: Az +t = add; omult) nach Lemma 1.72
0.]| = add. (multye] ) = add (o) = -
|| = @l \MULT )\ |.|) = adQil—|-|) = ——|-| -
A A
1.3 LP-Raume

1.3.1 Definitionen

Wir betrachten einen Mafkraum (€2, R, ). Das Hauptziel dieses Abschnittes ist es, Ba-

nachrdume von zur Potenz p integrierbaren Funktionen auf € zu definieren.

Definition 1.119. 1. Firp € (0,00) setzen wir
LR, p) = {f € LIQ,R) | |fI" € LY R, p)}.

Fir f € LP(Q, R, 1) setzen wir
11 = ([ 11
2. Fir f € L(Q, R) definieren wir das wesentliche Supremum
esssupf :=inf{r e R| f <, r}.
Weiter setzen wir
L2 R, p) = {f € L(, R) [ ess sup|f| < oo}
und definieren fiir f € L2(Q, R, )
1/ lloc := esssupl[f] .

Beachte, dab || f||o vom Maf abhéngt. Als Beispiel betrachten wir den Mafsraum (R, B, |.|)

und die Funktion f = xyg. Dann gilt ||f|lcc = 0. Wenn wir allerdings anstelle des Le-
besguemafes das Diracmak d,, a € R, betrachten, dann ist ||f||. = |a| fiir a € Q und

[ flloe = 0 fiir a & Q.

Wir haben weiter folgende einfache Tatsachen.
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1. Wenn p € (0,00) und f € LP(Q, R, i), dann ist f~!({—00,c0}) eine Nullmenge.
2. Wenn f € L>(Q, R, i), dann ist {|f| > esssup|f|} eine Nullmenge.
3. Wenn 1(€) < oo, so gilt fiir 0 < ¢ < p < oo, daf

LP(Q R, 1) C LY, R, 1) -

Die Voraussetzung p(£2) < oo kann hier im allgemeinen nicht weggelassen werden.

Die Relation f =, g auf £(€2, R) ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 1.120. Fir p € (0, 00] setzen wir

LP(Q, R, p) == LP(QL R, )/« =, “ .

Wir werden jetzt schrittweise erst eine Vektorraumstruktur auf diesem Raum einfiih-
ren, dann einsehen, dafs [|.||, eine Norm induziert und schlieflich die Vollstédndigkeit von

LP(Q2, R, i) in dieser Norm zeigen.

Eine Abbildung f : Q — R heift endlich, wenn f(Q) C R gilt.

Lemma 1.121. Jede Klasse [f] € LP(Q, R, 1) enthilt einen endlichen Vertreter f.
Proof. Sei p < oo. Dann setzen wir f(z) := X f-1({—00,00})- Dann ist f endlich, f =, 1,
und es gilt [, |f|Pdu = [, |f|Pdp < oco. Also f € [f].

Sei nun p = oo. Wir setzen f := FX{1f|>esssup| f|}e- Dann ist f endlich, f =, f,und es
gilt esssup|f| = esssup|f| < oo. Also f € [f]. O

Wir erkldren nun die Vektorraumstruktur auf LP(Q2, R, ).

Definition 1.122. Seien [f],[g] € LP(Q, R, 1), wobei f,g € LP(, R, ) endlich sind.

Dann definieren wir firr € R

[f]+rlgl=[f+rg].

Lemma 1.123. Diese Operationen sind wohldefiniert und bilden eine Vektorraumstruktur

auf LP(Q, R, p).
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Proof. Sei p € (0,00). Dann gilt [f +rg|” < ([f] + |rllg)? < (1] V IrllgD)” < 2°(Lf1P +
|7|P|g|P). Damit gilt f +rg € LP(Q, R, p).

Ist p = 00, so gilt esssup|f +rg| < esssup(|f|+|r|lg|) < esssup|f|+ |r|esssup|g|. Also
ist auch in diesem Fall f +rg € LP(Q, R, ).

Seien f € [f] und § € [¢] andere endliche Vertreter. Dann gilt f(z)+rg(z) = f(z)+rj(x)
auf dem Komplement der Nullmenge {f # f} U {g # g}. Also [f +rg] = [f + r§].

Dafs LP(Q, R, i) mit diesen Operationen ein Vektorraum ist, ist nun einfach einzusehen.
O

Wir studieren nun die Norm. Die folgenden Eigenschaften sind einfach zu zeigen.

Loy s LP(2, R, ) — [0, 00) ist durch [|[f]|l, := || f|l, wohldefiniert.
2. Al = [ AT gilt fiir alle r € R.

3. llf]ll, = 0 gilt genau dann, wenn [f] = 0.

Lemma 1.124. (L>®(Q, R, ), ||.||) ist ein normierter Vektorraum.

Proof. Die Dreiecksungleichung fiir ||.||o ist einfach zu zeigen. O

Fiir den Nachweis der Dreiecksungleichung fiir ||.||, brauchen wir etwas Vorbereitung.

Satz 1.125 (Holderungleichung). Seien ¢,p € [1,00] mit ¢ + - = 1. Sei weiter [f] €
LP(Q, R, 1), [g] € LY(Q, R, 1), wobei f, g endliche Vertreter sind. Dann ist [fg] eine wohl-
definierte Klasse in L*(Q0, R, i), und es gilt

I gllle < LA Mgl -

Proof. Sei p = 1 und ¢ = oo. Dann gilt |fg| <, (esssuplg|) |f|. Folglich ist fg €
LY, R, 1), und es gilt
1fglly < llgllscll £l -
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Sei jetzt p € (1,00). Wenn f =, 0 oder g =, 0, dann ist fg =, 0, und es gilt fg €
LY R, ), 1 fglli =0 < | fllpllgllg- Seialso f #, 0 und g #,, 0. Fiir alle a,b € (0, 00) gilt

ab? b
ab< —+ — .
p q

Mit dieser Ungleichung schliefsen wir, dafs

gl _ AP 1 gl
I llpllglle = 2 AR allglla

Wir schliefen, dak fg € £}(, R, 1) und nach Integration und Multiplikation mit || f||,||¢]|,

L Npllgllq L lpllgllg
Ifglly <~ LI+~
p Il "o lglld

11
lglla < WFlpllglla(Z + 20 = 1 /1lpllglls

Sind f € [f] und § € [g] andere Vertreter, so gilt fg =, [fg und somit [fg] = [fg].
Damit ist die Klasse [fg] wohldefiniert. O

Satz 1.126. Firp € [1,00) ist (LP(Q, R, p), ||-|l,) ein normierter Vektorraum.
Proof. Wir miissen die Dreiecksungleichung zeigen. Der Fall p = 1 ist klar. Sei jetzt
p € (1,00) und ¢ € (1, 00) derart, dak % + % =1 gilt.

Seien [f], [g] € LP(, R, p) mit endlichen Vertretern f, g. Es gilt (beachte, dak -£5 =g
ist) (|f+g/Ph)9 = |f +g|P € LYY R, 1). Wie schlieRen, daR |f + g[P~! € LY(Q, R, p).
Nach der Holderungleichung gilt (|f] + |g)|f + 9|~ € £LY(Q2, R, 1) und

I+ gz = [jf+mv+gWHm

p—1
< z}u|umﬂf+m dy

= NIfIS+ gl o+ Mgllf + 9Pl

< NFlIILE + gl Ml + Mgl llLF + g~ g
_p

= (ISl + gl f +glls™

Daraus schliefsen wir || f + gll, < || fll, + [|g]lp- O

Fiir ||.||, mit p € (0,1) gilt die Dreiecksungleichung im allgemeinen nicht .
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1.3.2 Vollstandigkeit

Sei (Q, R, ) ein Mafraum.

Folgendes Kriterium ist zum Nachweis der Vollstandigkeit eines normierten Vektorrau-

mes (V, ]|.]|) niitzlich.

Lemma 1.127. (V,||.||) ist genau dann vollstindig, wenn jede absolut konvergente Reihe

in 'V konvergiert.

Proof. Sei (v;) eine Folge in V. Die Reihe ) . v; konvergiert definitionsgeméf absolut, falls
S, ol < oo gitt

Wenn (V,||.]|) vollstandig ist, so konvergiert jede absolut konvergente Reihe in V. Wir

zeigen die andere Richtung.

Sei (f;) eine Cauchyfolge in V. Wir wahlen fiir jedes € > 0 ein N(¢) € N derart, daf fir
alle n,m > N(e) gilt || f, — fim|| < e. Wir setzen nun vy := fy(1/2) und weiter induktiv

V; = fN(Q—i—l) — fN(2*i) .

Dann gilt |Jv;]| < 27%. Die Reihe ) 2, v; ist absolut konvergent. Sei f := Y ,.,v; der
Genzwert dieser Reihe, welcher nach Vorraussetzung existiert. Sei € > 0 gegeben. Dann
1

wihlen wir j € N so daf 277+ < e Es gilt dann || X0 .,;v — fl| < 277 < 3e, also

| fnv@-i-1y — fI| < e Fiir alle m > N(279) gilt dann ||, — f|| < e. Wir haben also

gezeigt, dak lim f; = f. O

Satz 1.128 (Fischer, Riesz 1907). Fir p € [1,00] ist LP(2, R, 1) ein Banachraum.

Proof. Sei ([fi]) eine Folge in LP(Q, R, ) derart daf ) .[f;] absolut konvergiert. Sei F, :=
Zigk | fi-|. Dann existiert F' := limy, Fy, € L£(, R). Es gilt || Fy||, < Zzgk N £l < D2 £l =t
M.

Sei vorerst p = oo : Fiir jedes k ist {F}, > M} eine Nullmenge. Es gilt {F > M} C
Up{Fr > M} und damit F' € £2°(Q, R, ). Wir definieren f(z) := ), fi(x) fir x € {F >
M} und f(x) := 0 sonst. Dann ist f € £*(Q, R, u) und || f|lco < M.
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Sei jetzt p € [1,00). Es gilt nach dem Satz tiber monotone Konvergenz, daf

/deu:lim/F,fdugMp.
Q ko Ja

Damit ist A := F~*({oo}) eine Nullmenge. Fiir x € Q\ A definieren wir f(z) := >, fi(x),
und wir setzen f(z) := 0 fiir x € A. Dann ist f als punktweiser Grenzwert mekbarer
Funktionen mefbar. Wir schliefen weiter |f|P < FP und damit f € £P(Q, R, ) und
LFllp < M.

Wir zeigen nun, daf [f] = >,[f] gilt. Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen L € N derart, daf
2is I fillp <€

Sei p € [1,00). Dann gilt fiir alle m > L nach dem Lemma von Fatou :

-3 = [ 17 =i

i<m i<m

= [ 1 s

i>m

— / liminf| > fiPdu
Q n

i=m-+1

liminf/ filPdu
mint [ | 3"

i=m-+1

IA

= Jminf] Y £l

i=m+1

< lminf( Y £l
i=m-+1
< .

Fiir p = oo gilt fiir alle m > L und x € {F < M}, daf

[f@) =Y file)l = lm|) fi(2)]

i<m i>m

< hylan\fz(fUﬂ

i>m

< Z|fz($)|

i>L
Dann gilt fiir z im Komplement der Nullmenge {F > M} U UAfi > |fill~}, daf
[F(2) = 2icm fi(@)] < € Also |If =2 ic,, filloo <€ o
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1.3.3 Weitere Eigenschaften

1. Das Bild von £(Q, R) N LP(Q, R, 1) — LP(Q, R, 1), ¢ — [¢], ist dicht

[\)

. Sei p € [1,00). Dann ist C,(R) in LP(R, Ry, |.|) dicht.

w

. Sei p € [1,00). Dann ist C°(R) in LP(R, Ry, |.|) dicht.
4. C¢(R) ist nicht dicht in L>(R, Ry, |.]).

Definition 1.129. Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzdihlbare dichte

Teilmenge besitzt.
Definition 1.130. Sei (2, R, ) ein Mafraum, i : P(2) — [0, 00] die dufSere Erweiterung
von p und S C P(§2). Der Raum (0, R, ) heifit von innen S-reguldr, falls fir jedes A € R
qilt
Be}s{lfggAM(A \B)=0.

Wenn (Q, R, i) die Vervollstindigung von (€, R, it) ist, dann ist (Q, R, i) von innen

R-regular.
1. (R, Ry, |.|) ist von innen D-regulér.

2. Der Haarsche Mafraum (Z,, R, i) ist von innen S regulér ist, wobei S die durch die
Urbilder p, ' ({z}), * € Z/p"Z, r € N, p, : Z, — Z/p"Z erzeugte Algebra ist.

3. Der Bernoullische Schiftraum iiber A mit Verteilung p : A — [0,1] (2, R, u) ist

beziiglich der Algebra der Zylindermengen von innen regulér.

Lemma 1.131. Sei (Q, R, pu) von innen S reguldr und S abzdihlbar. Fir p € [1,00) ist
dann der Raum LP(Q, R, 1) separabel ist.

Sei p € [1, 00).
1. LP(R, Ry, |.]) ist separabel.

2. L(Z,, B, ) ist separabel.
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3. LP(AN, B, u) ist separabel.

Sei (2, R, ji) eine Erweiterung des Makraumes (€2, R, ;). Dann haben wir eine natiirliche
Abbildung
I:L(QR)— LIQR) .

Lemma 1.132. Wenn (Q, R, i) von innen R-reguldr und p € [0,00) ist, dann ist I :
LP(Q, R) — LP(Q, R) eine isometrische Isomorphie.

Proof. Wir nehmen an, daf (2, R, i) von innen R-reguliir ist. Dann gelten folgende auf-

einander aufbauende Tatsachen.

1. Fiir jede nichtnegative einfache Funktion ¢ € £(£, R) und jedes ¢ > 0 existiert eine
nichtnegative einfache Funktion ¢ € £ (Q, R) mit $ < ¢ und

/Q<Z5d/1—€§/9<23dﬂ§/g¢dﬂ

2. Fiir jede nichtnegative Funktion f € £(2, R) gilt

/Qfduz/ﬂfdﬂ-

3. Mogen [f] und [f] die Aquivalenzklassen beziiglich =, und =, bezeichnen. Sei p €
[1,00]. [f] = [f] definiert eine lineare Abbildung I : LP(Q), R, ) — LP(Q%, R, i) .

4. I ist eine isometrischer Isomorphismus. Sei [f] € LP(€, R, ji) gegeben. Approximiere
f in der ||.||,-Norm durch eine Folge einfacher Funktionen in £(, R). Approximiere
dann jede dieser einfachen Funktionen in der ||.||,-Norm durch einfache Funktionen
aus £(Q2, R). Bilde eine geeignete Diagonalfolge, deren Grenzwert einen Vertreter
fe[f]mit feL£r(Q,R,u) liefert.

Aufgabe 1.3. Zeige, dafs fir jedes p € [1,00] die Banachrdume LP(R™ R}, |.|) und
LP(R™, B, |.|) natirlich isomorph sind.

Seien p,q € (1,00) mit %+%:1oderp:1undq:oooderp:ooundq:1. Wir
definieren eine Abbildung

I:LY(Q R, p) — LP(Q, R, p)f
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durch
1(g)(f) == / of dp

(hierbei ist V' der duale Raum zu V). Die Holderungleichung zeigt, daf [I(g)(f)] <
llglloll I, gilt. Damit ist I(g) tatséchlich eine stetiges Funktional auf LP(Q2, R, p1). Weiter
sehen wir, dak ||/]| < 1. In der Tat gilt nun folgendes:

Satz 1.133 (ohne Beweis). 1. Wennp € (1,00), dann ist I ein isometrischer Isomor-

phismus.
2. Wennp =1 und (Q, R, u) o-endlich ist, so ist I eine isometrischer Isomorphismus.

3. Wenn p = oo, dann ist I eine isometrische Einbettung.

1.4 Produkt von Mafsraumen, Satz von Fubini
1.4.1 Produkt von MafirAumen

Wir erinnern an die Definition des Produktes einer Familie mefbarer Raume 1.1.5. Wir
betrachten nun zwei Makraume (;, R;, p1;), @ = 0, 1. Sei (2, R) := (20, Ro) x (21, Ry) das
Produkt der unterliegenden mefbaren Raume. Es stellt sich die Frage, ob und wieviele
Make p auf (2, R) existieren mit pu(Ag x Ay) = po(Ag)p1(A;) fiir A; € R;. Beachte, daf

hier R von Produkten der Form Ay x A; erzeugt wird.

Satz 1.134. Wenn (4, Ry, 1) o-endlich ist, dann gibt es solche Majse.

Proof. Sei Fy der von den charakteristischen Funktionen x 4,x4, aufgespannte Unterraum
von L(Q, R). Fiir jedes wy € Qp ist 1 3 wy — Xayxa, (Wo,w1) = Xa,(Wo)Xa, (w1) mekbar.
Weiter ist fiir B € R; die Funktion

Qo > wy — / X Aox Ar (Wo, w1)dpty (wr) € R
B

durch wy — x4, (wo)u1 (B N Ay) gegeben und deshalb auch mefbar. Wir betrachten nun
den Raum F; C L(Q, R) der beschrénkten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. fiir jedes wy € Q ist die Funktion Q; 3 w; — f(wo,wy) in LY(Qy, Ry, 1)
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2. fiir jedes B € R, ist die Funktion

Qo D wy — /Bf(wO,M)dul(wl)

melbar

Offensichtlich ist JF; ein Vektorraum. Wir setzen
Fo={fe€L(Q,R)| fgeF VYge& Frund sup|f| < oo} .
Dann ist F5 ein Ring. Man priift weiter leicht nach, daf Fy C F; gilt.

Wir setzen jetzt U := {A € P(Q) | xa € F2}. Diese Teilmenge ist eine Algebra, da F,
ein Ring ist. Wir definieren p : U — [0, oo] durch

ue = [ ([ | Xl ) () ) i)

Wir zeigen nun, dak U eine o-Algebra und u ein o-additives Maf ist.

Bi = Ql und
pu(B;) < oo (existiert wegen der Voraussetzung an (€2, Ry, p11).) Sei ki = XaoxB;, € Fo-

Sei (B;)ien eine aufsteigende Folge von Teilmengen B; € Ry mit J, oy
Dann ist k; € F;. Fir A € U ist also k;x4 € F; und damit 1 3 wy — k;(wo, w1)xa(wo,wr)
mefbar und integrierbar, und Qo > wo — [, #i(wo.wi)xa(wo, w1)dp(wr) mekbar. Die Folge
KiXa ist monoton wachsend und konvergiert gegen y4. Aus dem Satz iiber monotone
Konvergenz schliefen wir, dak Qo > wo — [, xa(wo,w1)dp(w) mefbar ist. Fiir disjunkte
A, A" € U gilt xauar = xa + xa und wir schliefen, daf p(AUA") = u(A) + p(A’). Damit
ist p ein Pramafs auf der Algebra U.

Wir betrachten die o-Additivitét. Sei (Ay) eine aufsteigende Folge in U und A := | J,, Ay.
Sei g € F;. Dann ist fiir jedes wy € {2y die Funktion

wi — xa(wo, wr)g(wo, wr) = hiﬂ X A, (wWo, w1)g(wo, wr)

als Grenzwert einer Folge mefbarer Funktionen mefkbar. Weiter ist |(xag)(wo,w1)| <
|g(wo, w1)| und damit die Funktion 2y 3 w; +— (xa9)(wo,w:) fiir jedes wy € € integrierbar.
Fiir jedes B € R; ist die Funktion

Qo > wy — / hiﬂ XAy (w07w1)g(W07w1>dﬂl(W1) = lilrgn/ XAk(WmWl)Q(“Oawl)dﬂl(wl>
B B

mefbar (hier haben wir den Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz mit

Majorante |g| angewendet). Wir schliefen, daff x4 € F> und A € U.
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Wir sehen, dafs U abgeschlossen unter der Bildung von abzé&hlbaren Vereinigungen und

folglich eine o-Algebra ist.

Weiterhin gilt nach mehrfacher Anwendung des Satzes iiber monotone Konvergenz :

i) = (] onsdin ) dugten

= /QO lim (/Ql XAy (woawl)dﬂl(wl)) dpio(wo)
= lim o </Ql XAk(WOawl)dM(wl)) dpio(wo)

k
= lim pu(Ay) -

Dies zeigt die o-Additivitat von pu.

Es folgt nun direkt aus der Definition, dak pu(Ag x A1) = po(Ao)u(Ar). Wegen R C U

haben wir damit den Beweis der Existenz von Mafen mit dieser Eigenschaft erbracht. O

Der folgende Satz beantwortet die Frage nach der Eindeutigkeit.

Satz 1.135. Wenn (U, R;, i1;) o-endlich sind, dann gibt es genau ein Maf$ auf (Q, R) mit
(Ao x A1) = po(Ao)p(Ar).

Proof. Die Mengen der Form Ay x A; erzeugen eine Algebra R°. Das Priamafl auf R ist
durch pu(Ag x A1) = po(Ao)(A;r) und Additivitét eindeutig bestimmt. Der Pramafsraum
(2, R°, pypo) ist o-endlich und o-additiv. Damit besitzt x eine eindeutige Ausdehnung auf
R. O

Wir ziehen nun eine Folgerung aus dem Beweis des Existenzsatzes. Sei U die o-Algebra,

welche im Beweis konstruiert wurde.

Folgerung 1.136. Sei (2, Ry, 1) o-endlich. Wenn f € L(Q,U), dann ist fir jedes
wo € Qo die Funktion Q1 > wy — f(wo,w1) mefibar.

Proof. Wir finden eine aufsteigende Folge A, € Ry mit (J, Ay = @ und p;(A4,) < oo.
Ist B € U, dann ist mit B, := BN Qy x A, auch xp, = XBXayxa, € Fi. Damit ist
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Q 3wy — xB, (wo,wr) fiir jedes wy € Qy mekbar. Wegen xp = lim, . xp, gilt diese
Eigenschaft auch fir xp.

Damit gilt diese Eigenschaft fiir die einfachen Funktionen auf (2, U). Fiir allgemeine f
folgt die Aussage durch Darstellung von f als punktweiser Grenzwert einer Folge einfacher

Funktionen. O

Hier ist ein Beispiel. Der Lebesgue-Mafraum (R, Bg, |.|r) ist o-endlich. Wir kénnen also
(R, Bg, |.|r)? = (R?,U, i) bilden. Wir hatten schon gesehen, daf R’ (Bg x Bg) = Bge gilt.
Weiter ist wegen Br x Bg C U auch Bg: C U. Fiir A, B € Bg gilt |A x Blg2 = |A||B|r =
(A x B). Damit ist

KBy = |.|r2

Damit stimmen die Vervollstindigungen von (R?, Bge, |.|g2) und (R, Bg, |.|z)? iiberein.

1.4.2 Iterierte Integrale

In diesem Abschnitt nehmen wir an, daf (2, R, u) das Produkt zweier o-endlicher Maf-
raume (€, Ry, i), @ = 0,1 ist.

Lemma 1.137. Sei f € L(Q, R) nichtnegativ. Dann ist
Qo S Wo > f(wo,wl)dul(wl)
O

mefibar und es gilt

/Qfdﬂ = /QO ( o f(woawl)d/i(wl)) dpio(wo) -

Proof. Sei f € L(Q, R) nicht-negativ. Wir wéihlen eine Folge (¢;) einfacher nichtnegativer
Funktionen welche monoton wéchst und punktweise gegen f konvergiert. Nach Folgerung
1.136 sind die Funktionen ©; 3 w; — f(wo,w1), 1 3 wy — ¢;(wo, wy) fiir jedes wy € Qg
mefsbar. Es gilt nach dem Satz iiber monotone Konvergenz
fwo, wi)dp (wr) = lim [ ¢;(wo, wi)dp(wi) -
Q A
Da die Funktionen

0 2 wo — ¢i(wo, wi)dpa (wr)
951
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wegen R C U (sieche Beweis von Satz 1.134) mefbar sind, ist es auch

Qo D wy f(wo,wl)dul(wl) .
971

foan= [ ( i e )i ) o)

gilt fiir charakteristische Funktionen ¢ = x4, A € R, und damit fiir alle einfachen Funk-

Die Formel

tionen ¢. Weiter gilt wieder mit dem Satz iiber monotone Konvergenz, daf

/Q fdp = lim /Q iy

/QO lim ( o ¢z(wO,w1)dﬂl(w1)) dyio(wo)

(2

- [ ( i o) () ) dan)

Satz 1.138 (Satz von Fubini). Sei f € L(Q, R). Die Funktionen
QO D Wy f:t(wo, w1>d,u1(w1)
951

sind genau dann in LY(Qq, Ro, o), wenn f € LY(Q, R, u). In diesem Fall ist die Funktion
Q1 5wy = fwe,wy) fiir fast alle wy € Qg integrierbar und es gilt

/Qfdﬂ = /QO < o f(woawl)d/i(wl)) dpio(wo) -

Proof. Wir nehmen zunichst an, daR f € £1(Q, R, u1). Wir wenden das obige Lemma auf
f* an und sehen, daf

Qo 2wy — fi(wo7w1)dﬂl(w1)
951

in £1(Qq, Ro, pto) sind. Insbesondere ist damit fiir fast alle wy € Qg die Funktion Q; >
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wy +— f(wp,wq) integrierbar. Dies begriindet die Richtigkeit der folgenden Rechnung.
dp = Tdp— | fd
/Q fdu /Q frdp /Q Jdp

= / < f+(w0,w1)du1(w1)) dpo(wo)

Qo 951
—/ ( f‘(wo,wl)dm(wl)) dpo(wo)
Qo 951

— / </ (er(uJ(], wl) — fﬁ (wo, w1)>d,u1<w1)> dluo(wo>
Qo 951

= / ( f(wo,wl)d,lh(m)) dpio(wo)
Qo 951

Seien nun die Funktionen

Qo S Wo > fi(wo, wl)dul(wl)
951

in £1(Q0, Ry, tto). Dann gilt nach dem Lemma

/indli = /QO < o fi(woawl)dm(wl)> dpro(wo) < o0,

also f € LY(Q, R, p). O

Wir halten als Folgerung fest.

Folgerung 1.139. Wenn f € LY, R, 1), dann gilt

/Qfd,u = /QO < o f(wo,wl)d,ul(wl)) dpio(wo) = /Ql < Qof(wo,wl)dﬁo(wo)) iy (wr)

Hier ist eine Anwendung des Satzes von Fubini (und der noch nicht gezeigten Transfor-

mationsformel fiir das Lebesguesche Maf unter Diffeomorphismen)

Lemma 1.140. Es gult

12
/erx =27 .
R

74



Proof. Wir haben

et = [ F i
R R x
Fubini oy
i ﬂ/ezwww
R JR
N ET
= e 2 |dz|
R2
i /(/ e~ |dg|)r|dr|
0 JO
o 1"2
= 27T/ e 2r|dr|
0
o0 d 7‘2
= —27T/ _6_7|dr|
o dr

= 2T

1.4.3 Mehrfache und abzahlbare Produkte

Wir haben das Produkt zweier o-endlicher Mafiraume konstruiert. Die Konstruktion er-

weitert sich leicht auf endlich viele Faktoren.

Sei nun (€, R;, pt;)ie; eine abzéhlbare Familie von Mafraumen mit p;(€2;) = 1 und

(Q, R) daf Produkt der unterliegenden mefsbaren Réume.

Satz 1.141. Es gibt genau ein Maf$ i auf (2, R) mit der Eigenschaft, daf fir jede endliche
Familie (Ag)ses, S C I, As € Ry, gilt

w40 = T pel40)

el SES

wobei wir A; == Q; fir allet € I\ S gesetzt haben.

Proof. Fiir jede endliche Teilmenge S C I sei R® C R die o-Algebra, welche von den
Projektionen pg : 2 — €, s € S, erzeugt wird. Weiter sei

RO = U RS .

SCI,jS<oo

75



Dann ist R° eine Algebra und es gilt R7(R?) = R gilt.

Wir konstruieren p zuerst als ein Pramaf auf R° und zeigen, daf dieses eindeutig be-
stimmt ist. Wir zeigen dann, daf p o-additiv ist. Daraus folgt die eindeutige Ausdehnung

zu einem Mal auf R.

Fiir eine endliche Teilmenge S C I sei (€, Rs, pus) das Produkt von (€2, Ry, 1s)ses. Sei
Ts :  — Qg die Projektion. T ist mefbar.

Seien p und g/ zwei verschiedene solche Pramafe auf R°. Dann existiert U € R® mit
w(U) # ¢/ (U). Sei S C I endlich derart, da U € R®. Nun sind Tg,p und Tg.p' zwei
Pramafe auf (Qg, Rg). Dann gilt Ts.pu = T’ = ps.

Nun ist U = T ' (U) fiir ein geeignetes U € Rg. Damit gilt aber u(U) = ps(U) = 1/ (U).
Widerspruch. Folglich ist das Pramafl ¢ eindeutig bestimmt.

Jetzt zeigen wir die Existenz. Sei S C I endlich. Wenn A € R® so ist es von der Form
Ts'(A) fiir ein eindeutiges A € Rg. Wir setzen

W5(A) = ps(A) .

Da die u; WahscheinlichkeitsmaRe sind, hingt %(A) nicht von der Wahl von S mit
A € R ab. Weiter ist p° additiv.

Aus diesen beiden Fakten folgt die Existenz von p. In der Tat setzen wir u(A) := p®(A),
wobei S C I geeignet mit A € R® gewahlt wird.

Wir zeigen nun die o-Additivitdt von p. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf I = N. Sei (A4;)
eine disjunkte Familie in R° derart, dak |J; A; € R°. Sei B, := U;>,A;. Dann gilt N, B,, =
(. Wir miissen zeigen, daf lim,, u(B,) = 0 gilt. Sei S, C N derart gewiihlt, daf B, € R%".
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf S,, = {0, ..., m,} fiir eine monoton wachsende Folge
(my,) ist. Sei B, € Rg, derart, dak T3 '(B,) = B,. Dann gilt 1(B,) = ps, (B,).

Wir nehmen nun an, daf nicht lim,, u(B,,) = 0 gilt. Da die Folge (u(B,,)) monoton féllt,
gilt dann lim,, pu(B,) > 0. Nach dem Satz von Fubini gilt

w(Bn) = /Ql (/an\{l} XBn($1,f)dMsn\{1}(f)> dp (1) -
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Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz gibt es einen Punkt x; € {2; mit

lim XB, (x1, T)dps,\13(T) # 0 .
" S,y

Wir wenden wieder Fubini an und schreiben fiir grofe n (mit m,, > 2)

/ Xén(fflaf)dﬁsn\{l}(f) = / (/ XBn(xlafL‘QaZi‘)d/LSn\{lQ}(ZZ‘)) dﬂ2(9€2) .
Qsn\{1} Q2 Qsp\{1,2}

Wir finden wieder mit dem Satz {iber monotone Konvergenz ein x5 € €2y mit

lim XB, (%1, T2, T)dps,\(1,21(T) # 0 .
" s 12y

In der gleichen Weise verfahren wir weiter und finden eine Folge (z,,) mit

lim X5, (T1,- - T, T)dpis,\q1,...m} (T) # 0 .
Qs,\{1,...,m}
Wir haben
{z1} x - x{xm, } X Qi1 X Q2 X - C By, .
Damit ist aber (z;) € (), B;. Widerspruch! O

Sei (€2, R, i) der Bernoullische Schiftraum iiber einer endlichen Menge A mit Dichte
p: A —[0,1]. Wir betrachten das Maf A := > _, p(a)d,. Dann ist (2, R, 1) das Produkt
von abzéahlbar vielen Kopien des Mafraumes (A, P(A), \) ist.

1.5 Der Satz von Radon-Nikodym
1.5.1 Dichtefunktionen

Sei (92, R, ) ein Mafraum. Ist f € £(£2, R) nichtnegativ, dann definieren wir

Definition 1.142.
fui R 0,00, fu(4) = [ fau

Lemma 1.143. fu ist ein Maf$ auf (Q, R).
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Proof. Aus den elementaren Eigenschaften des Integrals folgt die endliche Additivitéat.
Wir miissen zeigen, dafs fu auch o-additiv ist. Sei (A;) eine aufsteigende Familie in R
mit A := (J, A;. Dann ist (x4, f) eine aufsteigende Familie nichtnegativer Funktionen in

L(2, R). Nach dem Satz tiber monotone Konvergenz gilt

Fu(A) =tim [ xafdp =tim f(A)

Es gilt fu(A) = 0 fiir jede Nullmenge A € R.
Definition 1.144. Ein Maf v auf (2, R) ist absolutstetig beziglich p, falls fir jedes
A€ R mitv(A) < oo gilt

lim sup v(B)=0.
€0 BeR BCA,u(B)<e

Lemma 1.145. Das Maf$ fu ist absolutstetig beziiglich v ist.

Proof. Das folgt unmittelbar aus 1.116. O

Lemma 1.146. Sei v o-endlich und absolutstetig beziiglich p. Dann gilt v(A) = 0 fir alle
w-Nullmengen.

Diese Aussage wird im allgemeinen falsch, wenn man die Voraussetzung, daff v o-

endlich ist, weglaft.

Proof. Sei (A;) eine monotone Ausschépfung von 2 durch mekbare Mengen endlichen v-
Mafses. Sei A € R eine p-Nullmenge. Wire v(A) # 0, dann wére v(A N A;) # 0 fiir ein 7.
Damit wire aber

lim sup v(B)>v(ANA;)#0.

€0 BCA,u(B)<e

Den zweiten Teil des Beweises iiberlassen wir als Ubungsaufgabe. O
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Die Gleichung v = fu bestimmt die Klasse [f] beziiglich der Aquivalenzrelation “=,

eindeutig.

Sei (Z,, R, 1) der Haarsche Mafraum auf den p-adischen ganzen Zahlen und x € Z,. Sei
T(x) : Z, — Z, die Multiplikation mit z. Dann ist T'(z).u absolutstetig beziiglich p ist.
In der Tat gilt T'(x).p = fpp mit

ve(@) Vp(x
fily) = { p p(y) = vp(2)

0 sonst

wobei v,(x) € Ny die Valuation ist mit v,(p") = n.

Sei f: U — V ein Diffeomorphismus offener Teilmengen von R".

Lemma 1.147. Das Maf f.|.|jv ist absolutstetig zu |.||y, und es gilt

1
Pk = Tasapre 7V

Proof. Wir haben die Transformationsformel fiir das iterierte Riemannintegral
| r@dlive = [ o@)a
1%
= [ ot den(an|@) | det(ap)(@)da
= [ s@ldeanis )
Daraus folgt die Formel
/ Xa(@)df.||w(z) = / Xa(@)| det(df)|(f () da
1% 1%

durch monotone Approximation zuerst fiir Rechtecke A C V' und schlieflich fiir alle mef-

baren Mengen. O

1.5.2 Signierte Mafte, Hahnsche Zerlegung

Bisher hatten wir immer positive Mafse betrachtet. In der Physik beschreibt man zum
Beispiel Ladungsverteilungen als Mafe. So wird ein Elektron am Punkt z € R?® durch ed,
beschrieben, wobei e < 0 die Ladung des Elektron ist. Nun gibt es auch positiv geladene
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Teilchen. Ein System aus endlich vielen solchen Ladungen e; an den Orten x; ist dann

durch ), e;0,, modelliert, wobei die e; € R verschiedene Vorzeichen haben.

Dies ist ein typisches Beispiel eines signierten Mafses. Sei (€2, R) ein mefbarer Raum.

Definition 1.148. FEine o-additive Funktion pn : R — R mit u(()) = 0 heifit signiertes
Mayfs.

Bei der Betrachtung signierter Mafse entsteht das folgende Problem. Sei pu(A) = oo und
pu(B) = —oo fiir disjunkte A, B € R. Was ist dann u(A U B) = oo — 0co? Damit der die
o-Additivitat beschreibende Ausdruck iiberhaupt definiert ist, mufs also p genau in eine

der folgenden drei Klassen fallen

1. we MT, falls u(A) > —oo fiir alle A € R und u(92) = oo.
2. pe M, falls u(A) < oo fiir alle A € R und u(QQ) = —oc.
3. |u(A)| < oo fiir alle A € R.

Lemma 1.149. 1. Sei (Q, R, i) ein Mafraum und f € LY(Q, R, u). Dann ist fu ein

signiertes Maf$ in M, wobei
fu(A) = / fdu .
A
2. Sei f € L(Q, R) nichtnegativ. Dann ist +fu ein signiertes Maf in M~ , wobei

+fu(A) = :I:/Afd,u .

Sei p ein signiertes Maf auf (€2, R).

Definition 1.150. Eine Partition {S, T} C R von Q heifit Hahnsche Zerlegung von € zu
i, falls fiir alle A € R gilt

wWANS) <0, wund p(ANT)>0.

Lemma 1.151. Sei (0, R, ) ein Mafraum und f € LYQ, R). fu. Wir zerlegen f =
ft—f" und setzen S := {f* >0} und T := {f~ > 0}. Dann ist {S,T} eine Hahnsche
Zerlegunyg.
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Proof. Offensichtlich. O

Satz 1.152. Sei p ein signiertes Maf$ auf (0, R). Dann besitzt u eine Hahnsche Zerlequng.

Proof. Wir nehmen 0.B.d.A. an (ersetze notfalls ;1 durch —u), daf p(A) > —oo fiir alle
A € R. Wir definieren
pr(A)== sup u(B).

BER, BCA

Wegen (D) = 0 gilt ut(A) > 0. Weiter gilt fiir B C A, dak u™(B) < ut(A).

Wir setzen
R :={A€eR|p"(A)=0}.
Dann gilt fir A € R, daf u(A) < 0. Sei a := inf4eg- p(A). Dann ist —oo < a < 0. In
der Tat, wéire a = —oo, dann gébe es eine Folge (A;) in R~ mit lim; u(A) = —oo und

damit p(|J; A) = —o0.

Sei (S!) eine Folge in R~ derart, daf p(A;) monoton féllt und lim; u(S)) = a gilt. Wir
setzen S; = Si\U,., ;- Sei ferner S := (J; S und T":= Q\ S. Dann ist (.S;) eine paarweise
disjunkte Zerlegung von S.

1<J

Fir A € R gilt nun (beachte, dal AN S; C S/ und deshalb (AN S;) < pt(S)) gilt)

pANS) = pAnlJs)

Es bleibt zu zeigen, daf auch u(ANT) > 0 gilt.

Sei
F:={A€R|ACTundpu(A) <0} .

Wir miissen zeigen, dak F' = (). Wir nehmen das Gegenteil an.

Zuerst zeigen wir, daf fiir alle A € F' die Ungleichung p*(A) > 0 gilt. Es gilt u(S) =
u(S N\ Si) + p(S;). Wegen p(S\ S;) = p(SN(S\S)) < 0gilt p(S) < p(s;) fir alle
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i und damit —oo < p(S) < lim; u(S;) < a. Aus der Definition von a, SN A = 0 (da
ACT)und a > pu(S) > u(A) +u(S) = (AU S) (wegen A € F gilt u(A) < 0) folgt, daf
AUS ¢ R™. Damit ist um(AUS) > 0. Also gibt es ein B C AU S mit 0 < p(B). Dann
gilt (wegen SNA=0)0 < u(B)=pu(BN(AUS))=u(BNA)+u(BNS) < uBNA)
(da u(BNS) <0). Also ist u(A) > 0.

Wir konstruieren nun induktiv eine absteigende Folge (4;) in R. Sei Ay € F beliebig.
Eine solche Menge existiert nach unserer Annahme. Seien jetzt die A; fiir ¢ < n schon

konstruiert. Wir wéahlen B,, C A,, derart, daf

1
st (A)

Wir setzen A,41 := A, \ By,. und A := Ay \ U, B, Es gilt dann

i (An) = 00

N(Bn)z{ 1 (A,) < oo

0> u(Ao) = u(A) + ) u(By) = p(A) > —oo .

Damit ist A € F und 0 < pu™(A) < pt(A4,) fiir alle n. Weiterhin konvergiert die Reihe
> w(By). Also gilt lim, u(B,,) = 0. Daraus folgt aber auch lim, u*(A,) = 0. Also gilt
pt(A) = 0. Dies ist ein Widerspruch. O

1.5.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir betrachten einen Mafraum (€2, R, ut). Sei A ein signiertes Maf auf (€2, R).

Definition 1.153. 1. Eine Menge T' C R heifit Triger von A, falls A(A) = 0 fir alle
mefbaren A C T¢ gilt.

2. X heifit singular zu u, falls A eine Tragermenge besitzt, welche eine p-Nullmenge ist.

1. ¢ singulér zu |.| auf (R, B, |.|).

2. Sei (9, R, i) ein Mafraum. Ist f € LY(Q, R, ), so ist {f # 0} eine Trigermenge
von fpu.

3. Sei (2, R, pt) ein Makraum und (),) eine Folge von zu p singuldren Mafen. Dann

ist Y. \; ein zu p singuléres Mak.

82



4. Sei (2, R, ) ein o-endlicher Mafraum. Dann gibt es hochstens abzéhlbar viele Punk-
te x € Q mit u({z}) # 0. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Maf v, welches zu
0= cqm{z})d, singuldr ist, so dak v + o = p gilt.

Aufgabe 1.4 (Etwas in Richtung des Riemann-Stieltjesschen Integrales). Sei f : R —

R eine monoton wachsende Funktion. Wir ordnen jedem Intervall (a,b) C R die Zahl

u((a, b)) := f(b) — f(a) zu. Zeige :

~

. dehnt sich eindeutig zu einem Mafl auf (R, B) aus.
2. Ist f stetig, so ist u({x}) =0 fir alle x € R.

3. Ist f differenzierbar, so gilt p = f'|.|.

-

4. Wenn [ stetig ist, dann gilt p = f_

5. Ist f stetig, so gilt fir jedes g € L(R,B) mit g > 0, dajfs

/Rf*gduz/Rgdl-M
/Rgdﬂz—/Rg/fdl-\-

7. Sei f = X(,)- Zeige, dafs jp = g gilt.

6. Ist g € CL(R), so gilt

Satz 1.154. Sei (S, R, u) ein o-endlicher MafSraum und v ein weiteres o-endliches Maf
auf (2, R). Dann existiert ein nichtnegatives f € L(€), R) und ein zu pu singuldres Mafi A

derart, daff v = fu+ A. Dabei sind v eindeutig und f bis auf " = eindeutig bestimmd.

Proof. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeitsaussagen. Seien f; und A;, ¢ = 0,1, wie im
Satz. Seien Z; Trégermengen von A; mit p(Z;) = 0. Wir setzen Z := Zy U Z;. Dann
ist Z eine p-Nullmenge und damit auch eine fu-Nullmenge. Es gilt fir A C Z, dafs
M(A) = v(A) = M (A). Fir A C Z¢ haben wir A\g(A) = 0 = A\;(A). Damit gilt Ay = ;.
Weiter gilt fiir solche Mengen fou(A) = v(A) = fiu(A). Damit gilt foze =, fijze. Da Z
selbst eine p-Nullmenge ist, gilt fo =, fi.

Wir erbringen nun den Existensbeweis. Zunéchst nehmen wir an, daf v(2) < oo ist.
Sei F:={f € L(Q,R)|f>0und fu < r}. Diese Menge ist halbgeordnet durch folgende

Relation :

f">"ge fu>gu.
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Wir zeigen, dafs F ein maximales Element enthélt, welches wir mit f bezeichnen werden.
Seien h, g € F. Dann ist auch hV g € F. In der Tat gilt fiir alle A € R, dals
v oula) = [ (v
A

= / hdp + / gdp
An{h>g} An{h<g}
< v(An{h > g}) +v(An{h <g})

= v(A).

Sei (g,) eine aufsteigende (im Sinne der Ordnung von Funktionen) Folge in F. Dann
ist auch lim, g, =: g € F. Sei A € R. In der Tat gilt g,u(A) = [, gn dp < v(A). Mit dem
Satz iiber monotone Konvergenz schliefsen wir

gMA%=/gduz/umwnMFZMn/gn@mzWA%
A A" moJA
Sei nun K := sup,cxgu(S2). Klar ist K < v(Q) < oo. Sei (h,) eine Folge in F mit
lim,, h,p(2) = K. Wir setzen g, := \/Z.Sn h;. Dann gilt wegen h,, < g,, auch lim,, g,u(£2) =
K. Weiterhin ist (g,,) monoton wachsend. Wir setzen f := lim, g,. Es gilt
oo>1/(Q)ZK:lim/gnd,u:/fd,u.
nJa Q
Sei jetzt g € F und A € R. Dann gilt
gu(A) + fu(A9) < (gV [u(A) + (g V fu(A%)
K
fulA) + fu(A°) .
Da fu(A°) < oo ist, gilt gu(A) < fu(A). Wir schliefen, dak g” <” f ist. Dies zeigt, daf

f maximal in F ist.

IA

Wir definieren nun das Mak A := v — fu. Wir miissen zeigen, dak A zu p singulér ist.
Wir betrachten dazu die signierten Mafe oy, == tp— X = (f + L)u — v. Sei (S,,T,)
eine Hahnsche Zerlegung zu «,,. Wir setzen S := |JS,. Wir werden zeigen, dak S eine

Trégermenge von A mit p(S) = 0 ist. Es gilt fir A € R, dak
(f+ T xs)n(4) = )+ u(AnS,)
= ﬁ¢®+AMﬂS)+a4Am&)
< fu(A) +A(A)
= v(A).
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Damit ist f + %Xsn € F. Wegen der Maximalitdt von f gilt xs,u = 0, also u(S,) = 0.
Wir sehen, daf p(S) = 0.

Sei (€2;)ien eine Ausschépfung von Q mit durch mefbare Mengen mit u(€2;) < oo. Wir
betrachten A C S¢ =, T,,. Dann gilt a,,(AN;) = a,(ANQ;NT,) > 0. Wir sehen, dafs
fiir alle n € N gilt :

1
—uw(ANQ) =AMANY) + a,(ANQ) >AANQ) >0.
n
Wir schlieften, daft A(A N §2;) = 0. Damit gilt auch A\(A) = lim; A(AN ;) =0.

Wir haben jetzt den Satz unter der Voraussetzung, dafs v endlich ist, gezeigt. Wir
nehmen nun an, daf v nur o-endlich ist. Sei (X,,) eine abzéhlbare paarweise disjunkte
Zerlegung von € mit v(X,,) < oco. Wir wenden den Satz auf v, := yx,» an und erhalten
Funktionen f,, und Make A, derart, daks v, = fppt + A Sei f =) found A =D \,.
Dann ist A zu p singuldr und es gilt v = fu + A. O

Folgerung 1.155 (Satz von Radon-Nikodym). Sei (2, R, 1) ein o-endlicher Mafraum

und v ein o-endliches beziiglich p1 absolutstetiges Mafs. Dann existiert eine bis auf " =}

eindeutig bestimmte nichtnegative Funktion f € L(S, R) derart, dafl

v=fu.

Proof. Wir schreiben v = fu 4+ A, wobei A zu p singulér ist. Sei Z eine Trégermenge von
A mit u(Z) = 0. Dann gilt A(Z¢) =0 und A\(Z) = v(Z) = 0. Damit gilt A = 0. O

Folgerung 1.156 (Lebesguesche Zerlegung). Sei p ein o-endliches Maf auf (R™, Ry, |.]).
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes atomares Maf i, ein atomfreies zu |.| singuldres
Maf jising und ein f € L(R™, Ry)), f >0, so daf

W= fac + Msing + Hp

gilt, wobei .. == f|.| ist.
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Hier ist ein Beispiel fiir ein singulérstetiges Mak. Sei C' C [0, 1] die Cantormenge dere-

jenigen Zahlen, welche in ihrer triadischen Darstellung keine 1 enthalten. Es gilt

> gi-l 12 1
ICl=1- —=1—-s——5 =0

Wir betrachten die Funktion f : [0,1] — R, welche durch

min{:,a;=1}

f(a13*1 + a3 4 .. )= Z a; 27"

i=1
gegeben wird. Diese Funktion ist monoton wachsend und stetig und erfiillt f(0) = 0,

f(1) = 1. Damit ist sie Verteilungsfunktion eines Mafes u, welches durch

p(la, b)) := f(b) — f(a)

bestimmt ist. Es gilt x([0,1] \ C') = 0. In der Tat ist u([1/3,2/3)) = 0, u[1/9,2/9)) =0
etc. Folglich ist C' ein Tragermenge von p. Das Mak i hat keine Atome.

Die Funktion f ist fast iiberall differenzierbar und es gilt f’ = 0. Sie ist aber dennoch
nicht konstant. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kann auf f nicht

angewendet werden.

1.6 Instruktive Argumente
Satz 1.157. Fir jedes endliche f € L'(R, R, |.|) gilt [ fd|.| =0.

Proof. Wir betrachten die Funktion h : R x R — R, welche durch h(t,z) = x{<(2)f(x)
gegeben ist. Fiir jedes t € R ist R 3 x +— h(t, z) integrierbar. Wir setzen

P(t) = /Rh(t,x)d || .

Weiter gilt fiir jedes € R, daf lim;, o h(t, x) = 0 und lim;,o, (¢, z) = f(x). Dann gilt

nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (mit integrierbarer Majorante | f|) daf

im0 [ 1 it —

t——o00

0
tim w(t) = [ Jim wie)dlel = [ £l
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Die Behauptung folgt nun sofort aus der folgenden Tatsache : Die Funktion %) ist in jedem
t € R differenzierbar und es gilt £t (t) = 0.

Sei tp € R gegeben. Dann gilt ¢ (t) = fR\{tO} h(t,z)d|x| weil {to} eine |.|-Nullmenge ist.
Fiir jedes z € R\ {to} existiert ein Intervall (t, — €,to + €), so dak Lh(t,x) = 0 fiir alle
t € (to — €,to + €).

Die Funktion h(t,x) ist also fiir jedes x € R\ {#o} in einer Umgebung von t, beziiglich
x differenzierbar. Dabei ist die Ableitung gleich Null und hat insbesondere eine Majo-
rante, ndmlich die Nullfunktion, welche natiirlich integrierbar ist. Damit kénnen wir die

Ableitung unter das Integral ziehen. Es gilt

d d
(%) t=to v /R\{to} <5) =to h(t, z)dlz| =0 .

Die Behauptung folgt nun, da wir ¢y beliebig vorgeben koénnen. O

Satz 1.158. Fir jedes reelle Zahl r € R qilt r = 0.

Proof. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir » > 0 annehmen. Wir betrach-

ten die folgenden beiden Mafrédume :

L (Q, Ry, ) = (R, Ry, [L)),

2. (Qg, Ry, pi2) = (R, P(R), j12), wobei us(A) :=#A, A € P(R), das Zahlmaf ist .

Sei nun (9, R, p) = (4, Ry, p11) X (o, Ry, i12). Insbesondere gilt 2 = R?. Wir betrachten
die nichtnegative Funktion f : {2 — R, welche durch

0 TF#yY
fx,y)=q 0 z=yundz &[0, 1]
r r=yundz € [0,1]

gegeben ist. Diese Funktion nimmt nur zwei Werte an. Die Menge f~!({r}) = {(x,z) |z €
[0,1]} ist meRbar. In der Tat ist sie abgeschlossen. Sie ist mefbar, weil B(R?) C R. In der
Tat ist B(R?) sogar in der Algebra R von (R, R|) x (R, R|) = (R?, R) enthalten. Da nun
sicherlich R C P(R) gilt, haben wir B(R?) C R. Die Funktion f ist somit sogar einfach.
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Wir berechnen nun

/Ql ( o f(ﬂfay)dm(y)) dyn(z) =1 .

Das innere Integral ergibt

r x€l0,1]

f(fv,y)dﬂz(y):{ 0 zg 0.1

Qo

In der Tat, fiir x € [0,1] ist y — f(x,y) gleich 7x(,}. Sie ist gleich Null falls « ¢ [0, 1].
Es gilt aber ps({z}) = 1. Damit ist x fQQ f(x,y)dpa(y) gleich 7y 1. Diese hat Lebes-

gueintegral r.

Aus der Endlichkeit dieser Integrale schlieffen wir mit dem Satz von Fubini, dafs f €

LY, R, 1) und
/ fdu=r
Q

gilt. Natiirlich konnen wir die Integrationen auch in der anderen Reihenfolge ausfiihren.

Es gilt
/QQ < o ““wdm(x)) dyin(y) = 0.

In der Tat ist fiir ein festes y € [0, 1] die Funktion « — f(x,y) gleich rxy,;. Sie ist Null
fiir y ¢ [0,1]. Da {y} aber eine |.| = py-Nullmenge ist, gilt schon [, f(z,y)du(z) = 0.

0= /Q ( o f(af,y)dm(x)) dpa(y) = /Qfdﬂ

gezeigt. Folglich mufs » = 0 gelten. O

Damit haben wir

Satz 1.159. Jedes o-endliche Maj$ ist atomar.

Folgerung 1.160. R st abzdahlbar.

Proof. Sei (2, R, v) ein o-endlicher Mafkraum. Wir betrachten daf Zahlmafs p auf R mit
p(A) :=4(A). Dann gilt fiir jede Menge A € R, dak
A =0=A=0=rv(A4)=0.

Wir wenden nun den Satz von Radon-Nikodym an, welcher eine Darstellung v = fpu

fiir eine mefbare nichtnegative Funktion f liefert. Da p = (3, q0z)r ist, gilt v =

(Xreq F(2)02) - O
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Proof. (der Folgerung) Das Lebesguemaf ist o-endlich und damit atomar. Das es nicht
verschwindet, gibt es einen Punkt z € R mit ¢ := |[{z}| # 0. Wegen der Translationsinva-
rianz gilt dann [{z}| = ¢ fir alle 2 € R. Da das Lebesguemafs o-endlich ist, mufs also R

abzahlbar sein. O

2 Aufgaben

1. Sei  eine Menge und S C P(£2). Sei weiter Z der Ring der Z-wertigen Funktionen
auf Q. Fiir A C Q sei x4 € Z°,

1 z€ A
XA(x)':{o rd A

die charakteristische Funktion von A. Sei U C Z% der kleinste Unterring mit 1,
welcher alle y4 mit A € S enthélt. Zeige, dak A € R(S) genau dann gilt, wenn
xa €U.

2. Seien €, i € {0,1} Mengen und S; C P(€;) unter Komplementbildung abgeschlos-

sene Teilmengen. Dann bilden wir
SoxS1:={AXB|A€Sy,BeSi} CP(Qx).
Zeigen Sie, dals
R(So x S1) = R((So x { }) [ J({0} x 1)) -

3. Sei f:Qy — Q eine Abbildung zwischen Mengen und S C P(€);). Zeigen Sie, dafs
frR(S) = R(f*9) gilt. Zeigen Sie weiter, daf mit S auch f*S eine Partition ist.

4. Sei f: C — C eine durch ein quadratisches Polynom gegebene Abbildung. Sei p das
Zahlpramaf auf (C,P(C)). Finden Sie die maximale Teilmenge U C C derart, daf

fismr sy = 2 ist.
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10.

11.

12.

13.

14.

Sei f: Qy — O eine Abbildung endlicher Mengen. Fiir A € P(€;) und B € P(Qy)
definieren wir p(A) := ff~*(A) und v(B) := ff(B). Untersuchen Sie, ob v oder p

auf jeweils der ganzen Potenzmenge definierte Pramafe sind.

Seien (€2, R;, p;), i@ = 0,1 préamefbare Rdume und (2, R) = (0, Ro) X (4, Ry).
Zeigen Sie, daf es genau ein Pramafs p auf (2, R) mit p(Ag x A1) = po(Ao)pi(Ar)
fiir alle A; € R; gibt.

Sei R die in der Vorlesung definierte Algebra auf Z, (p-adische Zahlen). Finde eine
Menge A C Z, mit A € R.

Sei (AN, R, u) der Pramafraum mit der Algebra der Zylindermengen R und dem
durch eine Funktion f : A — [0, 1] gegebenen Mafs (siehe Vorlesung). Wir definieren
T : AN — AN durch T((a,)) := (by) mit b, := a,,; fiir alle n > 0. Zeigen Sie, dak
Ty = p gilt.

. Wir betrachten den meftbaren Raum (R, B) (Borelsche o-Algebra). Zeigen Sie, dafs

eine stiickweise stetige reellwertige Funktion (R, B) — (R, B) mefkbar ist.

Wir betrachten den mefbaren Raum (R",B") (Borelsche o-Algebra) und einen
weiteren mefbaren Raum (X, R). Zeigen Sie, daf aus der Mefbarkeit von f, g :
(X, R) — (R™,B") auch die Mefbarkeit von f + g folgt.

Sei (X, R) ein mefbarer Raum und f : X — X eine mefsbare Bijektion. Ist dann
auch f~!': X — X mefibar?

Sei (X, T) ein topologischer Raum mit der Hausdorff-Eigenschaft und B die dazuge-
horige o-Algebra. Zeigen Sie, daf alle abzéhlbaren Teilmengen von X mefbar sind.

Kann man die Hausdorff-Voraussetzung weglassen?

Sei p € N eine Primzahl. Zeigen Sie, dak man jedem Element (a;) € Z, C [];5,Z/p'Z
eine wohlbestimmte Folge (b;) € {0,1, ..., p—1}N zuordnen, so dak a; = [>__, bep™)z iz
fiir alle i gilt. Zeigen Sie, dak die so definierte Abbildung Z, — {0,1,...,p — 1}
bijektiv, stetig und mekbar ist. Ist die Umkehrabbildung auch stetig?
Wir betrachten (N, P(N)) und die Abbildung x : P(N) — [0, oo] mit

00 |A| = o0
n(A) = { i
2iaca 2 Al <0

Zeigen Sie, dafs p endlich additiv ist. Gilt auch die o-Additivitat?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sei A eine endliche Menge und P € [0, 1]4*4 eine stochastische Matrix, d.h es
gilt > .4 Pa,b) = 1 fiir alle a € A. Sei weiter p : A — [0,1] eine Funktion
(Anfangsverteilung) derart, dak ) _,p(a) = 1 gilt. Wir betrachten den mekbaren
Raum (AN, R) (Algebra der Zylindermengen) und definieren

n—1

M(%f(ala ooy ap)) = plar) H P(ai, aiy1)
i=1
wobei g, : AN — A" die Projektion auf die ersten n Komponenten ist. Zeigen Sie,

daf dadurch ein o-additives Wahrscheinlichkeitspramaf auf (AN, R) festgelegt wird.

Sei (R, R"™) der n-dimensionale euklidische Raum mit der dyadischen Algebra. Zei-
gen Sie, dals jede offene Teilmenge von R"™ eine Vereinigung einer abzéhlbaren paar-

weise disjunkten Familie von Elementen aus R™ ist.

Wir betrachten eine Folge (z,)neny von Folgen nichtnegativer reeller Zahlen. Wir
schreiben x, (i) fiir das i-te Glied der Folge z,,. Wir nehmen an, dafk fiir jedes i € N
die Folge (x,(7))neny monoton wichst und den Genzwert y(i) hat und daf S :=
> 2o y(i) existiert. Zeigen Sie, dak dann S, = Y .o z,(¢) fir alle i € N existiert
und lim,, o, S, = S gilt.

Fiir eine Menge Q2 betrachten wir den mefsbaren Raum (2, P(Q2)). Sei f : Q — [0, o]
gegeben und p : P(Q2) — [0, 00| das f-gewichtete Zahlpramaf

pA) = 3 f(), AEP©)

€A

Zeigen Sie, daf p ein Maf ist.

Wir betrachten den Pramakraum (R, D', ) mit der dyadischen Algebra und dem
Lebesgueschen Pramak p. Sei F, := [-2™,27™) und A € D! unbeschrinkt. Zeigen
Sie, daR fiir alle m € N die Relation AN F,, € D! gilt und lim,, o u(ANE,,) = 0

ist.!

Wir betrachten den Schiftraum (AN, 7) mit der von den Zylindermengen erzeugten
Topologie. Zeigen Sie, dak AN kompakt ist (Hinweis: Satz von Tychonov benut-
zen). Zeigen Sie weiter, dafs fiir jede absteigende Familie (A4;);en abgeschlossener

nichtleerer Teilmengen gilt (1), A; # 0.

!Das wurde im Nachweis der o-Additivitit von p in der Vorlesung benutzt!
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Wir betrachten die Teilmenge A C [0,1] derjenigen reellen Zahlen, deren Dezi-
malbruchentwicklung die Ziffern 3,5,7 nicht enthéilt. Zeigen Sie, dak A € B(R!)
(Borelsche o-Algebra). Nehmen Sie an, daf das Lebesguepriamal eine Ausdehnung
zu einem Mafs p auf B hat. Berechnen Sie p(A).

Sei Q eine Menge und (z,,)nen eine Folge in Q. Fiir A C Q definieren wir 2

J(A) = lim sup t{i e {l,n,n}|xl € A} .

Zeigen Sie, dafs p1(A) wohldefiniert ist. Ist 4 ein Pramaf?

Sei ) eine Menge und (z,,)nen eine Folge in 2. Wir setzen

tlie{l,...,n}|x; € A}

n

R:={A € P(Q)|u(A) :=lim existiert} .

Zeigen Sie, daf R eine Algebra und p ein Pramaf auf R ist. Ist R eine o-Algebra
und p ein Mak?

Wir betrachten das Einheitsintervall [0, 1]. Finden Sie eine Folge (2, )nen in [0, 1]
derart, daf fiir jede stetige Funktion f € C([0,1]) gilt

lim w = /1 f(z)dx .

n—oo

Sei f : R — R eine stetige nicht-negative Funktion mit kompaktem Trager. Wir
betrachten A := {(z,y) € R?|0 < y < f(x)}. Zeigen Sie, dal A eine Borelmenge
mit dem Lebesguemak [~ f(z)dx ist.

Fiir a,b > 0 betrachten wir die Menge E := {az® + by* < 1} C R2. Zeigen Sie, daf

E eine Borelmenge ist und berechnen Sie ihr Lebesguemalfs.

Sei A eine endliche Menge und f : A — [0,1] derart, dak > _, f(a) = 1. Sei
(AN B, i) der zu diesen Daten gehérende Schiftraum. Ein Element (a;)ien heifit
letzlich periodisch, wenn es i, p € N gibt, so daf fir alle 7 > ¢ gilt a;1, = a;. Sei
P C AY die Teilmenge der letzlich periodischen Elemente. Zeigen Sie, daf P € B
ist und bestimmen Sie p(A).

Sei A eine endliche Menge und f : A — [0,1] derart, dak > _, f(a) = 1. Sei
(AN B, i) der zu diesen Daten gehérende Schiftraum. Mit T : AN — AN bezeichnen
wir die Verschiebung. Zeigen Sie, daf fiir jede unter 7" invariante (d.h. T(W) = W
erfiillende) Teilmenge W e B gilt u(W) € {0, 1}.

24X bezeichnet die Anzahl der Elemente von X
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Sei F C P(N) ein nicht-trivialer Ultrafilter auf N und p : P(N) — [0, 1] durch
1 AeF
wA) =
0 A¢gF
gegeben. Bestimmen Sie die duflere Erweiterung von p.

Sei C.(R) die Menge der stetigen Funktionen auf R mit kompaktem Tréger. Fiir
A C R sei xa die charakteristische Funktion von A und

(A) = infrec,®) ya<s | f(z)dz A beschrankt
o %) A unbeschrankt

Ist j1 ein dukeres Maf auf P(R) bzw. P([0,1])?

Wir betrachten den Schiftraum (AN, R, 1) zu A := {—1,1} und f: {-1,1} — [0,1],
f(=1) :==a, f(1) := 1 —a mit a € [0,1]. Sei W : AY — R durch W((a;)) :=
>oioi ;27" gegeben. Bestimmen Sie W, (1) ((15, 3))-

Wir betrachten einen Pramafraum (€2, R, 1) und bilden die dufere Erweiterung fi
und die Menge der bez. fi zerlegenden Mengen Rj;. Sei U C Rj; eine Algebra und /i

die dukere Erweiterung von fij;y. Zeigen Sie, dak i = 1 gilt.

Sei p ein Wahscheinlichkeitsmaf auf (R, B). Die Funktion F' : R — [0,1], F(z) :=
p((—o0, z)) heift Verteilungsfunktion von p. Zeigen Sie, daf

(a) F linkseitig stetig ist,

(b) F monoton wachsend ist,

(¢) und lim, ,_ F(z) =0 und lim,_,,, F'(z) = 1 gilt.
Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion des Diracmafes &y auf (R, B).

Zeigen Sie, dak eine Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften

(a) F ist linkseitig stetig

(b) F ist monoton wachsend

(c) limg, o F(x) =0 und lim, ., F(z) =1
die Verteilungsfunktion eines eindeutig bestimmten Wahrscheinlichkeitsmakes p auf

(R, B). (Hinweis: Konstruieren Sie u dhnlich wie das Lebesque Mafl ausgehend vom
Pramafs, welches den dyadischen Intervallen [a,b) das Maf$ F'(b) — F(a) zuordnet.)
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36.

37.

38.

39.

40.

Sei f : R — [0, 00) eine stetige Funktion derart, dafs ffooo f(x)dx = 1 gilt. Zeigen Sie,
dak es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (R, B) gibt mit u([a, b)) = fab f(z)dz
(Sie konnen Aufgabe 35 benutzen.).

Sei A := {-1,1} und p : A — [0,1] durch p(—1) = p(1) = % gegeben. Wir be-
trachten den durch diese Daten festgelegten Schiftraum (AN, B, u). Wir defineren
die Teilmenge C' C AY durch

C:={(a;) € AV| Z% konvergiert} .
i=1

(a) Zeigen Sie, daf C' mefbar ist.
(b) Zeigen Sie, dafs u(C) € {0, 1} gilt.

Entscheiden Sie, ob u(C) =1 oder u(C) = 0 gilt?.

Sei A:={-1,1} undp: A — [0, 1] durch p(—1) = p(1) = % gegeben. Wir betrachten

den durch diese Daten festgelegten Schiftraum (AN, Byw, 1) und die Abbildung f :
AN 5 R,
fl) =35
=1
Zeigen Sie, daf f : (AN Buv) — (R, Bg) meRbar ist und bestimmen Sie die Vertei-

lungsfunktion (siehe Aufgabe 1) des Wahrscheinlichkeitsmafes f. p.

Sei (Q, R, p) ein Mafraum und A € R mit 0 < p(R) < co. Wir definieren

(AN B)
“B) = p(A)

Zeigen Sie, dak (2, R, v) auch ein Mafraum ist.

BeR.

Wir betrachten den Lebesgue Mafraum (R, B, |.|). Sei f : R — [0, 00) stetig. Zeigen
Sie, daf

b
Mﬁﬂblfwm

gilt, wobei auf der linken Seite das untere Integral und auf der rechten Seite das

Riemannintegral steht.

3Ich kenne die Antwort bisher auch nicht!
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41.

42.

43.

44.

Sei F ein nicht-trivialer Ultrafilter auf N. Zeigen Sie, dak die folgende Vorschrift ein
stetiges, positives lineares Funktional

lim: *(N) - R

.F

definiert, wobei (*°(N) den Banachraum der beschriankten reellen Folgen auf N mit
der Supremumnorm bezeichnet. Sei a := (a;)ieny € I*°(N) und 0 < L € R derart, daf
—L <inf;a; <sup;a; < L gilt. Ist P = {P,..., P} eine Partition des Intervalls (—L, L),

dann definieren wir die Partition A = {A1,..., A} von N durch A; := {i € N|a; € F;}.
Dann gehdrt genau ein Element von A zu F.
Mit
0= oo (g e = Ja )

bezeichnen wir den Durchmesser der Partition. Wir wdhlen nun eine Folge von Verfei-
nerungen von Partitionen P(n) = {P1(n),..., Py, (n)} derart, daff limy, o [(P(n)) = 0
gilt. Wir erhalten damit eine Folge von Partitionen A(n) von N und eine Folge Ai(n) (n) €
F N P(n). Fir jedes n € N wihlen wir ein i, € Ajyy(n). Wir definieren

li ;)= 1i i

1]1:11(612) im a;,

n—o0

Diese Definition ist unabhdngig von den Wahlen.

Sei A eine endliche Menge. Wir betrachten den mefbaren (Schift-)Raum (AN, R)
mit dem Schift 7. Wir definieren fiir n € N, 2 € AN und eine stetige Funktion
fec(An)

1 < 4
M, (x; f) := — T'z) .
() n;ﬂ:w
Sei F ein Ultrafilter. Zeigen Sie (1. Aufgabe benutzen), daf

=5 Ygn((Mo (o ) )

ein stetiges positives T-invariantes lineares Funktional ¢z, : C(AY) — R definiert

(hierbei wird C(AN) als Banachraum mit der Supremumnorm betrachtet).

Sei p1 das MaR auf (AN, R), welches durch die Gleichverteilung auf A induziert wird.
Zeigen Sie, daB es ein x € AN gibt, fiir welches ¢z, (f) = [, f(x)du(z) (Aufgabe
2.) gilt.

Seien p,q : A — [0, 1] zwei Verteilungen auf A und p,, i, die dazugehorigen Mafe
auf dem Schiftraum (AN, R). Zeigen Sie: Wenn p # ¢, dann gibt es eine mefbare
Teilmenge B C AN mit p,(B) =1 und p,(B) = 0.
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45.

46.

47.

48.

49.

Sei (Q, R, 1) ein Mafraum, (f;);en eine Folge von nicht-negativen mefibaren Funk-
tionen und gelte lim; fQ fidp = 0. Zeigen Sie, dak dann f; — 0 dem Mafte nach
(also stochastisch) gilt, nicht notwendig aber auch f; — 0 fast tiberall (bez. p).

Untersuche folgende Folgen mefbarer Funktionen auf (R, R),|.|) auf Konvergenz

(fast tiberall, beinahe gleichméfg, stochastisch):

(a) fi= Xi,i+1]

(b) fz = X[jka,(j-i—l)Z*k]? WObei 'l = 2k +] mlt j € [0, Qk), k - N
(¢) fi == xpue’

Welche der folgenden Funktionen sind in £L'(R, Ry, |.])?

= 14a2

= 375 sin(e)

= XL\ 0}

Sei ¢ : R — R ein stetig differenzierbarer Diffeomorphismus. Dann gilt die Trans-

[ feang@li = [ s

fiir das Riemannsche Integral. Wir hatten schon gesehen (im wesentlichen Aufgabe

formationsformel

4, Blatt 5), daf eine nicht-negative stetige Funktion i : R — [0,00) ein eindeutig
bestimmtes Maf p), auf (R,B) definiert, fur welches up([a,b]) f h(z)dx gilt.

Zeigen Sie unter Benutzung dieser Tatsachen, dafs

gilt.

Sei ¢ : R? — R durch ¢(z,y) = = + y gegeben. Fiir endliche Mafe p, ¢ auf (R, Bg)
betrachten wir das Produktmafl p x ¢ auf (R?, Bg2) und definieren

pxq:=0.(pxq).

Zeigen Sie:
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50.

o1.

52.

93.

o4.

55.

56.

(a) p* q ist endlich.

(b) prg=qxp

(c¢) rx(p*xq) = (r=p)*q (fiir ein drittes endliches Maf r auf (R, Bg))

(d) o * p = p fiir das Dirac maf &y in 0.

Fir f € L'(R, Bg, |.|) betrachten wir das endliche signierte Maf i, := f|.|. Zeigen
Sie, daR es fiir f,g € L'(R,Bg,|.|) eine eindeutig bestimmte Funktion f * g €
LY(R, B, |.|) derart gibt, daf py * p, = pif., gilt (siche Aufgabe 49, ausgedehnt auf
signierte Mafe). Zeigen Sie weiter, daf fir f € C*(R) auch f * g € C*(R) und
Lfr % G = [i(+gy gilt, wobei f" die Ableitung von f bezeichnet.

Sei f € C® mit [, f(x)de = 1. Wir setzen f(z) := Lf(%) fiir € > 0. Zeigen Sie, dak
fiir jedes g € L'(R, Bg, |.|) in der Norm |||, gilt:

limf.*xg=g .
gglf*g g

Sei b > 0. Zeigen Sie, dafs durch

1 sz
Br > A— / e 2 |dx
K V2mh Ja lde]

ein Wahrscheinlichkeitsmafs p;, auf R definiert wird. Bestimmen Sie b3 > 0 als Funk-
tion von by, by > 0 so dafs fiir pp, * pp, = pp, gilt (siehe Aufgabe 49).

Sei B eine symmetrische positiv-definite n x n-Matrix. Zeigen Sie, daft durch

BRnBAI—)

ein Wahrscheinlichkeitsmafs pp auf R™ definiert wird.

Sei ¢ : R* — R™ die Projektion auf die ersten m Koordinaten. Bestimmen ei-
ne symmetrische positiv-definite m x m-Matrix C' derart, daf ¢,up = pc. Ist C

eindeutig.
Sei pp wie in Aufgabe 53. Berechnen Sie [, |z[*dup(x).

Sei
A={(z,y,2) eR*|2? + 9 <22+ 1,2 <1}

Skizzieren Sie diese Menge und berechnen Sie ihr Lebesguemafs |A|.
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