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1 Maß- und Integrationstheorie

1.1 Maße

1.1.1 Algebren

Sei Ω eine Menge. Mit P(Ω) bezeichnen wir die Potenzmenge von Ω.

Definition 1.1. Eine Algebra auf Ω ist eine Teilmenge R ⊆ P(Ω) mit :

1. ∅ ∈ R, Ω ∈ R.

2. R ist stabil unter Bildung endlicher Vereinigungen.

3. R ist stabil unter Bildung von Komplementen.

Definition 1.2. Ein Paar (Ω, R) einer Menge mit ausgezeichneter Algebra heißt prä-

meßbarer Raum. Die Elemente von R sind die meßbaren Teilmengen von Ω.

Hier sind einige elementare Bemerkungen über Algebren.

1. Auf jeder Menge Ω gibt es die trivialen Algebren {∅,Ω} und P(Ω).

3



2. Ist R eine Algebra, dann ist R abgeschlossen unter der Bildung endlicher Durch-

schnitte und Komplemente der Form A \B für A,B ∈ R mit B ⊂ A ist. In der Tat

ist A ∩ B = Ω \ [(Ω \ A) ∪ (Ω \B)] und A \B = A ∩ (Ω \B)

3. Ist (Ri)i∈I eine Familie von Algebren, dann ist der Durchschnitt
⋂

iRi auch eine

Algebra.

4. Sei I geordnet und (Ri)i∈I eine aufsteigende Famile von Algebren. Dann ist
⋃

iRi

eine Algebra. Ist nämlich A ∈ ⋃iRi, dann ist A ∈ Ri und damit auch Ω \A ∈ Ri ⊆
⋃

iRi.

Die Voraussetzung aufsteigend ist wichtig für die Abgeschlossenheit unter Verei-

nigungen. In der Tat sei A,B ∈ ⋃iRi. Dann ist A ∈ Ri und B ∈ Rj für i, j ∈ I.

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit i < j. Dann ist auch A ∈ Rj und damit

A ∪ B ∈ Rj ⊆
⋃

iRi.

Um Algebren zu beschreiben, ist die folgende Konstruktion sehr hilfreich. Sei S eine

beliebige Teilmenge der Potenzmenge von Ω.

Lemma 1.3. Es gibt eine eindeutig bestimmte minimale Algebra R(S), welche S enthält.

Proof. Der Durchschnitt von beliebigen Familien von Algebren ist eine Algebra. Die Po-

tenzmenge P(Ω) ist eine S enthaltende Algebra. Wir erhalten also R(S) als Durchschnitt

aller S enthaltenden Algebren. ✷

Definition 1.4. Die minimale S enthaltende Algebra heißt die von S erzeugte Algebra.

Die Menge R(S) kann man explizit wie folgt beschreiben. Für U ⊆ P(Ω) mögen

‘
⋃

‘U, ‘
⋂

‘U, ‘C‘U ⊆ P(Ω) die Mengen aller Vereinigungen (bzw. Durschnitte oder Kom-

plemente) endlicher Familien in U bezeichnen. Es gelten

‘
⋃

‘(‘
⋃

‘U) = ‘
⋃

‘U , ‘
⋂

‘(‘
⋂

‘U) = ‘
⋂

‘U , ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘U) = ‘
⋂

‘(‘
⋃

‘U)

und

‘C‘(‘
⋃

‘U) = ‘
⋂

(‘C‘U) , ‘C‘(‘
⋂

‘U) = ‘
⋃

(‘C‘U) .
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Lemma 1.5. Sei S ∈ P(Ω) abgeschlossen unter Komplementen. Dann ist

R(S) = ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘S) .

Proof. Klar ist S ⊆ ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘S) ⊆ R(S). Wegen

‘
⋃

“
⋃

‘(‘
⋂

‘S) = ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘S)

ist die beschriebene Menge abgeschlossen unter der Bildung von Vereinigungen. Weiter

gilt

‘C‘(‘
⋃

‘(‘
⋂

‘S)) = ‘
⋂

‘(‘C‘(‘
⋂

‘S)) = ‘
⋂

‘(‘
⋃

‘(‘C‘S) = ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘(‘C‘S) = ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘(S)

und {∅,Ω} ∈ ‘
⋃

‘(‘
⋂

‘S). Damit ist diese Menge eine Algebra und fällt mit R(S) zusam-

men. ✷

Sei f : Ω → Ω′ eine Abbildung zwischen Mengen und S ⊆ P(Ω′), T ⊆ P(Ω). Dann

setzen wir

f ∗S := {f−1(A)|A ∈ S} ⊆ P(Ω) , f∗T := {f(B)|B ∈ T} ⊆ P(Ω′) .

Definition 1.6. Seien (Ω, R) und (Ω′, R′) prämeßbare Räume und f : Ω → Ω′ eine

Abbildung zwischen Mengen. Diese Abbildung heißt meßbar, wenn f ∗R′ ⊆ R gilt.

1. Die Komposition meßbarer Abbildungen ist meßbar.

2. Ist f : Ω → Ω′ eine Abbildung zwischen Mengen und R′ eine Algebra, dann ist auch

f ∗R eine Algebra auf Ω. Beachte, daß im allgemeinen für eine Algebra R auf Ω die

Bildung f∗R keine Algebra ist.

3. Ist f : Ω → Ω′ eine Abbildung zwischen Mengen und S ′ ⊆ P(Ω′). Dann gilt

f ∗R(S ′) = R(f ∗S ′) .

Das Argument ist eine Übungsaufgabe.

4. Sei (Ωi, Ri)i∈I eine Familie prämeßbaren Räumen. Wir betrachten Ω :=
∏

i∈I Ωi und

die Projektionen pi : Ω → Ωi. Sei S :=
⋃

i∈I p
∗
i (Ri). Dann ist (Ω, R(S)) das Produkt

der Famile (Ωi, Ri)i∈I . R(S) ist die kleinste Algebra, für welche alle Projektionen pi

meßbar sind.
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1.1.2 Prämaße

Wir dehnen die additive Struktur von R auf [0,∞] := [0,∞) ∪ {∞} aus, indem wir

∞+ x = ∞ für alle x ∈ [0,∞] setzen. Die Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl

λ wird durch λ∞ = ∞ ausgedehnt.

Sei (Ω, R) ein prämeßbarer Raum.

Definition 1.7. Eine Funktion µ : R → [0,∞] heißt endlich additiv, wenn für jede

endliche, paarweise disjunkte Familie (Xi)i∈I in R

∑

i

µ(Xi) = µ(
⋃

i

Xi)

gilt.

Definition 1.8. Eine endlich additive Funktion µ : R → [0,∞] heißt Prämaß.

Definition 1.9. Ein Tripel (Ω, R, µ) bestehend aus einer Menge mit Algebra und Prämaß

heißt Prämaßraum.

Beispiel 1.10 (Zählprämaß). Sei Ω eine Menge und R := P(Ω). Das Zählprämaß ist

durch µ(A) := |A| gegeben.

Beispiel 1.11 (Gewichtetes Zählprämaß). Sei Ω eine Menge, R := P(Ω) und f : Ω →
[0,∞] eine Gewichsfunktion. Dann definiert

µ : P(Ω) → [0,∞] , µ(A) :=
∑

x∈A

f(x)

ein Prämaß auf Ω.

Beispiel 1.12 (Wahrscheinlichkeitsprämaß). Im Beipiel 1.11 nehmen wir zusätzlich an,

daß Ω endlich und
∑

x∈Ω f(x) = 1 ist. Das so entstehende Prämaß hat die Eigenschaft

µ(Ω) = 1. In der Wahrscheinlichkeitstheorie könnte man mit diesem Beipiel einen end-

lichen Raum von Ereignissen modellieren. Der Wert f(x) ist die Wahrscheinlichkeit des

Einzelereignisses x. Der Wert µ(A) ist die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis in A liegt.

Beispiel 1.13 (Diracprämaß). Sei (Ω, R) ein prämeßbarer Raum und x ∈ Ω. Das Dirac

Prämaß δx wird durch

δx(A) :=

{

1 falls x ∈ A

0 falls x 6∈ A

definiert.
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Lemma 1.14. Sei I gerichtet und (Ri)i∈I eine aufsteigende Familie von Algebren mit

der Vereinigung R := ∪i∈IRi. Sei weiterhin (µi)i∈I eine Familie von Prämaßen mit der

Verträglichkeitsbedingung (µi)|Rj
= µj, falls j ≤ i. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes

Prämaß µ auf R mit µ|Ri
= µi für alle i ∈ I.

Proof. Die Eindeutigkeit ist klar. Für A ∈ R existert i ∈ I mit A ∈ Ri. Wir müssen also

µ(A) := µi(Ai) setzen. Ist (Ai)i∈J eine endliche paarweise disjunkte Familie und j ∈ I

eine obere Schranke von J , dann sind Ai ∈ Rj für alle i ∈ J , ∪i∈IAi ∈ Rj , und es gilt

∑

i∈J

µ(Ai) =
∑

i∈J

µj(Ai) = µj(∪i∈IAi) = µ(∪i∈IAi) .

✷

1. Ist (Ω, R, µ) ein Prämeßbarer Raum und λ ∈ (0,∞). Dann ist durch (λµ)(A) :=

λµ(A) für A ∈ R ein Prämaß λµ erklärt.

2. Seien (Ω, R) and (Ω′, R′) prämeßbare Räume und f : Ω → Ω′ eine meßbare Abbil-

dung. Ist µ ein Prämaß auf Ω, dann ist durch

f∗µ(A
′) := µ(f−1(A′))

ein Prämaß f∗µ auf (Ω′, R′) definiert. Ist g : (Ω′, R′) → (Ω′′, R′′) eine weitere meßbare

Abbildung, dann gilt g∗(f∗µ) = (g ◦ f)∗µ. Die Verifikationen sind ein Übungsaufga-

ben.

3. Ist (Ω, R, µ) ein prämeßbarer Raum und f : U →֒ Ω die Inklusion einer meßbaren

Teilmenge. Dann ist f ∗R = {A ∈ R|A ⊆ U} und durch µ|U(A) := µ(A) ein Prämaß

auf (U, f ∗R) gegeben. Diese heißt Einschränkung von µ auf U .

Im allgemeinen ist es kompliziert, ein Prämaß auf allen Elementen des Ringes R an-

zugeben. Wird ein Ring von S erzeugt, so ist es naheliegend, ein Prämaß zunächst nur

auf S vorzugeben und es dann auf R(S) auszudehnen. Wenn S unter Komplementbil-

den abgeschlossen ist, dann haben die Elemente von R(S) die Form A =
⋃

j∈J

⋂

i∈I Ai,j .

Im allgemeinen kennen wir µ auf den Durchschnitten nicht. Selbst wenn, dann könnte

A auf verschiedene Weise in dieser Form geschrieben werden wodurch sich komplizierte

Wohldefiniertheitsfragen ergeben.
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Wir sehen aber, daß die Situation sehr einfach wird, wenn die Elemente von S paarweise

disjunkt sind.

Definition 1.15. Eine endliche Teilmenge von S ⊆ P(Ω) \ {∅} heißt Partition, wenn

die Elemente von S paarweise disjunkt sind und die Vereinigung der Elemente von S ganz

Ω ergibt.

Beispiel 1.16. Die triviale Partition einer Menge Ω ist {∅,Ω}. Die chaotische Partition

einer endlichen Menge ist {{x}|x ∈ Ω}.

Es folgen einfache Bemerkungen über Partitionen.

1. Sei f : Ω → Ω′ eine Abbildung und S ′ eine Partition von Ω′. Dann ist

f ∗S ′ := {f−1(A)|A ∈ S ′}

die induzierte Partition von Ω.

2. Ist S = (Si)i∈I eine Partition, dann hat jedes Element A ∈ R(S) eine eindeutige

Darstellung als Vereinigung von endlich vielen Elementen aus S.

Wir dafür zeigen zuerst, daß die Menge R(S) die Menge aller endlichen Vereinigun-

gen von Elementen aus S ist. In der Tat ist diese abgeschlossen unter der Bildung

endlicher Vereinigungen und der Komplemente. Die Eindeutigkeit der Darstellung

ist klar.

Lemma 1.17. Sei S eine Partition und µ : S → [0,∞] vorgegeben. Dann besitzt µ eine

eindeutige Ausdehnung zu einem auf R(S) definierten Prämaß.

Proof. Sei A ∈ R. Dann ist A =
⋃

i∈I Si für eine eindeutig bestimmte Indexmenge I. Wir

definieren µ(A) :=
∑

i∈I µ(Si). Die endliche Additivität von µ ist klar. ✷

Seien (Ωi, Ri, µi), i = 0, 1 prämeßbare Räume und (Ω, R) = (Ω0, R0)× (Ω1, R1).

Lemma 1.18. Es gibt genau ein Prämaß µ auf (Ω, R) mit µ(A0 × A1) = µ0(A0)µ1(A1)

für alle Ai ∈ Ri. Dieses wird als das Produkt µ := µ0 × µ1 bezeichnet.
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Proof. Zuerst einige allgemeine Vorbemerkungen. Sei (Ω, R) ein prämeßbarer Raum. Die

Menge Part(R) := {S ⊆ R|S ist Partition von Ω} ist halbgeordnet durch S ≤ S ′, falls

S ⊆ R(S ′). In diesem Fall sagen wir, daß S ′ eine Verfeinerung von S ist.

Die halbgeordnete Menge Part(R) ist gerichtet. In der Tat gibt es für zwei Partitionen

S, S ′ ∈ Part(R) eine gemeinsame Verfeinerung S♯S ′ := {A ∩ A′|A ∈ S ,A′ ∈ S ′}. Es gilt

nun offensichtlich R =
⋃

S∈Part(R)R(S).

Wir kommen nun zurück in die Situation des Lemmas. Für Partitionen Si ∈ Part(Ri) ist

S0×S1 ∈ Part(R). Auf R(S0×S1) wird durch µS0,S1(A0×A1) = µ(A0)µ(A1), Ai ∈ Si ein

Prämaß festgelegt. Ist S0 ≤ S ′
0, S1 ≤ S ′, dann gilt (µS′

0,S
′
1
)|R(S0×S1) = µS0,S1. Sei etwa A0 ∈

S ′
0 und A1 ∈ S1, dann ist A0 =

⋃

A′
0∈S

′
0 ,A′

0⊆A0
A′

0 und A0 × A1 =
⋃

A′
0∈S

′
0 ,A′

0⊆A0
A′

0 × A1.

Folglich gilt

(µS′
0,S

′
1
)(A0 ×A1) =

∑

A′
0∈S

′
0 ,A′

0⊆A0

µ0(A
′
0)µ1(A1) = µ0(A0)µ1(A1) = µS0,S1(A0 × A1) .

Wir halbordnen Part(R0)×Part(R1) durch (S0, S1) ≤ (S ′
0, S

′
1), falls S0 ≤ S ′

0 und S1 ≤ S ′
1

gilt. Dann ist erstens R =
⋃

(S0,S1)∈Part(R0)×Part(R1)
R(S0 × S1) und zweitens induziert das

System verträglicher Prämaße µS0,S1 das gewünschte Prämaß auf R.

Die Eindeutigkeit ist Übungsaufgabe. ✷

Sei (Ω, R, µ) ein Prämaßraum und A ⊆ Ω eine meßbareTeilmenge.

Definition 1.19. Das Prämaß µ ist auf A getragen, wenn µ(Ω \ A) = 0 gilt.

Seien (Ωi, Ri) prämeßbare Räume und f : Ω0 → Ω1 meßbar. Sei weiter µ ein Maß auf

(Ω0, R0). Für jedes A ∈ R mit f(Ω0) ⊆ A ist f∗µ ein auf A getragenes Maß.

Sei (Ω, R, µ) ein Prämaßraum.

Definition 1.20. Eine (nichttriviale) Zerlegung von µ ist eine Darstellung µ = λ0ν0+λ1ν1

von µ mit λi > 0 und Prämaßen νi, welche auf zueinander disjunkten Mengen getragen

sind. Ein Maß, welches keine nichttriviale Zerlegung besitzt, heißt unzerlegbar.

Das Diracprämaß ist ein Beispiel für ein unzerlegbares Prämaß.
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1.1.3 Beispiele für Prämaße

Das dyadische Lebesgueprämaß Für r ∈ Z betrachten wir die Partition D1
r von

R, welche aus den halboffenen Intervallen [ p
2r
, p+1

2r
) für p ∈ Z, −22r ≤ p < 22r und der

Menge R \ [−22r, 22r) besteht. Die Partitition Dn
r von Rn entsteht als n-faches Produkt

von D1. Für s ≥ r gilt Dn
r ⊂ R(Dn

s ) und deshalb R(Dn
r ) ⊆ R(Dn

s ). Wir erhalten somit

eine aufsteigende Familie von Algebren (R(Dr))r∈N.

Wir legen ein Prämaß µ1
r auf R(D1

r) durch die Angabe der Werte

µ1
r([

p

2r
,
p+ 1

2r
)) := 2−r

und µ1
r(A) := ∞ für die beiden unbeschränkten Teilmengen fest. Auf (Rn, R(Dn

r )) be-

trachten wir das Produktprämaß µn
r :=

∏n
i=1 µ

1
r (Lemma 1.18).

Wir beobachten nun, daß für r ≥ s die Verträglichkeit (µ1
r)|D1

s
= µ1

s gilt. Dies impliziert

(µn
r )|R(Dn

s ) = µn
s .

Sei Rn :=
⋃

r≥0R(D
n
r ).

Definition 1.21. Das dyadische Lebesgueprämaß auf (Rn, Rn) ist das eindeutig (entspre-

chend Lemma 1.14) durch die Folge (µn
r )r∈N bestimmte Prämaß.

Das Haarprämaß auf den p-adischen Zahlen Für eine Primzahl p ∈ N betrachten

wir die endlichen Ringe Z/pnZ. Die Inklusion pn+1Z ⊂ pnZ induziert Projektionen

prn+1 : Z/p
n+1Z → Z/pnZ .

Wir betrachten nun das gerichtete System

Z : · · · → Z/pn+1Z → Z/pnZ → . . .Z/pZ → {1} .

Definition 1.22. Der Ring der p-adischen Zahlen ist durch Zp := limZ definiert.

Im Detail ist Zp ⊆ ∏

n∈N Z/p
nZ die Teilmenge derjenigen Familien (an ∈ Z/pnZ)n∈N

mit prn+1(an+1) = an für alle n ∈ N. Die Ringoperationen werden Komponentenweise

definiiert.

Wir haben eine Folge von Auswertungehomomorphismen

πn : Zp → Z/pnZ ,

10



πn((an)n∈N) := an. Für n ∈ N betrachten wir die Partition

Sn := π∗
nSchaot(Z/p

nZ)

von Zp, wobei Schaot(Z/p
nZ) die chaotische Partition von Z/pnZ ist. Wir legen das Prämaß

µn : R(Sn) → [0,∞] durch

µn(π
−1
n (x)) :=

1

pn
, x ∈ Z/pnZ

fest. Da |Sn| gerade pn Elemente hat, ist dies ein Wahrscheinlichkeitsprämaß.

Wir beobachten nun, daß Sn ⊆ R(Sn+1) und folglich R(Sn) ⊆ R(Sn+1). Weiter sehen

wir ein, daß (µn+1)|Sn = µn ist. Wir erhalten also eine aufsteigende Folge von Algebren

(R(Sn))n∈N zusammen mit einer Folge von verträglichen Prämaßen (µn)n∈N.

Sei R :=
⋃

n∈NR(Sn).

Definition 1.23. Das Haarprämaß µ auf (Zp, R) is das (entsprechend Lemma 1.14) durch

die Folge (µn)n∈N) eindeutig bestimmte Prämaß auf Zp.

Durch k 7→ ([k]pn)n∈N erhalten wir eine Einbettung! von Z →֒ Zp. Zum Beispiel ist

pkZp = {(an)|ai = 0 ∀i ≤ k}. Folglich ist pkZp = π−1
k ({0}) und deshalb µ(pkZp) =

1
pk

.

Der Schiftraum Sei A eine endliche Menge und f : A→ [0, 1]. Wir bilden das unend-

nliche Produkt AN :=
∏

n∈NA. Die Elemente in AN sind also die Folgen (ai)i∈N. Für jedes

i ∈ N haben wir eine Projektion pi : A
N → A, p((ai)i∈N) := ai.

Die ersten n Projektionen zusammen geben eine Abbildung qn : AN → An, qn((ai)i∈N) :=

(a1, . . . , an). Wir betrachten die Partitionen

Sn := q∗nSchaot(A
n) ,

wobei Schaot(A
n) die chaotische Partition von An bezeichnet. Es gilt Sn ⊆ R(Sn+1). Die

Folge (R(Sn))n∈N ist eine aufsteigende Folge von Algebren. Ihre Vereinigung ist die Algebra

der Zylindermengen

R :=
⋃

n∈N

R(Sn) .

Sei nun eine Funktion f : A → [0, 1] mit
∑

a∈A f(a) = 1 vorgegeben. Durch die Vor-

schrift

µn(q
−1
n (ai)i=1,...,n) :=

n
∏

i=1

f(a)

11



legen wir eine Prämaß auf R(Sn). Man rechnet nach, daß (µn+1)|Sn = µn. Die Folge von

Prämaßen (µn)n∈N ist also in Sinne von Lemma 1.14 verträglich und definiert ein Prämaß

auf dem meßbaren Raum (AN, R).

Dieses Prämaß ist ein Wahrscheinlichkeitsprämaß, d.h es gilt µ(AN). Mit diesem Beipiel

wird folgender Sachverhalt modelliert.

Wir führen ein Experiment mit endlich vielen Ausgängen. Die Menge A ist ein Modell

für die Menge dieser Ausgängen. Wir wiederholen das Experiment immer wieder. Im Er-

gebniss erhalten wir Folgen von Ausgängen, also Elemente von AN. Der Wert der Funktion

f im Punkt a beschreibt die Wahrscheinlichkeit, das ein einzelnes Experiment den Aus-

gang f(a) hat. Das Prämaß auf dem Schiftraum modelliert den Fall, daß alle Experimente

unabhängig sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daß die ersten n Experimente die Fol-

ge (a1, . . . , an) liefern durch µ(X) = µn(X) gegeben, wobei X ∈ Sn die Zylindermenge

q−1
n ((ai)i=1,...,n) ist.

Die leichte Aufgabe der Maßtheorie Man könnte die Frage stellen, ob es auf dem

prämeßbaren Raum (Rn,P(Rn)) ein auf allen beschränkten Teilmengen endliches Prämaß

µ gibt mit den folgenden Eigenschaften :

1. Normierung : µ(×n
i=1[0, 1]) = 1

2. Invarianz : Sind A,B ⊂ Rn kongruent, so gilt µ(A) = µ(B).

Satz 1.24 (Banach). Ist n = 1 oder n = 2, dann gibt es ein solches µ. Es ist aber nicht

eindeutig bestimmt

Satz 1.25 (Hausdorff). Ist n ≥ 3, so gibt es kein solches µ.

Proof. Die Idee hierbei ist es, die Kugel B3 in vier Teilmengen Z ∪ A ∪ B ∪ C zu zerle-

gen, wobei Z eine abzählbare Vereinigung von Strahlen ist und damit µ(Z) = 0 gilt, und

A,B,C paarweise kongruent sind, aber auchA kongruent zuB∪C ist. Siehe [Nat81, X.5] ✷
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1.1.4 σ-Algebren

Sei Ω eine Menge

Definition 1.26. Eine Algebra R auf Ω ist eine σ-Algebra, falls R abgeschlossen unter

abzählbaren disjunkten Vereinigungen ist.

Eine Algebra R ist also eine σ-Algebra, wenn für jede Folge (Ai)i∈N paarweiser disjunkter

Elemente in R auch
⋃∞

i=1Ai ∈ R gilt.

Lemma 1.27. Eine σ-Algebra R ist abgeschlossen unter der Bildung abzählbarer Verei-

nigungen und Durchschnitte.

Proof. Sei (Ai)i∈N eine Folge von Elementen von R, nicht notwendig paarweise disjunkt.

Dann ist

Bi := Ai \
i−1
⋃

j=1

Aj , i = 1, . . .

eine Folge paarweise disjunkter Elemente von R. Es gilt
⋃∞

i=1Ai =
⋃∞

i=1Bi ∈ R.

Weiter gilt
⋂∞

i=1Ai = Ω \⋃∞
i=1(Ω \ Ai) ∈ R. ✷

Sei (Ri)i∈I eine Familie von σ-Algebren. Dann ist R :=
⋂

i∈I Ri eine σ-Algebra. Mit

dieser Beobachtung kann man interessante σ-Algebren explizit beschreiben.

Lemma 1.28. Sei S ⊆ P(Ω). Dann existiert genau eine kleinste σ-Algebra Rσ(S) welche

S enthält.

Proof. Wir erhalten

Rσ(S) :=
⋂

R ist σ-Algebra, S ⊆ R

R

✷

Definition 1.29. Rσ(S) heißt die von S erzeugte σ-Algebra.

Sei f : Ω → Ω′ eine Abbildung zwischen Mengen.
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1. Ist R′ eine σ-Algebra auf Ω′, dann ist f ∗R′ eine σ-Algbera auf Ω.

2. Für S ′ ⊆ P(Ω′) gilt f ∗Rσ(S) = Rσ(f ∗S).

3. Sei R eine σ-Algebra auf Ω und S ′ ⊆ P(Ω′). Dann ist f : (Ω, R) → (Ω′, Rσ(S ′))

genau dann meßbar, wenn f ∗S ′ ⊆ R gilt. Die Notwendigkeit ist klar wegen S ′ ⊆
Rσ(S ′). Die Bedingung ist auch hinreichend, da aus f ∗S ′ ⊆ R auch f ∗Rσ(S ′) =

Rσ(f ∗S ′) ⊆ R folgt.

Definition 1.30. Ein meßbarer Raum ist ein prämeßbarer Raum (Ω, R) dessen Algebra

ein σ-Algebra ist.

1.1.5 Beispiele meßbarer Räume

Borelsche Räume

Definition 1.31. Ist (Ω, T ) ein topologischer Raum, so ist die Borelsche σ-Algebra

durch BT := Rσ(T ) gegeben.

Die Borelsche σ-Algebra enthält unter anderem alle Teilmengen von Ω der Form U ∩
A mit offenem U und abgeschlossenen A. Wenn nichts anderes festgelegt wird, dann

betrachten wir für einen topologischen Raum immer den unterliegenden meßbaren Raum

mit der Borelschen σ-Algebra.

Eine stetige Abbildung f : (Ω0, T0) →: (Ω0, T1) ist meßbar. In der Tat gilt f ∗(T1) ⊆
T0 ⊆ Rσ(T0).

Sei S ⊆ P(Ω) und T := T (S), R := Rσ(S). Dann gilt immer R ⊆ BT , da S ⊆ T ⊆ BT .

Die Menge S heißt Basis der Topologie T , wenn für jedes U ∈ T gilt U =
⋃

V ∈S ,V⊆U V .

Ist S eine abzählbare Basis der Topologie T , dann gilt sogar R = BT . In der Tat gilt dann

nämlich T ⊆ B.

Sei jetzt Dn ⊂ P(Rn) die dyadische Algebra aus 1.1.3 und T n die Standardtopologie

auf Rn.

Lemma 1.32. Rσ(Dn) stimmt mit der Borelschen σ-Algebra Bn := Rσ(T n) von Rn

überein.
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Proof. Wir schreiben [a, b) := (−∞, b)∩ [a,∞). Damit gilt D1 ⊆ B1. Wir schließen daraus

leicht Dn ⊆ Bn. Damit gilt Rσ(Dn) ⊆ Bn.

Die Menge Dn ist eine abzählbare Vereinigung abzählbarer Mengen und damit selbst

abzählbar. Wir überzeugen uns nun, daß jede offene Teilmenge von Rn als abzählbare

Vereinigung

U =
⋃

A∈Dn ,A⊆U

A

geschrieben werden kann. Damit gilt T n ⊆ Rσ(Dn) und folglich Bn ⊆ Rσ(Dn). ✷

Aufgabe 1.1. Gilt B = P(R)?

Die σ-Algebra von Zp Wir betrachten nun die Haarsche Algebra R aus 1.1.3 auf Zp

und ihren Abschluß B := Rσ(R), welche wir als Haarsche σ-Algebra bezeichnen. Sei

S := {p−1
n (x)|n ∈ N , x ∈ Z/pnZ} ⊆ P(Zp) .

Dann gilt R = R(S) und folglich B = Rσ(R(S)) = Rσ(S).

Für λ ∈ Zp seien

multλ, addλ : Zp → Zp

durch multλ(x) := λx und addλ(x) := λ+ x definiert.

Lemma 1.33. Für λ ∈ Zp sind die Abbildungen multλ, addλ : Zp → Zp meßbar.

Proof. Sei pn : Zp → Z/pnZ die Projektion und A := p−1
n (x) ∈ S. Dann ist

mult
−1
λ (A) = {u ∈ Zp|pn(λu) = x} = p−1

n ({y ∈ Z/pnZ|pn(λ)y = x}) ∈ B

und

add
−1
λ (A) = add−λ(A) = p−1

n (x− pn(λ)) ∈ B .

✷

Man kann auf Zp = limn Z/p
nZ die Limestopologie einführen. Dies ist die gröbste To-

pologie, unter welcher die Projektionen pn : Zp → Z/pnZ für alle n ∈ N stetig sind.
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Dann wird Zp ein topologischer Ring (die Ringoperationen sind stetig). Die Haarsche σ-

Algebra ist dann genau die Borelsche σ-Algebra von Zp. In der Tat ist S := {p−1
n (x)|n ≥

0 , x ∈ Z/pnZ} ⊆ P(Zp) eine abzählbare Basis der Topologie von Zp und erzeugt auch die

Haarsche σ-Algebra.

Die σ-Algebra der Zylindermengen auf dem Schiftraum Wir betrachten den

Schiftraum AN mit der Algebra der Zylindermengen R, welchen wir in 1.1.3 eingeführt

haben. Die σ-Algebra der Zylindermengen ist durch B := Rσ(R) gegeben. Die endliche

Menge A versehen wir mit der diskreten Topologie. Dann hat AN die Produkttopologie,

also die gröbste Topologie, für die die Projektionen pn : AN → A stetig sind. Die abzählba-

re Menge S := {p−1
n (a)|n ∈ N , a ∈ A} ⊆ P(AN) ist eine Basis der Produkttopologie und

erzeugt die σ-Algebra der Zylindermengen. Folglich ist B auch die Borelsche σ-Algebra

des topologischen Produkts AN.

Wir betrachten nun die Transformation

T : AN → AN , T (ai)
∞
i=1 = (ai+1)

∞
i=1 ,

die Verschiebung.

Lemma 1.34. Die Verschiebung T ist meßbar (und stetig).

Proof. Sei qn : AN → An die Projektion und x = (ai)
n
i=1 ∈ An. Die Menge q−1

n (x) ist eine

Zylindermenge des Erzeugendensystems sowohl der σ-Algebra als auch der Topologie von

AN. Wir sehen nun ein, daß

T−1(q−1
n (x)) =

⋃

a∈A

q−1
n+1(a, a1, . . . , an)

eine endliche Vereinigung von Zylindermengen und damit sowohl meßbar als auch offen

ist. ✷

Hier ist eine andere interessante meßbare Funktion. Wir nehmen an, daß A := {+1,−1}.
Der Raum AN modelliert eine Folge von Entscheidungen für 1 oder −1. Wir betrachten

jetzt den Prozeß in R, in welchem wir im n-ten Schritt entsprechend der n-ten Entschei-

dung um 2−n Einheiten nach rechts order links wandern. Der Endpunkt der Wanderung
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wird durch

W : AN → R ,W ((ai)
∞
i=1) :=

∞
∑

i=1

ai2
−i

beschrieben.

Lemma 1.35. Die Funktion W : AN → R ist stetig und damit meßbar.

Proof. Sei x ∈ An und δ > 0 vorgegeben. Wir wählen n > 0 derart, daß 2−n < δ. Dann

gilt für alle y ∈ q−1
n (qn(x)) (dies ist eine offene Umgebung von x) die Ungleichung

|W (x)−W (y)| ≤
∞
∑

i=n+1

2−i = 2−n < δ .

✷

Das Produkt meßbarer Räume Sei (Xi, Ri)i∈I eine Familie meßbarer Räume und

X := ×i∈IXi. Seien pi : X → Xi die Projektionen. Auf R können wir die kleinste σ-

Algebra R betrachten, bezüglich welcher diese Projektionen meßbar sind. Es gilt

R := Rσ(
⋃

i∈I

p∗iRi) .

Definition 1.36. Der meßbare Raum (X,R) ist das Produkt der meßbaren Räume

(Xi, Ri)i∈I .

Zum Beispiel ist der meßbare Raum (AN, R) aus 1.1.5 das Produkt aus abzählbar vielen

Kopien von (A,P(A)).

Sei (Xi, Ti)i∈I eine Familie topologischer Räume und Ri = Bi die Borelsche σ-Algebra.

Dann können wir die Produkttopologie T auf X betrachten:

T = T (
⋃

i∈I

p∗Ti) .

Es ist klar, daß (siehe Beweis von 1.37)

B ⊆ Rσ(T )

gilt. Im allgemeinen ist diese Inklusion aber echt.

Gleichheit gilt unter zusätzlichen Voraussetzungen.
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Lemma 1.37. Seien (Xi, Ti), i = 1, 2, topologische Räume mit abzählbarer Basis und

(X1 ×X2, T ) das topologische Produkt. Seien (Xi,Bi) die assoziierten Borelschen Räume

mit dem Produkt (X1 ×X2,B). Dann gilt B = Rσ(T ).

Proof. Es gilt

B = Rσ(p∗1(B1) ∪ p∗2(B2))

= Rσ(p∗1(R
σ(T1)) ∪ p∗2(Rσ(T2)))

= Rσ(Rσ(p∗1(T1)) ∪Rσ(p∗2(T2)))

= Rσ(p∗1(T1) ∪ p∗2(T2))

⊆ Rσ(T )

Seien Si, i = 1, 2, abzählbare Basen der Topologien Ti. Dann ist S = S1 × S2 ei-

ne abzählbare Basis der Topologie T . Auf der anderen Seite ist S ⊆ B (beachte, daß

A×B = A× Ω2 ∩ Ω1 × B gilt). Damit ist T ⊆ B und deshalb Rσ(T ) ⊆ B. ✷

1.1.6 Meßbare Funktionen und punktweise Konvergenz

Wir betrachten einen meßbaren Raum (Ω, R). Den Raum der erweiterten reellen Zahlen

R̄ := [−∞,∞] versehen wir mit der Borelschen σ-Algebra B.

Lemma 1.38. Eine Funktion f : Ω → R̄ ist meßbar, falls die Teilmengen f−1(a,∞] ⊆ Ω

für alle a ∈ R̄ meßbar sind.

Proof. Die Mengen ((a,∞])a∈R̄ erzeugen B. ✷

Lemma 1.39. Ist (fn)n∈N eine Folge meßbarer Funktionen, dann sind die Funktion v :=

supn≥1 fn und u := infn≥1 fn meßbar.

Proof. Wir fixieren a ∈ R. Für n ∈ N sei An := f−1
n [−∞, a]. Nach Voraussetzung gilt

An ∈ R. Es gilt v−1[−∞, a] =
⋂

n≥1An ∈ R. Damit ist v meßbar.

Für u argumentiert man ähnlich oder durch Ersetzen von f durch −f . ✷
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Folgerung 1.40. Ist (fn)n∈N eine monoton wachsende (fallende) Folge meßbarer Funk-

tionen fn : Ω → R̄. Dann ist der punktweise Grenzwert f := limn→∞ fn auch meßbar.

Proof. Es gilt f = supn≥1 fn. ✷

Satz 1.41. Sei (fn)n∈N eine punktweise konvergente Folge meßbarer Funktionen. Dann

ist f := limn→∞ fn meßbar.

Proof. Wir definieren eine Folge (vn)n∈N von Funktionen vn : Ω → R̄ durch vn(x) :=

supi≥n fn(x). Nach 1.39 sind die Funktionen vn meßbar. Die Folge (vn)n∈N ist monoton

fallend und es gilt f = limn→∞ vn. Nach Korollar 1.40 ist f meßbar. ✷

1.1.7 Maße

Sei (Ω, R, µ) ein Prämaßraum.

Definition 1.42. Das Prämaß µ heißt σ-additiv, falls für jede paarweise disjunkte ab-

zählbare Familie (Ai)i∈I mit Ai ∈ R für alle i ∈ I und A :=
⋃

i∈I Ai ∈ R gilt:

µ(A) =
∑

i

µ(Ai) .

Definition 1.43. Ein Maß ist ein σ-additives Prämaß auf einem meßbaren Raum (Ω, R).

Das Tripel (Ω, R, µ) heißt Maßraum.

1. Sei (Ω, R, µ) ein σ-additiver Prämaßraum. Sei (Ai)i∈N eine aufsteigende Folge von

meßbaren Teilmengen mit A :=
⋃

i∈NAi ∈ R. Dann gilt

lim
i→∞

µ(Ai) = µ(A) .

In der Tat ist (Bi)i∈N, Bi := Ai \
⋃i−1

j=1Aj eine paarweise disjunkte Familie mit

A =
⋃

i∈NBi und es gilt µ(Ai) =
∑i

j=1 µ(Bj). Folglich gilt µ(A) =
∑∞

j=1 µ(Bj) =

limi→∞ µ(Ai).

19



2. Sei f : (Ω, R) → (Ω′, R′) meßbar und µ ein Maß auf (Ω, R). Dann ist f∗µ ein Maß

auf (Ω′, R′).

3. Ist g : (Ω′, R′) → (Ω′′, R′′) meßbar, dann gilt (g ◦ f)∗µ = g∗(f∗µ).

4. Eine Abbildung f : (Ω, R, µ) → (Ω′, R′, µ′) zwischen Maßräumen heißt maßerhal-

tend, wenn f∗µ = µ′ gilt.

Um die σ-Additivität eines Prämaßes nachzuprüfen, kann man gelegentlich folgendes

Kriterium benutzen.

Lemma 1.44. Sei (Ω, R, µ) ein prämeßbarer Raum und µ(Ω) <∞. Dann ist das Prämaß

µ ist σ-additiv genau dann, wenn

lim
k→∞

µ(Ak) = 0

für jede absteigende Folge (Ai)
∞
i=1, Ai ∈ R,

A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . .

mit
⋂∞

i=1Ai = ∅ gilt.

Proof. Sei µ zunächst σ-additiv und (Ai)
∞
i=1 eine absteigende Folge wie oben. Dann ist

(Ai \ Ai+1)
∞
i=1 eine paarweise disjunkte Folge mit A1 = ∪∞

i=1(Ai \ Ai+1). Wir erhalten

µ(A1) =
∞
∑

i=1

µ(Ai \ Ai+1) =
∞
∑

i=1

µ(Ai)− µ(Ai+1) = µ(A1)− lim
k→∞

µ(Ak) .

Folglich limk→∞ µ(Ak) = 0.

Möge nun umgekehrt µ die im Lemma angegebene Bedingung erfüllen. Sei (Ai)
∞
i=1 eine

Folge paarweise disjunkter Elemente aus R mit
⋃∞

i=1Ai =: A ∈ R. Wir setzen Bk :=

A \ ⋃k−1
i=1 Ak. Dann ist A = B1 ⊇ B2 ⊇ . . . absteigend und es gilt

⋂∞
k=1Bk = ∅. Wir

betrachten die disjunkte Vereinigung
⋃k−1

i=1 Ai ∪Bk = A und rechnen

µ(A) =

k−1
∑

i=1

µ(Ak) + µ(Bk) .

Wegen limk→∞ µ(Bk) = 0 gilt µ(A) =
∑∞

i=1 µ(Ai). ✷
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Wenn das Maß von Ω nicht endlich ist, dann muß man das Kriterium auf endliche

Teilprämaßräume anwenden. Sei (Ω, R) eine (σ-)Algebra und F ∈ R. Mit i : F → Ω

bezeichnen wir die Einbettung. Dann ist R|F := i∗R eine (σ-)Algebra auf F . Es gilt

R|F = {A ∩ F | A ∈ R} ⊂ R. Die Einschränkung µ|F := µ|R|F
ist ein Prämaß (Maß) auf

(F,R|F ).

Definition 1.45. (F,R|F , µ|F ) wird die Einschränkung von (Ω, R, µ) auf F genannt.

Lemma 1.46. Sei (Ω, R, µ) ein prämeßbarer Raum. Sei (Fi)i∈N eine aufsteigende Folge

in R derart, daß limi→∞ µ(Fi ∩ A) = µ(A) für jedes A ∈ R und (Fi, R|Fi
, µ|Fi

) σ-additiv

ist. Dann ist das Prämaß µ ist σ-additiv.

Proof. Sei (An)n∈N eine abzählbare paarweise disjunkte Familie in R und A =
⋃

n∈NAn ∈
R. Dann gilt

∑

n∈N

µ(An ∩ Fi) = µ(A ∩ Fi) .

Da Summen und monotone Grenwerte vertauscht werden können, gilt

∑

n∈N

µ(An) = lim
i→∞

∑

n∈N

µ(An ∩ Fi) = lim
i→∞

µ(A ∩ Fi) = µ(A) .

✷

1.1.8 Beispiele von σ-additiven Prämaßen

Beispiel 1.47. Sei (Ω, R) ein prämeßbarer Raum und x ∈ Ω. Das Diracmaß δx σ-additiv

ist.

Das Lebesgueprämaß Sei (Rn, Dn, µn) das dyadische Lebesguesche Prämaß auf Rn

(siehe 1.1.3).

Lemma 1.48. Das dyadische Lebesguesche Prämaß ist σ-additiv.

Proof. Wir betrachten den Fall n = 1 und schreiben µ := µ1. Der höherdimensionale Fall

kann mit der gleichen Idee behandelt werden, erfordert aber eine kompliziertere Notation.
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Zuerst schöpfen wir R durch die Folge Fm := [−2m, 2m], m ∈ N aus. Dann gilt für jedes

A ∈ D1

lim
m→∞

µ(A ∩ Fm) = µ(A) .

In der Tat, wenn A beschränkt ist, dann stabilisiert sich die Folge A ∩ Fi. Ist A unbe-

schränkt, dann gilt limm→∞ µ(A ∩ Fm) = ∞ = µ(A).

Nach Lemma 1.46 reicht es aus, die σ-Additivität von µ|Fm für alle m ∈ N zu zeigen.

Dazu verwenden wir das Kriterium 1.44.

Wir fixieren nun m ∈ N. Ein Element A ∈ D1
|Fm

ist eine endliche Vereinigung von dya-

dischen Intervallen der Form I = [ p
2k
, p+1

2k
). Für ein solches Intervall und r > k definieren

wir

or(I) := [
p

2k
,
p+ 1

2k
− 1

2r
) .

Dann gilt or(I) ∈ D, or(I) ⊂ I und µ(I)− µ(or(I)) = 2−r.

Sei jetzt A1 ⊇ A2 ⊇ . . . eine absteigende Folge von Elementen aus D mit
⋂∞

i=1Ai = ∅.
Wir nehmen an, daß limi→∞ µ(Ai) = α > 0 gilt und konstruieren einen Widerspruch.

Wir stellen Ak als Vereinigung von c dyadischen Intervallen I1, . . . , Ic dar und bilden

A′
k ⊂ Ak durch Ersetzen dieser Intervalle Ij durch or(Ij), wobei wir r so groß wählen, daß

c2−r < α2−k−1 gilt. Dann ist A′ ∈ D, Ā′ ⊂ A und µ(A)− µ(A′) < α2−k−1. Wir definieren

nun B′
k :=

⋂k
i=1A

′
k ∈ D. Dann gilt B̄k ⊂ Ak,

Ak \Bk ⊆
k
⋃

i=1

Ak \ A′
i ⊆

k
⋃

i=1

Ai \ A′
i

und damit

µ(Bk) ≥ µ(Ak)−
k
∑

i=1

µ(Ai \A′
i) ≥ µ(Ak)−

k
∑

i=1

α2−i−1 ≥ α(1− 1

2
) =

α

2

Insbesondere ist B̄k 6= ∅. (B̄k)
∞
k=1 ist eine absteigende Familie nichtleerer abgeschlossener

Teilmengen von R. Wegen der Vollständigkeit (Intervallschachtelungsaxiom) von R ist der

Durchschnitt der B̄k nicht leer. Es folgt

∅ =

∞
⋂

i=k

Ak ⊇
∞
⋂

i=k

B̄k 6= ∅

und dies ist der gewünschte Widerspruch. ✷
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Das Haarsche Prämaß auf Zp Wir betrachten das Haarsche Prämaß (Zp, R, µ) (siehe

1.23)

Lemma 1.49. Das Haarsche Prämaß auf Zp is σ-additiv.

Proof. Sei A1 ⊇ A2 ⊇ . . . eine absteigende Folge aus Elementen aus R mit
⋂∞

i=1Ai = ∅.
Wir zeigen, daß dann Ai = ∅ für genügend große i gilt. Wir nehmen das Gegenteil an.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (xn), xn ∈ Z/pnZ, mit folgenden Eigenschaften:

1. qn+1(xn+1) = xn unter qn+1 : Z/p
n+1Z → Z/pnZ.

2. xn ∈ pn(Ai) für alle i ≥ 1 unter pn : Zp → Z/pnZ.

Seien x1, . . . , xn schon konstruiert. Wir benutzen, daß eine absteigende Folge von nicht-

leerenTeilmengen einer endlichen Menge einen nichtleeren Durschschnitt hat. Wir wählen

xn+1 ∈
⋂

i∈N q
−1
n+1(xn) ∩ pn+1(Ai). Die Folge (xn)n≥1 definiert ein Element x ∈ Zp.

Sei i ∈ N fix. Es gilt

pn(x) = xn ∈ pn(Ai) , ∀n ∈ N .

Nun gibt es nach Konstruktion der Algebra R in 1.1.3 ein m ∈ N derart, daß Ai ∈
R(p∗m(Schaot(Z/p

mZ))) ist. Folglich ist Ai = p−1
m (pm(Ai)) und damit x ∈ p−1

m (xm) ⊆
p−1
m (pm(Ai)) = Ai.

Damit gilt x ∈ ⋂i≥1Ai = ∅ liegt. Dies ist ein Widerspruch.

Damit ist µ(Ai) = µ(∅) = 0 für genügend große i. ✷

σ-Additivität des Prämaßes auf dem Schiftraum Wir betrachten das Maß µ auf

dem Schiftraum (AN, R) wie in 1.1.3 eingeführt.

Lemma 1.50. Dieses Maß ist σ-additiv.

Proof. Ist A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . eine absteigende Folge von Elementen aus Rmit
⋂∞

i=1Ai =

∅, dann zeigen wir wie im Fall der p-adischen Zahlen Zp, daß es ein i0 ∈ N gibt, so daß

Ai = ∅ für i ≥ i0 gilt. Daraus folgt die σ-Additivität von µ unmittelbar.
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Beispiele für ein nicht σ-additive Maße Wir betrachten die Algebra P (N) auf N

und das Prämaß

µ(A) :=

{

∞ |A| = ∞
∑

n∈A 2−n |A| <∞
.

Dieses Prämaß ist nicht σ-additiv. Zum Beispiel ist
∑

n∈N µ({n}) =
∑

n∈N 2
−n = 1, aber

µ(N) = ∞.

Ein weniger triviales, aber wichtiges Beispiel ist mit dem Begriff eines Ultrafilters ver-

bunden.

Definition 1.51. Eine Teilmenge F ⊂ P(N) heißt nicht-trivialer Filter, wenn sie

folgende Eigenschaften hat.

1. ∅ 6∈ F

2. A ∈ F und A ⊂ B impliziert B ∈ F .

3. Für jede endliche Familie (Ai) in F ist
⋂

iAi ∈ F .

4. Für jeden Punkt i ∈ N gibt es ein A ∈ F mit i 6∈ A.

Die Menge der Filter ist durch Inklusion halbgeordnet und nicht leer. Zum Beispiel ist

die Menge {A ⊂ N||N \ A| <∞} ein Filter.

Definition 1.52. Ein maximaler nicht-trivialer Filter heißt nicht-trivialer Ultrafilter.

Die Existenz von Ultrafiltern zeigt man mit dem Zornschen Lemma. Sei (Fi)i∈I eine

Kette von nicht-trivialen Filtern. Dann ist
⋃

i F ein nicht-triviales Filter und eine obere

Schranke der Kette. Dies zeigt die Voraussetzung des Zornschen Lemmas.

Lemma 1.53. Sei nun F ein nicht-trivialer Ultrafilter. Dann gilt für eine Partition

{A,B} von N entweder A ∈ F oder B ∈ F .

Proof. In der Tat, wenn A und B in F enthalten wären, so auch ∅ = A∩B. Sei nun weder

A noch B in F . Dann gilt für alle U ∈ F , daß U ∩ A 6= ∅. Wäre nämlich A ∩ U = ∅, so

U ⊆ B und damit B ∈ F . Wir bilden F ′ := F ∪ {U ⊂ N |∃V ∈ F mitA∩ V ⊆ U}. Dann

ist F ′ ein Filter und F wäre nicht maximal. ✷
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Wir definieren nun ein Wahrscheinlichkeitsprämaß µ auf P(N) durch µ(A) = 0 für

A 6∈ F und µ(A) = 1 für A ∈ F .

Lemma 1.54. µ ist additiv, aber nicht σ-additiv.

Proof. Die Additivität ist klar, da F kein Paar disjunkter Mengen enthält. Wir wählen

nun eine Folge Ai ∈ F mit i 6∈ Ai für i ∈ N. Dann bilden wir Bi :=
⋂i

j=1Aj ∈ F .

Die Folge (Bi)
∞
i=1 is absteigend und erfüllt

⋂∞
i=1Bi = ∅. Es gilt weiter limi→∞ µ(Bi) = 1.

Damit kann µ nicht σ-additiv sein. ✷

1.1.9 Ausdehnung von Maßen, Eindeutigkeit

σ-Endlichkeit Wir hatten gesehen, daß man ein Prämaß von einer Partition S auf die

von S erzeugte Algebra R(S) ausdehnen kann. Wir wollen nun die Frage studieren, ob

man ein auf einer Algebra R gegebenes Prämaß zu einem Maß auf die von R erzeugte

σ-Algebra Rσ := Rσ(R) ausdehnen kann, und ob diese Ausdehnung eindeutig ist. Für den

Nachweis der Eindeutigkeit der Fortsetzung ist der folgende Begriff nützlich.

Definition 1.55. Ein Prämaßraum (Ω, R, µ) heißt σ-endlich, wenn es eine aufsteigende

Folge (Fi)i∈N in R gibt mit Ω =
⋃

i Fi und µ(Fi) <∞ für alle i ∈ N.

Wenn µ(Ω) < ∞ gilt, so ist (Ω, R, µ) trivialerweise σ-endlich. So sind der Haarsche

Prämaßraum (Zp, R, µ) und der Schiftraum (AN, R, µ) aus diesem Grund σ-endlich.

Lemma 1.56. Der dyadische Lebesgueprämaßraum (Rn, Dn, µn) ist σ-endlich.

Proof. Wir können die Folge Fi := [−2i, 2i)n nehmen. ✷

Hier ist Beispiel eines nicht σ-endlichen Prämaßraumes.

Beispiel 1.57. Sei R die Algebra auf R, welche von allen endlichen Teilmengen erzeugt

wird. Wir definieren µ : R → [0,∞] durch µ(A) := ♯(A ∩ N). Dann ist (R, R, µ) nicht

σ-endlich.
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Proof. Wir betrachten die Menge S ⊂ P(R) aller Teilmengen, die entweder endlich sind

oder endliches Komplement haben. Dann gilt R = R(S) und jedes Element von R ist eine

endliche Vereinigung von endlichen Durchschnitten aus S. Diese Mengen sind entweder

selbst endlich oder haben endliches Komplement. Sei (Fi)i∈N eine Ausschöpfung von R.

Da R überabzählbare Kardinalität hat, muß eine der Mengen Fi unendlich und damit ein

endliches Komplement haben. Folglich gilt |Fi ∩ N| = ∞.

Ausdehnung von Maßen - Motivation der Voraussetzungen Wir beginnen die

Diskussion der Ausdehnung von Maßen mit zwei instruktiven Beispielen.

Wir betrachten den Prämaßraum (R, R, µ) aus 1.57. Sei Rσ := Rσ(R). Wir definieren

µ̃0 auf Rσ durch µ̃0(A) = ♯(A ∩ N).

Lemma 1.58. µ̃0 ist ein Maß auf Rσ ist, welches µ ausdehnt.

Proof. Daß µ̃0 das Prämaß µ ausdeht, folgt unmittelbar aus der Definition. Sei nun (Ai)i∈N

eine paarweise disjunkte Familie in Rσ. Dann gilt offensichlich

∑

i∈N

µ̃0(Ai) =
∑

i∈N

|Ai ∩ N| = |
⋃

i∈N

Ai ∩ N| = µ̃0(
⋃

i∈N

Ai) .

. ✷

Wir definieren µ̃1 : R
σ → [0,∞] durch

µ̃1(A) :=

{

µ̃0(A) A höchstens abzählbar

∞ A überabzählbar

Lemma 1.59. µ̃1 ist ein Maß auf Rσ ist, welches µ ausdehnt.

Proof. Daß µ̃1 eine Ausdehnung ist, sieht man wieder unmittelbar ein. Sei (Ai)i∈N eine

paarweise disjunkte Folge in Rσ. Wenn einer Ausdrücke

∑

i∈N

µ̃1(Ai) , µ̃1(
⋃

i∈N

Ai)

endlich sind, dann sind alle Mengen Ai höchstens abzählbar. In diesem Fall gilt

∑

i∈N

µ̃1(Ai) = µ̃1(
⋃

i∈N

Ai)
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wie bei µ̃0. ✷

Man sieht leicht ein, daß µ̃0 6= µ̃1. In der Tat gilt µ̃0(R \ N) = 0 und µ̃1(R \ N) = ∞.

Eindeutige Ausdehnung für σ-endliche Prämaße

Satz 1.60. Sei (Ω, R, µ) ein σ-endlicher Prämaßraum. Wenn µ eine Ausdehnung auf

Rσ := Rσ(R) besitzt, so ist diese eindeutig.

Proof. Wir zeigen zunächst :

Lemma 1.61. Die Aussage des Satzes gilt unter der Voraussetzung µ(Ω) <∞.

Proof. Seien µi, i = 0, 1 zwei solche Ausdehnungen. Wir betrachten T := {A ∈ Rσ|µ0(A) =

µ1(A)}. Klar ist R ⊆ T . Wenn wir zeigen, daß T eine σ-Algebra ist, so gilt T = Rσ und

deshalb µ0 = µ1.

Offensichtlich ist ∅ ∈ T und Ω ∈ T . Sei (Ai)i∈N eine abzählbare Familie paarweise

disjunkter Elemente von T und A :=
⋃

i∈NAi. Dann ist

µ0(A) =
∑

i∈N

µ0(Ai) =
∑

i∈N

µ1(Ai) = µ1(A) .

Folglich gilt A ∈ T .

Sei A ∈ T und Ac := Ω \A. Dann gilt wegen µ(Ω) <∞, daß µ0(A
c) = µ0(Ω)−µ0(A) =

µ1(Ω)− µ1(A) = µ1(A
c). Also gilt Ac ∈ T .

Folglich ist T abgeschlossen unter Komplementen und abzählbaren disjunkten Vereini-

gungen, also eine σ-Algebra. ✷

Wir beweisen nun den Satz im allgemeinen Fall. Seien µi, i = 0, 1, wieder zwei Ausdeh-

nungen. Sei (Fn)n∈N eine aufsteigende Folge in R von Mengen endlichen Prämaßes mit
⋃

n∈N Fn = Ω. Sei

T := {A ⊆ Ω | A ∩ Fn ∈ Rσ(R|Fn) für alle n ∈ N} .

Wir zeigen, daß Rσ ⊆ T . Erst einmal gilt R ⊆ T . In der Tat, wenn A ∈ R ist, so gilt

A∩Fn ∈ R|Fn ⊆ Rσ(R|Fn) für alle n. Sei jetzt (Ai)i∈N eine abzählbare Familie in T . Dann

27



gilt für jedes n ∈ N und i ∈ N, daß Ai ∩ Fn ∈ Rσ(R|Fn) und damit für jedes n, daß

(
⋃

i∈NAi) ∩ Fn =
⋃

i∈N(Ai ∩ Fn) ∈ Rσ(R|Fn). Also ist T abgeschlossen unter abzählbaren

Vereinigungen. Sei A ∈ T . Damit gilt für jedes n ∈ N die Aussage Ac∩Fn = Fn\(A∩Fn) ∈
Rσ(R|Fn). Damit ist T abgeschlossen unter der Bildung von Komplementen. T ist also eine

σ-Algebra welche R enthält und folglich gilt Rσ ⊆ T .

Wegen R|Fn ⊆ (Rσ)|Fn gilt auchRσ(R|Fn) ⊆ (Rσ)|Fn. Damit sind (Fn, R
σ(R|Fn), µi|Rσ(R|Fn )

)

Ausdehnungen von (F,R|Fn, µ|RFn
). Mit dem Lemma schließen wir, daß

µ0|Rσ(R|Fn )
= µ1|Rσ(R|Fn)

.

Sei jetzt A ∈ Rσ. Dann gilt A ∈ T , also für jedes n ∈ N, daß A ∩ Fn ∈ Rσ(R|Fn). Wir

schließen aus der σ-Additivität der µi, daß

µ0(A) = lim
n→∞

µ0(A ∩ Fn) = lim
n→∞

µ1(A ∩ Fn) = µ1(A) .

✷

1.1.10 Äußere Maße, Ausdehnung von Prämaßen zu Maßen, Vollständigkeit

Äußere Erweiterungen Die Frage der Existenz einer solchen Ausdehnung ist etwas

komplizierter und wird im folgenden untersucht. Notwendig ist sicherlich, daß µ schon

σ-additiv ist. Wir werden erst jedem Prämaß ein äußeres Maß zuordnen und dann jedem

äußeren Maß ein Maß auf einer assoziierten σ-Algebra. Dies liefert dann die Existenzaus-

sage.

Definition 1.62. 1. Eine Abbildung µ̃ : P(Ω) → [0,∞] heißt monoton, falls aus

A ⊆ B die Ungleichung µ̃(A) ≤ µ̃(B) folgt.

2. µ̃ heißt (σ-)subadditiv, falls µ̃(
⋃

iA) ≤ ∑

i µ̃(Ai) für jede endliche (abzählbare)

Familie (Ai) von Teilmengen gilt.

3. Eine monotone und σ-subadditive Abbildung µ̃ : P(Ω) → [0,∞] mit µ̃(∅) = 0 heißt

äußeres Maß

Sei (Ω, R, µ) ein Prämaßraum.
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Definition 1.63. Wir definieren die äußere Erweiterung µ̃ : P(Ω) → [0,∞] durch

µ̃(A) := inf{
∑

i

µ(Fi)} , A ∈ P(Ω) ,

wobei das Infimum über alle abzählbaren Familien (Fi)i mit Fi ∈ R für alle i und A ⊆ ⋃i Fi

gebildet wird.

Lemma 1.64. Die äußere Erweiterung µ̃ in 1.63 ist ein äußeres Maß.

Proof. 1. Die Gleichung µ̃(∅) = 0 gilt, da das Infimum für eine Familie leerer Mengen

angenommen wird.

2. Die Funktion µ̃ is monoton. Wenn nämlich A ⊆ B gilt, dann ist die Menge, über

die das Infimum für µ̃(B) gebildet wird, in der entsprechenden Menge für µ̃(A)

enthalten, woraus µ̃(A) ≤ µ̃(B) folgt.

3. Die äußere Erweiterung µ̃ ist σ-subadditiv: Sei (Ai)i∈I eine abzählbare Familie von

Teilmengen, A :=
⋃

i∈I Ai. Seien (Fi,j)j∈Ji abzählbare Familien von Elementen aus

R mit Ai ⊆
⋃

j∈Ji
Fi,j für alle i ∈ I. Dann gilt A ⊆ ⋃i∈I

⋃

j∈Ji
Fi,j und

µ̃(A) ≤
∑

i∈I

∑

j∈Ji

µ(Fi,j) .

Daraus folgt

µ̃(A) ≤
∑

i∈I

inf
∑

j∈Ji

µ(Fi,j)

wobei das Infimum der rechten Seiten über alle Wahlen der Familien (Fi,j)j∈Ji ge-

bildet wird. Also gilt

µ̃(A) ≤
∑

i∈I

µ̃(Ai) .

✷

Wir vergleichen nun das Prämaß µ mit seiner äußeren Erweiterung.

Lemma 1.65. 1. Es gilt µ̃|R ≤ µ.

2. Wenn (Ω, R, µ) ein σ-additiver Prämaßraum ist, dann gilt µ̃|R = µ.

Proof. Für die erste Ungleichung beobachten wir, daß für A ∈ R die Familie {A} für die

Infimumbildung bei µ̃(A) zugelassen ist. Daraus folgt µ̃(A) ≤ µ(A). Wir nehmen nun an,
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daß µ ein σ-additives Prämaß ist. Sei (Fi)i∈N eine Familie in R mit A ⊆ ⋃

i∈N Fi. Wir

bilden Bi := A∩ (Fi \
⋃i−1

j=1 Fj). Dann ist Bi ∈ R, die Mengen sind paarweise disjunkt und
⋃

i∈NBi = A. Wir schließen, daß

µ(A) =
∑

i∈N

µ(Bi) ≤
∑

i∈N

µ(Fi) .

Also gilt auch µ(A) ≤ µ̃(A). ✷

Die Voraussetzung der σ-Additivität im zweiten Teil dieses Lemmas ist wichtig. Be-

trachten wir das erste Beispiel eines nicht σ-additiven Prämaßes auf N in 1.1.8. In diesem

Fall ist

µ̃(N) = 1 , µ(N) = ∞ .

Zerlegende Mengen Sei jetzt µ̃ : P(Ω) → [0,∞] ein äußeres Maß auf Ω. Wir schreiben

Sc := Ω \ S für das Komplement von S ⊆ Ω.

Definition 1.66. Eine Menge S ∈ P(Ω) heißt zerlegend (bez. µ̃), falls für alle A ∈ P(Ω)

gilt :

µ̃(A) = µ̃(A ∩ S) + µ̃(A ∩ Sc) .

Mit Rµ̃ bezeichnen wir die Menge aller zerlegenden Mengen (bez. µ̃).

Lemma 1.67. Eine Menge S ∈ P(Ω) ist genau dann zerlegend ist, wenn

µ̃(A) ≥ µ̃(A ∩ S) + µ̃(A ∩ Sc)

für alle A ∈ P(Ω) gilt.

Proof. Die Ungleichung µ̃(A) ≤ µ̃(A∩ S) + µ̃(A∩Sc) folgt aus der Subadditivität von µ̃,

da A = (A ∩ S) ∪ (A ∪ Sc) gilt. ✷

Satz 1.68. Sei µ̃ ein äußeres Maß auf Ω. Dann ist (Ω, Rµ̃, µ̃|Rµ̃
) ein Maßraum.

Proof. Wir zeigen zuerst, daß Rµ̃ eine Algebra ist. Mit S ∈ Rµ̃ ist offensichtlich auch

Sc ∈ Rµ̃. Seien nun S, T ∈ Rµ̃. Wir zeigen, daß S ∩ T ∈ Rµ̃. Für A ∈ P(Ω) setzen wir

A1 := A ∩ S ∩ T, A2 := A ∩ S ∩ T c, A3 := A ∩ Sc ∩ T, A4 := A ∩ Sc ∩ T c .
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Diese Mengen sind paarweise disjunkt. Da S, T ∈ Rµ̃ ist, schließen wir

µ̃(A1 ∪ A2) = µ̃(A1) + µ̃(A2)

µ̃(A3 ∪ A4) = µ̃(A3) + µ̃(A4) .

Wir schreiben A2 ∪ A3 ∪A4 als

[(A ∩ Sc ∪ A ∩ S ∩ T c) ∩ S] ∪ [(A ∩ Sc ∪A ∩ S ∩ T c) ∩ Sc]

und schließen weiter, daß

µ̃(A2 ∪ A3 ∪A4) = µ̃(A2) + µ̃(A3 ∪A4) =
4
∑

i=2

µ̃(Ai) . (1)

Es gilt auch

µ̃(A) = µ̃(A1 ∪A2) + µ̃(A3 ∪ A4) =

4
∑

i=1

µ̃(Ai) .

Damit wird

µ̃(A ∩ (S ∩ T )) + µ̃(A ∩ (S ∩ T )c) = µ̃(A1) + µ̃(A2 ∪ A3 ∪ A4)

=
4
∑

i=1

µ̃(Ai)

= µ̃(A) .

Dies zeigt S ∩ T ∈ Rµ̃.

Wir zeigen jetzt, daß µ̃|Rµ̃
additiv ist. Sei S, T ∈ Rµ̃ mit S ∩ T = ∅. Wir wählen

A := S ∪ T . Dann folgt aus (1), daß µ̃(S ∪ T ) = µ̃(S) + µ̃(T ).

Sei jetzt (Si)i∈N eine abzählbare Familie in Rµ̃. Wir zeigen, daß S :=
⋃

i Si ∈ Rµ̃. Dazu

setzen wir Ti :=
⋃

j≤i Sj . Dann ist (Ti)i∈N eine aufsteigende Familie in Rµ̃ und es gilt
⋃

i∈N Ti = S. Es gilt µ̃(A) = µ̃(A ∩ Ti) + µ̃(A ∩ T c
i ). Da µ̃ monoton ist, gilt

µ̃(A) ≥ µ̃(A ∩ Ti) + µ̃(A ∩ Sc) . (2)

Es gilt weiter, daß

µ̃(A ∩ Ti) = µ̃(A ∩ Ti ∩ Ti−1) + µ̃(A ∩ Ti ∩ T c
i−1) = µ̃(A ∩ Ti−1) + µ̃(A ∩ (Ti \ Ti−1)) .

Induktiv schließen wir, daß

µ̃(A ∩ Ti) =
∑

j≤i

µ̃(A ∩ (Ti \ Ti−1)) .
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Unter Benutzung der σ-Subadditivität erhalten wir

lim
i→∞

µ̃(A ∩ Ti) =
∑

i∈N

µ̃(A ∩ (Ti \ Ti−1)) ≥ µ̃(A ∩ S) . (3)

Es folgt

µ̃(A) ≥ µ̃(A ∩ S) + µ̃(A ∩ Sc) .

Da A beliebig war, gilt wegen Lemma 1.67 auch S ∈ Rµ̃.

Wir zeigen nun, daß µ̃ aufRµ̃ auch σ-additiv ist. Sei (Si)i∈N eine abzählbare Familie paar-

weise disjunkter Elemente aus Rµ̃. Wir setzen in (2) A = S und erhalten für jedes i, daß

µ̃(S) ≥ µ̃(Ti). Damit gilt µ̃(S) ≥ limi→∞ µ̃(Ti) =
∑

i∈N µ̃(Si). Wegen der σ-Subadditivität

haben wir auch die Ungleichung in der anderen Richtung. Also µ̃(S) =
∑

i∈N µ̃(Si). ✷

Satz 1.69. Sei (Ω, R, µ) ein σ-additiver Prämaßraum. Dann besitzt µ eine Ausdehnung zu

einem Maß auf Rσ := Rσ(R). Ist (Ω, R, µ) zusätzlich σ-endlich, dann ist diese Ausdehnung

eindeutig.

Proof. Die Eindeutigkeit der Ausdehnung unter der Voraussetzung der σ-Endlichkeit hat-

ten wir schon in Satz 1.60 gesehen.

Sei µ̃ die äußere Erweiterung von µ. Für die Existenzaussage müssen wir wegen Lemma

1.65 nur zeigen, daß Rσ ⊆ Rµ̃ gilt.

Dazu müssen wir nur R ⊆ Rµ̃ nachprüfen. Sei S ∈ R und A ∈ P(Ω). Sei (Fi)i∈N eine

abzählbare Familie aus R mit A ⊆ ⋃i∈N Fi. Dann gilt

∑

i

µ(Fi) =
∑

i

µ(Fi ∩ S) +
∑

i

µ(Fi ∩ Sc) .

Wir bilden das Infimum über alle Wahlen der Familie (Fi)i∈N. Die linke Seite ergibt µ̃(A),

während die Summen auf der rechten Seite von unten durch µ̃(A ∩ S) und µ̃(A ∪ Sc)

abgeschätzt werden. Also gilt µ̃(A) ≥ µ̃(A ∩ S) + µ̃(A ∩ Sc). Da A beliebig war, folgt

S ∈ Rµ̃ aus Lemma 1.67. ✷
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Ein Approximationssatz Sei (Ω, R, µ) ein σ-endlicher, σ-additiver Prämaßraum. Dann

haben wir eine eindeutige Ausdehnung (Ω, R̄, µ) zu einem Maßraum, wobei Rσ = Rσ(R).

Die Elemente von Rσ sind in der Regel unhandlich. Deshalb ist es wichtig zu wissen, daß

man sie dem Maße nach durch Elemente aus R approximieren kann.

Satz 1.70. Ist E ∈ Rσ und gilt µ(E) <∞, dann existiert für jedes ǫ > 0 ein F ∈ R mit

µ(E △ F ) < ǫ.

Proof. Sei µ̃ die äußere Erweiterung von µ. Da Rσ ⊆ Rµ̃ ist, gilt

µ(E) = µ̃(E) = inf
∞
∑

i=1

µ(Ti) ,

wobei das Infimum über alle Familien (Ti)i∈N (welche o.B.d.A als paarweise disjunkt an-

genommen werden können) mit E ⊆ ⋃

i∈N Ti genommen wird. Wir wählen eine solche

Familie derart, daß

µ(E) ≥
∞
∑

i=1

µ(Ti)− ǫ .

Wir wählen n so groß, daß
∑∞

i=n+1 µ(Ti) < ǫ und setzen F :=
⋃n

i=1 Ti ∈ R. Dann gilt

E \ F ⊆ ⋃∞
i=n Ti und F \ E ⊆ ⋃

i∈N Ti \ E. Damit ist µ(E \ F ) ≤ ǫ, µ(F \ E) ≤ ǫ und

deshalb µ(E △ F ) < ǫ. ✷

Das Lebesguemaß auf Rn In 1.1.3 hatten wir den (dyadischen) Lebesgueprämaßraum

(Rn, Dn, µn) konstruiert. In Lemma 1.48 hatten wir gesehen, daß µn auch σ-additiv ist.

Schließlich hatten wir in 1.32 eingesehen, daß Rσ(Dn) mit der Borelschen σ-Algebra B
auf Rn übereinstimmt. Sei µ̃n die äußere Erweiterung von µn und (Rn, Rµ̃n , µ̃n) der nach

1.68 konstruierte Maßraum. Dann gilt B ⊂ Rµ̃n und µ̃n
|B ist die nach Satz 1.60 eindeutige

Fortsetzung von µn auf B.

Um das Symbol µ in Zukunft für andere Maße auf dem Rn zur Verfügung zu haben,

werden wir ab jetzt das Lebesguesche Maß mit |.| bezeichnen.

Definition 1.71. Der Maßraum (Rn, R|.|, |.|) heißt Lebesgue Maßraum.

Die folgenden Eigenschaften des Lebesguemaßes mögen offensichtlich erscheinen, erfor-

dern jedoch im Beweis einige Anstrengungen. Wir betrachten zuerst den eindimensionalen

Fall.
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Satz 1.72. 1. Für ein beschränktes Intervall [a, b) ⊂ R gilt |[a, b)| = b− a.

2. Für eine abzählbare Teilmenge A ⊂ R gilt |A| = 0.

3. Für x ∈ R und A ∈ R|.| gilt x+A ∈ R|.|, |a+A| = |A| und xA ∈ R|.|, |xA| = |x||A|.

Proof. 1. Für Intervalle in D1 folgt dies direkt aus der Definition des Lebesgueschen

Prämaßes. Sei jetzt a, b allgemein. Für ǫ > 0 wählen wir k ∈ N derart, daß 2−k+1 < ǫ.

Weiter wählen wir p, q ∈ Z derart, daß p
2k
< a ≤ p+1

2k
und q

2k
≤ b < q+1

2k
. Dann gilt

[
p+ 1

2k
,
q

2k
) ⊆ [a, b) ⊆ [

p

2k
,
q + 1

2k
) .

Wegen der Monotonie des Maßes gilt

|b− a− |[a, b)]|| ≤ ǫ .

Da ǫ > 0 beliebig war, gilt die gewünschte Gleichung.

2. Sei zunächst A = {x} für x ∈ R. Dann gilt wegen der Monotonie des Maßes |{x}| ≤
|[x − ǫ, x + ǫ)| = 2ǫ für alle ǫ > 0. Folglich ist |{x}| = 0. Wegen der σ-Additivität

gilt damit |A| = 0 für alle abzählbaren Teilmengen A ⊆ R.

3. Es ist klar, daß add−x stetig und damit meßbar auf (R,B) wirkt. Ist A = [a, b),

dann gilt add
−1
−x(A) = [a + x, b + x) und offensichtlich (add−x)∗|A| = |A|. Damit

stimmen (add−x)∗|.| und |.| auf der von allen Intervallen erzeugten Algebra überein.

Die Eindeutigkeit der Ausdehnung zeigt, daß (add−x)∗|.| = |.| auf B gilt. Damit

stimmen auch die äußeren Erweiterungen von (add−x)∗|.| und |.| auf P(R) überein.

Schließlich gilt add
−1
−x(R|.|) = R|.| (d.h. add−x ist meßbar auf (R, R|.|)) und es gilt

(add−x)∗|.| = |.|.

Analog argumentiert man mit multx−1 für x > 0. Dabei ist (multx−1)∗|.| = x|.|. Der

Fall x = 0 ist trivial.

✷

Den höherdimensionalen Fall dieser Eigenschaften werden wir mit Hilfe der Integrati-

onstheorie auf Eigenschaften des Riemannintegrals zurückführen und später studieren.

Wir zeigen nun, daß es nicht Lebesgue-meßbare Mengen gibt.
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Satz 1.73. Wir betrachten (R, R|.|, |.|). Es gilt R|.| 6= P(R).

Proof. Auf A := [−1/2, 1/2] betrachten wir die Relation : x ∼ y, falls x−y ∈ Q. Diese ist

eine Äquivalenzrelation. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung f : A/ ∼→ A

derart, daß f([x]) ∈ [x]. Wir betrachten nun K := f(A/ ∼) ⊂ A. Wir werden zeigen, daß

K 6∈ R|.|.

Wir nehmen das Gegenteil an. Sei d := |K|. Sei B := [−1, 1]∩Q. Für s, r ∈ B mit r 6= s

gilt addr(K) ∩ adds(K) = ∅ und |addr(K)| = d. Weiterhin gilt A ⊆ ⋃r∈B addr(K). Da B

abzählbar und |A| = 1 ist, muß d > 0 gelten. Andererseits ist
⋃

r∈B addr(K) ⊆ [−3/2, 3/2].

Also gilt
∑

r∈B d ≤ 3, woraus d = 0 folgt, da ♯B = ∞. Das ist ein Widerspruch. ✷

Cantormengen Sei λ ∈ (0, 1
2
). Für ein Interval [a, b] setzen wir Pλ([a, b]) := [a, a+λ(b−

a)] ∪ [b − λ(b − a), b]. Ist U =
⋃

i[ai, bi] ⊂ R eine disjunkte Vereinigung abgeschlossener

Intervalle, dann ist Pλ(U) :=
⋃

i P ([ai, bi]). Dies ist wieder eine disjunkte Vereinigung

abgeschlossener Intervalle. Wir erhalten eine absteigende Folge

· · · ⊂ P n+1
λ (U) ⊂ P n

λ (U) ⊂ · · · ⊂ Pλ(U) ⊂ U

und definieren

Cλ(U) :=
⋂

n∈N

P n
λ (U) .

1. Die Menge Cλ(U) ⊂ R is abgeschlossen.

2. Die Menge Cλ(U) hat keine inneren Punkte.

3. multλ−1 : Cλ([0, 1]) ∩ [0, λ] → Cλ([0, 1]) ist ein Homöomorphismus. Es gilt

Cλ = multλ−1(Cλ([0, 1]) ∩ [0, λ]) ∪ (1− λ) + multλ−1(Cλ([0, 1]) ∩ [0, λ]) ,

d.h Cλ ist selbstähnlich.

4. Es gilt

|Cλ([0, 1])| = 1− (1− 2λ)

∞
∑

n=0

2nλn = 1− 1− 2λ

1− 2λ
= 0
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Das Haarmaß auf Zp Das Haarsche Maß auf (Zp, Rµ) ist das Maß µ, welches man durch

die Ausdehnung des Haarschen Prämaßes (siehe 1.1.3) erhält. In der Regel betrachtet man

den Maßraum (Zp,B, µ), wobei jetzt µ die nach Lemma 1.60 eindeutige und nach Satz

1.69 existierende Ausdehnung des Haarschen Prämaßes bezeichnet.

Lemma 1.74. Für λ ∈ Zp ist addλ meßbar und es gilt (addλ)∗µ = µ.

Proof. Seien pn : Zp → Z/pnZ die Projektionen für n ≥ 0. Die Abbildungen addλ und

multλ werden durch Familien verträglicher Abbildungen (addpn(λ))n∈N0 und (multpn(λ))n∈N0

auf dem System (Z/pnZ)n∈N0 induziert und sind damit stetig. Folglich sind sie meßbar

bezüglich der Borelschen σ-Algebra.

Sei W ⊆ Z/pnZ und A := p−1
n (W ). Dann gilt wegen der Invarianz des Zählmaßes auf

Z/pnZ unter Bijektionen

µ((addλ)
−1A) = µ(add−λ(A)) = µ(p−1

n (add−pn(λ)W )) = µ(p−1
n (W )) = µ(A) .

Folglich gilt (addλ)∗µ = µ auf der erzeugenden Algebra. Wegen der Eindeutigkeit der

Ausdehnung des Prämaßes gilt diese Gleichung auf B. ✷

Wir betrachten Z ⊂ Zp vermöge der Abbildung m 7→ ([m] mod pn)n∈N0.

Lemma 1.75. Für jeden Punkt x ∈ Zp gilt µ({x}) = 0. Insbesondere gilt µ(A) = 0 für

jede abzählbare Teilmenge A ⊂ Zp, z.B. µ(Z) = 0.

Proof. Die Topologie auf Zp ist Hausdorff. Damit sind einpunktige Mengen abgeschlossen

und meßbar. Wenn µ({x}) 6= 0, dann wäre µ({y}) = µ({x}) für jeden Punkt y ∈ Zp und

damit µ(Zp) = ∞, da Zp unendlich viele Elemente hat. Es gilt aber µ(Zp) = 1. ✷

Wir sehen insbesondere, daß Zp nicht abzählbar sein kann.

Das Maß auf dem Schiftraum Wendet man die Ausdehnungskonstruktion 1.69 auf

das oben konstruierte Prämaß auf dem Schiftraum über der Zustandsmenge A an (siehe

1.1.3), so erhält man einen Maßraum auf (AN,B, µ) wobei jetzt B die von den Zylinder-

mengen erzeugte σ-Algebra (die Borelsche σ-Algebra der Produkttopologie) und µ die

Ausdehnung des Prämaßes bezeichnet. Beachte, daß µ von der Wahl von p : A → [0, 1]

mit
∑

a∈A p(a) = 1 abhängt.
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Lemma 1.76. Sei T : AN → AN die Verschiebung T ((ai)i∈N) := (ai+1)i∈N. Dann ist T

meßbar und maßerhaltend.

Proof. Die Meßbarkeit von T hatten wir schon in 1.34 eingesehen. Sei qn : AN → An die

Projektion auf die ersten n Glieder. Sei W := q−1
n (a1, . . . , an). Dann gilt

T−1(W ) =
⋃

a∈A

q−1
n+1(a, a1, . . . , an) .

und damit

µ(T−1(W )) =
∑

a∈A

p(a)

n
∏

i=1

p(ai) =

n
∏

i=1

p(ai) = µ(W ) .

✷

Lemma 1.77. Sei B ⊆ A eine Teilmenge. Dann ist BN ⊆ AN meßbar. Wenn
∑

b∈B p(b) <

1 gilt, dann ist µ(BN) = 0.

Proof. Sei qn : AN → An die Projektion auf die ersten n Folgenglieder und Bn := q−1
n (Bn).

Dann gilt B =
⋂

n∈NBn. Damit kann BN als abzählbarer Durchschnitt von Zylindermen-

gen geschrieben werden und ist meßbar.

Sei d :=
∑

b∈B p(b). Dann ist µ(Bn) = dn. Wenn d < 1 ist, dann gilt µ(B) = 0. ✷

Der Schiftraum liefert ein besonders einfaches Beispiel für ein ergodisches dynamisches

System. Unter einem dynamischen System verstehen wir hier einen Wahrscheinlich-

keitsraum (Ω, R, µ) mit einer maßerhaltenden meßbaren Selbstabbildung T : Ω → Ω.

Das System heißt ergodisch, wenn für jede Teilmenge W ∈ R mit T−1(W ) = W gilt

µ(W ) ∈ {0, 1}. Für mehr Information siehe etwa [Wal82].

Satz 1.78. Der Schiftraum (AN,B, µ) mit dem Schift T ist ein ergodisches dynamisches

System.

Proof. Sei V ∈ B und gelte T−1(V ) = V . Wir müssen zeigen, daß dann µ(V ) ∈ {0, 1}
gilt.
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Sei R die Algebra der Zylindermengen so daß B = Rσ(R). Sei ǫ > 0 gegeben. Wir

finden nach Satz 1.70 ein A ∈ R mit µ(V △ A) ≤ ǫ. Dann gilt auch |µ(W )− µ(A)| ≤ ǫ.

Sei A = q−1
k (U) für ein geeignetes U ⊆ Ak und k ∈ N. Dann ist B := T−k−1(A) =

q−1
2k+1(×k+1

i=1A× U). Insbesondere gilt µ(A ∩ B) = µ(A)2. Es gilt auch

µ(V △ B) = µ(T−k−1(V ) △ T−k−1(A)) = µ(V △ A) ≤ ǫ .

Wegen V △ (A ∩B) ⊆ V △ A ∪ V △ B gilt µ(V △ (A ∩ B)) ≤ 2ǫ. Wir rechnen nun

|µ(V )− µ(V )2| ≤ |µ(V )− µ(A ∩ B)|+ |µ(A ∩ B)− µ(V )2|
≤ 2ǫ+ |µ(A)2 − µ(V )2|
≤ 2ǫ+ µ(A)|µ(A)− µ(V )|+ µ(V )|µ(A)− µ(V )|
≤ 4ǫ .

Da ǫ > 0 beliebig war, gilt µ(V ) = µ(V )2, also µ(V ) ∈ {0, 1}. Die Behauptung folgt aus

µ(V ) = µ(W ).

✷

Folgerung 1.79. Sei (Ω, R, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer ergodischen Trans-

formation T . Dann gilt für jedes W ∈ R mit T (W ) = W auch µ(W ) ∈ {0, 1}.

Proof. Sei W ∈ R und gelte T (W ) = W . Wir müssen zeigen, daß dann Es gilt W ⊆
T−1(T (W )) = T−1(W ) und allgemeiner T−n(W ) ⊆ T−n(T−1(W )) = T−n−1(W ). Daraus

folgt

µ(W ) = µ(T−n(W )) ≤ µ(T−n−1(W )) = µ(W ) .

Also gilt µ(T k(W )) = µ(W ) für alle k ∈ Z. Wir setzen V :=
⋃

n∈Z T
−n(W ) ∈ R. Dann

gilt µ(V ) = µ(W ) und T−1(V ) = V . Aus der Ergodizitätsannahme folgt µ(V ) ∈ {0, 1}
und daraus die Behauptung. ✷

Nullmengen und Vervollständigung Der Unterschied zwischen (Rn,B, |.||B) und

(Rn, R|.|, |.|) ist relativ unwesentlich und wird durch den Begriff der Vervollständigung

geklärt.
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Definition 1.80. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum. Ein Element A ∈ R heißt Nullmenge,

wenn µ(A) = 0 gilt.

Definition 1.81. Ein Maßraum (Ω, R, µ) heißt vollständig, falls für jede Menge A ∈
P(Ω) mit A ⊆ ⋃iNi für eine abzählbare Familie von Nullmengen auch A ∈ R gilt.

Lemma 1.82. Der zu einem äußeren Maß µ̃ auf Ω entsprechend 1.68 assoziierte Maß-

raum ist vollständig.

Proof. Zuerst beobachten wir, daß Rµ̃ alle µ̃-Nullmengen enthält. In der Tat ist µ̃(S) = 0,

dann gilt für alle A ∈ P(Ω) wegen der Monotonie von µ̃

µ̃(A ∩ S) + µ̃(A ∩ Sc) = µ̃(A ∩ Sc) ≤ µ̃(A)

und folglich S ∈ Rµ̃ nach Lemma 1.67.

Sei A ⊆ Ω so daß A ⊆ ⋃iNi für eine abzählbare Familie von Nullmengen (Ni)i∈N. Aus

Monotonie und σ-Subadditivität folgt µ̃(A) ≤∑i µ̃(Ni) = 0. Damit gilt aber A ∈ Rµ̃. ✷

In der Regel muß ein Maßraum (Ω, R, µ) nicht vollständig sein. Mit der folgenden Kon-

struktion kann man ihn vervollständigen.

Wir definieren R̄µ als die Menge derjenigen A ∈ P(Ω), für welche ein F ∈ R und eine

abzählbare Familie (Ni)i∈N von Nullmengen existiert, so daß A △ F ⊆ ⋃

i∈NNi. Hierbei

ist A △ F := A ∩ F c ∪ F ∩ Ac die symmetrische Differenz von A und F . Wir definieren

ferner µ̄(A) := µ(F ).

Lemma 1.83. 1. Die Abbildung µ̄ : R̄µ → [0,∞] ist wohldefiniert.

2. (Ω, R̄µ, µ̄) ist ein vollständiger Maßraum.

Proof. Sei A ∈ P(Ω) und F,G ∈ R derart, daß A △ F ⊆ ⋃i∈NNi und A △ G ⊆ ⋃i∈NMi

für Familien von Nullmengen (Ni)i∈N und (Mi)i∈N in R. Dann gilt F ⊆ G∪⋃i∈N(Ni∪Mi)

und G ⊆ F ∪⋃i∈N(Ni ∪Mi). Daraus folgt µ(F ) = µ(G).

Wir zeigen weiter, daß R̄ eine σ-Algebra ist.

1. Mit A ∈ R gilt Ac ∈ R. In der Tat gilt Ac
△ F c = A △ F .
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2. Ist A =
⋃

n∈NAn und An △ Fn =
⋃

i∈NNn,i für Familien von Nullmengen (Nn,i)i∈N,

n = 1, . . . . Dann gilt

⋃

n∈N

An △

⋃

n∈N

Fn ⊆
⋃

n∈N

An △ Fn ⊆
⋃

n,i∈N

Nn,i . (4)

Folglich ist R̄ abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen.

Wir zeigen nun, daß µ̄ auch σ-additiv ist. Sei A =
⋃

n∈NAn ein Darstellung von A als

eine disjunkte Vereinigung. Für jedes n ∈ N sei Fn ∈ R derart, daß An △ Fn ⊆ ⋃i∈NNn,i

für eine geeignete Familie von Nullmengen (Nn,i)i∈N. Wir setzen F ′
n := Fn\

⋃

i∈NNn,i ⊆ An.

Dann gilt

An △ F ′
n ⊆

⋃

i∈N

Nn,i , F ′
n ∈ R .

Es gilt wegen (4)

∑

n∈N

µ̄(An) =
∑

n∈N

µ(F ′
n) = µ(

⋃

n∈N

Fn) = µ̄(
⋃

n∈N

An) .

Definition 1.84. Die Vervollständigung eines Maßraumes (Ω, R, µ) ist der Maßraum

(Ω, R̄µ, µ̄).

Aufgabe 1.2. Zeige : Der Lebeguesche Maßraum (Rn, R|.|, |.|) ist die Vervollständigung

von (Rn,B, |.||B).

1.1.11 Verteilungsfunktionen

Wir betrachten ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (R,B).

Definition 1.85. Die Funktion

Fµ : R → [0, 1] , Fµ(x) := µ((−∞, x))

heißt Verteilungsfunktion von µ.

Satz 1.86. Eine Funktion F : R → [0, 1] ist genau dann Verteilungsfunktion eines Wahr-

scheinlichkeitsmaßes auf (R,B), wenn

1. F linkseitig stetig ist,

2. F monoton wachsend ist,
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3. limx→−∞ F (x) = 0 und limx→∞ F (x) = 1 gilt.

Das Maß µ ist durch seine Verteilungsfunktion eindeutig bestimmt.

Proof. Es ist einfach zu sehen, daß die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes

auf R diese Eigenschaften hat.

Sei F mit den angegebenen Eigenschaften gegeben. Wir betrachten die dyadischen Par-

titionen Dr := D1
r , r ∈ N, aus 1.1.3. Wir definieren µr : Dr → [0, 1] durch µr([a, b)) :=

F (b)−F (a) für [a, b) ∈ Dr, µ((−∞,−2r) = F (−2r) und µ([2r,∞)) = 1−F (2r). Wir erhal-

ten damit ein Prämaß auf R(Dr). Es gilt (µr+1)|R(Dr) = µr. Sei µ das von der Folge (µr) in-

duzierte Prämaß auf R :=
⋃

r∈NR(Dr). Wir zeigen nun, daß µ ein σ-additives Prämaß ist.

Sei (An)n∈N eine absteigende Folge in Rmit
⋂

n∈NAn = ∅. Sind alle An unbeschränkt, dann

gibt es eine Folge (rn) in N mit limn→∞ rn = ∞ derart, daß An ⊆ (−∞,−2−rn) ∪ [2r,∞)

gilt. Damit gilt µ(An) ≤ F (−2rn)+1−F (2rn) und wegen limn→∞ F (−2rn)+1−F (2rn) = 0

auch limn→∞ µ(An) = 0. Andernfalls können wir annehmen, daß alle An beschränkt sind.

Wir nehmen an, daß limi→∞ µ(Ai) = α > 0 gilt und konstruieren einen Widerspruch.

Ein Element in R(Dk) ist eine endliche Vereinigung von dyadischen Intervallen der Form

I = [ p
2k
, p+1

2k
). Für ein solches Intervall und r > k definieren wir

or(I) := [
p

2k
,
p+ 1

2k
− 1

2r
) .

Dann gilt or(I) ∈ R, or(I) ⊂ I und µ(I) − µ(or(I)) = F (p+1
2k

) − F (p+1
2k

− 1
2r
). Da F

linksseitig stetig ist, kann man µ(I)−µ(or(I)) durch genügend große Wahl von r beliebig

klein machen.

Wir stellen Ak als Vereinigung von c dyadischen Intervallen I1, . . . , Ic dar und bilden

A′
k ⊂ Ak durch Ersetzen dieser Intervalle Ij durch or(Ij), wobei wir r so groß wählen,

daß µ(Ak \ A′
k) < α2−k−1 gilt. Dann ist A′ ∈ R und Ā′ ⊂ A. Wir definieren nun B′

k :=
⋂k

i=1A
′
k ∈ D. Dann gilt B̄k ⊂ Ak,

Ak \Bk ⊆
k
⋃

i=1

Ak \ A′
i ⊆

k
⋃

i=1

Ai \ A′
i

und damit

µ(Bk) ≥ µ(Ak)−
k
∑

i=1

µ(Ai \ A′
i) ≥ µ(Ak)−

k
∑

i=1

α2−i−1 ≥ α(1− 1

2
) =

α

2
.
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Insbesondere ist B̄k 6= ∅. Nun ist (B̄k)
∞
k=1 eine absteigende Familie nichtleerer abgeschlos-

sener Teilmengen von R. Wegen der Vollständigkeit (Intervallschachtelungsaxiom) von R

ist der Durchschnitt der B̄k nicht leer. Es folgt

∅ =

∞
⋂

i=k

Ak ⊇
∞
⋂

i=k

B̄k 6= ∅

und dies ist der gewünschte Widerspruch.

Das σ-additive Wahrscheinlichkeitsprämaß µ auf (R, R) hat nach Satz 1.69 eine eindeu-

tige Ausdehnung zu einem Maß auf (R,B), welches wir auch mit µ bezeichnen werden.

Wir zeigen nun, daß F = Fµ gilt. Es gilt nach Konstruktion F (pr
2r
) = Fµ(

pr
2r
) für alle

r ∈ N und p ∈ Z. Sei x ∈ R. Für jedes r ∈ N wählen wir pr ∈ Z derart, daß pr
2r
< x ≤ pr+1

2r
.

Die Folge (pr
2r
)r∈N konvergiert von unten gegen x. Damit gilt

F (x) = lim
r→∞

F (
pr
2r
) = lim

r→∞
Fµ(

pr
2r
) = Fµ(x) .

✷

1.2 Das Integration

1.2.1 Das Integral positiver Funktionen

Integration einfacher Funktionen Wir fixieren einen Maßraum (Ω, R, µ).

Definition 1.87. Eine Funktion f : Ω → R heißt einfach, wenn sie meßbar ist und

höchstens endlich viele Werte annimmt.

Mit E(Ω) bezeichnen wir die Menge der einfachen Funktionen auf Ω. Offensichtlich ist

E(Ω) ein R-Vektorraum.

Sei f ∈ E(Ω). Dann definieren wir die Familie Ar := f−1({r}) ⊆ Ω, r ∈ R. Diese Mengen

sind meßbar und für fast alle r ∈ R (also bis auf endlich viele) leer. Die Darstellung

f =
∑

r∈R

rχAr
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als Linearkombination der charakteristischen Funktionen der Mengen Ar heißt die kano-

nische Darstellung von f .

Sei

E(Ω)≥ := {f ∈ E(Ω) | f ≥ 0}

die Teilmenge der nicht-negativen einfachen Funktionen. Diese Teilmenge ist abgeschlossen

unter der Addition und der Multiplikation mit nicht-negativen reellen Zahlen.

Definition 1.88. Wir definieren das Integral

∫ ′

. . . dµ : E(Ω)≥ → [0,∞]

durch
∫ ′

fdµ =
∑

r∈R

rµ(f−1({r}) .

In Termen der kanonischen Darstellung gilt also
∫ ′

fdµ =
∑

r∈R

rµ(Ar) .

Die Menge E(Ω) ist halbgeordnet durch f ≤ g genau dann, wenn f(x) ≤ g(x) für alle

x ∈ Ω gilt.

Lemma 1.89. Das Integral ist eine monotone, positiv homogene und additive Abbildung.

Proof. Wir zeigen zuerst die Homogenität. Wenn f =
∑

r∈R rχAr die kanonische Dar-

stellung von f ist, dann ist für R ∋ λ > 0 die kanonische Darstellung von λf durch

λf =
∑

r∈R λrχAr gegeben. Es gilt

∫ ′

λfdµ =
∑

r∈R

λrµ(Ar) = λ
∑

r∈R

rµ(Ar) = λ

∫ ′

λfdµ .

Der Fall λ = 0 ist Übungsaufgabe. Seien nun f, g ∈ E(Ω)≥ und f =
∑

r∈R rχAr , g =
∑

r∈R rχBr die kanonischen Darstellungen. Dann ist

f + g =
∑

p∈R

pχ⋃
s∈R

Ap−s∩Bs
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die kanonische Darstellung von f + g. Die Familien (Ar)r∈R, (Bs)s∈R, (Ar ∩ Bs)s,r∈R sind

jeweils paarweise disjunkt. Folglich gilt
∫ ′

(f + g)dµ =
∑

p∈R

pµ(
⋃

s∈R

Ap−s ∩Bs)

=
∑

p∈R

p
∑

s∈R

µ(Ap−s ∩ Bs)

=
∑

r∈R

(r + s)
∑

s∈R

µ(Ar ∩ Bs)

=
∑

r∈R

r
∑

s∈R

µ(Ar ∩Bs) +
∑

s∈R

s
∑

r∈R

µ(Ar ∩Bs)

=
∑

r∈R

rµ(Ar ∩ ∪s∈RBs) +
∑

s∈R

sµ(∪r∈RAr ∩ Bs)

=
∑

r∈R

rµ(Ar) +
∑

s∈R

sµ(Bs)

=

∫ ′

fdµ+

∫ ′

gdµ .

Ist f ≥ g, dann ist f − g ∈ E(Ω)≥ und damit
∫ ′
(f − g)dµ ≥ 0. Es gilt also

∫ ′

fdµ ≥
∫ ′

gdµ .

✷

Unteres Integral Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum. Sei A ⊆ Ω und f : Ω → [0,∞]

Definition 1.90. Wir definieren das untere Integral von f bezüglich µ durch

∫

A

fdµ = sup
φ∈E(Ω)≥,φ≤fχA

∫ ′

φdµ .

Wenn A = Ω, dann schreiben wir
∫

fdµ :=

∫

Ω

fdµ .

Lemma 1.91. Seien f, g : Ω → [0,∞] und A,B ⊆ Ω. .

1. Für φ ∈ E(Ω)≥ und A ∈ R gilt
∫

A
φdµ =

∫ ′
φχAdµ.
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2. Wenn µ(A) = 0, so gilt
∫

A
fdµ = 0.

3. Wenn {f > 0} eine Nullmenge ist, so gilt
∫

Ω
fdµ = 0.

4. Wenn f ≤ g, so gilt
∫

A
fdµ ≤

∫

A
gdµ.

5. Für r ≥ 0 gilt
∫

A
rfdµ = r

∫

A
fdµ.

6. Wenn A ⊆ B, so gilt
∫

A
fdµ ≤

∫

B
fdµ.

Proof. 1. Wegen der Monotonie von
∫ ′
. . . dµ wird das Supremum von φχA ∈ E(Ω)≥

realisiert.

2. Wenn φ ∈ E(Ω)≥ mit φ ≤ fχA und φ =
∑

r∈R rχAr eine kanonische Darstellung von

φ ist, dann ist Ar = ∅ für r < 0 und Ar ⊆ A für r > 0. Folglich gilt µ(Ar) = 0 für

alle 0 6= r ∈ R und
∫ ′
φdµ = 0.

3. Sei B := {f > 0}. Dann gilt fχA = fχB∩A und damit
∫

A
fdµ =

∫

A∩B
fdµ = 0 nach

2., da µ(A ∩B) = 0.

4. Wenn f ≤ g, dann ist fχA ≤ gχA. Folglich gilt {φ ∈ E(Ω)≥|φ ≤ fχA} ⊆ {φ ∈
E(Ω)≥|φ ≤ gχA}, woraus die Behauptung folgt.

5. Für r > 0 gilt {φ ∈ E(Ω)≥|φ ≤ rfχA} = r−1{φ ∈ E(Ω)≥|φ ≤ fχA}. Daraus folgt

die Behauptung.

6. Es gilt {φ ∈ E(Ω)≥|φ ≤ fχA} ⊂ {φ ∈ E(Ω)≥|φ ≤ fχB}, woraus die Behauptung

folgt.

✷

Beachte, daß das Integral im allgemeinen nicht additiv ist. Für ein Beispiel betrachten wir

den folgenden Maßraum : Ω := {x, y}, R := {∅,Ω}, µ = δx. Sei f := χ{x} und g := χ{y}.

Es gilt
∫

Ω
fdµ =

∫

Ω
gdµ = 0, aber auch

∫

Ω
(f + g)dµ = 1.

Der Grund ist, daß f und g nicht meßbar sind. So ist zum Beispiel f−1({1}) = {x} 6∈ R.

Der meßbare Raum R̄ und arithmetische Operationen Zur Definition der Re-

chenoperationen machen wir die Konventionen ∞−∞ := 0, −∞ +∞ := 0 und 0∞ :=

0 , 0−1 := ∞.
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Wir betrachten nun R̄2 := R̄ × R̄. Da die Topologie von R̄ eine abzählbare Basis hat,

stimmt nach Lemma 1.37 die Borelsche Struktur auf R̄2 mit dem Produkt der Borelschen

Strukturen auf R̄ überein.

Lemma 1.92. Die folgenden Abbildungen R̄2 → R̄ sind meßbar.

1. (x, y) 7→ x+ y,

2. (x, y) 7→ xy,

3. (x, y) 7→ max(x, y),

4. (x, y) 7→ min(x, y),

Weiter sind die Abbildungen R̄ → R̄

1. x 7→ x−1

2. x 7→ |x|

3. x 7→ xr für r ≥ 0

meßbar.

Proof. In allen Fällen gibt es eine Partition des Definitionsbereiches der entsprechenden

Abbildung in Teilmengen, auf welchen diese stetig und damit meßbar sind. ✷

Meßbare Funktionen

Definition 1.93. Mit L(Ω, R) bezeichnen wir die Menge der meßbaren Abbildungen von

Ω nach R̄.

Um die Meßbarkeit von f : Ω → R̄ zu prüfen, reicht es aus zu zeigen, daß {f > a} ∈ R

für alle a ∈ R gilt.

Die Operationen für Funktionen werden punktweise definiert.

Satz 1.94. 1. Für f, g ∈ L(Ω, R) gilt f + g ∈ L(Ω, R).
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2. Für f, g ∈ L(Ω, R) gilt fg ∈ L(Ω, R).

3. Für f ∈ L(Ω, R) gilt 1
f
∈ L(Ω, R).

4. Für f ∈ L(Ω, R) mit f ≥ 0 und für r ≥ 0 gilt f r ∈ L(Ω, R).

5. Für eine endliche oder durch N indizierte Familie (fi)i aus L(Ω, R) gilt

sup
j
fj , inf

j
fj, lim inf

j
fj, lim sup

j
fj ∈ L(Ω, R) .

Wenn limj fj =: f (punktweise) existiert, dann ist f ∈ L(Ω, R).

6. Es gilt für f, g ∈ L(Ω, R) auch f ∧ g, f ∨ g, |f |, fg ∈ L(Ω, R).

Proof. Sind f1, f2 ∈ L(Ω, R), dann ist (f1, f2) : Ω → R̄2 meßbar, da pi ◦ (f1, f2) = fi

meßbar ist für i = 1, 2. Nun benutzt man, daß die Komposition meßbarere Abbildungen

meßbar ist.

Die Aussagen über die Grenzwerte hatten wir schon in 1.39, 1.40 und 1.41 eingesehen. ✷

1.2.2 Sätze über Approximation meßbarer Funktionen

Wir betrachten einen meßbaren Raum (Ω, R).

Lemma 1.95. 1. Ist f ∈ L(Ω, R) beschränkt, so existiert eine Folge (φi) einfacher

Funktionen, welche gleichmäßig gegen f konvergiert.

2. Eine Funktion f : Ω → R̄ ist genau dann meßbar, wenn es eine Folge einfacher

Funktionen (φi) gibt, welche punktweise gegen f konvergiert.

3. Sei f ∈ L(Ω, R) nichtnegativ. Dann existiert eine monotone Folge einfacher Funk-

tionen (φi) mit limi φi = f .

Proof. Zu 1.: Für i ∈ Z und n ∈ N sei Ii(n) := [ i
2n
, i+1

2n
) ⊂ R. Wir setzen φn :=

∑

i∈Z
i
2n
χf−1(Ii(n)). Da f meßbar und beschränkt ist, ist diese Summe endlich und defi-

niert eine einfache Funktion. Es gilt supΩ |f − φn| ≤ 2−n.
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Zu 2.: Ist f punktweiser Grenzwert einer Folge meßbarer Funktionen, dann ist f meßbar,

wie in 1.41 schon gezeigt wurde. Sei jetzt umgekehrt f ∈ L(Ω, R) gegeben. Wir definieren

fn := fχ{|f |≤n} + n(χ{f=∞} − χ{f=−∞}) Die Folge (fn) von beschränkten Funktionen

konvergiert punktweise gegen f . Wir finden nach 1. Folgen einfacher Funktionen (φ(n)i)

für n ∈ N, welche gleichmäßig gegen fn konvergieren so daß supΩ |fn − φ(n)i| ≤ 2−i. Die

Folge (φ(n)n) konvergiert dann punktweise gegen f .

Zu 3.: Wir setzen

φi :=

4i−1
∑

j=0

j

2i
χf−1([ j

2i
, j+1

2i
)) + 2iχf−1([2i,∞]) .

Für x ∈ Ω gilt f(x) ≥ φi+1(x) ≥ φi(x) ≥ f(x) − 2−i falls f(x) < 2i. Wenn f(x) ≥ 2i, so

gilt f(x) ≥ φi+1(x) ≥ φi(x) = 2i. ✷

Fast überall... Sei jetzt (Ω, R, µ) ein vollständiger Maßraum.

Definition 1.96. Sei P : Ω → {w, f} (wahr und falsch) eine Eigenschaft der Punkte

von Ω. Wir sagen, daß fast alle (bez. µ) Punkte die Eigenschaft P haben, wenn µ({P =

f}) = 0.

Es folgen konkrete Beispiele für diese Begriffsbildung.

Definition 1.97. 1. Zwei Funktionen f, g auf Ω stimmen fast überall (bez. µ)

überein, falls fast alle Punkte x ∈ Ω die Eigenschaft f(x) = g(x) haben, also

µ({f 6= g}) = 0 gilt. Wir schreiben diese Relation als f =µ g.

2. Sei X ein topologischer Raum. Eine Folge von Abbildungen (fi), fi : Ω → X kon-

vergiert fast überall (bez. µ) gegen f : Ω → X, falls fast alle Punkte x ∈ Ω die

Eigenschaft limi fi(x) = f(x) haben. Wir schreiben diese Relation als fi →µ f .

Als Extremfall betrachten wir den Maßraum (Ω,P(Ω), δx) mit dem Dirac-Maß δx. Ein

Folge von Funktionen (fi)i∈N konvergiert fast überall gegen f , falls limi∈N fi(x) = f(x)

gilt. Das Verhalten in allen anderen von x verschiedenen Punkten kann ganz beliebig sein.

Lemma 1.98. Sei (Ω, R) ein meßbarer Raum und (fi) eine Folge meßbarer Abbildungen

fi : Ω → X, wobei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum ist und Meßbarkeit bezüglich
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der Borelschen σ-Algebra verstanden wird. Dann ist die Menge

A := {x ∈ Ω | (fi(x)) konvergiert}

eine meßbare Menge.

Proof. Wir betrachten die Mengen

Ci,j,m := {d(fi, fj) <
1

m
} ⊆ Ω , i, j,m ∈ N .

Da fi, i ∈ N meßbar und d : X ×X → R̄ stetig ist, sind diese Mengen meßbar. Dann ist

die meßbare Menge
⋂

m∈N

⋃

n∈N

⋂

i,j≥n

Ci,j,m

die Menge der Punkten x ∈ Ω, in welchen ((fi)(x))i∈N eine Cauchyfolge ist. ✷

Ohne die Voraussetzung der Vollständigkeit ist diese Aussage falsch. Sei M ⊂ [0, 1] =: I

eine nicht-meßbare Menge mit dichtem Komplement. Es ist leicht, eine Familie (fi)i∈N von

einfachen Abbildungen fi : I → M c zu konstruieren, so daß fi → idI punktweise (wenn

mit Werten in I betrachtet). Die Menge M ⊂ I ist genau diejenige Menge, auf welcher

(fi)i∈N (betrachtet mit Werten in M c) nicht konvergiert.

Beinahe... Sei jetzt (Ω, R, µ) ein vollständiger Maßraum.

Definition 1.99. Eine Eigenschaft P der Elemente von R gilt beinahe für Ω (bez. µ),

wenn es für jedes ǫ > 0 ein A ∈ R gibt mit P (A) = w und µ(Ac) < ǫ.

Hier ist ein Beispiel für diese Begriffsbildung.

Definition 1.100. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (fi)i∈N von Abbildungen

fi : Ω → X konvergiert beinahe gleichmäßig gegen f : Ω → X, wenn die Eigenschaft

P (A) := {(fi|A) konvergiert gleichmäßig gegen f|A} beinahe für Ω (bez. µ) gilt.

Lemma 1.101. 1. Wenn (fi)i∈N beinahe gleichmäßig gegen f konvergiert, dann kon-

vergiert (fi) fast überall gegen f .

2. Wenn µ(Ω) < ∞, so gilt auch umgekehrt, daß (fi)i∈N beinahe gleichmäßig gegen f

konvergiert, wenn (fi)i∈N fast überall gegen f konvergiert.
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Proof. Möge (fi)i∈N beinahe gleichmäßig gegen f konvergieren. Wir wählen Teilmengen

Ak ∈ R derart, daß (fi|Ak
) gleichmäßig gegen f|Ak

konvergiert und µ(Ac
k) <

1
k

gilt. Sei

A :=
⋃

k Ak. Dann konvergiert (fi|A) punktweise gegen f|A, und es gilt µ(Ac) = 0.

Sei jetzt µ(Ω) <∞ und (fi)i∈N fast überall gegen f konvergent. Dann ist f meßbar. Sei

N eine Nullmenge so daß (fi|Nc) gegen (f|Nc) punktweise konvergiert. Wir betrachten die

meßbaren Mengen

Aj(k) :=
⋂

m≥j

{d(fj, f) < 2−k−1} .

Die Folge (Aj(k))j∈N ist aufsteigend und es gilt N c ⊆ ⋃j Aj(k), also
⋂

j Aj(k)
c ⊆ N .

Für ǫ > 0 wählen wir jǫ(k) derart, daß µ(Aj(k)
c) < ǫ2−k−1 für alle j ≥ jǫ(k). Dann set-

zen wir Aǫ :=
⋂

k Ajǫ(k)(k). Es gilt µ(Ac
ǫ) < ǫ. Sei nun k ∈ N. Dann gilt für alle j ≥ jǫ(k),

daß supx∈Aǫ
d(fj(x), f(x)) < 2−k−1. ✷

Die Aussage 2. gilt nicht mehr, wenn man die Endlichkeit des Gesamtmaßes nicht vor-

aussetzt. Als Beispiel betrachten wir den Maßraum (N,P(N), µ), wobei µ(A) := ♯(A). Sei

fi : N → R durch fi(x) = x
i+1

gegeben. Dann konvergiert (fi)i∈N punktweise aber nicht

beinahe gleichmäßig auf N.

Stochastisch... Hier ist eine weiterer Konvergenzbegriff, welcher sich direkt aus der

Konvergenz in Integralnormen ablesen läßt.

Definition 1.102. Sei (fi)i∈N eine Folge von Abbildungen von Ω in einen metrischen

Raum (X, d). Dann konvergiert die Folge stochastisch (bez. µ) ((dem Maße nach) gegen

f , falls für alle ǫ > 0 gilt :

lim
n→∞

µ({d(f, fn) > ǫ}) = 0 .

Lemma 1.103. Diese Konvergenzbegriffe stehen wie folgt in Beziehung.

punktweise fast überall

µ(Ω)<∞
**❚❚

❚❚
❚❚

❚❚
❚❚

❚❚
❚❚

❚❚

µ(Ω)<∞
**

beinahe gleichmäßigoo

uu❥❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥❥

stochastisch
Teilfolge

YY

Proof. Die Folge fi := χ[i,i+1], i ∈ N konvergiert auf R fast überall gegen Null, aber nicht

stochastisch oder beinahe gleichmäßig.
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Sei (fi)i∈N beinahe gleichmäßig gegen f konvergent. Wir zeigen, daß diese Folge dann

stochastisch konvergiert. Sei ǫ > 0 gegeben. Für jedes k ∈ N wählen wir eine Menge

Ak ∈ R mit µ(Ac
k) <

1
k

auf welcher fi|Ak
→ f|Ak

gleichmäßig gilt. Dann gilt für genügend

große n ∈ N die Inklusion {d(f, fn) > ǫ} ⊆ Ak. Es folgt

lim
n→∞

µ({d(f, fn) > ǫ}) ≤ µ(Ak) ≤
1

k
.

Da k beliebig groß gewählt werden kann, gilt limn→∞ µ({d(f, fn) > ǫ}) = 0. ✷

1.2.3 Grenzwertsätze für das Integral

Das Lemma von Fatou Wir betrachten eine Maßraum (Ω, R, µ).

Satz 1.104 (Lemma von Fatou, 1906). Sei (fj)j∈N eine Folge meßbarer nichtnegativer

Funktionen auf Ω. Es gilt
∫

Ω

lim inf
j
fjdµ ≤ lim inf

j

∫

Ω

fjdµ .

Proof. Wir setzen gk := infj≥k fj. Sei φ ∈ E(Ω) mit 0 ≤ φ ≤ lim infj fj . Wir müssen

zeigen, daß dann
∫

Ω
φdµ ≤ lim infj

∫

Ω
fjdµ gilt. Die Meßbarkeit der fj und φ sichert die

Meßbarkeit von gk und aller unten gebildeten Mengen.

Wir betrachten zuerst den Fall, daß
∫

Ω
φdµ = ∞. Dann gibt es ein a > 0 derart, daß

für A := {φ > a} gilt µ(A) = ∞. Wir setzen Ak := {gk > a}. Die Folge (Ak) ist monoton

aufsteigend, da (gk) monoton steigt. Weiter ist A ⊆ ⋃k Ak. Es gilt also limk µ(Ak) = ∞.

Nun ist für j ≥ k
∫

Ω
fjdµ ≥

∫

Ω
gkdµ ≥ aµ(Ak). Damit gilt lim infj

∫

Ω
fjdµ = ∞.

Sei jetzt
∫

Ω
φdµ < ∞, 0 < ǫ < 1 und P := {φ > 0}. Dann gilt µ(P ) < ∞. Wir setzen

Pk := {gk > (1 − ǫ)φ}. Die Folge (Pk) ist aufsteigend und es gilt P ⊆ ⋃

k Pk. Es gilt

limk µ(P \ Pk) = 0. Sei k1 derart, daß µ(P \ Pk) < ǫ für alle k ≥ k1.
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Dann gilt für k ≥ k1
∫

Ω

gkdµ ≥
∫

Pk

gkdµ

≥
∫

Pk

(1− ǫ)φdµ

= (1− ǫ)

∫

Pk

φdµ

= (1− ǫ)

[
∫

P

φdµ−
∫

P\Pk

φdµ

]

≥ (1− ǫ)

∫

P

φdµ−
∫

P\Pk

φdµ

≥
∫

P

φdµ− ǫ

∫

P

φdµ− ǫ supφ

Daraus folgt

lim inf
j

∫

Ω

fjdµ ≥ lim inf
j

∫

Ω

gjdµ ≥
∫

Ω

φdµ− ǫ

[
∫

P

φdµ+ sup φ

]

.

Das ǫ beliebig klein sein darf, gilt lim infj
∫

Ω
fjdµ ≥

∫

Ω
φdµ. ✷

Lemma 1.105. Die Aussage des Lemmas von Fatou wird im allgemeinen falsch, wenn

man die Forderung, daß die fj meßbar seien, fallen läßt,

Proof. Wir betrachten den Maßraum N mit der σ-Algebra {∅,N} und dem Zählmaß. Sei

fj = χN\{j}. Dann gilt lim infj fj = lim fj = 1, also
∫

N
lim infj fj = ∞. Auf der anderen

Seite gilt
∫

N
fj = 0 für alle j ∈ N, also lim infj

∫

N
fj = 0. ✷

Lemma 1.106. Die Ungleichung im Lemma von Fatou kann im allgemeinen nicht zu

einer Gleichung verschärft werden.

Proof. Auf (R, R|.|, |.|) betrachten wir die Folge (fj)j∈N

fj :=

{

χ[0,1] j ≡ 1(2)

χ[1,2] j ≡ 0(2)
.
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Dann gilt
∫

Ω
lim infj fjdµ = 0 und lim infj

∫

Ω
fjdµ = 1. ✷

Der Satz von Lebesgue Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum.

Satz 1.107 (Lebesguescher Satz über monotone Konvergenz, 1902). Sei (fi) eine monoton

wachsende Folge meßbarer nichtnegativer Funktionen auf Ω. Dann gilt
∫

Ω

lim
j
fjdµ = lim

j

∫

Ω

fjdµ .

Proof. Nach dem Lemma von Fatou gilt
∫

Ω

lim
j
fjdµ =

∫

Ω

lim inf
j
fjdµ ≤ lim inf

j

∫

Ω

fjdµ .

Wegen fk ≤ limj fj gilt
∫

Ω
fkdµ ≤

∫

Ω
limj fjdµ und damit

lim sup
k

∫

Ω

fkdµ ≤
∫

Ω

lim
j
fjdµ .

Es folgt
∫

Ω
limj fjdµ = limj

∫

Ω
fjdµ. ✷

Lemma 1.108. Die Voraussetzung der Monotonie der Folge im Satz über monotone Kon-

vergenz kann nicht weggelassen werden kann.

Proof. Wir betrachten den Maßraum [0, 1] als Einschränkung des Lebesgueschen Maßrau-

mes. Sei fj := jχ[0, 1
j
]. Dann gilt limj fj = χ{0}. Folglich ist

∫

[0,1]
limj fjd|.| = 0. Auf der

anderen Seite gilt
∫

[0,1]
fjd|.| = 1, also auch limj

∫

[0,1]
fjd|.| = 1. ✷

Die Additivität des Integrals Wir betrachten einen Maßraum (Ω, R, µ).

Satz 1.109. Seien f, g ∈ L(Ω, R) nichtnegative Funktionen.

1. Es gilt
∫

Ω

(f + g)dµ =

∫

Ω

fdµ+

∫

Ω

gdµ .
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2. Wenn f ≤ g fast überall (bez. µ), dann gilt

∫

Ω

fdµ ≤
∫

Ω

gdµ .

Proof. Zu 1.: Mit 1.95, 3., wählen wir monotone Folgen einfacher Funktionen (φi) und (ψi)

mit limi φi = f und limi ψi = g. Dann ist (φi+ψi) monoton und es gilt limi(φi+ψi) = f+g.

Mit dem Satz von Lebesgue über monotone Konvergenz schließen wir, daß
∫

Ω

(f + g)dµ = lim
i

∫

Ω

(φi + ψi)dµ

= lim
i

∫

Ω

φiµ+ lim
i

∫

Ω

ψidµ

=

∫

Ω

fdµ+

∫

Ω

gdµ

Zu 2.: Sei U := {f ≤ g}. Dann gilt µ(Ω \ U) = 0. Es gilt
∫

Ω

fdµ =

∫

U

fdµ+

∫

Ω\U

fdµ

=

∫

U

fdµ

≤
∫

U

gdµ

=

∫

Ω

gdµ .

✷

Satz 1.110 (Levi, 1906). Sei (fi) eine Folge nichtnegativer Funktionen auf Ω. Dann gilt
∫

Ω

∑

j fjdµ =
∑

j

∫

Ω
fjdµ.

Proof. Die Folge der Partialsummen ist monoton. Wir wenden Additivität und 1.109,

1.107 an. ✷

1.2.4 Integrierbare Funktionen

Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum.
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Definition 1.111. Sei A ∈ R und f ∈ L(Ω, R). Dann heißt f über A integrierbar,

falls
∫

A
|f |dµ < ∞ gilt. Im Fall A = Ω sagen wir einfach, daß f integrierbar sei. Mit

L1(Ω, R, µ) bezeichnen wir die Menge der integrierbaren Funktionen.

Für f : Ω → R̄ sei f+ = fχ{f≥0} und f− := −fχ{f≤0}. Dann ist f ∈ L(Ω, R) genau

dann integrierbar ist, wenn
∫

Ω
f+dµ <∞ und

∫

Ω
f−dµ <∞ gilt.

Sei f ∈ L1(Ω, R, µ) und A ∈ R, dann ist f|A ∈ L1(A,R|A, µ|R|A
).

Definition 1.112. Sei A ⊆ Ω. Wir definieren
∫

A
: L1(Ω, R, µ) → R durch

∫

A

fdµ :=

∫

A

f+dµ−
∫

A

f−dµ .

Satz 1.113. 1. Wenn f, g ∈ L1(Ω, R, µ) und r ∈ R, so gilt auch rf + g ∈ L1(Ω, R, µ).

2. Sei A ∈ R. Dann gilt für f, g ∈ L1(Ω, R, µ) und r ∈ R, daß

∫

A

(rf + g)dµ = r

∫

A

fdµ+

∫

A

gdµ .

3. Ist f ∈ L1(Ω, R, µ) fast überall gleich Null oder A eine Nullmenge, so gilt

∫

A

fdµ = 0 .

4. Wenn A,B ∈ R disjunkt sind und f ∈ L1(Ω, R, µ) ist, so gilt

∫

A∪B

fdµ =

∫

A

fdµ+

∫

B

fdµ .

5. Gilt für f, g ∈ L1(Ω, R, µ) daß f ≤µ g, dann ist für jedes A ∈ R

∫

A

fdµ ≤
∫

A

gdµ .

6. Für f ∈ L1(Ω, R, µ) und A ∈ R gilt |
∫

A
fdµ| ≤

∫

A
|f |dµ. Gleichheit gilt hier genau

dann, wenn f fast überall nichtnegativ oder fast überall nichtpositiv ist.

Proof. Zu 1.: Wenn f ∈ L1(Ω, R, µ), so ist für r ∈ R wegen
∫

Ω
|rf |dµ = |r|

∫

Ω
|f |dµ < ∞

auch rf ∈ L1(Ω, R, µ). Sind f, g ∈ L1(Ω, R, µ), so gilt |f+g| ≤ |f |+|g|, also
∫

Ω
|f+g|dµ ≤

∫

Ω
|f |dµ+

∫

Ω
|g|dµ <∞. Folglich ist f + g ∈ L1(Ω, R, µ).
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Zu 2.: Es gilt für r ≥ 0, daß
∫

A

rfdµ =

∫

A

(rf)+dµ−
∫

A

(rf)−dµ = r

∫

A

f+dµ− r

∫

A

f−dµ = r

∫

A

fdµ .

Der Fall r ≤ 0 geht analog. Seien f, g ∈ L1(Ω, R, µ). Sei N := {|f | = ∞} ∪ {|g| = ∞}.
Dann ist N eine Nullmenge. Auf Ω \N gilt

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+ .

Daraus schließen wir
∫

A

(f + g)+dµ+

∫

A

f−dµ+

∫

A

g−dµ =

∫

A

(f + g)−dµ+

∫

A

f+dµ+

∫

A

g+dµ .

Es folgt
∫

A

(f + g)+dµ−
∫

A

(f + g)−dµ =

(
∫

A

f+dµ−
∫

A

f−dµ

)

+

(
∫

A

g+dµ−
∫

A

g−dµ

)

.

Zu 3.: Folgt aus 1.91.

Zu 4.: Wir benutzen
∫

A
fdµ =

∫

Ω
χAf und χ(A ∪ B) = χA + χB sowie 2.

Zu 5.: Sei N := {f < g}. Dann ist N eine Nullmenge. Auf Ω − N gilt dann f+ ≤ g+

und g− ≤ f−. Wir schließen, daß
∫

A\N∩A

fdµ =

∫

A\N∩A

f+dµ−
∫

A\N∩A

f−dµ ≤
∫

A\N∩A

g+dµ−
∫

A\N∩A

g−dµ =

∫

A\N∩A

gdµ .

Da die Integrale über A ∩N verschwinden, folgt die Behauptung.

Zu 6.: Klar ✷

Wir müssen beachten, daß der Raum L1(Ω, R, µ) ist kein Vektorraum ist. Die Addition

ist zum Beispiel nicht assoziativ (da unendliche Werte auftreten können).

Wir haben folgende weitere Eigenschaften.

1. Sind f, g ∈ L1(Ω, R, µ) und gilt f =µ g, so gilt
∫

Ω
fdµ =

∫

Ω
gdµ.

2. Sei f ∈ L1(Ω, R, µ) und h ∈ L(Ω, R). Wenn f =µ h, so ist h ∈ L1(Ω, R, µ).
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3. Sei f ∈ L1(Ω, R, µ), f ≥ 0 und h ∈ L(Ω, R). Dann folgt aus |h| ≤µ f auch h ∈
L1(Ω, R, µ).

4. Sei (fi) eine Folge in L(Ω, R). Dann ist {x ∈ Ω | limn f(x) existiert nicht} eine

meßbare Menge (1.98).

5. Sei (fi) eine Folge in L(Ω, R), f : Ω → R̄ und gelte fi →µ f . Ist (Ω, R, µ) vollständig,

so ist f meßbar (vergl. 1.41 und Beweis von 1.114).

Der Satz über die majorisierte Konvergenz Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum.

Satz 1.114 (Satz von Lebesgue über majorisierte Konvergenz). Sei (fi) eine Folge in

L(Ω, R), f : Ω → R̄, g ∈ L1(Ω, R, µ), und gelte |fi| ≤µ g und fi →µ f . Ist (Ω, R, µ)

vollständig oder gilt f ∈ L(Ω, R), so ist

1. f ∈ L1(Ω, R, µ) und

lim
i

∫

Ω

fidµ =

∫

Ω

fdµ .

2. limi

∫

|f − fi|dµ = 0.

Proof. Zu 1.: Wir zeigen zuerst, daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen

können, daß |fi| ≤ g und fi → f gilt. Sei Ai = {|fi| > g} und A := {fi 6→ f}. Dann

ist N := A ∪ ⋃iAi eine Nullmenge. Wir setzen f̃ := fχΩ\N und f̃i := fiχΩ\N . Diese

erfüllen die stärkeren Voraussetzungen. Die Behauptung für f̃ , (f̃i) impliziert sofort die

Behauptung für f , (fi).

Wir nehmen jetzt |fi| ≤ g und fi → f an. Es folgt fi ∈ L1(Ω, R, µ) und die Meßbarkeit

von f . Weiterhin gilt |f | ≤ g, womit f ∈ L1(Ω, R, µ) gilt. Wir schließen mit dem Lemma

von Fatou, daß
∫

Ω

gdµ+

∫

Ω

fdµ =

∫

Ω

(g + f)dµ

=

∫

Ω

lim
i
inf(g + fi)dµ

≤ lim
i
inf

∫

Ω

(g + fi)dµ

=

∫

Ω

gdµ+ lim
i
inf

∫

Ω

fidµ .
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Weiterhin
∫

Ω

gdµ−
∫

Ω

fdµ =

∫

Ω

(g − f)dµ

=

∫

Ω

lim
i
inf(g − fi)dµ

≤ lim
i
inf

∫

Ω

(g − fi)dµ

=

∫

Ω

gdµ− lim
i
sup

∫

Ω

fidµ .

Aus diesen beiden Ungleichungen folgt wegen
∫

Ω
gdµ ∈ R, daß

lim
i
sup

∫

Ω

fidµ ≤
∫

Ω

fdµ ≤ lim
i
inf

∫

Ω

fidµ ,

also

lim
i

∫

Ω

fidµ =

∫

Ω

fdµ .

Zu 2.: Es gilt |f − fi| ∈ L1(Ω, R, µ), |f − fi| →µ 0 und |f − fi| ≤µ g. Nach 1. gilt

lim
i

∫

Ω

|f − fj|dµ =

∫

Ω

0dµ = 0 .

✷

Lemma 1.115. Im allgemeinen gilt für eine Folge (fi) in L1(Ω, R, µ) mit fi →µ f und

f ∈ L1(Ω, R, µ) nicht

lim
i

∫

Ω

fidµ =

∫

Ω

fdµ .

Proof. Siehe Beispiel 1.108. ✷

Lemma 1.116. Wenn f ∈ L1(Ω, R, µ) so gilt

lim
ǫ→0

sup
A∈R,µ(A)<ǫ

∫

A

fdµ = 0 .

Proof. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es eine Folge Ai ∈ R mit µ(Ai) < 2−i−1

derart, daß
∫

Ai
fdµ ≥ δ für ein δ > 0 und alle i ≥ 1 gilt. Wir betrachten Bi :=

⋃

j≥iAj .

Dann gilt µ(Bi) ≤ 2−i und
∫

Bi
fdµ ≥ δ für alle i ≥ 1. Weiter ist gilt χBi

f → 0 fast

58



überall (nämlich außerhalb der Nullmenge
⋂

i∈NBi). Nach dem Satz über die majorisierte

Konvergenz gilt wegen |χBi
f | ≤ |f | und |f | ∈ L1(Ω, R, µ), daß limi→∞

∫

χBi
fdµ = 0. Das

ist ein Wiederspruch. ✷

1.2.5 Differenzieren unter dem Integral

Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum. Wir betrachten eine Funktion f : U × Ω → R, wobei U ⊂ R

eine zusammenhängende offene Umgebung von 0 ist. Wir nehmen an, daß für jedes u ∈ U

die Funktion uf : Ω → R, uf(x) := f(u, x) integrierbar ist. Dann können wir die Funktion

F : U → R durch

F (u) :=

∫

Ω
uf dµ

definieren. Für x ∈ Ω sei fx : U → R durch fx(u) := f(u, x) gegeben.

Satz 1.117. Wenn fx für fast alle x ∈ Ω differenzierbar ist, so ist die Funktion uf
′,

welche durch

uf
′(x) :=

{

f ′
x(u) fx differenzierbar

0 sonst

gegeben ist, meßbar. Wenn es ein g ∈ L1(Ω, R, µ) gibt mit supu |uf ′| ≤ g, dann ist F in

u = 0 differenzierbar, 0f
′ integrierbar und es gilt

F ′(0) =

∫

Ω
0f

′dµ .

Proof. Sei N := {fx ist nicht differenzierbar}. Nach Voraussetzung ist N eine Nullmenge.

Auf Ω \N gilt

uf
′ = lim

n→∞
n(u+ 1

n
f − uf) .

Damit ist uf
′ als punktweiser Limes meßbarer Funktionen auf Ω \N selbst meßbar.

Sei (hi) eine Nullfolge. Nach dem Mittelwertsatz gilt für x ∈ Ω\N daß |hi
f(x)−0f(x)| ≤

g(x)|hi|. Damit gilt für alle i ∈ N daß | 1
hi
(hi
f − 0f)| ≤µ g. Wir wenden nun den Satz über

majorisierte Konvergenz an.

lim
i→∞

F (hi)− F (0)

hi
= lim

i→∞

∫

Ω

1

hi
(hi
f − 0f)dµ

=

∫

Ω
0f

′dµ
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✷

Hier ist ein Beispiel, welches die Notwendigkeit der Voraussetzungen im Satz 1.117

illustriert. Sei f : (−1, 1)×[0, 1) → R durch f(u, x) :=
χ(−x,x)(u)

x
. Dann ist F (u) = − ln(|u|).

Diese Funktion ist in Null sicher nicht differenzierbar. Auf der anderen Seite ist 0f
′(x) = 0

fast überall.

1.2.6 Die Transformationsformel

Sei Φ : (Ω0, R0) → (Ω1, R1) eine meßbare Abbildung und µ0 ein Maß auf Ω0. Dann können

wir das Maß µ1 := Φ∗µ0 bilden. Sei f ∈ L1(Ω1, R1, µ1).

Satz 1.118. Es gilt Φ∗f ∈ L1(Ω0, R0, µ0) und
∫

Ω0

Φ∗fdµ0 =

∫

Ω1

fdµ1 . (5)

Proof. Φ∗f = f ◦ Φ is meßbar als Komposition meßbarer Abbildungen. Es gilt weiter

Φ∗|f | = |Φ∗f | sowie (Φ∗f)± = Φ∗(f±). Es reicht deshalb aus, die Gleichung (5) für das

Integral nicht-negativer meßbarer Funktionen zu zeigen.

Sei nun f nicht negativ und meßbar. Dann existiert nach Lemma 1.95, 3., eine monotone

Folge (φi)i in E(Ω1)
≥ derart, daß limi φi = f punktweise gilt. Dann ist auch (Φ∗φi) eine

monotone Folge in E(Ω0)
≥ und es gilt limi Φ

∗φi = Φ∗f punktweise.

Für φ ∈ E(Ω1)
≥ gilt Φ∗φ ∈ E(Ω0)

≥ und Φ∗φ ≤ Φ∗f . Sei φ =
∑

r∈[0,∞] rχ{φ=r} die

kanonische Darstellung. Dann ist Φ∗χ =
∑

r∈[0,∞] rχΦ−1{φ=r} die kanonische Darstellung

von Φ∗φ. Es folgt
∫

Ω0

Φ∗φdµ =
∑

r∈[0,∞]

rµ0(Φ
−1{φ = r}) =

∑

r∈[0,∞]

rµ1({φ = r}) =
∫

Ω1

φdµ1 .

Wir schließen mit dem Satz 1.107 über monotone Konvergenz, daß
∫

Ω0

Φ∗fdµ0 = lim
i

∫

Ω0

Φ∗φidµ0 = lim
i

∫

Ω1

φidµ1 =

∫

Ω1

fdµ1 .

✷
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Für das Lebesguemaß auf R erhalten wir beispielsweise die Transformationsformel
∫

R

f(λx+ t)d|x| = 1

|λ|

∫

R

f(x)d|x| .

In der Tat ist für Φ(x) =: λx+ t = addt ◦ multλ nach Lemma 1.72

Φ∗|.| = addt∗(multλ∗|.|) = addt∗(
1

|λ| |.|) =
1

|λ| |.| .

1.3 Lp-Räume

1.3.1 Definitionen

Wir betrachten einen Maßraum (Ω, R, µ). Das Hauptziel dieses Abschnittes ist es, Ba-

nachräume von zur Potenz p integrierbaren Funktionen auf Ω zu definieren.

Definition 1.119. 1. Für p ∈ (0,∞) setzen wir

Lp(Ω, R, µ) := {f ∈ L(Ω, R) | |f |p ∈ L1(Ω, R, µ)}.

Für f ∈ Lp(Ω, R, µ) setzen wir

‖f‖p := (

∫

Ω

|f |pdµ) 1
p .

2. Für f ∈ L(Ω, R) definieren wir das wesentliche Supremum

ess supf := inf{r ∈ R̄ | f ≤µ r} .

Weiter setzen wir

L∞(Ω, R, µ) := {f ∈ L(Ω, R) | ess sup|f | <∞}

und definieren für f ∈ L∞(Ω, R, µ)

‖f‖∞ := ess sup|f | .

Beachte, daß ‖f‖∞ vom Maß abhängt. Als Beispiel betrachten wir den Maßraum (R,B, |.|)
und die Funktion f = xχQ. Dann gilt ‖f‖∞ = 0. Wenn wir allerdings anstelle des Le-

besguemaßes das Diracmaß δa, a ∈ R, betrachten, dann ist ‖f‖∞ = |a| für a ∈ Q und

‖f‖∞ = 0 für a 6∈ Q.

Wir haben weiter folgende einfache Tatsachen.
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1. Wenn p ∈ (0,∞) und f ∈ Lp(Ω, R, µ), dann ist f−1({−∞,∞}) eine Nullmenge.

2. Wenn f ∈ L∞(Ω, R, µ), dann ist {|f | > ess sup|f |} eine Nullmenge.

3. Wenn µ(Ω) <∞, so gilt für 0 < q ≤ p ≤ ∞, daß

Lp(Ω, R, µ) ⊆ Lq(Ω, R, µ) .

Die Voraussetzung µ(Ω) <∞ kann hier im allgemeinen nicht weggelassen werden.

Die Relation f =µ g auf L(Ω, R) ist eine Äquivalenzrelation.

Definition 1.120. Für p ∈ (0,∞] setzen wir

Lp(Ω, R, µ) := Lp(Ω, R, µ)/“ =µ “ .

Wir werden jetzt schrittweise erst eine Vektorraumstruktur auf diesem Raum einfüh-

ren, dann einsehen, daß ‖.‖p eine Norm induziert und schließlich die Vollständigkeit von

Lp(Ω, R, µ) in dieser Norm zeigen.

Eine Abbildung f : Ω → R̄ heißt endlich, wenn f(Ω) ⊆ R gilt.

Lemma 1.121. Jede Klasse [f ] ∈ Lp(Ω, R, µ) enthält einen endlichen Vertreter f̃ .

Proof. Sei p < ∞. Dann setzen wir f̃(x) := fχf−1({−∞,∞}c). Dann ist f̃ endlich, f =µ f̃ ,

und es gilt
∫

Ω
|f̃ |pdµ =

∫

Ω
|f |pdµ <∞. Also f̃ ∈ [f ].

Sei nun p = ∞. Wir setzen f̃ := fχ{|f |>ess sup|f |}c . Dann ist f̃ endlich, f̃ =µ f , und es

gilt ess sup|f̃ | = ess sup|f | <∞. Also f̃ ∈ [f ]. ✷

Wir erklären nun die Vektorraumstruktur auf Lp(Ω, R, µ).

Definition 1.122. Seien [f ], [g] ∈ Lp(Ω, R, µ), wobei f, g ∈ Lp(Ω, R, µ) endlich sind.

Dann definieren wir für r ∈ R

[f ] + r[g] = [f + rg] .

Lemma 1.123. Diese Operationen sind wohldefiniert und bilden eine Vektorraumstruktur

auf Lp(Ω, R, µ).
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Proof. Sei p ∈ (0,∞). Dann gilt |f + rg|p ≤ (|f |+ |r||g|)p ≤ (2(|f | ∨ |r||g|))p ≤ 2p(|f |p +
|r|p|g|p). Damit gilt f + rg ∈ Lp(Ω, R, µ).

Ist p = ∞, so gilt ess sup|f + rg| ≤ ess sup(|f |+ |r||g|) ≤ ess sup|f |+ |r|ess sup|g|. Also

ist auch in diesem Fall f + rg ∈ Lp(Ω, R, µ).

Seien f̃ ∈ [f ] und g̃ ∈ [g] andere endliche Vertreter. Dann gilt f(x)+rg(x) = f̃(x)+rg̃(x)

auf dem Komplement der Nullmenge {f 6= f̃} ∪ {g 6= g̃}. Also [f + rg] = [f̃ + rg̃].

Daß Lp(Ω, R, µ) mit diesen Operationen ein Vektorraum ist, ist nun einfach einzusehen.

✷

Wir studieren nun die Norm. Die folgenden Eigenschaften sind einfach zu zeigen.

1. ‖.‖p : Lp(Ω, R, µ) → [0,∞) ist durch ‖[f ]‖p := ‖f‖p wohldefiniert.

2. ‖r[f ]‖p = |r|‖[f ]‖p gilt für alle r ∈ R.

3. ‖[f ]‖p = 0 gilt genau dann, wenn [f ] = 0.

Lemma 1.124. (L∞(Ω, R, µ), ‖.‖) ist ein normierter Vektorraum.

Proof. Die Dreiecksungleichung für ‖.‖∞ ist einfach zu zeigen. ✷

Für den Nachweis der Dreiecksungleichung für ‖.‖p brauchen wir etwas Vorbereitung.

Satz 1.125 (Hölderungleichung). Seien q, p ∈ [1,∞] mit 1
q
+ 1

p
= 1. Sei weiter [f ] ∈

Lp(Ω, R, µ), [g] ∈ Lq(Ω, R, µ), wobei f, g endliche Vertreter sind. Dann ist [fg] eine wohl-

definierte Klasse in L1(Ω, R, µ), und es gilt

‖[fg]‖1 ≤ ‖[f ]‖p‖[g]‖q .

Proof. Sei p = 1 und q = ∞. Dann gilt |fg| ≤µ (ess sup|g|) |f |. Folglich ist fg ∈
L1(Ω, R, µ), und es gilt

‖fg‖1 ≤ ‖g‖∞‖f‖1 .
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Sei jetzt p ∈ (1,∞). Wenn f =µ 0 oder g =µ 0, dann ist fg =µ 0, und es gilt fg ∈
L1(Ω, R, µ), ‖fg‖1 = 0 ≤ ‖f‖p‖g‖q. Sei also f 6=µ 0 und g 6=µ 0. Für alle a, b ∈ (0,∞) gilt

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Mit dieser Ungleichung schließen wir, daß

|f ||g|
‖f‖p‖g‖q

≤ 1

p

|f |p
‖f‖pp

+
1

q

|g|q
‖g‖qq

.

Wir schließen, daß fg ∈ L1(Ω, R, µ) und nach Integration und Multiplikation mit ‖f‖p‖g‖q

‖fg‖1 ≤
1

p

‖f‖p‖g‖q
‖f‖pp

‖f‖pp +
1

q

‖f‖p‖g‖q
‖g‖qq

‖g‖qq ≤ ‖f‖p‖g‖q(
1

q
+

1

p
) = ‖f‖p‖g‖q .

Sind f̃ ∈ [f ] und g̃ ∈ [g] andere Vertreter, so gilt f̃ g̃ =µ fg und somit [f̃ g̃] = [fg].

Damit ist die Klasse [fg] wohldefiniert. ✷

Satz 1.126. Für p ∈ [1,∞) ist (Lp(Ω, R, µ), ‖.‖p) ein normierter Vektorraum.

Proof. Wir müssen die Dreiecksungleichung zeigen. Der Fall p = 1 ist klar. Sei jetzt

p ∈ (1,∞) und q ∈ (1,∞) derart, daß 1
p
+ 1

q
= 1 gilt.

Seien [f ], [g] ∈ Lp(Ω, R, µ) mit endlichen Vertretern f, g. Es gilt (beachte, daß p
p−1

= q

ist) (|f + g|p−1)q = |f + g|p ∈ L1(Ω, R, µ). Wie schließen, daß |f + g|p−1 ∈ Lq(Ω, R, µ).

Nach der Hölderungleichung gilt (|f |+ |g|)|f + g|p−1 ∈ L1(Ω, R, µ) und

‖f + g‖pp =

∫

Ω

|f + g||f + g|p−1dµ

≤
∫

Ω

(|f |+ |g|)|f + g|p−1dµ

= ‖|f ||f + g|p−1‖1 + ‖|g||f + g|p−1‖1
≤ ‖f‖p‖|f + g|p−1‖q + ‖g‖p‖|f + g|p−1‖q
= (‖f‖p + ‖g‖p)‖f + g‖

p
p−1
p

Daraus schließen wir ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p. ✷

Für ‖.‖p mit p ∈ (0, 1) gilt die Dreiecksungleichung im allgemeinen nicht .
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1.3.2 Vollständigkeit

Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum.

Folgendes Kriterium ist zum Nachweis der Vollständigkeit eines normierten Vektorrau-

mes (V, ‖.‖) nützlich.

Lemma 1.127. (V, ‖.‖) ist genau dann vollständig, wenn jede absolut konvergente Reihe

in V konvergiert.

Proof. Sei (vi) eine Folge in V . Die Reihe
∑

i vi konvergiert definitionsgemäß absolut, falls
∑

i ‖vi‖ <∞ gilt.

Wenn (V, ‖.‖) vollständig ist, so konvergiert jede absolut konvergente Reihe in V . Wir

zeigen die andere Richtung.

Sei (fi) eine Cauchyfolge in V . Wir wählen für jedes ǫ > 0 ein N(ǫ) ∈ N derart, daß für

alle n,m ≥ N(ǫ) gilt ‖fn − fm‖ ≤ ǫ. Wir setzen nun v0 := fN(1/2) und weiter induktiv

vi := fN(2−i−1) − fN(2−i) .

Dann gilt ‖vi‖ ≤ 2−i. Die Reihe
∑∞

i=0 vi ist absolut konvergent. Sei f :=
∑

i≥0 vi der

Genzwert dieser Reihe, welcher nach Vorraussetzung existiert. Sei ǫ > 0 gegeben. Dann

wählen wir j ∈ N so daß 2−j+1 < ǫ. Es gilt dann ‖∑0≤i≤j vi − f‖ ≤ 2−j < 1
2
ǫ, also

‖fN(2−j−1) − f‖ < 1
2
ǫ. Für alle m ≥ N(2−j) gilt dann ‖fm − f‖ < ǫ. Wir haben also

gezeigt, daß lim fi = f . ✷

Satz 1.128 (Fischer, Riesz 1907). Für p ∈ [1,∞] ist Lp(Ω, R, µ) ein Banachraum.

Proof. Sei ([fi]) eine Folge in Lp(Ω, R, µ) derart daß
∑

i[fi] absolut konvergiert. Sei Fk :=
∑

i≤k |fk|. Dann existiert F := limk Fk ∈ L(Ω, R). Es gilt ‖Fk‖p ≤
∑

i≤k ‖f‖p ≤
∑

i ‖f‖p =:

M .

Sei vorerst p = ∞ : Für jedes k ist {Fk > M} eine Nullmenge. Es gilt {F > M} ⊆
⋃

k{Fk > M} und damit F ∈ L∞(Ω, R, µ). Wir definieren f(x) :=
∑

i fi(x) für x ∈ {F >

M} und f(x) := 0 sonst. Dann ist f ∈ L∞(Ω, R, µ) und ‖f‖∞ ≤M .
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Sei jetzt p ∈ [1,∞). Es gilt nach dem Satz über monotone Konvergenz, daß
∫

Ω

F pdµ = lim
k

∫

Ω

F p
k dµ ≤Mp .

Damit ist A := F−1({∞}) eine Nullmenge. Für x ∈ Ω\A definieren wir f(x) :=
∑

i fi(x),

und wir setzen f(x) := 0 für x ∈ A. Dann ist f als punktweiser Grenzwert meßbarer

Funktionen meßbar. Wir schließen weiter |f |p ≤ F p und damit f ∈ Lp(Ω, R, µ) und

‖f‖p ≤M .

Wir zeigen nun, daß [f ] =
∑

i[fi] gilt. Sei ǫ > 0 gegeben. Wir wählen L ∈ N derart, daß
∑

i>L ‖fi‖p < ǫ

Sei p ∈ [1,∞). Dann gilt für alle m ≥ L nach dem Lemma von Fatou :

‖[f ]−
∑

i≤m

[fi]‖pp =

∫

Ω

|f −
∑

i≤m

fi|pdµ

=

∫

Ω

|
∑

i>m

fi|pdµ

=

∫

Ω

lim
n

inf |
n
∑

i=m+1

fi|pdµ

≤ lim
n

inf

∫

Ω

|
n
∑

i=m+1

fi|pdµ

= lim
n

inf ‖
n
∑

i=m+1

fi‖pp

≤ lim
n

inf(
n
∑

i=m+1

‖fi‖p)p

≤ ǫp .

Für p = ∞ gilt für alle m ≥ L und x ∈ {F ≤M}, daß

|f(x)−
∑

i≤m

fi(x)| = lim
n

|
n
∑

i>m

fi(x)|

≤ lim
n

n
∑

i>m

|fi(x)|

≤
∑

i>L

|fi(x)|

Dann gilt für x im Komplement der Nullmenge {F > M} ∪ ⋃i{fi > ‖fi‖∞}, daß

|f(x)−∑i≤m fi(x)| < ǫ. Also ‖f −∑i≤m fi‖∞ < ǫ. ✷
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1.3.3 Weitere Eigenschaften

1. Das Bild von E(Ω, R) ∩ Lp(Ω, R, µ) → Lp(Ω, R, µ), φ 7→ [φ], ist dicht

2. Sei p ∈ [1,∞). Dann ist Cc(R) in Lp(R, R|.|, |.|) dicht.

3. Sei p ∈ [1,∞). Dann ist C∞
c (R) in Lp(R, R|.|, |.|) dicht.

4. Cc(R) ist nicht dicht in L∞(R, R|.|, |.|).

Definition 1.129. Ein metrischer Raum heißt separabel, wenn er eine abzählbare dichte

Teilmenge besitzt.

Definition 1.130. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum, µ̃ : P(Ω) → [0,∞] die äußere Erweiterung

von µ und S ⊆ P(Ω). Der Raum (Ω, R, µ) heißt von innen S-regulär, falls für jedes A ∈ R

gilt

inf
B∈S,B⊆A

µ̃(A \B) = 0 .

Wenn (Ω, R̄, µ̄) die Vervollständigung von (Ω, R, µ) ist, dann ist (Ω, R̄, µ̄) von innen

R-regulär.

1. (R, R|.|, |.|) ist von innen D-regulär.

2. Der Haarsche Maßraum (Zp, R, µ) ist von innen S regulär ist, wobei S die durch die

Urbilder p−1
r ({x}), x ∈ Z/prZ, r ∈ N, pr : Zp → Z/prZ erzeugte Algebra ist.

3. Der Bernoullische Schiftraum über A mit Verteilung p : A → [0, 1] (Ω, R, µ) ist

bezüglich der Algebra der Zylindermengen von innen regulär.

Lemma 1.131. Sei (Ω, R, µ) von innen S regulär und S abzählbar. Für p ∈ [1,∞) ist

dann der Raum Lp(Ω, R, µ) separabel ist.

Sei p ∈ [1,∞).

1. Lp(R, R|.|, |.|) ist separabel.

2. Lp(Zp,B, µ) ist separabel.
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3. Lp(AN,B, µ) ist separabel.

Sei (Ω, R̄, µ̄) eine Erweiterung des Maßraumes (Ω, R, µ). Dann haben wir eine natürliche

Abbildung

I : L(Ω, R) → L(Ω, R̄) .

Lemma 1.132. Wenn (Ω, R̄, µ̄) von innen R-regulär und p ∈ [0,∞) ist, dann ist I :

Lp(Ω, R) → Lp(Ω, R̄) eine isometrische Isomorphie.

Proof. Wir nehmen an, daß (Ω, R̄, µ̄) von innen R-regulär ist. Dann gelten folgende auf-

einander aufbauende Tatsachen.

1. Für jede nichtnegative einfache Funktion φ ∈ E(Ω, R̄) und jedes ǫ > 0 existiert eine

nichtnegative einfache Funktion φ̃ ∈ E(Ω, R) mit φ̃ ≤ φ und
∫

Ω

φdµ̄− ǫ ≤
∫

Ω

φ̃dµ ≤
∫

Ω

φdµ̄

2. Für jede nichtnegative Funktion f ∈ L(Ω, R) gilt
∫

Ω

fdµ =

∫

Ω

fdµ̄ .

3. Mögen [f ] und [f ]¯ die Äquivalenzklassen bezüglich =µ und =µ̄ bezeichnen. Sei p ∈
[1,∞]. [f ] 7→ [f ]¯ definiert eine lineare Abbildung I : Lp(Ω, R, µ) → Lp(Ω, R̄, µ̄) .

4. I ist eine isometrischer Isomorphismus. Sei [f ]¯∈ Lp(Ω, R̄, µ̄) gegeben. Approximiere

f in der ‖.‖p-Norm durch eine Folge einfacher Funktionen in E(Ω, R̄). Approximiere

dann jede dieser einfachen Funktionen in der ‖.‖p-Norm durch einfache Funktionen

aus E(Ω, R). Bilde eine geeignete Diagonalfolge, deren Grenzwert einen Vertreter

f̃ ∈ [f ]¯ mit f̃ ∈ Lp(Ω, R, µ) liefert.

Aufgabe 1.3. Zeige, daß für jedes p ∈ [1,∞] die Banachräume Lp(Rn, R|.|, |.|) und

Lp(Rn,B, |.|) natürlich isomorph sind.

Seien p, q ∈ (1,∞) mit 1
p
+ 1

q
= 1 oder p = 1 und q = ∞ oder p = ∞ und q = 1. Wir

definieren eine Abbildung

I : Lq(Ω, R, µ) → Lp(Ω, R, µ)′
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durch

I(g)(f) :=

∫

Ω

gf dµ

(hierbei ist V ′ der duale Raum zu V ). Die Hölderungleichung zeigt, daß |I(g)(f)| ≤
‖g‖q‖f‖p gilt. Damit ist I(g) tatsächlich eine stetiges Funktional auf Lp(Ω, R, µ). Weiter

sehen wir, daß ‖I‖ ≤ 1. In der Tat gilt nun folgendes:

Satz 1.133 (ohne Beweis). 1. Wenn p ∈ (1,∞), dann ist I ein isometrischer Isomor-

phismus.

2. Wenn p = 1 und (Ω, R, µ) σ-endlich ist, so ist I eine isometrischer Isomorphismus.

3. Wenn p = ∞, dann ist I eine isometrische Einbettung.

1.4 Produkt von Maßräumen, Satz von Fubini

1.4.1 Produkt von Maßräumen

Wir erinnern an die Definition des Produktes einer Familie meßbarer Räume 1.1.5. Wir

betrachten nun zwei Maßräume (Ωi, Ri, µi), i = 0, 1. Sei (Ω, R) := (Ω0, R0)× (Ω1, R1) das

Produkt der unterliegenden meßbaren Räume. Es stellt sich die Frage, ob und wieviele

Maße µ auf (Ω, R) existieren mit µ(A0 × A1) = µ0(A0)µ1(A1) für Ai ∈ Ri. Beachte, daß

hier R von Produkten der Form A0 × A1 erzeugt wird.

Satz 1.134. Wenn (Ω1, R1, µ1) σ-endlich ist, dann gibt es solche Maße.

Proof. Sei F0 der von den charakteristischen Funktionen χA0×A1 aufgespannte Unterraum

von L(Ω, R). Für jedes ω0 ∈ Ω0 ist Ω1 ∋ ω1 7→ χA0×A1(ω0, ω1) = χA0(ω0)χA1(ω1) meßbar.

Weiter ist für B ∈ R1 die Funktion

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

B

χA0×A1(ω0, ω1)dµ1(ω1) ∈ R̄

durch ω0 7→ χA0(ω0)µ1(B ∩ A1) gegeben und deshalb auch meßbar. Wir betrachten nun

den Raum F1 ⊆ L(Ω, R) der beschränkten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. für jedes ω0 ∈ Ω ist die Funktion Ω1 ∋ ω1 7→ f(ω0, ω1) in L1(Ω1, R1, µ1)
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2. für jedes B ∈ R1 ist die Funktion

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

B

f(ω0, ω1)dµ1(ω1)

meßbar

Offensichtlich ist F1 ein Vektorraum. Wir setzen

F2 := {f ∈ L(Ω, R) | fg ∈ F1 ∀g ∈ F1 und sup |f | <∞} .

Dann ist F2 ein Ring. Man prüft weiter leicht nach, daß F0 ⊆ F2 gilt.

Wir setzen jetzt U := {A ∈ P(Ω) | χA ∈ F2}. Diese Teilmenge ist eine Algebra, da F2

ein Ring ist. Wir definieren µ : U → [0,∞] durch

µ(A) =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

χA(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ(ω0) .

Wir zeigen nun, daß U eine σ-Algebra und µ ein σ-additives Maß ist.

Sei (Bi)i∈N eine aufsteigende Folge von Teilmengen Bi ∈ R1 mit
⋃

i∈NBi = Ω1 und

µ(Bi) < ∞ (existiert wegen der Voraussetzung an (Ω1, R1, µ1).) Sei κi = χΩ0×Bi
∈ F0.

Dann ist κi ∈ F1. Für A ∈ U ist also κiχA ∈ F1 und damit Ω1 ∋ ω1 7→ κi(ω0, ω1)χA(ω0, ω1)

meßbar und integrierbar, und Ω0 ∋ ω0 →
∫

Ω1
κi(ω0.ω1)χA(ω0, ω1)dµ(ω1) meßbar. Die Folge

κiχA ist monoton wachsend und konvergiert gegen χA. Aus dem Satz über monotone

Konvergenz schließen wir, daß Ω0 ∋ ω0 →
∫

Ω1
χA(ω0, ω1)dµ(ω1) meßbar ist. Für disjunkte

A,A′ ∈ U gilt χA∪A′ = χA +χA′ und wir schließen, daß µ(A∪A′) = µ(A) + µ(A′). Damit

ist µ ein Prämaß auf der Algebra U .

Wir betrachten die σ-Additivität. Sei (Ak) eine aufsteigende Folge in U und A :=
⋃

k Ak.

Sei g ∈ F1. Dann ist für jedes ω0 ∈ Ω0 die Funktion

ω1 7→ χA(ω0, ω1)g(ω0, ω1) = lim
k
χAk

(ω0, ω1)g(ω0, ω1)

als Grenzwert einer Folge meßbarer Funktionen meßbar. Weiter ist |(χAg)(ω0, ω1)| ≤
|g(ω0, ω1)| und damit die Funktion Ω1 ∋ ω1 7→ (χAg)(ω0, ω1) für jedes ω0 ∈ Ω0 integrierbar.

Für jedes B ∈ R1 ist die Funktion

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

B

lim
k
χAk

(ω0, ω1)g(ω0, ω1)dµ1(ω1) = lim
k

∫

B

χAk
(ω0, ω1)g(ω0, ω1)dµ1(ω1)

meßbar (hier haben wir den Satz von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz mit

Majorante |g| angewendet). Wir schließen, daß χA ∈ F2 und A ∈ U .
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Wir sehen, daß U abgeschlossen unter der Bildung von abzählbaren Vereinigungen und

folglich eine σ-Algebra ist.

Weiterhin gilt nach mehrfacher Anwendung des Satzes über monotone Konvergenz :

µ(A) =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

lim
k
χAk

(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

=

∫

Ω0

lim
k

(
∫

Ω1

χAk
(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

= lim
k

∫

Ω0

(
∫

Ω1

χAk
(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

= lim
k
µ(Ak) .

Dies zeigt die σ-Additivität von µ.

Es folgt nun direkt aus der Definition, daß µ(A0 × A1) = µ0(A0)µ(A1). Wegen R ⊆ U

haben wir damit den Beweis der Existenz von Maßen mit dieser Eigenschaft erbracht. ✷

Der folgende Satz beantwortet die Frage nach der Eindeutigkeit.

Satz 1.135. Wenn (Ωi, Ri, µi) σ-endlich sind, dann gibt es genau ein Maß auf (Ω, R) mit

µ(A0 ×A1) = µ0(A0)µ(A1).

Proof. Die Mengen der Form A0 × A1 erzeugen eine Algebra R0. Das Prämaß auf R0 ist

durch µ(A0 × A1) = µ0(A0)µ(A1) und Additivität eindeutig bestimmt. Der Prämaßraum

(Ω, R0, µ|R0) ist σ-endlich und σ-additiv. Damit besitzt µ eine eindeutige Ausdehnung auf

R. ✷

Wir ziehen nun eine Folgerung aus dem Beweis des Existenzsatzes. Sei U die σ-Algebra,

welche im Beweis konstruiert wurde.

Folgerung 1.136. Sei (Ω1, R1, µ1) σ-endlich. Wenn f ∈ L(Ω, U), dann ist für jedes

ω0 ∈ Ω0 die Funktion Ω1 ∋ ω1 → f(ω0, ω1) meßbar.

Proof. Wir finden eine aufsteigende Folge Aα ∈ R1 mit
⋃

αAα = Ω1 und µ1(Aα) < ∞.

Ist B ∈ U , dann ist mit Bα := B ∩ Ω0 × Aα auch χBα = χBχΩ0×Aα ∈ F1. Damit ist

71



Ω1 ∋ ω1 7→ χBα(ω0, ω1) für jedes ω0 ∈ Ω0 meßbar. Wegen χB = limα→∞ χBα gilt diese

Eigenschaft auch für χB.

Damit gilt diese Eigenschaft für die einfachen Funktionen auf (Ω, U). Für allgemeine f

folgt die Aussage durch Darstellung von f als punktweiser Grenzwert einer Folge einfacher

Funktionen. ✷

Hier ist ein Beispiel. Der Lebesgue-Maßraum (R,BR, |.|R) ist σ-endlich. Wir können also

(R,BR, |.|R)2 = (R2, U, µ) bilden. Wir hatten schon gesehen, daß Rσ(BR ×BR) = BR2 gilt.

Weiter ist wegen BR×BR ⊂ U auch BR2 ⊆ U . Für A,B ∈ BR gilt |A×B|R2 = |A|R|B|R =

µ(A× B). Damit ist

µ|B
R2

= |.|R2 .

Damit stimmen die Vervollständigungen von (R2,BR2, |.|R2) und (R,BR, |.|R)2 überein.

1.4.2 Iterierte Integrale

In diesem Abschnitt nehmen wir an, daß (Ω, R, µ) das Produkt zweier σ-endlicher Maß-

räume (Ωi, Ri, µi), i = 0, 1 ist.

Lemma 1.137. Sei f ∈ L(Ω, R) nichtnegativ. Dann ist

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ1(ω1)

meßbar und es gilt
∫

Ω

fdµ =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ(ω1)

)

dµ0(ω0) .

Proof. Sei f ∈ L(Ω, R) nicht-negativ. Wir wählen eine Folge (φi) einfacher nichtnegativer

Funktionen welche monoton wächst und punktweise gegen f konvergiert. Nach Folgerung

1.136 sind die Funktionen Ω1 ∋ ω1 7→ f(ω0, ω1), Ω1 ∋ ω1 7→ φi(ω0, ω1) für jedes ω0 ∈ Ω0

meßbar. Es gilt nach dem Satz über monotone Konvergenz
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ1(ω1) = lim
i

∫

Ω1

φi(ω0, ω1)dµ1(ω1) .

Da die Funktionen

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

Ω1

φi(ω0, ω1)dµ1(ω1)
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wegen R ⊆ U (siehe Beweis von Satz 1.134) meßbar sind, ist es auch

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ1(ω1) .

Die Formel
∫

Ω

φdµ =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

φ(ω0, ω1)dµ(ω1)

)

dµ0(ω0)

gilt für charakteristische Funktionen φ = χA, A ∈ R, und damit für alle einfachen Funk-

tionen φ. Weiter gilt wieder mit dem Satz über monotone Konvergenz, daß
∫

Ω

fdµ = lim
i

∫

Ω

φidµ

=

∫

Ω0

lim
i

(
∫

Ω1

φi(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

=

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0) .

✷

Satz 1.138 (Satz von Fubini). Sei f ∈ L(Ω, R). Die Funktionen

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

Ω1

f±(ω0, ω1)dµ1(ω1)

sind genau dann in L1(Ω0, R0, µ0), wenn f ∈ L1(Ω, R, µ). In diesem Fall ist die Funktion

Ω1 ∋ ω1 7→ f(ω0, ω1) für fast alle ω0 ∈ Ω0 integrierbar und es gilt

∫

Ω

fdµ =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ(ω1)

)

dµ0(ω0) .

Proof. Wir nehmen zunächst an, daß f ∈ L1(Ω, R, µ). Wir wenden das obige Lemma auf

f± an und sehen, daß

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

Ω1

f±(ω0, ω1)dµ1(ω1)

in L1(Ω0, R0, µ0) sind. Insbesondere ist damit für fast alle ω0 ∈ Ω0 die Funktion Ω1 ∋
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ω1 7→ f(ω0, ω1) integrierbar. Dies begründet die Richtigkeit der folgenden Rechnung.
∫

Ω

fdµ =

∫

Ω

f+dµ−
∫

Ω

f−dµ

=

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f+(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

−
∫

Ω0

(
∫

Ω1

f−(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

=

∫

Ω0

(
∫

Ω1

(f+(ω0, ω1)− f−(ω0, ω1))dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

=

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0)

Seien nun die Funktionen

Ω0 ∋ ω0 7→
∫

Ω1

f±(ω0, ω1)dµ1(ω1)

in L1(Ω0, R0, µ0). Dann gilt nach dem Lemma

∫

Ω

f±dµ =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f±(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0) <∞ ,

also f ∈ L1(Ω, R, µ). ✷

Wir halten als Folgerung fest.

Folgerung 1.139. Wenn f ∈ L1(Ω, R, µ), dann gilt

∫

Ω

fdµ =

∫

Ω0

(
∫

Ω1

f(ω0, ω1)dµ1(ω1)

)

dµ0(ω0) =

∫

Ω1

(
∫

Ω0

f(ω0, ω1)dµ0(ω0)

)

dµ1(ω1)

Hier ist eine Anwendung des Satzes von Fubini (und der noch nicht gezeigten Transfor-

mationsformel für das Lebesguesche Maß unter Diffeomorphismen)

Lemma 1.140. Es gilt
∫

R

e−
x2

2 dx =
√
2π .
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Proof. Wir haben

(

∫

R

e−
x2

2 |dx|)2 =

∫

R

e−
y2

2 (

∫

R

e−
x2

2 |dx|)2)|dy|

Fubini
=

∫

R

(

∫

R

e−
x2+y2

2 |dx|)|dy|

=

∫

R2

e−
‖z‖2

2 |dz|

Fubini
=

∫

0∞
(

∫ 2π

0

e−
r2

2 |dφ|)r|dr|

= 2π

∫ ∞

0

e−
r2

2 r|dr|

= −2π

∫ ∞

0

d

dr
e−

r2

2 |dr|
= 2π

✷

1.4.3 Mehrfache und abzählbare Produkte

Wir haben das Produkt zweier σ-endlicher Maßräume konstruiert. Die Konstruktion er-

weitert sich leicht auf endlich viele Faktoren.

Sei nun (Ωi, Ri, µi)i∈I eine abzählbare Familie von Maßräumen mit µi(Ωi) = 1 und

(Ω, R) daß Produkt der unterliegenden meßbaren Räume.

Satz 1.141. Es gibt genau ein Maß µ auf (Ω, R) mit der Eigenschaft, daß für jede endliche

Familie (As)s∈S, S ⊂ I, As ∈ Rs, gilt

µ(
∏

i∈I

Ai) =
∏

s∈S

µs(As)

wobei wir Ai := Ωi für alle i ∈ I \ S gesetzt haben.

Proof. Für jede endliche Teilmenge S ⊆ I sei RS ⊆ R die σ-Algebra, welche von den

Projektionen ps : Ω → Ωs, s ∈ S, erzeugt wird. Weiter sei

R0 :=
⋃

S⊂I,♯S<∞

RS .
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Dann ist R0 eine Algebra und es gilt Rσ(R0) = R gilt.

Wir konstruieren µ zuerst als ein Prämaß auf R0 und zeigen, daß dieses eindeutig be-

stimmt ist. Wir zeigen dann, daß µ σ-additiv ist. Daraus folgt die eindeutige Ausdehnung

zu einem Maß auf R.

Für eine endliche Teilmenge S ⊆ I sei (ΩS, RS, µS) das Produkt von (Ωs, Rs, µs)s∈S. Sei

TS : Ω → ΩS die Projektion. TS ist meßbar.

Seien µ und µ′ zwei verschiedene solche Prämaße auf R0. Dann existiert U ∈ R0 mit

µ(U) 6= µ′(U). Sei S ⊆ I endlich derart, daß U ∈ RS. Nun sind TS∗µ und TS∗µ
′ zwei

Prämaße auf (ΩS, RS). Dann gilt TS∗µ = TS∗µ
′ = µS.

Nun ist U = T−1
S (Ū) für ein geeignetes Ū ∈ RS. Damit gilt aber µ(U) = µS(Ū) = µ′(U).

Widerspruch. Folglich ist das Prämaß µ eindeutig bestimmt.

Jetzt zeigen wir die Existenz. Sei S ⊆ I endlich. Wenn A ∈ RS so ist es von der Form

T−1
S (Ā) für ein eindeutiges Ā ∈ RS. Wir setzen

µS(A) := µS(Ā) .

Da die µi Wahscheinlichkeitsmaße sind, hängt µS(A) nicht von der Wahl von S mit

A ∈ RS ab. Weiter ist µS additiv.

Aus diesen beiden Fakten folgt die Existenz von µ. In der Tat setzen wir µ(A) := µS(A),

wobei S ⊆ I geeignet mit A ∈ RS gewählt wird.

Wir zeigen nun die σ-Additivität von µ. Wir nehmen o.B.d.A. an, daß I = N. Sei (Ai)

eine disjunkte Familie in R0 derart, daß
⋃

iAi ∈ R0. Sei Bn := ∪i>nAi. Dann gilt ∩nBn =

∅. Wir müssen zeigen, daß limn µ(Bn) = 0 gilt. Sei Sn ⊂ N derart gewählt, daß Bn ∈ RSn .

Wir können o.B.d.A. annehmen, daß Sn = {0, . . . , mn} für eine monoton wachsende Folge

(mn) ist. Sei B̄n ∈ RSn derart, daß T−1
Sn

(B̄n) = Bn. Dann gilt µ(Bn) = µSn(B̄n).

Wir nehmen nun an, daß nicht limn µ(Bn) = 0 gilt. Da die Folge (µ(Bn)) monoton fällt,

gilt dann limn µ(Bn) > 0. Nach dem Satz von Fubini gilt

µ(Bn) =

∫

Ω1

(

∫

ΩSn\{1}

χB̄n
(x1, x̃)dµSn\{1}(x̃)

)

dµ1(x1) .
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Nach dem Satz über monotone Konvergenz gibt es einen Punkt x1 ∈ Ω1 mit

lim
n

∫

ΩSn\{1}

χB̄n
(x1, x̃)dµSn\{1}(x̃) 6= 0 .

Wir wenden wieder Fubini an und schreiben für große n (mit mn ≥ 2)

∫

ΩSn\{1}

χB̄n
(x1, x̃)dµSn\{1}(x̃) =

∫

Ω2

(

∫

ΩSn\{1,2}

χB̄n
(x1, x2, x̃)dµSn\{1,2}(x̃)

)

dµ2(x2) .

Wir finden wieder mit dem Satz über monotone Konvergenz ein x2 ∈ Ω2 mit

lim
n

∫

ΩSn\{1,2}

χB̄n
(x1, x2, x̃)dµSn\{1,2}(x̃) 6= 0 .

In der gleichen Weise verfahren wir weiter und finden eine Folge (xm) mit

lim
n

∫

ΩSn\{1,...,m}

χB̄n
(x1, . . . , xm, x̃)dµSn\{1,...,m}(x̃) 6= 0 .

Wir haben

{x1} × · · · × {xmn} × Ωmn+1 × Ωmn+2 × · · · ⊆ Bn .

Damit ist aber (xi) ∈
⋂

iBi. Widerspruch! ✷

Sei (Ω, R, µ) der Bernoullische Schiftraum über einer endlichen Menge A mit Dichte

p : A→ [0, 1]. Wir betrachten das Maß λ :=
∑

a∈A p(a)δa. Dann ist (Ω, R, µ) das Produkt

von abzählbar vielen Kopien des Maßraumes (A,P(A), λ) ist.

1.5 Der Satz von Radon-Nikodym

1.5.1 Dichtefunktionen

Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum. Ist f ∈ L(Ω, R) nichtnegativ, dann definieren wir

Definition 1.142.

fµ : R → [0,∞], fµ(A) :=

∫

A

fdµ .

Lemma 1.143. fµ ist ein Maß auf (Ω, R).
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Proof. Aus den elementaren Eigenschaften des Integrals folgt die endliche Additivität.

Wir müssen zeigen, daß fµ auch σ-additiv ist. Sei (Ai) eine aufsteigende Familie in R

mit A :=
⋃

iAi. Dann ist (χAi
f) eine aufsteigende Familie nichtnegativer Funktionen in

L(Ω, R). Nach dem Satz über monotone Konvergenz gilt

fµ(A) = lim
i

∫

Ω

χAi
fdµ = lim

i
fµ(Ai) .

✷

Es gilt fµ(A) = 0 für jede Nullmenge A ∈ R.

Definition 1.144. Ein Maß ν auf (Ω, R) ist absolutstetig bezüglich µ, falls für jedes

A ∈ R mit ν(A) <∞ gilt

lim
ǫ→0

sup
B∈R,B⊆A,µ(B)<ǫ

ν(B) = 0 .

Lemma 1.145. Das Maß fµ ist absolutstetig bezüglich ν ist.

Proof. Das folgt unmittelbar aus 1.116. ✷

Lemma 1.146. Sei ν σ-endlich und absolutstetig bezüglich µ. Dann gilt ν(A) = 0 für alle

µ-Nullmengen.

Diese Aussage wird im allgemeinen falsch, wenn man die Voraussetzung, daß ν σ-

endlich ist, wegläßt.

Proof. Sei (Ai) eine monotone Ausschöpfung von Ω durch meßbare Mengen endlichen ν-

Maßes. Sei A ∈ R eine µ-Nullmenge. Wäre ν(A) 6= 0, dann wäre ν(A ∩ Ai) 6= 0 für ein i.

Damit wäre aber

lim
ǫ→0

sup
B⊆A,µ(B)<ǫ

ν(B) ≥ ν(A ∩ Ai) 6= 0 .

Den zweiten Teil des Beweises überlassen wir als Übungsaufgabe. ✷
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Die Gleichung ν = fµ bestimmt die Klasse [f ] bezüglich der Äquivalenzrelation “=µ”

eindeutig.

Sei (Zp, R, µ) der Haarsche Maßraum auf den p-adischen ganzen Zahlen und x ∈ Zp. Sei

T (x) : Zp → Zp die Multiplikation mit x. Dann ist T (x)∗µ absolutstetig bezüglich µ ist.

In der Tat gilt T (x)∗µ = fxµ mit

fx(y) =

{

pνp(x) νp(y) ≥ νp(x)

0 sonst
,

wobei νp(x) ∈ N0 die Valuation ist mit νp(pn) = n.

Sei f : U → V ein Diffeomorphismus offener Teilmengen von Rn.

Lemma 1.147. Das Maß f∗|.||U ist absolutstetig zu |.||V , und es gilt

f∗|.||U =
1

| det(df)| ◦ f−1
|.||V .

Proof. Wir haben die Transformationsformel für das iterierte Riemannintegral
∫

V

f(x)df∗|.||U(x) =

∫

U

φ(f(x))dx

=

∫

U

φ(f(x))| det(df)|(x)−1| det(df)|(x)dx

=

∫

V

φ(x)| det(df)|(f−1(x))−1dx .

Daraus folgt die Formel
∫

V

χA(x)df∗|.||U(x) =
∫

V

χA(x)| det(df)|(f−1(x))−1dx

durch monotone Approximation zuerst für Rechtecke A ⊆ V und schließlich für alle meß-

baren Mengen. ✷

1.5.2 Signierte Maße, Hahnsche Zerlegung

Bisher hatten wir immer positive Maße betrachtet. In der Physik beschreibt man zum

Beispiel Ladungsverteilungen als Maße. So wird ein Elektron am Punkt x ∈ R3 durch eδx

beschrieben, wobei e < 0 die Ladung des Elektron ist. Nun gibt es auch positiv geladene
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Teilchen. Ein System aus endlich vielen solchen Ladungen ei an den Orten xi ist dann

durch
∑

i eiδxi
modelliert, wobei die ei ∈ R verschiedene Vorzeichen haben.

Dies ist ein typisches Beispiel eines signierten Maßes. Sei (Ω, R) ein meßbarer Raum.

Definition 1.148. Eine σ-additive Funktion µ : R → R̄ mit µ(∅) = 0 heißt signiertes

Maß.

Bei der Betrachtung signierter Maße entsteht das folgende Problem. Sei µ(A) = ∞ und

µ(B) = −∞ für disjunkte A,B ∈ R. Was ist dann µ(A ∪ B) = ∞−∞? Damit der die

σ-Additivität beschreibende Ausdruck überhaupt definiert ist, muß also µ genau in eine

der folgenden drei Klassen fallen

1. µ ∈ M+, falls µ(A) > −∞ für alle A ∈ R und µ(Ω) = ∞.

2. µ ∈ M−, falls µ(A) <∞ für alle A ∈ R und µ(Ω) = −∞.

3. |µ(A)| <∞ für alle A ∈ R.

Lemma 1.149. 1. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum und f ∈ L1(Ω, R, µ). Dann ist fµ ein

signiertes Maß in M , wobei

fµ(A) :=

∫

A

fdµ .

2. Sei f ∈ L(Ω, R) nichtnegativ. Dann ist ±fµ ein signiertes Maß in M±, wobei

±fµ(A) := ±
∫

A

fdµ .

Sei µ ein signiertes Maß auf (Ω, R).

Definition 1.150. Eine Partition {S, T} ⊂ R von Ω heißt Hahnsche Zerlegung von Ω zu

µ, falls für alle A ∈ R gilt

µ(A ∩ S) ≤ 0, und µ(A ∩ T ) ≥ 0 .

Lemma 1.151. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum und f ∈ L1(Ω, R). fµ. Wir zerlegen f =

f+ − f− und setzen S := {f+ > 0} und T := {f− ≥ 0}. Dann ist {S, T} eine Hahnsche

Zerlegung.
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Proof. Offensichtlich. ✷

Satz 1.152. Sei µ ein signiertes Maß auf (Ω, R). Dann besitzt µ eine Hahnsche Zerlegung.

Proof. Wir nehmen o.B.d.A. an (ersetze notfalls µ durch −µ), daß µ(A) > −∞ für alle

A ∈ R. Wir definieren

µ+(A) := sup
B∈R, B⊆A

µ(B) .

Wegen µ(∅) = 0 gilt µ+(A) ≥ 0. Weiter gilt für B ⊆ A, daß µ+(B) ≤ µ+(A).

Wir setzen

R− := {A ∈ R | µ+(A) = 0} .

Dann gilt für A ∈ R−, daß µ(A) ≤ 0. Sei a := infA∈R− µ(A). Dann ist −∞ < a ≤ 0. In

der Tat, wäre a = −∞, dann gäbe es eine Folge (Ai) in R− mit limi µ(A) = −∞ und

damit µ(
⋃

iA) = −∞.

Sei (S ′
i) eine Folge in R− derart, daß µ(Ai) monoton fällt und limi µ(S

′
i) = a gilt. Wir

setzen Sj = S ′
j \
⋃

i<j S
′
i. Sei ferner S :=

⋃

i S
′
i und T := Ω\S. Dann ist (Si) eine paarweise

disjunkte Zerlegung von S.

Für A ∈ R gilt nun (beachte, daß A ∩ Si ⊆ S ′
i und deshalb µ(A ∩ Si) ≤ µ+(S ′

i) gilt)

µ(A ∩ S) = µ(A ∩
⋃

i

Si)

=
∑

i

µ(A ∩ Si)

≤
∑

i

µ+(S ′
i)

= 0 .

Es bleibt zu zeigen, daß auch µ(A ∩ T ) ≥ 0 gilt.

Sei

F := {A ∈ R | A ⊆ T und µ(A) < 0} .

Wir müssen zeigen, daß F = ∅. Wir nehmen das Gegenteil an.

Zuerst zeigen wir, daß für alle A ∈ F die Ungleichung µ+(A) > 0 gilt. Es gilt µ(S) =

µ(S \ Si) + µ(Si). Wegen µ(S \ Si) = µ(S ∩ (S \ Si)) ≤ 0 gilt µ(S) ≤ µ(Si) für alle

81



i und damit −∞ < µ(S) ≤ limi µ(Si) ≤ a. Aus der Definition von a, S ∩ A = ∅ (da

A ⊆ T ) und a ≥ µ(S) > µ(A) + µ(S) = µ(A∪ S) (wegen A ∈ F gilt µ(A) < 0) folgt, daß

A ∪ S 6∈ R−. Damit ist µ+(A ∪ S) > 0. Also gibt es ein B ⊆ A ∪ S mit 0 < µ(B). Dann

gilt (wegen S ∩ A = ∅) 0 < µ(B) = µ(B ∩ (A ∪ S)) = µ(B ∩ A) + µ(B ∩ S) ≤ µ(B ∩ A)
(da µ(B ∩ S) ≤ 0). Also ist µ+(A) > 0.

Wir konstruieren nun induktiv eine absteigende Folge (Ai) in R. Sei A0 ∈ F beliebig.

Eine solche Menge existiert nach unserer Annahme. Seien jetzt die Ai für i ≤ n schon

konstruiert. Wir wählen Bn ⊆ An derart, daß

µ(Bn) ≥
{

1 µ+(An) = ∞
1
2
µ+(An) µ+(An) <∞

.

Wir setzen An+1 := An \Bn. und A := A0 \
⋃

nBn. Es gilt dann

0 > µ(A0) = µ(A) +
∑

n

µ(Bn) ≥ µ(A) > −∞ .

Damit ist A ∈ F und 0 < µ+(A) ≤ µ+(An) für alle n. Weiterhin konvergiert die Reihe
∑

n µ(Bn). Also gilt limn µ(Bn) = 0. Daraus folgt aber auch limn µ
+(An) = 0. Also gilt

µ+(A) = 0. Dies ist ein Widerspruch. ✷

1.5.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir betrachten einen Maßraum (Ω, R, µ). Sei λ ein signiertes Maß auf (Ω, R).

Definition 1.153. 1. Eine Menge T ⊆ R heißt Träger von λ, falls λ(A) = 0 für alle

meßbaren A ⊆ T c gilt.

2. λ heißt singulär zu µ, falls λ eine Trägermenge besitzt, welche eine µ-Nullmenge ist.

1. δ0 singulär zu |.| auf (Rn,B, |.|).

2. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum. Ist f ∈ L1(Ω, R, µ), so ist {f 6= 0} eine Trägermenge

von fµ.

3. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum und (λn) eine Folge von zu µ singulären Maßen. Dann

ist
∑

i λi ein zu µ singuläres Maß.
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4. Sei (Ω, R, µ) ein σ-endlicher Maßraum. Dann gibt es höchstens abzählbar viele Punk-

te x ∈ Ω mit µ({x}) 6= 0. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Maß ν, welches zu

σ :=
∑

x∈Ω µ({x})δx singulär ist, so daß ν + σ = µ gilt.

Aufgabe 1.4 (Etwas in Richtung des Riemann-Stieltjesschen Integrales). Sei f : R →
R eine monoton wachsende Funktion. Wir ordnen jedem Intervall (a, b) ⊂ R die Zahl

µ((a, b)) := f(b)− f(a) zu. Zeige :

1. µ dehnt sich eindeutig zu einem Maß auf (R,B) aus.

2. Ist f stetig, so ist µ({x}) = 0 für alle x ∈ R.

3. Ist f differenzierbar, so gilt µ = f ′|.|.

4. Wenn f stetig ist, dann gilt µ = f−1
∗ |.|.

5. Ist f stetig, so gilt für jedes g ∈ L(R,B) mit g ≥ 0, daß
∫

R

f ∗g dµ =

∫

R

g d|.| .

6. Ist g ∈ C1
c (R), so gilt

∫

R

g dµ = −
∫

R

g′ fd|.| .

7. Sei f := χ(0,∞). Zeige, daß µ = δ0 gilt.

Satz 1.154. Sei (Ω, R, µ) ein σ-endlicher Maßraum und ν ein weiteres σ-endliches Maß

auf (Ω, R). Dann existiert ein nichtnegatives f ∈ L(Ω, R) und ein zu µ singuläres Maß λ

derart, daß ν = fµ+ λ. Dabei sind ν eindeutig und f bis auf ′′ =′′
µ eindeutig bestimmt.

Proof. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeitsaussagen. Seien fi und λi, i = 0, 1, wie im

Satz. Seien Zi Trägermengen von λi mit µ(Zi) = 0. Wir setzen Z := Z0 ∪ Z1. Dann

ist Z eine µ-Nullmenge und damit auch eine fµ-Nullmenge. Es gilt für A ⊆ Z, daß

λ0(A) = ν(A) = λ1(A). Für A ⊆ Zc haben wir λ0(A) = 0 = λ1(A). Damit gilt λ0 = λ1.

Weiter gilt für solche Mengen f0µ(A) = ν(A) = f1µ(A). Damit gilt f0|Zc =µ f1|Zc . Da Z

selbst eine µ-Nullmenge ist, gilt f0 =µ f1.

Wir erbringen nun den Existensbeweis. Zunächst nehmen wir an, daß ν(Ω) < ∞ ist.

Sei F := {f ∈ L(Ω, R) | f ≥ 0 und fµ ≤ ν}. Diese Menge ist halbgeordnet durch folgende

Relation :

f ′′ ≥′′ g ⇔ fµ ≥ gµ .
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Wir zeigen, daß F ein maximales Element enthält, welches wir mit f bezeichnen werden.

Seien h, g ∈ F . Dann ist auch h ∨ g ∈ F . In der Tat gilt für alle A ∈ R, daß

(h ∨ g)µ(A) =

∫

A

(h ∨ g)dµ

=

∫

A∩{h≥g}

h dµ+

∫

A∩{h<g}

g dµ

≤ ν(A ∩ {h ≥ g}) + ν(A ∩ {h < g})
= ν(A) .

Sei (gn) eine aufsteigende (im Sinne der Ordnung von Funktionen) Folge in F . Dann

ist auch limn gn =: g ∈ F . Sei A ∈ R. In der Tat gilt gnµ(A) =
∫

A
gn dµ ≤ ν(A). Mit dem

Satz über monotone Konvergenz schließen wir

gµ(A) =

∫

A

g dµ =

∫

A

lim
n
gn dµ = lim

n

∫

A

gn dµ ≤ ν(A) .

Sei nun K := supg∈F gµ(Ω). Klar ist K ≤ ν(Ω) < ∞. Sei (hn) eine Folge in F mit

limn hnµ(Ω) = K. Wir setzen gn :=
∨

i≤n hi. Dann gilt wegen hn ≤ gn auch limn gnµ(Ω) =

K. Weiterhin ist (gn) monoton wachsend. Wir setzen f := limn gn. Es gilt

∞ > ν(Ω) ≥ K = lim
n

∫

Ω

gn dµ =

∫

Ω

f dµ .

Sei jetzt g ∈ F und A ∈ R. Dann gilt

gµ(A) + fµ(Ac) ≤ (g ∨ f)µ(A) + (g ∨ f)µ(Ac)

≤ K

= fµ(A) + fµ(Ac) .

Da fµ(Ac) <∞ ist, gilt gµ(A) ≤ fµ(A). Wir schließen, daß g ′′ ≤′′ f ist. Dies zeigt, daß

f maximal in F ist.

Wir definieren nun das Maß λ := ν − fµ. Wir müssen zeigen, daß λ zu µ singulär ist.

Wir betrachten dazu die signierten Maße αn := 1
n
µ − λ = (f + 1

n
)µ − ν. Sei (Sn, Tn)

eine Hahnsche Zerlegung zu αn. Wir setzen S :=
⋃

Sn. Wir werden zeigen, daß S eine

Trägermenge von λ mit µ(S) = 0 ist. Es gilt für A ∈ R, daß

(f +
1

n
χSn)µ(A) = fµ(A) +

1

n
µ(A ∩ Sn)

= fµ(A) + λ(A ∩ Sn) + αn(A ∩ Sn)

≤ fµ(A) + λ(A)

= ν(A) .
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Damit ist f + 1
n
χSn ∈ F . Wegen der Maximalität von f gilt χSnµ = 0, also µ(Sn) = 0.

Wir sehen, daß µ(S) = 0.

Sei (Ωi)i∈N eine Ausschöpfung von Ω mit durch meßbare Mengen mit µ(Ωi) < ∞. Wir

betrachten A ⊆ Sc =
⋂

n Tn. Dann gilt αn(A∩Ωi) = αn(A∩Ωi ∩Tn) ≥ 0. Wir sehen, daß

für alle n ∈ N gilt :

1

n
µ(A ∩ Ωi) = λ(A ∩ Ωi) + αn(A ∩ Ωi) ≥ λ(A ∩ Ωi) ≥ 0 .

Wir schließen, daß λ(A ∩ Ωi) = 0. Damit gilt auch λ(A) = limi λ(A ∩ Ωi) = 0.

Wir haben jetzt den Satz unter der Voraussetzung, daß ν endlich ist, gezeigt. Wir

nehmen nun an, daß ν nur σ-endlich ist. Sei (Xn) eine abzählbare paarweise disjunkte

Zerlegung von Ω mit ν(Xn) < ∞. Wir wenden den Satz auf νn := χXnν an und erhalten

Funktionen fn und Maße λn derart, daß νn = fnµ + λn. Sei f :=
∑

n fn und λ =
∑

n λn.

Dann ist λ zu µ singulär und es gilt ν = fµ+ λ. ✷

Folgerung 1.155 (Satz von Radon-Nikodym). Sei (Ω, R, µ) ein σ-endlicher Maßraum

und ν ein σ-endliches bezüglich µ absolutstetiges Maß. Dann existiert eine bis auf ′′ =′′
µ

eindeutig bestimmte nichtnegative Funktion f ∈ L(Ω, R) derart, daß

ν = fµ .

Proof. Wir schreiben ν = fµ+ λ, wobei λ zu µ singulär ist. Sei Z eine Trägermenge von

λ mit µ(Z) = 0. Dann gilt λ(Zc) = 0 und λ(Z) = ν(Z) = 0. Damit gilt λ = 0. ✷

Folgerung 1.156 (Lebesguesche Zerlegung). Sei µ ein σ-endliches Maß auf (Rn, R|.|, |.|).
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes atomares Maß µp, ein atomfreies zu |.| singuläres

Maß µsing und ein f ∈ L(Rn, R|.|), f ≥ 0, so daß

µ = µac + µsing + µp

gilt, wobei µac := f |.| ist.
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Hier ist ein Beispiel für ein singulärstetiges Maß. Sei C ⊂ [0, 1] die Cantormenge dere-

jenigen Zahlen, welche in ihrer triadischen Darstellung keine 1 enthalten. Es gilt

|C| = 1−
∞
∑

i=1

2i−1

3i
= 1− 1

2

2

3

1

1− 2
3

= 0 .

Wir betrachten die Funktion f : [0, 1] → R, welche durch

f(a13
−1 + a23

−2 + . . . ) :=

min{i,ai=1}
∑

i=1

ai2
−i

gegeben wird. Diese Funktion ist monoton wachsend und stetig und erfüllt f(0) = 0,

f(1) = 1. Damit ist sie Verteilungsfunktion eines Maßes µ, welches durch

µ([a, b)) := f(b)− f(a)

bestimmt ist. Es gilt µ([0, 1] \ C) = 0. In der Tat ist µ([1/3, 2/3)) = 0, µ[1/9, 2/9)) = 0

etc. Folglich ist C ein Trägermenge von µ. Das Maß µ hat keine Atome.

Die Funktion f ist fast überall differenzierbar und es gilt f ′ = 0. Sie ist aber dennoch

nicht konstant. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kann auf f nicht

angewendet werden.

1.6 Instruktive Argumente

Satz 1.157. Für jedes endliche f ∈ L1(R, R|.|, |.|) gilt
∫

R
f d|.| = 0.

Proof. Wir betrachten die Funktion h : R×R → R, welche durch h(t, x) = χ{x≤t}(x)f(x)

gegeben ist. Für jedes t ∈ R ist R ∋ x 7→ h(t, x) integrierbar. Wir setzen

ψ(t) :=

∫

R

h(t, x)d |x| .

Weiter gilt für jedes x ∈ R, daß limt→−∞ h(t, x) = 0 und limt→∞ h(t, x) = f(x). Dann gilt

nach dem Satz über majorisierte Konvergenz (mit integrierbarer Majorante |f |) daß

lim
t→−∞

ψ(t) =

∫

R

lim
t→−∞

h(t, x)d|x| = 0

lim
t→∞

ψ(t) =

∫

R

lim
t→∞

h(t, x)d|x| =

∫

R

f d|.| .
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Die Behauptung folgt nun sofort aus der folgenden Tatsache : Die Funktion ψ ist in jedem

t ∈ R differenzierbar und es gilt d
dt
ψ(t) = 0.

Sei t0 ∈ R gegeben. Dann gilt ψ(t) =
∫

R\{t0}
h(t, x)d|x| weil {t0} eine |.|-Nullmenge ist.

Für jedes x ∈ R \ {t0} existiert ein Intervall (t0 − ǫ, t0 + ǫ), so daß d
dt
h(t, x) = 0 für alle

t ∈ (t0 − ǫ, t0 + ǫ).

Die Funktion h(t, x) ist also für jedes x ∈ R \ {t0} in einer Umgebung von t0 bezüglich

x differenzierbar. Dabei ist die Ableitung gleich Null und hat insbesondere eine Majo-

rante, nämlich die Nullfunktion, welche natürlich integrierbar ist. Damit können wir die

Ableitung unter das Integral ziehen. Es gilt
(

d

dt

)

|t=t0

ψ(t) =

∫

R\{t0}

(

d

dt

)

|t=t0

h(t, x)d|x| = 0 .

Die Behauptung folgt nun, da wir t0 beliebig vorgeben können. ✷

Satz 1.158. Für jedes reelle Zahl r ∈ R gilt r = 0.

Proof. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir r > 0 annehmen. Wir betrach-

ten die folgenden beiden Maßräume :

1. (Ω1, R1, µ1) = (R, R|.|, |.|),

2. (Ω2, R2, µ2) = (R,P(R), µ2), wobei µ2(A) := ♯A, A ∈ P(R), das Zählmaß ist .

Sei nun (Ω, R, µ) = (Ω1, R1, µ1)× (Ω2, R2, µ2). Insbesondere gilt Ω = R2. Wir betrachten

die nichtnegative Funktion f : Ω → R, welche durch

f(x, y) =















0 x 6= y

0 x = y und x 6∈ [0, 1]

r x = y und x ∈ [0, 1]

gegeben ist. Diese Funktion nimmt nur zwei Werte an. Die Menge f−1({r}) = {(x, x) |x ∈
[0, 1]} ist meßbar. In der Tat ist sie abgeschlossen. Sie ist meßbar, weil B(R2) ⊂ R. In der

Tat ist B(R2) sogar in der Algebra R̃ von (R, R|.|)× (R, R|.|) = (R2, R̃) enthalten. Da nun

sicherlich R|.| ⊂ P(R) gilt, haben wir B(R2) ⊂ R. Die Funktion f ist somit sogar einfach.
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Wir berechnen nun
∫

Ω1

(
∫

Ω2

f(x, y)dµ2(y)

)

dµ1(x) = r .

Das innere Integral ergibt

∫

Ω2

f(x, y)dµ2(y) =

{

r x ∈ [0, 1]

0 x 6∈ [0, 1]

In der Tat, für x ∈ [0, 1] ist y 7→ f(x, y) gleich rχ{x}. Sie ist gleich Null falls x 6∈ [0, 1].

Es gilt aber µ2({x}) = 1. Damit ist x 7→
∫

Ω2
f(x, y)dµ2(y) gleich rχ[0,1]. Diese hat Lebes-

gueintegral r.

Aus der Endlichkeit dieser Integrale schließen wir mit dem Satz von Fubini, daß f ∈
L1(Ω, R, µ) und

∫

Ω

fdµ = r

gilt. Natürlich können wir die Integrationen auch in der anderen Reihenfolge ausführen.

Es gilt
∫

Ω2

(
∫

Ω1

f(x, y)dµ1(x)

)

dµ2(y) = 0 .

In der Tat ist für ein festes y ∈ [0, 1] die Funktion x 7→ f(x, y) gleich rχ{x}. Sie ist Null

für y 6∈ [0, 1]. Da {y} aber eine |.| = µ1-Nullmenge ist, gilt schon
∫

Ω1
f(x, y)dµ1(x) = 0.

Damit haben wir

0 =

∫

Ω2

(
∫

Ω1

f(x, y)dµ1(x)

)

dµ2(y) =

∫

Ω

fdµ

gezeigt. Folglich muß r = 0 gelten. ✷

Satz 1.159. Jedes σ-endliche Maß ist atomar.

Folgerung 1.160. R ist abzählbar.

Proof. Sei (Ω, R, ν) ein σ-endlicher Maßraum. Wir betrachten daß Zählmaß µ auf R mit

µ(A) := ♯(A). Dann gilt für jede Menge A ∈ R, daß

µ(A) = 0 ⇒ A = ∅ ⇒ ν(A) = 0 .

Wir wenden nun den Satz von Radon-Nikodym an, welcher eine Darstellung ν = fµ

für eine meßbare nichtnegative Funktion f liefert. Da µ = (
∑

x∈Ω δx)|R ist, gilt ν =

(
∑

x∈Ω f(x)δx)|R. ✷
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Proof. (der Folgerung) Das Lebesguemaß ist σ-endlich und damit atomar. Das es nicht

verschwindet, gibt es einen Punkt x ∈ R mit c := |{x}| 6= 0. Wegen der Translationsinva-

rianz gilt dann |{x}| = c für alle x ∈ R. Da das Lebesguemaß σ-endlich ist, muß also R

abzählbar sein. ✷

2 Aufgaben

1. Sei Ω eine Menge und S ⊆ P(Ω). Sei weiter ZΩ der Ring der Z-wertigen Funktionen

auf Ω. Für A ⊆ Ω sei χA ∈ ZΩ,

χA(x) :=

{

1 x ∈ A

0 x 6∈ A
,

die charakteristische Funktion von A. Sei U ⊆ ZΩ der kleinste Unterring mit 1,

welcher alle χA mit A ∈ S enthält. Zeige, daß A ∈ R(S) genau dann gilt, wenn

χA ∈ U .

2. Seien Ωi, i ∈ {0, 1} Mengen und Si ⊆ P(Ωi) unter Komplementbildung abgeschlos-

sene Teilmengen. Dann bilden wir

S0 × S1 := {A×B|A ∈ S0 , B ∈ S1} ⊆ P(Ω0 × Ω1) .

Zeigen Sie, daß

R(S0 × S1) = R((S0 × {Ω1})
⋃

({Ω0} × S1)) .

3. Sei f : Ω0 → Ω1 eine Abbildung zwischen Mengen und S ⊆ P(Ω1). Zeigen Sie, daß

f ∗R(S) = R(f ∗S) gilt. Zeigen Sie weiter, daß mit S auch f ∗S eine Partition ist.

4. Sei f : C → C eine durch ein quadratisches Polynom gegebene Abbildung. Sei µ das

Zählprämaß auf (C,P(C)). Finden Sie die maximale Teilmenge U ⊆ C derart, daß

f|f−1(U)∗µ|f−1(U) = 2µ|U ist.
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5. Sei f : Ω0 → Ω1 eine Abbildung endlicher Mengen. Für A ∈ P(Ω1) und B ∈ P(Ω0)

definieren wir µ(A) := ♯f−1(A) und ν(B) := ♯f(B). Untersuchen Sie, ob ν oder µ

auf jeweils der ganzen Potenzmenge definierte Prämaße sind.

6. Seien (Ωi, Ri, µi), i = 0, 1 prämeßbare Räume und (Ω, R) = (Ω0, R0) × (Ω1, R1).

Zeigen Sie, daß es genau ein Prämaß µ auf (Ω, R) mit µ(A0 × A1) = µ0(A0)µ1(A1)

für alle Ai ∈ Ri gibt.

7. Sei R die in der Vorlesung definierte Algebra auf Zp (p-adische Zahlen). Finde eine

Menge A ⊆ Zp mit A 6∈ R.

8. Sei (AN, R, µ) der Prämaßraum mit der Algebra der Zylindermengen R und dem

durch eine Funktion f : A→ [0, 1] gegebenen Maß (siehe Vorlesung). Wir definieren

T : AN → AN durch T ((an)) := (bn) mit bn := an+1 für alle n ≥ 0. Zeigen Sie, daß

T∗µ = µ gilt.

9. Wir betrachten den meßbaren Raum (R,B) (Borelsche σ-Algebra). Zeigen Sie, daß

eine stückweise stetige reellwertige Funktion (R,B) → (R,B) meßbar ist.

10. Wir betrachten den meßbaren Raum (Rn,Bn) (Borelsche σ-Algebra) und einen

weiteren meßbaren Raum (X,R). Zeigen Sie, daß aus der Meßbarkeit von f, g :

(X,R) → (Rn,Bn) auch die Meßbarkeit von f + g folgt.

11. Sei (X,R) ein meßbarer Raum und f : X → X eine meßbare Bijektion. Ist dann

auch f−1 : X → X meßbar?

12. Sei (X, T ) ein topologischer Raum mit der Hausdorff-Eigenschaft und B die dazuge-

hörige σ-Algebra. Zeigen Sie, daß alle abzählbaren Teilmengen von X meßbar sind.

Kann man die Hausdorff-Voraussetzung weglassen?

13. Sei p ∈ N eine Primzahl. Zeigen Sie, daß man jedem Element (ai) ∈ Zp ⊆
∏

i≥0 Z/p
iZ

eine wohlbestimmte Folge (bi) ∈ {0, 1, . . . , p−1}N zuordnen, so daß ai = [
∑i−1

k=0 bkp
k]Z/piZ

für alle i gilt. Zeigen Sie, daß die so definierte Abbildung Zp → {0, 1, . . . , p − 1}N

bijektiv, stetig und meßbar ist. Ist die Umkehrabbildung auch stetig?

14. Wir betrachten (N,P(N)) und die Abbildung µ : P(N) → [0,∞] mit

µ(A) :=

{

∞ |A| = ∞
∑

a∈A 2−a |A| <∞
.

Zeigen Sie, daß µ endlich additiv ist. Gilt auch die σ-Additivität?
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15. Sei A eine endliche Menge und P ∈ [0, 1]A×A eine stochastische Matrix, d.h es

gilt
∑

b∈A P (a, b) = 1 für alle a ∈ A. Sei weiter p : A → [0, 1] eine Funktion

(Anfangsverteilung) derart, daß
∑

a∈A p(a) = 1 gilt. Wir betrachten den meßbaren

Raum (AN, R) (Algebra der Zylindermengen) und definieren

µ(q−1
n (a1, . . . , an)) := p(a1)

n−1
∏

i=1

P (ai, ai+1) ,

wobei qn : AN → An die Projektion auf die ersten n Komponenten ist. Zeigen Sie,

daß dadurch ein σ-additives Wahrscheinlichkeitsprämaß auf (AN, R) festgelegt wird.

16. Sei (Rn, Rn) der n-dimensionale euklidische Raum mit der dyadischen Algebra. Zei-

gen Sie, daß jede offene Teilmenge von Rn eine Vereinigung einer abzählbaren paar-

weise disjunkten Familie von Elementen aus Rn ist.

17. Wir betrachten eine Folge (xn)n∈N von Folgen nichtnegativer reeller Zahlen. Wir

schreiben xn(i) für das i-te Glied der Folge xn. Wir nehmen an, daß für jedes i ∈ N

die Folge (xn(i))n∈N monoton wächst und den Genzwert y(i) hat und daß S :=
∑∞

i=0 y(i) existiert. Zeigen Sie, daß dann Sn :=
∑∞

i=0 xn(i) für alle i ∈ N existiert

und limn→∞ Sn = S gilt.

18. Für eine Menge Ω betrachten wir den meßbaren Raum (Ω,P(Ω)). Sei f : Ω → [0,∞]

gegeben und µ : P(Ω) → [0,∞] das f -gewichtete Zählprämaß

µ(A) :=
∑

x∈A

f(x) , A ∈ P(Ω) .

Zeigen Sie, daß µ ein Maß ist.

19. Wir betrachten den Prämaßraum (R,D1, µ) mit der dyadischen Algebra und dem

Lebesgueschen Prämaß µ. Sei Fm := [−2m, 2−m) und A ∈ D1 unbeschränkt. Zeigen

Sie, daß für alle m ∈ N die Relation A∩ Fm ∈ D1 gilt und limm→∞ µ(A∩ Fm) = ∞
ist.1

20. Wir betrachten den Schiftraum (AN, T ) mit der von den Zylindermengen erzeugten

Topologie. Zeigen Sie, daß AN kompakt ist (Hinweis: Satz von Tychonov benut-

zen). Zeigen Sie weiter, daß für jede absteigende Familie (Ai)i∈N abgeschlossener

nichtleerer Teilmengen gilt
⋂

i∈NAi 6= ∅.
1Das wurde im Nachweis der σ-Additivität von µ in der Vorlesung benutzt!
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21. Wir betrachten die Teilmenge A ⊆ [0, 1] derjenigen reellen Zahlen, deren Dezi-

malbruchentwicklung die Ziffern 3, 5, 7 nicht enthält. Zeigen Sie, daß A ∈ B(R1)

(Borelsche σ-Algebra). Nehmen Sie an, daß das Lebesgueprämaß eine Ausdehnung

zu einem Maß µ auf B hat. Berechnen Sie µ(A).

22. Sei Ω eine Menge und (xn)n∈N eine Folge in Ω. Für A ⊆ Ω definieren wir 2

µ(A) := lim sup
n

♯{i ∈ {1, . . . , n}|xi ∈ A}
n

.

Zeigen Sie, daß µ(A) wohldefiniert ist. Ist µ ein Prämaß?

23. Sei Ω eine Menge und (xn)n∈N eine Folge in Ω. Wir setzen

R := {A ∈ P(Ω)|µ(A) := lim
n

♯{i ∈ {1, . . . , n}|xi ∈ A}
n

existiert} .

Zeigen Sie, daß R eine Algebra und µ ein Prämaß auf R ist. Ist R eine σ-Algebra

und µ ein Maß?

24. Wir betrachten das Einheitsintervall [0, 1]. Finden Sie eine Folge (xn)n∈N in [0, 1]

derart, daß für jede stetige Funktion f ∈ C([0, 1]) gilt

lim
n→∞

∑n
i=1 f(xi)

n
=

∫ 1

0

f(x)dx .

25. Sei f : R → R eine stetige nicht-negative Funktion mit kompaktem Träger. Wir

betrachten A := {(x, y) ∈ R2|0 ≤ y ≤ f(x)}. Zeigen Sie, daß A eine Borelmenge

mit dem Lebesguemaß
∫∞

−∞
f(x)dx ist.

26. Für a, b > 0 betrachten wir die Menge E := {ax2 + by2 ≤ 1} ⊂ R2. Zeigen Sie, daß

E eine Borelmenge ist und berechnen Sie ihr Lebesguemaß.

27. Sei A eine endliche Menge und f : A → [0, 1] derart, daß
∑

a∈A f(a) = 1. Sei

(AN,B, µ) der zu diesen Daten gehörende Schiftraum. Ein Element (ai)i∈N heißt

letzlich periodisch, wenn es i0, p ∈ N gibt, so daß für alle i ≥ i0 gilt ai+p = ai. Sei

P ⊆ AN die Teilmenge der letzlich periodischen Elemente. Zeigen Sie, daß P ∈ B
ist und bestimmen Sie µ(A).

28. Sei A eine endliche Menge und f : A → [0, 1] derart, daß
∑

a∈A f(a) = 1. Sei

(AN,B, µ) der zu diesen Daten gehörende Schiftraum. Mit T : AN → AN bezeichnen

wir die Verschiebung. Zeigen Sie, daß für jede unter T invariante (d.h. T (W ) = W

erfüllende) Teilmenge W ∈ B gilt µ(W ) ∈ {0, 1}.
2♯X bezeichnet die Anzahl der Elemente von X
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29. Sei F ⊆ P(N) ein nicht-trivialer Ultrafilter auf N und µ : P(N) → [0, 1] durch

µ(A) =

{

1 A ∈ F
0 A 6∈ F

gegeben. Bestimmen Sie die äußere Erweiterung von µ.

30. Sei Cc(R) die Menge der stetigen Funktionen auf R mit kompaktem Träger. Für

A ⊆ R sei χA die charakteristische Funktion von A und

µ̃(A) :=

{

inff∈Cc(R) ,χA≤f

∫

f(x)dx A beschränkt

∞ A unbeschränkt
.

Ist µ̃ ein äußeres Maß auf P(R) bzw. P([0, 1])?

31. Wir betrachten den Schiftraum (AN, R, µ) zu A := {−1, 1} und f : {−1, 1} → [0, 1],

f(−1) := a, f(1) := 1 − a mit a ∈ [0, 1]. Sei W : AN → R durch W ((ai)) :=
∑∞

i=1 ai2
−i gegeben. Bestimmen Sie W∗(µ)((

1
16
, 3
16
)).

32. Wir betrachten einen Prämaßraum (Ω, R, µ) und bilden die äußere Erweiterung µ̃

und die Menge der bez. µ̃ zerlegenden Mengen Rµ̃. Sei U ⊆ Rµ̃ eine Algebra und µ̂

die äußere Erweiterung von µ̃|U . Zeigen Sie, daß µ̂ = µ̃ gilt.

33. Sei µ ein Wahscheinlichkeitsmaß auf (R,B). Die Funktion F : R → [0, 1], F (x) :=

µ((−∞, x)) heißt Verteilungsfunktion von µ. Zeigen Sie, daß

(a) F linkseitig stetig ist,

(b) F monoton wachsend ist,

(c) und limx→−∞ F (x) = 0 und limx→∞ F (x) = 1 gilt.

34. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion des Diracmaßes δ0 auf (R,B).

35. Zeigen Sie, daß eine Funktion F : R → [0, 1] mit den Eigenschaften

(a) F ist linkseitig stetig

(b) F ist monoton wachsend

(c) limx→−∞ F (x) = 0 und limx→∞ F (x) = 1

die Verteilungsfunktion eines eindeutig bestimmten Wahrscheinlichkeitsmaßes µ auf

(R,B). (Hinweis: Konstruieren Sie µ ähnlich wie das Lebesgue Maß ausgehend vom

Prämaß, welches den dyadischen Intervallen [a, b) das Maß F (b)− F (a) zuordnet.)
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36. Sei f : R → [0,∞) eine stetige Funktion derart, daß
∫∞

−∞
f(x)dx = 1 gilt. Zeigen Sie,

daß es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (R,B) gibt mit µ([a, b)) =
∫ b

a
f(x)dx

(Sie können Aufgabe 35 benutzen.).

37. Sei A := {−1, 1} und p : A → [0, 1] durch p(−1) = p(1) = 1
2

gegeben. Wir be-

trachten den durch diese Daten festgelegten Schiftraum (AN,B, µ). Wir defineren

die Teilmenge C ⊆ AN durch

C := {(ai) ∈ AN |
∞
∑

i=1

ai
i

konvergiert} .

(a) Zeigen Sie, daß C meßbar ist.

(b) Zeigen Sie, daß µ(C) ∈ {0, 1} gilt.

Entscheiden Sie, ob µ(C) = 1 oder µ(C) = 0 gilt3.

38. Sei A := {−1, 1} und p : A→ [0, 1] durch p(−1) = p(1) = 1
2

gegeben. Wir betrachten

den durch diese Daten festgelegten Schiftraum (AN,BAN , µ) und die Abbildung f :

AN → R,

f((ai)) :=
∞
∑

i=1

ai
2i
.

Zeigen Sie, daß f : (AN,BAN) → (R,BR) meßbar ist und bestimmen Sie die Vertei-

lungsfunktion (siehe Aufgabe 1) des Wahrscheinlichkeitsmaßes f∗µ.

39. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum und A ∈ R mit 0 < µ(R) <∞. Wir definieren

ν(B) :=
µ(A ∩ B)

µ(A)
, B ∈ R .

Zeigen Sie, daß (Ω, R, ν) auch ein Maßraum ist.

40. Wir betrachten den Lebesgue Maßraum (R,B, |.|). Sei f : R → [0,∞) stetig. Zeigen

Sie, daß
∫

[a,b]

fd|.| =
∫ b

a

f(x)dx

gilt, wobei auf der linken Seite das untere Integral und auf der rechten Seite das

Riemannintegral steht.

3Ich kenne die Antwort bisher auch nicht!
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41. Sei F ein nicht-trivialer Ultrafilter auf N. Zeigen Sie, daß die folgende Vorschrift ein

stetiges, positives lineares Funktional

lim
F

: l∞(N) → R

definiert, wobei l∞(N) den Banachraum der beschränkten reellen Folgen auf N mit

der Supremumnorm bezeichnet. Sei a := (ai)i∈N ∈ l∞(N) und 0 < L ∈ R derart, daß

−L < inf i ai ≤ supi ai < L gilt. Ist P = {P1, . . . , Pr} eine Partition des Intervalls (−L,L),

dann definieren wir die Partition A = {A1, . . . , Ar} von N durch Ai := {i ∈ N|ai ∈ Pi}.
Dann gehört genau ein Element von A zu F .

Mit

l(P ) := max
i=1,...,r

(sup
x∈Pi

x− inf
x∈Pi

x)

bezeichnen wir den Durchmesser der Partition. Wir wählen nun eine Folge von Verfei-

nerungen von Partitionen P (n) = {P1(n), . . . , Pr(n)(n)} derart, daß limn→∞ l(P (n)) = 0

gilt. Wir erhalten damit eine Folge von Partitionen A(n) von N und eine Folge Ai(n)(n) ∈
F ∩ P (n). Für jedes n ∈ N wählen wir ein in ∈ Ai(n)(n). Wir definieren

lim
F

(ai) := lim
n→∞

ain .

Diese Definition ist unabhängig von den Wahlen.

42. Sei A eine endliche Menge. Wir betrachten den meßbaren (Schift-)Raum (AN, R)

mit dem Schift T . Wir definieren für n ∈ N, x ∈ AN und eine stetige Funktion

f ∈ C(AN)

Mn(x; f) :=
1

n

n
∑

i=1

f(T ix) .

Sei F ein Ultrafilter. Zeigen Sie (1. Aufgabe benutzen), daß

f 7→ lim
F
((Mn(x; f))n∈N)

ein stetiges positives T -invariantes lineares Funktional φF ,x : C(AN) → R definiert

(hierbei wird C(AN) als Banachraum mit der Supremumnorm betrachtet).

43. Sei µ das Maß auf (AN, R), welches durch die Gleichverteilung auf A induziert wird.

Zeigen Sie, daß es ein x ∈ AN gibt, für welches φF ,x(f) =
∫

AN f(x)dµ(x) (Aufgabe

2.) gilt.

44. Seien p, q : A → [0, 1] zwei Verteilungen auf A und µp, µq die dazugehörigen Maße

auf dem Schiftraum (AN, R). Zeigen Sie: Wenn p 6= q, dann gibt es eine meßbare

Teilmenge B ⊆ AN mit µp(B) = 1 und µq(B) = 0.
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45. Sei (Ω, R, µ) ein Maßraum, (fi)i∈N eine Folge von nicht-negativen meßbaren Funk-

tionen und gelte limi→∞

∫

Ω
fidµ = 0. Zeigen Sie, daß dann fi → 0 dem Maße nach

(also stochastisch) gilt, nicht notwendig aber auch fi → 0 fast überall (bez. µ).

46. Untersuche folgende Folgen meßbarer Funktionen auf (R, R|.|, |.|) auf Konvergenz

(fast überall, beinahe gleichmäßg, stochastisch):

(a) fi := χ[i,i+1]

(b) fi = χ[j2−k,(j+1)2−k], wobei i = 2k + j mit j ∈ [0, 2k), k ∈ N

(c) fi := χ[0,1]x
i.

47. Welche der folgenden Funktionen sind in L1(R, R|.|, |.|)?

(a) f := 1
1+x2

(b) f := 1
1+|x|

sin(x)

(c) f := 1
x
χ(−1,1)\{0}

(d) f := 1
|x|1/2

χ(−1,1)\{0}

(e) f := xχQ.

48. Sei φ : R → R ein stetig differenzierbarer Diffeomorphismus. Dann gilt die Trans-

formationsformel
∫

R

f(φ(x))|φ′(x)|dx =

∫

R

f(x)dx

für das Riemannsche Integral. Wir hatten schon gesehen (im wesentlichen Aufgabe

4, Blatt 5), daß eine nicht-negative stetige Funktion h : R → [0,∞) ein eindeutig

bestimmtes Maß µh auf (R,B) definiert, für welches µh([a, b]) =
∫ b

a
h(x)dx gilt.

Zeigen Sie unter Benutzung dieser Tatsachen, daß

φ∗|.| = µ 1
|φ′|

gilt.

49. Sei φ : R2 → R durch φ(x, y) = x + y gegeben. Für endliche Maße p, q auf (R,BR)

betrachten wir das Produktmaß p× q auf (R2,BR2) und definieren

p ∗ q := φ∗(p× q) .

Zeigen Sie:
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(a) p ∗ q ist endlich.

(b) p ∗ q = q ∗ p

(c) r ∗ (p ∗ q) = (r ∗ p) ∗ q (für ein drittes endliches Maß r auf (R,BR))

(d) δ0 ∗ p = p für das Dirac maß δ0 in 0.

50. Für f ∈ L1(R,BR, |.|) betrachten wir das endliche signierte Maß µf := f |.|. Zeigen

Sie, daß es für f, g ∈ L1(R,BR, |.|) eine eindeutig bestimmte Funktion f ∗ g ∈
L1(R,B, |.|) derart gibt, daß µf ∗ µg = µf∗g gilt (siehe Aufgabe 49, ausgedehnt auf

signierte Maße). Zeigen Sie weiter, daß für f ∈ C∞
c (R) auch f ∗ g ∈ C∞(R) und

µf ′ ∗ g = µ(f∗g)′ gilt, wobei f ′ die Ableitung von f bezeichnet.

51. Sei f ∈ C∞
c mit

∫

R
f(x)dx = 1. Wir setzen fǫ(x) := 1

ǫ
f(x

ǫ
) für ǫ > 0. Zeigen Sie, daß

für jedes g ∈ L1(R,BR, |.|) in der Norm ‖.‖1 gilt:

lim
ǫ↓0

fǫ ∗ g = g .

52. Sei b > 0. Zeigen Sie, daß durch

BR ∋ A 7→ 1√
2πb

∫

A

e−
bx2

2 |dx|

ein Wahrscheinlichkeitsmaß µb auf R definiert wird. Bestimmen Sie b3 > 0 als Funk-

tion von b1, b2 > 0 so daß für µb1 ∗ µb2 = µb3 gilt (siehe Aufgabe 49).

53. Sei B eine symmetrische positiv-definite n× n-Matrix. Zeigen Sie, daß durch

BRn ∋ A 7→ 1
√

2π det(B)

∫

A

e−
<Bx,x>

2 |dx|

ein Wahrscheinlichkeitsmaß µB auf Rn definiert wird.

54. Sei φ : Rn → Rm die Projektion auf die ersten m Koordinaten. Bestimmen ei-

ne symmetrische positiv-definite m × m-Matrix C derart, daß φ∗µB = µC. Ist C

eindeutig.

55. Sei µB wie in Aufgabe 53. Berechnen Sie
∫

Rn |x|2dµB(x).

56. Sei

A := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ z2 + 1 , |z| ≤ 1} .

Skizzieren Sie diese Menge und berechnen Sie ihr Lebesguemaß |A|.
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