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1 Integration in R"

Wir betrachten ein Interval [a,b] C R. Wir haben das eindimensionale Integral als eine
lineare Abbildung

C([a, b)) 9f»—>/ F(z)dz € R

eingefithrt. Wir wollen es zunéchst auf alle stetigen Funktionen mit kompakten Trager
ausdehnen. Sei f € C.(R).

Lemma 1.1. Die Zahl fff(x)dx ist unabhdngig von der Wahl des Intervalls [a,b] C R
mit der Eigenschaft supp(f) C [a,b].

Die folgende Definition liefert die gewiinschte Ausdehnung:
Definition 1.2. Fir f € C.(R) definieren wir

/Rf(x)dx = /abf(a:)dx

wobei [a,b] C R ein Intervall ist, welches den Trager von f enthilt.

Unser néchstes Ziel ist die Definition eines Integrals iiber R™ fiir alle n > 0. Der Falln = 0
ist fiir induktive Argumente interessant. In diesem Fall ist das Integral die Auswertung
der Funktion im Punkt 0 € RV.

Wir zerlegen R = R"™! x R und schreiben die Elemente in der Form z = (z/,z,) mit
7 € R"! und x, € R. Sei nun f € C.(R") und z’ € R""!. Dann betrachten wir die
Funktion f,, : R — R, welche durch f,/(x,) := f(2', z,) gegeben wird.

Lemma 1.3. Es gilt f,y € C.(R) und die Funktion
R 137 — / fo(xp)dx, € R
R

ist ein Element von C.(R™1).

Definition 1.4. Wir definieren rekursiv

- f(z)dx .= /Rnl(/]R for(2,)day)da' .



Die Menge C,(R") ist ein reeller Vektorraum C,.(R"™) mit einer Halbordnung.

Lemma 1.5. Die Abbildung
/ dr:C(RY) > R
ist linear und monoton.

Sei U C R” eine offene Teilmenge. Dann haben wir eine Abbildung C.(U) — C.(R"),
welche durch Ausdehnung durch 0 gegeben ist. Wir werden diese Abbildung im folgenden
vielfach benutzen ohne sie explizit zu notieren, zum Beispiel um [, f(z)dzx fir f € C.(U)
zu bilden.

Wir betrachten einen Diffeomorphismus ® : U — V zwischen offenen Teilmengen U,V C
R™. Wenn f € C.(V), dann gilt ®*f € C.(U) und damit auch ®*f |det J(®)| € C.(U).
Ziel dieser Vorlesung ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1.6 (Transformationsformel). Es gilt

[ @ n@decs@iis= [ sy

Wir beweisen die Transformationsformel durch Induktion nach der Dimension n. Der
Anfang ist:

Lemma 1.7. Die Transformationsformel gilt, wenn n = 1 ist.

Proof. Wir nehmen an, daft U und V' zusammenhéngend sind. Andernfalls betrachten wir
die Zusammenhangskomponenten einzeln. Ein Diffeomorphismus ist entweder monoton
wachsend oder fallend. Wir betrachten den monoton wachsenden Fall. Sei [a,b] C U ein
Intervall derart, dafs supp(f) € ®([a,b]) gilt. Dann gilt die als bekannt vorausgesetzte
Transformationsformel fiir das eindlimensional Integral

[@n@e@e= [ .

(a)

Das ist genau die Transformationsformel in Satz wenn man beachtet, dafs &' positiv
ist. O

Die Transformationsformel ist mit der Komposition von Diffeomorphismen vertraglich.

Lemma 1.8. Wenn ¥ : V. — W eine weiterer Diffeomorphismus zwischen offenen Teil-
mengen von R™ ist und die Transformationsformel fir ® und V gilt, dann auch fir ¥ o ®.



Proof. Sei f € C.(W). Wir benutzen die Gleichungen
| det J(V o @) = ®*|det J(¥)] | det J(D)|

und

(Pod)" f=0"(V"f).

Wir wenden zunéchst die Transformationsformel fiir & und danach fiir ¥ an, um die
Gleichung

/n((\IJ o ®*)f)(x) |det J(V o ®(x))|dx = /Rn(\I/*f)(a:)\ det J(¥(z))dx = - f(z)dz

zu erhalten. O

Wir nehmen an, daf die Transformationsformel fiir alle kleineren Dimensionen als n schon
gezeigt ist.

Lemma 1.9. Die Transformationsformel gilt, wenn ® von der Form ®(x) = (2/, ¢(x))
fur eine glatte Funktion ¢ : U — R ust.

Proof. In diesem Fall hat die Jacobimatrix eine Blockform

m=—1)x(n—-1) 1x(n-1)
J(q)):( (n—1)x1 1x1 )

Es gilt

1 0
Wir sehen, dak | det(J(®)(2', z,))| = |¢./ (xn)| gilt. Wir rechnen nun

[ @pw i@ = [ ([ foomi el )

Lemgam z/'\4n d n) d I
. </Rf (xn)dx x
= flz)dz .
RTL

Lemma 1.10. Der Transformationsformel gilt, wenn ® von der Form ®(x) = (x1,1(x))
fiir eine glatte Funktion v : U — R™™1 ist.



Proof. Die Jacobimatrix hat eine Blockstruktur

1x1 1x (n—1)
J<q)):<(n—>1<)><1 (n—>1<)><(n—1>> ‘
Es gilt

AN 1 O
1060 = (gpione) o) )

Wir sehen, daf |det(J(P))(x1,2")| = | det(J(¢y, )(2’)] gilt. Wir rechnen unter Benutzung
der unmittelbar aus der Definition des Integrals folgenden Regel

f(a:)dx:/( f(xl,x’)dx’) dry
Rn R \JRn-1

und mit der Notation f,, (z) := f(z1, 2’

/n@*f)(x)Idet(J(@)(x)lde = / - (5, fa) (@ )Idet(J(%)(x’))ldx/) di

(
- (L o)
~ [ ston

n

=

Die symmetrische Gruppe ¥,, wirkt auf R” durch Vertauschen der Koordinaten.

Lemma 1.11. Fir o € ¥, und f € C.(R™) gilt
[ o n@is= [ fwys
n Rn

Proof. Wegen Lemma reicht es, diese Formel fiir eine erzeugende Menge von ¥, nach-
zupriifen. Die Gruppe 3., wird durch die elementaren Vertauschungen

(1,...0i+1,...,n) = (1,....i+1,4,...,n)

erzeugt. Folglich kann man alles auf den Fall n = 2 und die Transformation o : R? — R2
o(x,y) = (y,x) reduzieren. Es reicht also, die Regel

/Z (/Z f(x,y)dy) dz = /Z ( Z f(y,x)dy) dz (1)

fir alle f € C([—a,a]?) zu zeigen.



Die Menge C([—a, a]?) hat die Struktur einer Banachalgebra und

fH/Z(/Zf(x,y)dy)dxe]R{

ist eine stetige Abbildung (beschrinkt durch 4a?). Es reicht also, fiir eine dichte
Teilmenge von C'([—a, a]?) zu priifen.

Sei P C C([—a,a]?) die Teilmenge der Funktionen, die sich durch Polynome in zwei Va-
riablen darstellen lassen. Wir sehen, dafs P eine Unteralgebra ist, welche die Punkte der
kompakten Menge [—a, a]? trennt und die 1 enthélt. Nach dem Satz von Stone-Weierstraf
ist P in C([—a,a]?) dicht. Wegen der Linearitit des Integrals reicht es schlieRlich, die For-
mel fiir Monome nachzurechnen. In diesem Fall wird durch eine explizite Rechnung
bestétigt. O

Wir beenden jetzt den Beweis von Satz . Sei y € U. Wir zerlegen R® = R x R"~!
und schreiben ®(x) := (x,1(x)). Da det J(®)(y) # 0 ist, konnen wir nach eventuellem
Umnumerieren der Koordinaten (Lemma |1.11)) annehmen, daf det(.J(z,,))(y") # 0 ist.

Wir definieren Uy (z) := (21,1, (2')). Dann ist det(JWU;)(y) = det(J(¢y,))(y’) # 0. Nach
dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es eine Umgebung U, C U von y derart, daf
U, : U, =V, = ¥ (U,) invertierbar ist. Wir definieren nun ¥, : V,, = U durch ¥, :=
® oW ! Dann ist Uy : V,, — W, := Uy(V,) auch invertierbar. Weiterhin gilt ® = Wy o0 0.
Offensichtlich ist hat W, die Form Wy(z) = (¢(x),2’) fiir eine Abbildung ¢ : V, — R. Es
gilt

det J(®) = Wi[det J(¥q)] det J(¥y) .

Wenn supp(f) C V, ist, dann gilt die Transformationsformel wegen der Lemmata [1.8] [1.9]
[L11] und [L.I0I

Wir benutzen nun den folgenden Satz:

Satz 1.12. Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum, f € C.(X) und (V;)jes eine
offene Uberdeckung. Dann existiert eine endliche Teilmenge I C J und eine Familie

(fi)ier, fi € Ce(Vi), so dafs f =", fi gill.

Proof. Man beweist diesen Satz mit Hilfe von Zerlegungen der Eins. O

Die eben beschriebene Konstruktion liefert eine Uberdeckung (Vy)yev von V. Wenn f €
C.(V) ist, dann gibt es nach Satz eine endliche Teilmenge I C V und eine Familie
(fi)ier mit f; € Ce(V;) derart, dak f = ) .., fi. Die Transformationsformel gilt fiir die
Funktionen f; und wegen Linearitdt dann auch fiir f. O



Wir betrachten nun eine kompakte Teilmenge A C R"™. Das Volumen von A sollte durch

vol(A) := /n Xa(x)dx

gegeben sein, wobei x4 die charakteristische Funktion von A ist. Da y 4 nicht stetig ist,
ist dieses Integral bisher nicht definiert. Es ist naheliegend, durch folgende Defnitionen
untere und obere Schranken fiir vol(A) anzugeben:

u(A) := sup{ - ¢(x)dz [ ¢ € Co(R") A g < 1 Asupp(¢) C (A\ 0A)}

v(A) :=inf{ . p(x)dr | g€ Co(R") NP> 0ANpa =1} .

Man kann leicht zeigen, daf u(A) < v(A) gilt.
Definition 1.13. Falls u(A) = v(A) ist, definieren wir vol(A) := u(A).

Beispielsweise ist das Volumen von kompakten, durch glatte Untermannigfaltigkeiten be-
randeten Teilmengen definiert. Genauer, sei h : R® — R eine eigentliche, von unten
beschrinkte Abbildung. Dann ist A := h~!((—o0c, 0]) C R" kompakt.

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie: Wenn h auf h™*({0}) regulir ist, dann ist vol(A) wohldefiniert.

So ist zum Beispiel das Volumen von B(0, ) von abgeschlossenen Béllen definiert.

Aufgabe 1.2. Berechnen Sie vol(B(0,71)) explizit.

Aufgabe 1.3. Zeigen Sie: Sind A, B C R" abgeschlossene Teilmengen deren Volumen
definiert ist und gilt AN B = 0, dann ist das Volumen von AU B definiert und es gilt
vol(A) + vol(B) = vol(AU B).

2 Algebren

In der Mafstheorie wird der Begriff des Volumens von Teilmengen einer Menge €2 forma-
lisiert, wobei anstelle des Wortes Volumen der Begriff Mafs verwendet wird. Ein Maf ist
eine auf einer Teilmenge R C P(2) der Potenzmenge von 2 definierte Abbildung mit
Werten in [0, co]. Wir lassen also ausdriicklich den Wert oo zu, schliefen aber negative
Werte aus.

Als eine grundlegende Eigenschaft fordern wir die Additivitdt unter disjunkter Vereini-
gung, daf also fir A,B € Rmit ANB =10 gilt AUB € R und

1(AU B) = p(A) + u(B) .

Wir verwenden hierbei die Regel oo + = := 0o. Desweiteren soll auch das Mafs des Kom-
plementes eines Elements aus R definiert sein.
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Es ist daher natiirlich zu fordern, dafs der Definitionsbereiche eines Mafies eine Algebra
im Sinne der folgende Definition ist.

Definition 2.1. Eine Algebra auf ) ist eine Teilmenge R C P(Q) mit :

1.0 e R, QeR.
2. Firalle A, B € R gilt AUB € R
3. Fiir alle A€ R gilt Q\ A € R.

Definition 2.2. Fin Paar (2, R) aus einer Menge mit Algebra heifst pramef$barer
Raum. Die Elemente von R heiffen mefSbaren Teilmengen von ).

Beachte, daf die Eigenschaft einer Teilmenge von 2, mefbar zu sein, von der Wahl der
Algebra R abhéngt. Hier sind einige elementare Bemerkungen iiber Algebren.

1. Auf jeder Menge Q gibt es die trivialen Algebren {0, 2} und P(9).

2. Ist R eine Algebra, dann ist R abgeschlossen unter der Bildung endlicher Durch-
schnitte und Komplemente der Form A\ B fiir A, B € R mit B C A ist. In der Tat
ist ANB=Q\[(Q\A)U(Q\B)und A\ B=AN(Q\ B)

3. Ist (R;)ics eine Familie von Algebren, dann ist der Durchschnitt (), R; auch eine
Algebra.

4. Vereinigungen von Algebren sind in der Regel keine Algebren.

Definition 2.3. Fine gerichtete Menge ist eine halbgeordnete Menge (I, <) mit
der Eigenschaft, dafs fiir je zwer Elemente 1,5 € I ein k € I existiert mit 1 < k und
J<k.

Die Menge der Algebren auf einer Menge besitzt eine natiirliche Halbordnung gege-
ben durch Inklusion. Sei I gerichtet und (R;);c; eine monotone Famile von Algebren.
Dann ist die Vereinigung

R:=JR

el
eine Algebra. Seien A, B € R. Dann gibt es 7,5 € I so dak A € R, und B € R;
gilt. Wir wéhlen ein £ € I mit ¢« < k£ und j < k. Dann gilt A, B € R;, und damit
AUB € Ry, also AUB € R.

Die Voraussetzung monoton ist wichtig fiir die Abgeschlossenheit unter Vereini-
gungen.

Aufgabe 2.1. Finde eine Beispiel fiir den Fakt, daf die Vereinigung zweier Algebren
auf Q) keine Algebra sein mufs.



In der Regel ist es unhandlich, eine Algebra durch Angabe aller ihrer Elemente zu be-
schreiben. Oft ist deshalb die folgende Konstruktion sehr hilfreich. Sei S C P(€2) eine
beliebige Teilmenge.

Lemma 2.4. Es gibt eine eindeutig bestimmte minimale Algebra R(S), welche S enthilt.

Proof. Der Durchschnitt von beliebigen nichtleeren Familien von Algebren ist eine Alge-
bra. Die Potenzmenge P(f2) ist eine S enthaltende Algebra. Wir erhalten also

R(S) = N R.

RCP(Q)|R ist Algebra und SCR

Definition 2.5. Die R(S) heifit die von S erzeugte Algebra.

Die Algebra {0, Q} ist durch () erzeugt.
Aufgabe 2.2. Finde eine explizite konstruktive Beschreibung der Elemente von R(S).
Aufgabe 2.3. Sei S:= {{z} |z € Q}. Gilt R(S) =P(Q)?

Sei f: Q — €V eine Abbildung zwischen Mengen. Weiter betrachten wir Teilmengen
S CP()und T C P(Q) der entsprechenden Potenzmengen. Wir definieren

/S = {f MANA S} CPQ), LT ={f(BIBeT}CPE).
Definition 2.6. Seien (2, R) und (', R') primefbare Riume und f : Q@ — Q' eine
Abbildung zwischen Mengen. Diese Abbildung heifit mef8bar, wenn f*R' C R gilt.

1. Die Komposition mefsbarer Abbildungen ist mefsbar. Wir haben also eine Kategorie
der prameftbaren Raume und mefkbaren Abbildungen.

2. Ist f: Q — Q' eine Abbildung zwischen Mengen und R’ eine Algebra, dann ist auch

f*R eine Algebra auf ). Beachte, dafs im allgemeinen fiir eine Algebra R auf €2 die
Teilmenge f.R C P(§') keine Algebra ist.

3. Ist f:Q — € eine Abbildung zwischen Mengen und S’ C P(€'). Dann gilt
[TR(S") = R(f*S") .

Um zu iiberpriifen, da f : (2, R) — (£, R(S")) mefbar ist, reicht es aus, f*S’ C R

Zu zeigen.
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. Sei (4, R;);er eine Familie pramekbaren Rdumen. Wir betrachten Q := []

Qi und

iel
die Projektionen p; : @ — €;. Sei S := |J,; p; (R;). Dann ist

H(QhRi) = (9, R(S))

das kategorielle Produkt der Familie (€2;, R;);c;. Die Algebra R(S) ist die kleinste
Algebra, fiir welche die Projektionen p; fiir alle ¢ € I mefsbar sind.

3 Pramalfie
Wir dehnen die additive Struktur von R auf [0,00] := [0,00) U {oo} aus, indem wir

oo+ x = oo fiir alle z € [0, o] setzen. Die Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl
A wird durch Aoo := oo ausgedehnt. Schlieklich setzen wir Oco := 0.

Sei (2, R) ein pramefkbarer Raum.

Definition 3.1. Fine Funktion p : R — [0,00] heifit additiv, wenn fir A, B € R mit
ANB=10 gilt

1(A) + u(B) = (AU B) .

Fine additive Funktion p : R — [0, 00] heifit Pramaf. Ein Tripel (2, R, pu) bestehend aus
einer Menge mit Algebra und Prdamaf$ heifst Pramajfiraum.

Hier sind einige einfache Beispiele fiir Pramafe.

1. (Zahlmaf) Sei 2 eine Menge und R := P(2). Das Zahlpramaf ist durch pu(A) := |A]

gegeben.

. (Gewichtetes Zahlpramafi) Sei 2 eine Menge, R := P(Q2) und f : Q — [0, o0]

eine Abbildung. Dann definiert

i PQ) = [0,00] . p(A) =) flx)

T€EA

ein Pramafl auf €2.

. (Wahrscheinlichkeitspramaf}) Im Beipiel [2 nehmen wir zusétzlich an, daf 2

endlich und »° _, f(7) = 1 ist. Das so entstehende Prémaf hat die Eigenschaft
w1(2) = 1. In der Wahrscheinlichkeitstheorie kénnte man mit diesem Beipiel einen
endlichen Raum von Ereignissen modellieren. Der Wert f(z) ist die Wahrschein-
lichkeit des Einzelereignisses x. Der Wert p(A) ist die Wahrscheinlichkeit, daf das
Ereignis in A liegt.
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4. (Diracpramaf) Sei (€2, R) ein pramefsbarer Raum und x € €. Das Dirac Pramals

0, wird durch
1 fallsz e A

%(A) = { 0 falls z ¢ A
definiert.

5. (Das Bild eines Pramafies) Scien (2, R) and (', R') pramefbare Rdume und
f:Q — Q eine mekbare Abbildung. Ist p ein Pramak auf 2, dann ist durch

fn(A') == p(fH(A)

ein Pramak f.u auf (') R') definiert. Wir nennen f,u das Bild von p unter f.

Ist g : (U, R) — (", R") eine weitere mefbare Abbildung, dann gilt g.(f.pu) =
(g0 f)ep-

Beispiel 3.2. Sei p das Zahlpramaf. Dann ist (f.u)(A’) die Anzahl der Punkte im
Urbild f~1(4).

6. (Einschrankung) Ist (§2, R, p1) ein pramefbarer Raum und f : U < 2 die Inklusion
einer mefsbaren Teilmenge. Dann gilt f*R = {A € R|A C U}. Folglich kann man
f*R als eine Teilmenge von R auffassen und das Pramals einschrianken zu einem
Pramaf auf (U, f*R), welches durch py := p«g notiert wird.

Seien (€25, R;, 11;), i = 0,1 zwei Pramafraume und (€2, R) := (Q, Ro) % (€1, Ry) ihr Pro-
dukt.

Lemma 3.3. Es gibt genau ein Pramaf p auf (Q, R) mit p(Ag x Ay) = po(Ao)pr(Ay) fiir
alle A; € R;. Dieses wird als das Produktpramaf p := po X p11 bezeichnet.

Proof. Die Produkte Ag x A; mit A; € R;, i = 0,1 erzeugen R. Wir haben damit das Maft
i auf einem Erzeugendensystem vorgegeben. Man kann zeigen, dak es eine Fortsetzung
auf ganz R gibt. Diese ist dann natiirlich eindeutig. O

Aufgabe 3.1. Fihre den Existenzbeweis in Lemma[3.5

4 Konstruktion von Pramalfsen, Partitionen

In diesem Kapitel studieren wir eine weitere Moglichkeit, Pramafie zu beschreiben. In den
bisher betrachteten Beispielen haben wir u(A) direkt explizit beschrieben. Im allgemei-
nen ist es aber zu kompliziert, ein Pramaf auf allen Elementen einer Algebra R explizit
anzugeben.

12



Wird eine Algebra von S erzeugt, so ist es naheliegend, ein Pramafl zundchst nur auf S
vorzugeben und es dann auf R(S) auszudehnen. Im allgemeinen ergeben sich dabei aber
komplizierte Wohldefiniertheitsfragen. Dieses Problem wird deutlich, wenn man versucht,
Lemma zu beweisen. Wenn allerdings die Elemente von S paarweise disjunkt sind,
dann wird die Situation sehr einfach.

Definition 4.1. Eine endliche Teilmenge von S C P(Q)\ {0} heifit Partition, wenn die
Elemente von S paarweise disjunkt sind und die Vereinigung der Elemente von S ganz €2
erqgibt.

Es folgen einfache Bemerkungen iiber Partitionen.
1. Die triviale Partition einer Menge €2 ist {Q2}. Die chaotische Partition einer endlichen
Menge € ist {{z}|z € Q}.
2. Wenn S eine Partition ist, dann hat R(S) genau 2/°/ Elemente.
3. Sei f:Q — € eine Abbildung und S’ eine Partition von €. Dann ist
18 ={f1(A)Ae s}
die induzierte Partition von (2.

4. Ist S eine Partition, dann hat jedes Element A € R(S) eine eindeutige Darstellung
als disjunkte Vereinigung von Elementen aus S:

A= U X .
XeS|XCA

Lemma 4.2. Sei S eine Partition von Q2 und p : S — [0, 00| vorgegeben. Dann besitzt p
eine eindeutige Ausdehnung zu einem auf R(S) definierten Primaps.

Proof. Fir A € R(S) definieren wir

pA) = 3 ).

{XeS|XCA}

Die Additivitdt von p ist klar genauso wie die Eindeutigkeit. O

Mit Hilfe von Partitionen kann man immer nur endliche Algebren definieren. Komplizier-
tere Beispiele bekommt man mit folgendem Lemma.

Lemma 4.3. Sei I eine gerichtete Menge und (R;);cr eine aufsteigende Familie von Alge-
bren mit der Vereinigung R :=|J,c; R;. Sei weiterhin (j;)icr eine Familie von Pramafen
mit der Vertriglichkeitsbedingung (p1:)\r; = pj, falls j < i. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes Pramaf p auf R mit pp, = p; fir alle i € 1.

13



Proof. Fiir A € R existert ¢ € I mit A € R;. Wir missen also p(A) := u;(A) setzen. Die
Additivitat von p ist leicht einzusehen. O

Beispiel 4.4. Mit Hilfe von Partitionen kann man Aufgabe [3.1] wie folgt 16sen. Die Menge
Part(2) auf einer Menge (2 ist halbgeordnet, wobei S < S’ falls S € R(S’) gilt. Man
iberzeugt sich davon, dak Part()) sogar gerichtet ist.

Wir benutzen nun die Notation aus der Aufgabe. Wenn S; C R;, ¢ = 0, 1 Partitionen sind,
dann ist es leicht einzusehen, dafs p auf (Qg, R(Sp)) x (€21, R(S1)) wohldefiniert ist. Dazu
beachte man, dafs die Menge der Produkte aus Elementen von Sy und S; eine Partition
von € ist. Abschliefiend iiberzeugt man sich davon, dafs jedes Element aus R schon mefbar
in (Qo, R(So)) x (€4, R(Sy)) fiir geeignete Partitionen S; ist. Die Behauptung folgt nun
aus Lemma [4.3]

5 Beispiele fiir Pramalie

Das dyadische Lebesguepriamafs Fiir r € N betrachten wir die Partition

p p+1
Sy i={l=,
{[27" 27"
von R. Wir zerlegen also das Intervall [—2", 2") disjunkt in halboffene Intervalle der Lange

27". Diese endlich vielen Teilmengen zusammen mit dem Komplement von [—2",2") bilden
die Partition S, von R.

JIpeZ ,—2" <p<2}U{R\[-27,2")}

Wir legen ein Préamafs p, auf R(S,) durch die Angabe der Werte

(222 =0 @\ [-2,2) = o0

fest. Das Maf eines Intervalls ist hier also genau die Lénge.

Wir wollen spéter das Maf beliebiger Teilmengen von R durch Approximation durch
Vereiningung von dyadischen Intervallen definieren. Mit Elementen aus R(S,) fiir ein
festes r € N ist nur eine ganz grobe Approximation méglich. Besser ist es, alle die Algebren
R(S,) fir r € N zusammen betrachten. Fiir r,7" € N mit r <7/ gilt

Sr S R(ST’) 5 (/'Lr’)|ST = Wy .

Wir erhalten also nach Lemma |4.3| einen Pramafkraum (R, R, u') mit der Algebra R' =
U,en R(S;) auf R und dem Pramaf p' auf R mit der Eigenschaft s,y = p, fiir alle
r € N.

Wir definieren den dyadischen Lebesguepriamafraum (R™, R, u™) als das n-fache Produkt
von (R, R', ') mit sich selbst.
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Das Pramaft auf den p-adischen Zahlen Sei p € N eine Primzahl. In der Zahlen-
theorie, aber auch in der harmonischen Analysis spielt der Ring der p-adischen ganzen
Zahlen Z, eine wichtige Rolle. Dieser Ring tragt eine mit der Ringstruktur vertragliche
Topologie. Die unterliegende additive Gruppe ist eine kompakte topologische Gruppe und
tragt ein kanonisches invariantes Wahrscheinllichkeitsmaf, das Haarsche Maf. Wir werden
die p-adischen Zahlen in dieser Vorlesung als ein grundlegendes Beispiel fiir die Mafs- und
Integrationstheorie schrittweise mitentwickeln. Wir beginnen mit einem Prémafraum.

Zunéchst beschreiben wir Z, als Menge. Wir betrachten die endlichen Ringe Z/p"Z fir
n € N. Die Inklusionen p"*'Z C p"Z induzieren Projektionen

Pl Z/p" L — L/ L

Wir betrachten den Funktor Z von N in die Kategorie der Ringe, welcher am einfachsten
durch das folgende Diagram beschrieben werden kann:

Zo s Lp"NL = T — . LT — {1} .
Definition 5.1. Der Ring der p-adischen Zahlen ist durch Z, := limyor Z definiert.

Explizit kann man Z, als die Teilmenge Z, C [], .y Z/p"Z derjenigen Familien (ay,)nen
beschreiben, welche pr,,(a,41) = a, fiir alle n € N erfiillen. Die Ringoperationen werden
komponentenweise definiert.

Wir versehen die endlichen Ringe Z/p"Z mit der diskreten Topologie. Dann wird [ [, .y Z/p"Z
ein topologischer Raum welcher die Topologie auf Z, induziert. Nach dem Satz von Ty-
chonoff ist ein Produkt kompakter Raume kompakt. Folglich ist [] _Z/p"Z kompakt.
Da die Teilmenge Z, durch stetige Gleichungen definiert wird, ist die Teilmenge Z, abge-
schlossen und damit auch kompakt. Die Stetigkeit der Ringoperationen sieht man leicht
ein.

Wir betrachten auf [ [, Z/p"Z die Algebra R derart, daf
([ z/vz. R) = ][ (2/p"Z. P(Z/p"Z))

neN neN

gilt. Wir erhalten eine Algebra R := {ANZ,| A € R}. Wir beschreiben R explizit, weil

wir auf R ein Pramals angeben wollen.

Wir haben eine Folge (7,,)nen von Auswertungshomomorphismen
pr, : Z, = Z/p"Z ,
pr,((an)nen) == a,. Fiir n € N betrachten wir die Partition
S 1= PrySehaot (Z/p" L)
von Z,, wobei Senaot(Z/p"Z) die chaotische Partition von Z /p™Z ist. Wir legen das Préamaf
= R(S,) — [0, 00] durch
1

, T EL/PZ
pn

fin(pry, () =

15



fest. Da |S,| gerade p™ Elemente hat, ist dies ein Wahrscheinlichkeitspramafs.

Wir beobachten nun, daf S, C R(S,;1) und folglich R(S,) C R(S,+1) gilt. Es gilt
R = U,ey R(S,). Weiter sehen wir ein, dak (t41)}s, = fn ist. Wir erhalten also eine
aufsteigende Folge von Algebren (R(S),))nen zusammen mit einer Folge von vertriglichen
Pramafen (f,)nen-

Definition 5.2. Das Primaf p auf (Z,, R) ist das (entsprechend Lemmal[4.5) durch die
Folge (f1n)nen) eindeutig bestimmte Pramafl auf Z,.

Durch k — ([k]n )nen erhalten wir eine Einbettung von Z < Z,. Zum Beispiel ist p*Z, =
{(an)|a; = 0 Vi < k}. Folglich ist p*Z, = pr;({0}) und deshalb p(p*Z,) = &

Aufgabe 5.1. Sei fiir a € Z, die Translation T, : Z, — Z, durch T,(x) = x + a gegeben.
Zeigen Sie, daf$ die Translation meffbar und das Primaf§ translationsinvariant ist, also
To b = p gilt.

Die Dilatation D, : Z, — Z, mit a ist durch D,(x) := ax gegeben. Zeigen Sie, dafi D,
mefbar ist und bestimmen Sie fir a # 0 die Zahl 6(a) € R so daff (Do p)jv = Aa)wmu
gilt, wobei U = im(D,) ist.

Der Schiftraum Sei A eine endliche Menge. Wir bilden das Produkt AN := [T, A. Die
Elemente in AY sind also die Folgen (a;);en. Wir versehen A mit der diskreten Topologie.
Dann ist (AN, 7) mit der Produkttopologie T ein kompakter topologischer Raum. Wenn
wir A mit der Algebra P(A) versehen, dann erhalten wir eine Algebra R auf AN so daf
(A, R) = [I,en(A, P(A)) gilt. Da wir ein Prdmaf auf R angeben wollen, beschreiben wir
diese Algebra explizit.

Fiir n € N habe wir eine Abbildung ¢, : AN — A" q,((a;)ien) = (ag, ..., a,). Wir
betrachten die Partitionen
Sn = q:;Schaot(An—i_l) ;

wobei Scnaot(A™) die chaotische Partition von A™ bezeichnet. Es gilt S,, € R(S,41). Die
Folge (R(Sh))nen ist eine aufsteigende Folge von Algebren und es gilt R = J,, oy R(Sy).

Sei nun eine Funktion f : A — [0,1] mit ) _, f(a) = 1 vorgegeben. Durch die Vorschrift

n

g (@) = [[f@) . (@) € A

=0

legen wir eine Pramaf auf R(S,). Man rechnet nach, daf (tn+1))s, = fin gilt. Die Folge von
PramaRen (i, )ney ist also in Sinne von Lemma [4.3] vertriiglich und definiert ein PramaR
auf dem primefbaren Raum (AN, R).

Dieses Priamaf ist ein Wahrscheinlichkeitspriamaf, d.h es gilt pu(AY). Mit diesem Beipiel
wird folgender Sachverhalt modelliert.
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Wir fithren ein Experiment mit endlich vielen Ausgédngen. Die Menge A ist ein Modell fiir
die Menge dieser Ausginge. Wir wiederholen das Experiment immer wieder. Im Ergebniss
erhalten wir Folgen von Ausgingen, also Elemente von AYN. Der Wert der Funktion f im
Punkt a beschreibt die Wahrscheinlichkeit, das ein einzelnes Experiment den Ausgang
f(a) hat. Das Pramaf auf dem Schiftraum modelliert den Fall, daf alle Experimente
unabhéngig sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die ersten n + 1 Experimente die
Folge (aq, ..., a,) liefern durch u(X) = u,(X) gegeben, wobei X € S,, die Zylindermenge
¢ ((a7)) ist.

6 o-Algebren

Als Motivation betrachten wir den pramefbaren Raum (R, R, u'). Ist U C R offen, dann
gilt im allgemeinen nicht U € R!. Wir werden aber sehen, daf man U als abzihlbare
disjunkte Vereiningung von Elementen aus R' schreiben kann. Wir wiirden gerne p*(U) als
Summe der Mafse dieser Elemente definieren. Studiert man das Wohldefiniertheitsproblem,
dann stellt sich schnell die Frage, ob u! additiv fiir abzihlbare Vereiningungen ist.

Wir berachten nun allgemeiner einen pramefbaren Raum (€2, R). Unter den Prédmafen
auf R wollen wir diejenigen betrachten, welche die Bedingung

pu(A) = Z A;

nicht nur fiir endliche, sondern auch fiir abzéhlbare, paarweise disjunkte Familien (A;);e;
erfiillen. Diese werden wir Mafse nennen. Es ist daher natiirlich, Algebren zu betrachten,
die unter abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen sind.

Definition 6.1. Eine Algebra R auf §2 ist eine o-Algebra, falls fiir jede abzihlbare Fa-
milie (A;)ier i R auch | J,c; Ai € R gilt.

Fin mef$barer Raum ist ein praimefbarer Raum (0, R) dessen Algebra ein o-Algebra ist.

1. Eine o-Algebra R ist abgeschlossen unter der Bildung abzéhlbarer Vereinigungen
und Durchschnitte.

2. Sei (R;)ier eine Familie von o-Algebren. Dann ist R := ()., R; eine o-Algebra.

i€l
Beachte, dafs die Vereinigung einer aufsteigenden Familie von o-Algebren im allge-
meinen keine o-Algebra ist.

Aufgabe 6.1. Uberlegen Sie sich ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt.

3. Sei S C P(£). Dann existiert genau eine kleinste o-Algebra R?(S) welche S enthélt.
Wir erhalten

R(S) := N R

R ist o-Algebra, S C R
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Definition 6.2. R7(S) heifit die von S erzeugte o-Algebra.

4. Sei f:Q — Q eine Abbildung zwischen Mengen. Ist R’ eine o-Algebra auf 2, dann
ist f*R’ eine o-Algbera auf €.
5. Fur 8" CP(Y) gilt f*R7(S") = R7(f*5").

6. Sei R eine o-Algebra auf 2 und " C P(Y'). Dann ist f : (2, R) — (', R7(5))
genau dann mefkbar, wenn f*S’ C R gilt. Die Notwendigkeit ist klar wegen S’ C
R(S"). Die Bedingung ist auch hinreichend, da aus f*S” C R auch f*R°(S") =
Ro(f*S") C R folgt.

7. Die mefbaren Rdume und mefbaren Abbildungen bilden eine volle Unterkategorie
der Kategorie der prameftbaren Raume. Wir haben eine Adjunktion

L : pramefsbare Rdume = mefkbare Raume : incl

wobei L(X, R) = (X, R°(R)) ist.

7 Beispiele mefibarer Raume

Borelsche Raume

Definition 7.1. Ist (2,7T) ein topologischer Raum, so ist die Borelsche o-Algebra
durch R°(T) gegeben.

Die Borelsche o-Algebra enthélt unter anderem alle Teilmengen von 2 der Form UN A mit
offenem U und abgeschlossenem A. Wenn nichts anderes festgelegt wird, dann betrachten
wir fiir einen topologischen Raum immer den unterliegenden meftbaren Raum mit der
Borelschen o-Algebra, welche wir oft mit B, By oder By bezeichnen.

1. Eine stetige Abbildung f : (0, 7o) —: (€0, 71) ist mekbar. In der Tat gilt f*(77) C
To € R7(To).

2. Sei S C P(Q)
Lemma 7.2. (a) Es gilt R7(S) C Brs).
(b) Wenn S eine abzihlbare Basis der Topologie T, dann gilt R°(S) = Brs).

Proof. Es gilt S C T(S) C By(s) und deshalb R?(S) C Brg). Wenn S eine Ba-
sis der Topologie 7(5) ist, dann gilt fiir jedes U € T(S5) dak U = Uyeg yep V-
Wenn S zusétzlich abzdhlbar ist, so schliefen daraus, dak U € R7(S). Folglich gilt
T(S) € R°(S) und damit Brg) € R7(S). 0
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Die Borelsche o-Algebra von R Sei R C P(R) die dyadische Algebra aus Kapitel [f]
T die Standardtopologie auf R und B := R(T) die Borelsche o-Algebra.

Lemma 7.3. Es gilt R°(R) = B.

Proof. Wir schreiben [a, ) := (—o0,b)N[a, 00). Damit gilt R C B. Damit gilt R°(R) C B.

Die Menge R ist eine abzéahlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen und damit selbst ab-
zahlbar. Wir {iberzeugen uns nun, daf jede offene Teilmenge von R als abzdhlbare Verei-

nigung
v= |J 4
AER" ,ACU
geschrieben werden kann. Damit gilt 7 C R?(R) und folglich B C R?(R).
Aufgabe 7.1. Gilt B=P(R)?

Aufgabe 7.2. Sie A € R und Ty, D, : R — R durch Ty(z) := x + X\ und Dy(z) := Az
gegeben. Zeigen Sie, daff Ty und Dy mefbar sind, wenn man R mit der Borelschen o-
Algebra betrachtet.

Unter welchen Umstinden sind diese Abbildung mefbar, wenn man R mit der dyadischen
Algebra betrachtet?

Die o-Algebra von Z, Wir betrachten nun die Algebra R aus Kapitel [5| auf Z, und
ihren Abschlufs R?(R) und die Borelsche o-Algebra B.

Lemma 7.4. Es gilt R°(R) = B

Proof. Sei
S = {pr,'(z)|n €N ,x € Z/p"Z} C P(Z,) .

Dann gilt R = R(S) und folglich R7(R) = R°(S). Andererseits ist S eine abzéhlbare
Basis fiir die Topologie von Z,. Damit ist R7(R) = B. O

Aufgabe 7.3. Zeigen Sie, daf die Translation und Dilatation (siche Aufgabe(5.1) mefbar
sind, wenn man Z, mit der o-Algebra B ausstattet.
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Die o-Algebra der Zylindermengen auf dem Schiftraum Wir betrachten den
Schiftraum AN mit der Algebra R und der Borelschen o-Algebra B.

Lemma 7.5. Es gilt R°(R) = B.

Proof. Die abzihlbare Menge der Zylindermengen S := {q, *((a;))In € N, (a;) € A"} C
P(AY) ist eine Basis der Topologie von AN und erzeugt die o-Algebra R’ (R). Daraus folgt
die Behauptung. O

Wir betrachten nun die Transformation
T:AY 5 AN | T(a;) = (ai41)5%,
genannt die Verschiebung.

Lemma 7.6. Die Verschiebung T ist mef$bar (und stetig).

Proof. Die Menge ¢, '((a;)), (a;) € A" ist eine Zylindermenge und damit eine Element
des Erzeugendensystems sowohl der o-Algebra als auch der Topologie von AN. Wir sehen
nun ein, daf
T g, (@) = | auti(a,ao, - an)
acA
eine endliche Vereinigung von Zylindermengen und damit sowohl meftbar als auch offen
ist. O

Hier ist eine andere interessante mefsbare Funktion. Wir nehmen an, daf A := {41, —1}.
Der Raum AN modelliert eine Folge von Entscheidungen fiir 1 oder —1. Wir betrachten
jetzt den Prozefs in R, in welchem wir im n-ten Schritt entsprechend der n-ten Entschei-
dung um 27" Einheiten nach rechts order links wandern. Der Endpunkt der Wanderung
wird durch

WeAY SR, W((a)) =) a2
=0

beschrieben.

Lemma 7.7. Die Funktion W : AN — R ist stetig und damit mefShar.

Proof. Sei x € A™ und € € R~ vorgegeben. Wir wihlen n > 0 derart, dak 27" < e. Dann
gilt fiir alle y € ¢, ' (g, (z)) (dies ist eine offene Umgebung von z) die Ungleichung

W(z)-W(y)< > 27 =2"<e.

1=n+1

20



Das Produkt meftbarer Rdume Sei (X, R;);c; eine Familie mefbarer Rdume und
X = Hiel X;. Seien p; : X — X, die Projektionen. Auf R kénnen wir die kleinste
o-Algebra R betrachten, beziiglich welcher diese Projektionen mefsbar sind. Es gilt

R := R”(Up;*Ri) :
icl
Definition 7.8. Der mefibare Raum (X, R) ist das Produkt der meflbaren Rdume
(Xis Ri)ier-

1. Das oben beschriebene Produkt mefbarer Rdume ist das kategorielle Produkt in der
Kategorie der mefbaren Raume.

2. Der Schiftraum (AN, B) das Produkt aus abziihlbar vielen Kopien von (A, P(A)) in
der Kategorie der mefbaren Raume.

3. Der Raum (R"™, ") mit der Borelschen Algebra B" ist das Produkt aus n Kopien
von (R, B). Das folgt aus der folgenden Uberlegung.

Sei (X, T;)ier eine Familie topologischer Rdume und B; die Borelsche o-Algebra auf X;.
Wir betrachten die Produkte

(X’T) = H(XZ’Z) ) <X7B) = H(XMBZ)
iel iel
der topologischen und mefbaren Raume.
Fiir jedes i € I gilt
pr;B; = pr; R°(T;) = R’ (pr;T;) € R°(T) .

Daraus folgt
BC R(T).

Im allgemeinen ist diese Inklusion aber echt. Gleichheit gilt unter zuséatzlichen Vorausset-
zungen. Wir betrachten den Fall I = {0, 1}.

Lemma 7.9. Wir betrachten den Fall I = {0,1} und nehmen an, daf die Topologien T;
abzdihlbare Basen haben. Dann gilt B = R°(T).

Proof. Fiir ¢ = 0,1 sein S; eine abzdhlbare Basis der Topologie 7;. Dann ist die Menge
der Produkte S := S; x Sy eine abzéhlbare Basis der Topologie 7. Es gilt S C B. Damit
ist 7 C B nach Lemma und deshalb R7(T) C B. O

Der topologische Raum R hat eine abzdhlbare Basis und es gilt (R™, Tgn) = [[7_, (R, T).
Also ist

n

(R", Br) = [[(R, Bg) .

i=1
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8 Mefibare Funktionen und punktweise Konvergenz

Wir betrachten einen mefbaren Raum (2, R). Den Raum der erweiterten reellen Zahlen
R := [~00,00] versehen wir mit der Borelschen o-Algebra B. In diesem Kapitel zeigen
wir, dak die Menge der mekbaren Funktionen 2 — R unter der Bildung von Grenzwerten
sowie des Infimums oder Supremums von Folgen abgeschlossen ist.

Zunéchst geben wir ein einfaches Kriterium fiir den Nachweis der Mefsbarkeit.

Lemma 8.1. Eine Funktion f:Q — R ist mefSbar, falls die Teilmengen f~'([—o0,a]) C
Q fir alle a € R mefbar sind.

Proof. Die Menge von Teilmengen {[—o0,a] | a € R} erzeugt B. O

Lemma 8.2. Ist (f,)nen eine Folge meflbarer Funktionen, dann sind die Funktion

v:=supf,, wu:=inff,
neN neN

mefsbar.

Proof. Wir fixieren a € R. Fiir n € N sei A, := f, }([-00,a]). Nach Voraussetzung gilt
A, € R. Es gilt
v ([~o0a]) =4 €R.
neN
Damit ist v mefsbar.

Fiir u argumentiert man &hnlich oder durch Ersetzen von f durch —f. O
Folgerung 8.3. Ist (f,)nen eine monoton wachsende (fallende) Folge mefibarer Funktio-
nen f,: ) — R. Dann ist der punktweise Grenzwert f = lim,,_, f, auch mefbar.
Proof. Es gilt f = sup,cy fn- O
Satz 8.4. Sei (fn)nen eine punktweise konvergente Folge meflbarer Funktionen. Dann ist
f=1lim, , f, mefbar.

Proof. Wir definieren eine Folge (v,)nen von Funktionen v, : @ — R durch v,(x) :=
Sup;s,, fa(x). Nach sind die Funktionen v, mefsbar. Die Folge (v,)nen ist monoton
fallend und es gilt f = lim,,_,o, v,. Nach Korollar ist f mekbar. O
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1. Fiir eine endliche Menge A betrachten wir den Schiftraum AN mit der Borelschen
o-algebra Bn. Sei w: A — [0,00) eine Abbildung. Wir definieren

5 w(ay)

FANSR, fmmy:§3n+1.

neN

Beachte, dak der Grenzwert dieser Reihe mit positiven Gliedern in R existiert. Die
Abbildung f : (AN, Bu) — (R, B) ist mefbar. Die Menge f~1(R) C AN also die
Teilmenge, fiir welche die Reihe im gewdhnlichen Sinn konvergiert, ist mefsbar.

2. Sei f: R — R eine iiberall differenzierbare Funktion. Dann ist ' : R — R mefbar.
In der Tat gilt [/ = lim,,_,o f, mit
1
falz) =n(f(z+ =) — f(2)) .

n

Seien nun f, g : 2 — R mefbare Funktion (mit endlichen Werten).

Lemma 8.5. Die Summe f + g und das Produkt fg sind mefibar.

Proof. Wir betrachten den Fall der Summe. Das Produkt geht analog. Wir schreiben f+g
als Komposition mefsbarer Abbildungen

QU R tHR.

Die erste Abbildung ist mefbar beziiglich der meRbaren Struktur auf R? als Produkt zwei-
er Kopien von R! (universelle Eigenschaft des Produktes mefibarer Rdume). Wir hatten
jedoch in Lemma gesehen, daR diese Struktur mir der Borelschen Struktur auf R?
iibereinstimmt. Die Summe als stetige Abbildung ist mefbar beziiglich der Borelschen
o-Algebren. O

Lemma 8.6. Sei (2, R) ein mefbarer Raum und (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum
auf welchem wir die Borelsche o-Algebra betrachten. Sei weiter (f;);en eine Folge mef$barer
Abbildungen f; : Q@ — X. Dann ist die Teilmenge

{z € Q[ (fi(2))ien konvergiert}

von ) mefsbar.
Proof. Wir betrachten die Mengen

1
Civjvm = {d<flvf])<a}g9’ Z?j7m€N

Da f; fiir alle 1 € N mefbar und d : X x X — R stetig sind, sind diese Mengen mefsbar.
Dann ist die mekbare Menge
U N Csim

meNneN,7>n
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die Menge der Punkten = € 2, in welchen ((f;)(z))ien eine Cauchyfolge ist. Da X voll-
standig ist, stimmt diese Menge mit A {iberein. O

9 Male

Sei (2, R, i) ein Pramafraum.

Definition 9.1. Das Primajf$ u heifst o-additiv, falls fir jede paarweise disjunkte ab-
zihlbare Familie (A;)ier in R mit A :=J,c; Ai € R gilt:

p(A) = D (A

Beachte, daft wir hier fordern miissen, dafs A € R ist, weil wir nicht angenommen haben,
dak R eine o-Algebra ist.

Definition 9.2. Ein Maf$ ist ein o-additives Pramaf auf einem mefbaren Raum (2, R).
Das Tripel (Q, R, 1) heifst Mafraum.

1. Sei (2, R, ) ein o-additiver Pramafkraum. Sei (A;);cn eine aufsteigende Folge von

mefibaren Teilmengen mit A := J,.y A; € R. Dann gilt

lim 4u(A;) = p(A) .

11— 00

In der Tat ist (B;)ien, Bi := A; \ U;;t A; eine paarweise disjunkte Familie mit

A = Ujen Bi und es gilt pu(A;) = 375 u(B;). Folglich gilt u(A) = 372, u(B;) =
lim; o0 po(A;).

2. Sei f: (2, R) — (€, R') mekbar und p ein Mafs auf (2, R). Dann ist f.u ein Maf
auf (2, R).

3. Eine Abbildung f : (Q,R,u) — (', R', i) zwischen Mafsraumen heifit maferhal-
tend, wenn f,u = u gilt.

Um die o-Additivitéit eines Pramafies nachzupriifen, kann man gelegentlich folgendes Kri-
terium benutzen.

Lemma 9.3. Sei (2, R, u) ein pramefibarer Raum und pu(§2) < co. Dann ist das Pramaf
i 1st o-additiv genau dann, wenn

lim pu(Ax) =0
k—o0
fiir jede absteigende Folge (Ay) in R mit (e Ar = 0 gilt.
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Proof. Da u(2) < oo gilt, sind alle im folgenden Beweis vorkommenden Mafe endlich.
Insbesondere sind die auftretenden Differenzen wohldefiniert.

Sei p zunéchst o-additiv und (A4;):°, eine absteigende Folge wie oben. Dann ist (A4; \
A1), eine paarweise disjunkte Folge mit Ay = (J;2,(A; \ Aiy1). Wir erhalten

Zu i\ Aip) = Z(M(Ai> = (Aisn) = u(Aog) — lim p(Ay) -

Folglich limy_ oo pt(Ag) =

Mége nun umgekehrt p die im Lemma angegebene Bedingung erfiillen. Sei (A;)$°, eine
Folge paarweise disjunkter Elemente aus R mit (J;° A, =1 A € R. Wir setzen By, =

A\ U ! Ay,. Dann ist A = By, die Folge (Bi)ien, absteigend und es gilt (), .y Br = 0. Es
gilt Uf:()l A;U By = Aund U A; N By, = 0. Wir schen fiir jedes k € N daf

k—1
n(A) = u(Ar) + p(By)

=0

gilt. Wegen limy_,o pt(By) = 0 gilt p(A) = > "2 pu(A;). O

Wenn das Maf von €2 nicht endlich ist, dann muf man das Kriterium auf endliche Teil-
pramalfsraume anwenden.

Lemma 9.4. Sei (Q, R, ) ein Pramafiraum. Sei (F;)en eine aufsteigende Folge in R
derart, dafi im; oo pu(F; N A) = pu(A) fiir jedes A € R und (F;, Rjp,, pyr,) o-additiv ist.
Dann ist das Primafl i auch o-additiv.

Proof. Sei (Ay)nen eine abzdhlbare paarweise disjunkte Familie in R und A = {J, .y An €
R. Dann gilt
S (A, A F) = p(AN ).
neN
Da Summen und monotone Grenwerte vertauscht werden kénnen, gilt
D on(A) =) lim p(A, N F) = lim ) u(A,NF) = lim f(ANE) = p(A) .
neN neN neN
O

10 Beispiele von o-additiven Pramafsen

Wir betrachten den pramefbaren Raum (€2, P(2)).
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1. Das Diracmall in einem Punkte z € € ist ein Mak.
2. Das Zahlmaf$ ist ein Mak.
3. Fiir jede Abbildung f : Q2 — [0, 00| ist das durch f gewichtete Zahlmak ein Mak.

Das Lebesguepramafi Sei (R", R", ") das dyadische Lebesgue-Pramafs auf R™ (siehe
).

Lemma 10.1. Das dyadische Lebesque-Pramafs ist o-additiv.

Proof. Wir betrachten den Fall n = 1 und schreiben R := R! und p := p'. Der ho-
herdimensionale Fall kann mit der gleichen Idee behandelt werden, erfordert aber eine
kompliziertere Notation.

Zuerst schopfen wir R durch die Folge F,, := [-2™,2™], m € N aus. Dann gilt fiir jedes
AeR

lim pu(ANFE,)=pu(A) .

m—0o0

In der Tat, wenn A beschriankt ist, dann stabilisiert sich die Folge A N F,,. Ist A unbe-
schriankt, dann gilt lim,, o, u(AN Fy,) = 0o = p(A).

Nach Lemma [9.4] reicht es aus, die o-Additivitét von yp,, fiir alle m € N zu zeigen. Dazu
verwenden wir das Kriterium [9.3]

Fiir ein dyadisches Intervall der Form I = [£, zgikl) und 7 € N mit > k definieren wir
_p pt1 1
OT(I)-::[éga-T?;-'— 5;)‘

Dann gilt o.(I) € R, o.(I) C I und u(I) — p(o.(I)) =27".

Sei jetzt (A;);en eine absteigende Folge von Elementen aus R mit ()~ A; = (). Wir nehmen
an, daf lim; . u(A;) = a > 0 gilt und konstruieren einen Widerspruch. Dazu konstruieren
wir fiir jedes k € N eine nichtleere Teilmenge B;, C Ay mit By, € R, so dak By, C A, und die
Familie (By)ren absteigend ist. Wegen der Vollstindigkeit (Intervallschachtelungsaxiom)
von R gilt (o Be # 0. Es folgt

@ZﬂAkQHBk#(b
keN keN

und dies ist der gewiinschte Widerspruch.

Um By zu konstruieren, stellen wir Ay als Vereinigung von ¢, dyadischen Intervallen
I,..., I, dar und bilden A} C A; durch Ersetzen dieser Intervalle I; durch o, (1),
wobei wir 74 so grof wihlen, daf ¢;27™ < a27%72 gilt. Dann ist A}, € R, A} C A und
w(Ag) — p(A,) < o272 Wir definieren nun By, := ﬂf:o Al € R. Dann gilt By, C Ay,

k k
A\ Be = [ J A\ 4 C [ Ai\ 4
1=0 =0
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und damit

p(Br) = p(Ap) = (A \Bi) > p(Ap) =Y p(A\Af) > u(Ak)—Z a2 > a(l—%) - %

1=0

Insbesondere ist B, # 0. Die Familie nichtleerer abgeschlossener Teilmengen von R
(Bg)ken ist absteigend. O

Das Haarsche Pramafs auf Z, Wir betrachten das Haarsche Pramaf (Z,, R, i) (siehe
5.2)

Lemma 10.2. Das Haarsche Primaf$ auf Z, is o-additiv.

Proof. Sei (A;);en eine absteigende Folge aus Elementen aus R mit (-, A4; = 0. Wir
zeigen, dak dann A; = () fiir geniigend grofe 4 gilt. Wir nehmen das Gegenteil an.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (z,,), =, € Z/p"Z, mit folgenden Eigenschaften:

1. gni1(Tny1) = @, mit gy 2 Z/p" N2 — Z/p"ZL.

2. x, € pr,(A;) fir alle ¢ > 0 mit pr,, : Z, — Z/p"Z.

Wir setzen xg := 0. Seien xy, ..., x, schon konstruiert. Es gilt fiir jedes i« € N dak z, €
pr,(Ai) = ¢ns1(pryi1(Ai)). Folglich ist q;h(xn) N pr, 1 (4;) # 0.

Wir benutzen nun, dafs eine absteigende Folge von nichtleerenTeilmengen einer endlichen
Menge einen nichtleeren Durschschnitt hat. Wir wéhlen 2,11 € (), i1 (%n) NPL, 1 (A:).
Die Folge (z,,)n>0 definiert ein Element x € Z,,.

Sei i € N fix. Es gilt
pr,(z) =z, € pr,(4;), VneN.

Nun gibt es nach Konstruktion der Algebra R in Kapitel bl ein m € N derart, dal A; €
R(pr?, (Sehaot(Z/p™7Z))) ist. Folglich ist A; = pr,!(pr,,(A4;)) und damit = € pr,!(z,,) C
pr;,.! (pr,, (4)) = A

Damit gilt 2 € (1,5, Ai = 0 liegt. Dies ist ein Widerspruch.

Damit ist pu(A;) = p(0) = 0 fiir geniigend grofe i. O
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o-Additivitit des Pramafies auf dem Schiftraum Wir betrachten das Maf p auf
dem Schiftraum (AN, R) wie in [5| eingefiihrt.

Lemma 10.3. Dieses Maj ist o-additiv.

Proof. Ist (A;)ien eine absteigende Folge von Elementen aus R mit ()2, A; = 0, dann
zeigen wir wie im Fall der p-adischen Zahlen Z,, dak es ein iy € N gibt, so dak A; = ) fiir
1 > ig gilt. Daraus folgt die o-Additivitdt von g unmittelbar.

Im folgenden betrachten wir zwei Beispiele fiir nicht o-additive Pramafse.

Beispiel 10.4. Wir betrachten die Algebra P(N) auf N und das Préamaf

00 |A| = 00

A) = .

#A) { S 2" |4 < oo

Dieses Pramaf ist nicht o-additiv. Zum Beispiel ist ), _u({n}) = >
pu(N) = oo.

Beispiel 10.5. Ein weniger triviales, aber wichtiges Beispiel ist mit dem Begriff eines
Ultrafilters verbunden.

Definition 10.6. Eine Teilmenge F C P(N) heifft nicht-trivialer Filter, wenn sie
folgende FEigenschaften hat.

27" = 2, aber

neN

1. 0 g F
2. A€ F und A C B impliziert B € F.
3. Fiir jede endliche Familie (A;)icr in F ist (,c; Ai € F.

4. Fiir jeden Punkti € N gibt es ein A € F miti & A.

Man sollte sich einen Filter Menge von Umgebungen eines gedachten Punktes oo vorstel-
len.

Die Menge der Filter ist durch Inklusion halbgeordnet und nicht leer. Zum Beispiel ist die
Menge {A C N||N\ A| < oo} ein Filter.

Definition 10.7. Ein maximaler nicht-trivialer Filter heifst nicht-trivialer Ultrafilter.

Die Existenz von Ultrafiltern zeigt man mit dem Zornschen Lemma. Sei (F;);c; eine Kette
von nicht-trivialen Filtern. Dann ist | J, F ein nicht-trivialer Filter und eine obere Schranke
der Kette. Dies zeigt die Voraussetzung des Zornschen Lemmas.

Lemma 10.8. Sei nun F ein nicht-trivialer Ultrafilter. Dann gilt fir eine Partition
{A, B} von N entweder A € F oder B € F.
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Proof. In der Tat, wenn A und B in F enthalten waren, so auch ) = AN B. Sei nun weder
A noch B in F. Dann gilt fiir alle U € F, dak U N A # (. Wire namlich ANU = ), so
U C B und damit B € F. Wir bilden F/ := FU{U C N |3V € Fmit ANV C U}. Dann
ist 7' ein Filter und F wére nicht maximal, da A € F'\ F.

Um zu sehen, dak F’ ein Filter ist, muft man insbesondere die Abgeschlossenheit unter
Durchschnitten priifen. Seien X,Y € F'. Der Fall X|Y € F ist klar. Wenn X,Y € {U C
N3V € Fmit ANV C U} und Vy, Vy € F fiir X, Y gewéhlt sind mit Vx N A C X und
VwnNACY, dann gilt VxNVy € Fund Vy NVy NA C X NY. Sein nun X € F und
Ye{UcCN|FV e Fmit ANV CU}. Sei Vy € Fmit Viy NA CU. Dann ist Voyy N X € F
und iy N X NACXNY,alsoXNY e{UCN|FVeFmit ANV CU}. 0

Wir definieren nun ein Wahrscheinlichkeitspramafs p auf P(N) durch pu(A) =0 fir A ¢ F
und p(A) =1 fir A € F.

Lemma 10.9. p st additiv, aber nicht o-additiv.

Proof. Die Additivitat ist klar, da F kein Paar disjunkter Mengen enthélt und aus
A, B ¢ F folgt AUB ¢ F. In der Tat ist in diesem Fall (AU B)¢ = A°N B° € F. Wir
wéhlen nun eine Folge A; € F mit i ¢ A; fiir i € N. Dann bilden wir B; := (;_, 4; € F.
Die Folge (B;)en ist absteigend und erfiillt (.2, B; = 0. Es gilt weiter lim; . p(B;) = 1.
Damit kann p nicht o-additiv sein. O

11 Eindeutigkeit der Ausdehnung von Mafien

Wir hatten gesehen, dafl man ein Pramaf von einer Partition S auf die von S erzeugte
Algebra R(S) ausdehnen kann. Wir wollen nun die Frage studieren, ob man ein auf einer
Algebra R gegebenes Pramafl zu einem Maf auf die von R erzeugte o-Algebra R :=
R?(R) ausdehnen kann, und ob diese Ausdehnung eindeutig ist. Fiir den Nachweis der
Eindeutigkeit der Fortsetzung ist der folgende Begriff niitzlich.

Definition 11.1. Ein Pramafraum (Q, R, 1) heifft o-endlich, wenn es eine aufsteigende
Folge (F})ien in R gibt mit Q = J, F; und p(F;) < oo fir alle i € N.

Wenn () < oo gilt, so ist (€2, R, ) trivialerweise o-endlich. So sind der Pramafraum
(Zy, R, 1) und der Schiftraum (AN, R, 1) aus diesem Grund o-endlich.

Lemma 11.2. Der dyadische Lebesquepramafiraum (R™, D™, u") ist o-endlich.

Proof. Wir kénnen die Folge (F});en definiert durch F; := [—2%,2%)" nehmen. O
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Hier ist Beispiel eines nicht o-endlichen Pramafraumes.

Beispiel 11.3. Sei R die Algebra auf R, welche von allen endlichen Teilmengen erzeugt
wird. Wir definieren p : R — [0, 00] durch pu(A) := (A N N). Dann ist (R, R, ) nicht

o-endlich. Das sieht man wie folgt.

Die Algebra R besteht aus den Teilmengen von R, welche entweder endlich sind oder
endliches Komplement haben. Sei (F});en eine Ausschépfung von R. Da R iiberabzéhlbare
Kardinalitdt hat, muf es ein ¢ € I geben so dafs F; unendlich und damit ein endliches
Komplement hat. Folglich gilt |F; N N| = occ.

Wir zeigen nun, dafs die Ausdehnung eines Pramafses zu einem zu einem Mal nicht ein-
deutig sein mufs.

Sei R? := R?(R). Wir definieren py auf R” durch po(A) = 4(ANN).
Lemma 11.4. i ist ein Mafs auf R, welches p ausdehnt.

Proof. Daf 119 das Pramaf p ausdeht, folgt unmittelbar aus der Definition. Sei nun (A;);en
eine paarweise disjunkte Familie in R?. Dann gilt offensichtlich

> mo(A) = JAinN| = [[JAnN = pu(JA) .

1€EN ieN 1€EN ieN

Wir definieren pq : RZ — [0, 00| durch

(A) = to(A) A hochstens abzéhlbar
He) = 00 A iiberabzahlbar

Lemma 11.5. p; ist ein MafS auf R, welches p ausdehnt.

Proof. Daf py eine Ausdehnung ist, sicht man wieder unmittelbar ein. Sei (A;);en eine
paarweise disjunkte Folge in R7. Wenn einer der Werte

ZMl(Ai) , Ml(U A;)

ieN ieN
endlich ist, dann sind die Mengen A; fiir alle © € N hochstens abzéhlbar. In diesem Fall
gilt

> mlA) = m((JA)

ieN ieN

wie bei [ig. O
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Man sieht leicht ein, daf po # py. In der Tat gilt po(R\ N) = 0 und 14 (R \ N) = oc.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Ausdehnung fiir o-endliche Pramafe.

Satz 11.6. Sei (0, R, pu) ein o-endlicher Pramafraum. Wenn p eine Ausdehnung auf
R? := R7(R) besitzt, so ist diese eindeutig.

Proof. Wir zeigen zunéchst :

Lemma 11.7. Die Aussage des Satzes gilt unter der Voraussetzung pu(2) < oo.

Proof. Wir nehmen an, dafs wir zwei solche Ausdehnungen p;, ¢ = 0,1 haben. Dann
betrachten wir die Teilmenge

T:={A€ R |po(A) =m(A)} S P).

Nach Definition gilt 7" C R°. Wenn wir zeigen, dafs

1. RCT gilt und

2. T eine o-Algebra ist,
dann folgt 7" = R und deshalb g = p.

1. Offensichtlich ist 0 € T und Q € T..

2. Sei (4;);en eine abzdhlbare Familie paarweise disjunkter Elemente von 7" und A :=
Uien Ai- Dann gilt wegen der o-Additivitit der Mafe p;

po(A) = ZMO(Ai) = ZMl(Ai) = (A) .

ieN ieN
Folglich gilt A € T.
3. Sei A € T und A° := Q\ A. Dann gilt wegen p(€2) < oo, dak po(A°) = po(2) —
po(A) = p11(€2) — i (A) = p (A°). Also gilt A° € T.

Die Eigenschaften 1-3 implizieren, daf T" eine o-Algebra ist. O

Wir beweisen nun den Satz im allgemeinen Fall. Seien p;, ¢ = 0,1, wieder zwei Ausdeh-
nungen. Sei (F,),en eine aufsteigende Folge in R von Mengen endlichen Pramafes mit
Unen 1o = Q. Wir bilden die Teilmenge

T:={ACQ|ANF, € R7(R,) fir alle n € N} CP(Q) .
Wir zeigen, daft R7 C T.
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1. Erst einmal gilt R C T'. In der Tat, wenn A € Rist, so gilt ANF, € Rjp, € R7(Rr,)
fir alle n.

2. Sei jetzt (A;);en eine abzdhlbare Familie in 7. Dann gilt fiir jedes n € Nund ¢ € N,
dak A;NF, € R7(R|p,) und damit fiir jedes n, dak ({J;cny Ai) N Fn = Uen(AiNFy,) €
R?(R),). Also ist T" abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen.

3. Sei A € T'. Damit gilt fiir jedes n € N die Aussage A°NF,, = F,\(ANF,) € R7(R,).
Damit ist T abgeschlossen unter der Bildung von Komplementen.

Aus den Eigenschaften 1-3 folgt, daft T" eine o-Algebra ist, welche R enthélt. Folglich gilt
R CT.

Wegen R, C (R7)r, gilt auch R7(R|p,) C (R7)r,. Damit sind (F},, R7(R|r,), Hi|re(R,p,))
fiir i = 0,1 Ausdehnungen von (F, R|r,, fir;, )- Mit dem Lemma schliefen wir, daf

Ho|R? (R,) = MR (Rjg,) -

Sei jetzt A € R?. Dann gilt A € T, also fiir jedes n € N, dak AN F,, € R7(R|p,). Wir
schliefsen aus der o-Additivitat der Mafe p;, daf

po(A) = lim po(ANF,) = lim pu (AN F,) = p(A) .

n—0o0

12  Aufere MafRe

Die Konstruktion einer Erweiterung eines Préamafses erfolgt in mehreren Schritten. Im
ersten Schritt ordnen wir einem Prémafs ein dufseres Maf zu. Wir fithren diesen Begriff
zunéchst ein.

Definition 12.1. 1. Eine Abbildung i : P(2) — [0,00] heifft monoton, falls aus
A C B die Ungleichung i(A) < fu(B) folgt.

2. [i heifit o-subadditiv, falls [i(U,c; Ai) < Y ic; (A;) fiir jede abzihlbare Familie
(A;)ier von Teilmengen gilt.

3. Eine monotone und o-subadditive Abbildung fi : P(2) — [0, 00] mit (@) = 0 heifit
dufleres Maj3

Sei 2 eine Menge, R C P(f) eine Teilmenge mit ) € R und p : R — [0, oo] eine Abbildung
derart, daf p(0)) = 0. Typischerweise ist (2, R, u1) ein Pramafkraum.
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Definition 12.2. Wir definieren die dufSere Erweiterung ji : P(2) — [0,00] von u
durch
i(A) == inf{) _u(F)}, AePQ),
iel
wobei das Infimum tber die Menge aller abzdhlbaren Familien (F;)e; mit F; € R fir alle
i€l und AC ., F gebildet wird.

Lemma 12.3. Die in Definition eingefiihrte dufere Erweiterung i von i ist ein
aufleres Mafs.

Proof. 1. Die Gleichung (@) = 0 gilt, da das Infimum fiir eine Familie leerer Mengen
angenommen wird und u()) = 0 gilt..

2. Die Funktion fi is monoton. Wenn nédmlich A C B gilt, dann ist die Menge, iiber
die das Infimum fiir ji(B) gebildet wird, in der entsprechenden Menge fiir ji(A)
enthalten, woraus ji(A) < ji(B) folgt.

3. Die dufere Erweiterung /i ist o-subadditiv: Sei (A;);cs eine abzéhlbare Familie von
Teilmengen, A := |J,c; Ai. Seien (F;;);cs, abzdhlbare Familien von Elementen aus
R mit A; C |, Iy fiir alle i € I. Dann gilt A C J;c; U, £ und

AA) <O uEy)

el jGJi

A(A) <Y inf > u(Fy)

el jeJ;

JEJ;

Daraus folgt

wobei das Infimum der rechten Seiten tiber alle Wahlen der Familien (F;;)jecs, ge-
bildet wird. Also gilt

AA) < 3 (A .

el

Lemma 12.4. 1. Es gilt jyr < p.
2. Wenn (2, R, ) ein o-additiver Primafraum ist, dann gilt fir = p.

Proof. Fiir die erste Ungleichung beobachten wir, dak fiir A € R die Familie {A} fir die
Infimumbildung bei ji(A) zugelassen ist. Daraus folgt ji(A) < u(A).

Wir nehmen nun an, daf p ein o-additives Pramaf ist. Sei (F;) ey eine Familie in R mit
A C Uiy Fi- Fiir i € N bilden wir B; := AN (F;\ U;Zy F}). Dann ist B; € R, B; C F},

die Mengen sind paarweise disjunkt und | J,.y B; = A. Wir schlieken, daf

p(A) =Y " u(B) <> pu(F) .

1€N 1€N
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Also gilt auch p(A) < f(A). O

Bemerkung 12.5. Die Voraussetzung der o-Additivitdt im zweiten Teil dieses Lemmas
ist wichtig. Betrachten wir das Beispiel eines nicht o-additiven Préamafses auf N. In
diesem Fall ist

AN) =2, () = oo

Beispiel 12.6. Wir betrachten einen metrischen Raum (X,d) und s,e € (0,00). Sei
R. C P(X) die Menge aller Bélle vom Radius < ¢ wobei wir () auch als Ball vom Radius
0 betrachten. Wir definieren S : R — [0, 00| durch S(B(z,r)) :=r®.

Definition 12.7. Das s-dimensionale dufSere sphédrische Mafl Ss. : P(X) — [0, o0]
ist die daufere Erweiterung von Ss..

Wir betrachten das Einheitsintervall [0,1] C R € R% Man kann zeigen, daf
~eTh s<
Ss.c([0,1]) = 1 s=1
0 s>1
gilt.
Beispiel 12.8. Wir betrachten die Abbildung v : P(R™) — [0, 00| gegeben durch
v(A) :==nf{ [ o(x)dr|{¢ € C(R") [ ¢ > xa}} -
RTL

Die aufere Erweiterung o : P(2) — [0, o] kann man dufseres euklidisches Volumen anse-
hen.

13 Konstruktion eines Malies aus einem aulieren Mafs

In diesem Kapitel starten wir mit einem duferen Mak i : P(Q2) — [0, 00]. Wir werden
sechen, daf dieses eine o-Algebra Rj; bestimmt, so daf die Einschrénkung von i auf Rj
ein Maf ist.

Wir schreiben S¢:= '\ S fiir das Komplement von S C €.
Definition 13.1. Eine Menge S € P(Q)) heifit zerlegend, falls fir alle A € P(QQ) gilt :

i(A) = (AN S) + p(ANSY) .
Mit R; C P(R2) bezeichnen wir die Menge aller zerlegenden Mengen.

Wir werden in Argumenten weiter unten oft das folgende Kriterium benutzen.
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Lemma 13.2. Eine Menge S € P(Q)) ist genau dann zerlegend ist, wenn
i(A) =z (AN S) 4+ (AN S
fir alle A € P(Q) gilt.

Proof. Die Ungleichung fi(A) < i(ANS)+a(ANSe) folgt aus der Subadditivitét von fi. O

Satz 13.3. Sei i ein dufleres Mafs auf Q. Dann ist (Q, Ry, fir,) ein Mafraum.

Proof. Wir zeigen zuerst, dafs Rj; eine Algebra ist. Mit S € Rj ist offensichtlich auch
S¢ € R;. Seien nun S, T € R;. Wir zeigen, dak SNT € R;. Fur A € P(Q) setzen wir

AL =ANSNT, Ap . =ANSNT, A3:=ANS°NT, A, =ANS°NTe.
Diese Mengen sind paarweise disjunkt. Da I" € R;; ist, schliefsen wir

(AL U Ag) = fi(Ar) + fi(Az)
[i(As U Ay) = [i(As) + fi(Ag) -

Wir schlieflen weiter wegen S € R, dak
4
i(Ay U A3 U Ay) = i Ag) + (A3 U Ay) = Z (2)
gilt. Es gilt auch
4
fU(A) = i( Ay U Ag) + i(As U Ag) = > ji(A)) -
i=1

Damit wird

LANSNT)+p(AN(SNT)) = p(A)+ p(AyU A3 U Ay)

Dies zeigt SNT € R.

Wir zeigen jetzt, daf fijz, additiv ist. Sei S, T € Rz mit SNT = (). Wir wéhlen A := SUT.
Dann folgt aus (), dak p(SUT) = a(S) + @(T).

Sei jetzt (Si)ieN eine abzéhlbare Familie in R;. Wir zeigen, dak S := |J,.y Si € Rji. Dazu

setzen wir T; := Ui_o S;. Dann ist (7});en eine aufsteigende Familie in Rj; und es gilt
Uien Ti = S. Es gilt i(A) = f(ANT;) + a(ANTY). Da i monoton und S¢ C T° ist, gilt
fi(A) > p(ANT;) + (AN S . (3)
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Es gilt weiter, dak
pANT) = p(ANTNTia) + WANTNTE) = (AN Ti) + (AN (T Tia)) -

Induktiv schlieffen wir, daf

AANT) =Y AAN(T\Tj)) -

J<i

Unter Benutzung der o-Subadditivitat erhalten wir

lim A(ANT) = 3" fAN (TN Tia)) 2 (ANS) (4)
Es folgt
i(A) = i(ANS) + p(ANS) .

Da A beliebig war, gilt wegen Lemma auch S € Rj.

Wir zeigen nun, dafs fi auf R; auch o-additiv ist. Sei (.5;);en eine abzéhlbare Familie
paarweise disjunkter Elemente aus Rj;. Wir definieren 7; und S wir oben. Wenn wir in
(8) A = S setzen, dann erhalten wir fir jedes i € N, daf f(S) > f(7;). Damit gilt
f(S) > limyo0 fi(T5) = D ;e A(S;). Wegen der o-Subadditivitét haben wir auch die Un-
gleichung in der anderen Richtung. Also fi(S) = >, i(.5;). O

Satz 13.4. Sei (2, R, p) ein o-additiver Pramafraum. Dann besitzt v eine Ausdehnung zu
einem Mafl auf R :== R(R). Ist (0, R, u) zusdtzlich o-endlich, dann ist diese Ausdehnung
eindeutig.

Proof. Die Eindeutigkeit der Ausdehnung unter der Voraussetzung der o-Endlichkeit hat-
ten wir schon in Satz gesehen.

Sei ji die duftere Erweiterung von p. Fiir die Existenzaussage miissen wir wegen Lemma

nur zeigen, daf R” C R gilt.

Dazu miissen wir nur R C Rj nachpriifen. Sei S € R und A € P(Q). Sei (F})ien eine
abzdhlbare Familie aus R mit A C (J,. Fi. Dann gilt

D oulF) =Y wENS)+> pu(Finse).
Wir bilden das Infimum {iber alle Wahlen der Familie (F;);en. Die linke Seite ergibt fi(A),
wahrend die Summen auf der rechten Seite von unten durch fi(A N S) und (A U S¢)

abgeschétzt werden. Also gilt a(A) > (AN S) + a(AnN S°). Da A beliebig war, folgt
S € Ry aus Lemma [13.2] O
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Ein Approximationssatz Sei (2, R, i) ein o-endlicher, o-additiver Pramafraum. Dann
haben wir eine eindeutige Ausdehnung (2, R, i) zu einem Mafraum, wobei R = R?(R).
Die Elemente von R? sind in der Regel unhandlich. Deshalb ist es wichtig zu wissen, daf
man sie dem Make nach durch Elemente aus R approximieren kann. Wir benutzen das
Symbol

EANF:=(E\F)U(F\E)

fiir die symmetrische Differenz von Mengen.

Satz 13.5. Ist E € R? und gilt (E) < 0o, dann existiert fir jedes e > 0 ein F' € R mit
w(E A F)<e.

Proof. Sei i die aukere Erweiterung von p. Da R7 C Rj; ist, gilt
W) = i(E) =inf ) (T ,
i=1

wobei das Infimum iiber alle Familien (T;);cy (welche 0.B.d.A als paarweise disjunkt an-
genommen werden kénnen) mit E C |J,.y7i genommen wird. Wir wéhlen eine solche
Familie derart, daf

p(E) = ZM(Ti) —c.

Wir wihlen n so grok, dak > ° . u(T;) < € und setzen F := |J;_; T; € R. Dann gilt
E\NFCUZ, . Tiund F\E CJ;yTi \ E. Damit ist u(E\ F) <€, pu(F\ E) < e und
deshalb p(E A F) < e. O

14 Das Lebesguemals auf R"

In Kapitel [5| hatten wir den (dyadischen) Lebesguepramafraum (R", R, u™) konstruiert.
In Lemma hatten wir gesehen, daf p" auch o-additiv ist. Schlieklich hatten wir in
Lemmal7.3|eingesehen, daf R (R™) mit der Borelschen o-Algebra BB auf R" iibereinstimmt.
Sei i die auRere Erweiterung von g und (R", Ry, A) der nach Satz konstruierte
Mafraum. Dann gilt B C Ry, und fijz ist die nach Satz eindeutige Fortsetzung von
p™ auf B. Beachte, dafs wir zur Vereinfachung der Notation den Index n in der Notation
des Mafses und der o-Algebra weglassen.

Definition 14.1. Der Mafsraum (R™, Rrep, \) heifit Lebesque Mafraum.

Die folgenden Eigenschaften des Lebesguemaises mogen offensichtlich erscheinen, erfordern
jedoch im Beweis einige Anstrengungen. Wir betrachten zuerst den eindimensionalen Fall
und schreiben (R, R, ) fiir den Pramafraum.
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Satz 14.2. 1. Fir ein beschrinktes Intervall [a,b) C R gilt A\([a,b)) = b — a.
2. Fir eine abzdihlbare Teilmenge A C R gilt A\(A) = 0.

3. Firx € Rund A € Rpep gilt t + A € Rpep, ANz + A) = MA) und A € Ry,
AzA) = |z|\(A).

Proof. 1. Fiir Intervalle in R folgt dies direkt aus der Definition des Lebesgueschen
Priamafkes. Sei jetzt a, b allgemein. Fiir ¢ > 0 wihlen wir k& € N derart, daf 275! < ¢
gilt. Weiter wéhlen wir p,q € Z derart, daf &z < a < ”2%1 und 5 < b < %1. Dann
gilt

p+1 ¢ p q+1
o) Sl S o o

).

Wegen der Monotonie des Mafes gilt
|b—a— A([a,b)])| <e€.
Da e > 0 beliebig war, gilt die gewiinschte Gleichung.

2. Sei zunédchst A := {z} fir x € R. Dann gilt wegen der Monotonie des Mafkes
A{z}) < MJx — €,z 4 €)) = 2¢ fur alle € > 0. Folglich ist A({z}) = 0. Wegen der
o-Additivitédt gilt damit A(A) = 0 fiir alle abzdhlbaren Teilmengen A C R.

3. Seiadd_, : R — R die Abbildung add_,(y) = y—x. Es ist klar, dafs add_, stetig und
damit meRbar auf (R, B) wirkt. Ist A = [a,b), dann gilt add",(A) = [a + 2,b + z)
und offensichtlich add_, ,A(A) = A(A). Damit stimmen add_, A und A auf der
von allen Intervallen erzeugten Algebra iiberein. Die Eindeutigkeit der Ausdehnung
zeigt, daf add_, .\ = A auf B gilt. Damit stimmen auch die &ufseren Erweiterungen
von add_, .\ und A auf P(R) iiberein. Schlieklich gilt add”1(Riw) = Rre (d.h.
add_, ist mefsbar auf (R, Rr.)) und es gilt add_, A = A.

Analog argumentiert man mit mult,-: fiir > 0. Dabei ist mult,-: A = xA. Der
Fall z = 0 ist trivial.

Wir listen die analogen Aussagen im hoherdimensionalen Fall auf. Die Beweise sind dhn-
lich.

Lemma 14.3. 1. Sei([a;, b))%, eine Folge von Intervallen. A(] ]}, [a;,b;)) = [ 1, (bi—
Cli).

2. Ist A CR" abzdhlbar, dann gilt A\(A) = 0.
3. Fir x € R" ist add, mefibar (beziiglich B oder Rpe,) und es gilt add, .\ = A.

4. Fir s € R” ist multy mefbar (beziglich B oder Rye, ) und es gilt multg N\ = s ™A,
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Eine wichtige Eigenschaft des Lebesguemafes auf (R™, B) ist seine Regularitét, die in
Kapitel 35| diskutiert werden wird.

Beispiel 14.4. In diesem Beispiel vergleichen wir das Lebesguemaf mit einem Volumen-
begriff, welchen man aus der iterierten Riemannintegration gewinnen kann. Sei A C R"
eine kompakte Teilmenge. Wir defineren

v(A) = inf z)dx
( ) {¢€Cc(ﬂ§”) | xa<o} /]Rn (b( )

u(A) = sup o(z)dz .
{¢eCe(R™) | <xa} JR"

und

Es gilt immer
u(A) < A(A) <v(A) .
Im Fall der Gleichheit interpretiert man A(A) als das Volumen von A.
Hier ist ein Beispiel, in welchem man zeigen kann, daf u(A) = v(A) gilt. Sei A : R" — R
eine glatte und eigentliche Abbildung mit nicht-negativen Werten und r € R. Wir nehmen

an, da h auf h=1({r}) regulér ist. Dann ist A := h™!((—o0, r]) kompakt. Es gilt in diesem
Fall u(A) = v(A) = A(4).

Andererseits gilt nicht immer u(A) = v(A). Sei A die Menge der rationalen Zahlen in
[0,1]. Dann gilt u(A) =0, A(A) =0 und v(A) = 1.
Wir zeigen nun, daf es nicht Lebesgue-mefshare Mengen gibt.

Satz 14.5. Wir betrachten den Lebesque-Mafraum (R, Rpep, A). Es gilt Rpe, # P(R).

Proof. Auf A :=[—1/2,1/2] betrachten wir die Relation
R ={(z,y) e AxAlz—yeQ}.

Diese ist eine Aquivalenzrelation. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung f :
A/R — A derart, dak f([z]) € [z]. Wir betrachten nun K := f(A/R) C A. Wir werden
zeigen, dals K & Rpep.

Wir nehmen das Gegenteil an. Sei d := A(K). Sei B := [-1,1]NQ. Fir s,r € Bmitr # s
gilt (K +7)N (K +5) =0 und A\(K +r) = d. Weiterhin gilt A C |J,.5z(K + 7). Da B ab-
zahlbar und A(A) = 1 ist, muk d > 0 gelten. Andererseits ist |J,.z(K + 1) C [-3/2,3/2].
Also gilt 5 d < 3, woraus d = 0 folgt, da B = oco. Das ist ein Widerspruch. O

Beispiel 14.6. Im folgenden zeigen wir, daf Schiftraume und Intervalle als mefsbare
Réaume im wesentlichen isomorph sind. Wir betrachten den Schiftraum basiert auf A =
{0,1,...,n — 1}. Wir definieren eine Abbildung

W:AY - 0,1 durch W((a)):= Z an”"1
i=0
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Diese Abbildung ist stetig, aber nicht injektiv. Sei P C AN die Menge derjenigen Folgen,

die ab einer Stelle konstant den Wert n — 1 annehmen. Diese Teilmenge ist mefsbar und

Wiamp : AN\ P — [0, 1) ist eine Bijektion. Die Bilder der Zylindermengen . (ag, - -, an)N

W am p sind gerade die Erzeugenden der n-adischen Algebra auf [0, 1]. Folglich liefert
W2 (AY\ P, By p) — ([0,1), Bioy)

einen Isomorphismus mefkbarer Rdume.

Insbesondere, ist damit wegen Byg1) # P([0,1)) auch Bysp # P(AY\ P). Daraus folgt

auch By # P(AY).

Beispiel 14.7. In folgendem Beispiel betrachten wir Cantormengen. Sei s € (0, 5). Fiir
ein Intervall [a,b] C R setzen wir

Py([a,b]) = [a,a + s(b—a)] U b — s(b— a),b] .

Allgemeiner, ist U := | J,[a;, b;] C R eine disjunkte Vereinigung abgeschlossener Intervalle,
dann definieren wir Py(U) := J; P([a;, b;]). Dies ist wieder eine disjunkte Vereinigung
abgeschlossener Intervalle. Durch iterierte Anwednung dieser Operation erhalten wir eine
absteigende Folge

. CPMYU)YCc PMU)C---CPJ(U)CU.
Definition 14.8. Wir definieren

Cy(U) = () PU) .

neN

Lemma 14.9. 1. Die Menge Cs(U) C R is abgeschlossen.
2. Die Menge Cs(U) hat keine inneren Punkte.
3. mults-1 : Cs([0,1]) N[0, s] — Cs([0,1]) ist ein Homdomorphismus. Es gilt
Cs = multy1(Cs([0,1]) N[0, s]) U adds_; (multy—:(Cs([0,1]) N0, 5])) ,
d.h C, ist selbstiahnlich.
4. FEs qilt

1-—2s

AC([0,1])) =1—(1—25)> 2"s" =1— 5. =0

n=0

15 Das Haarmafs auf Z,

Das Haarsche Mak auf (Z,, R,) ist das Maf p, welches man durch die Ausdehnung
des Haarschen Pramafies (siche [5) erhélt. In der Regel betrachtet man den Mafkraum
(Z,, B, 1), wobei jetzt p die nach Lemma eindeutige und nach Satz existierende

Ausdehnung des Haarschen Pramafes bezeichnet.

In folgendem Lemma zeigen wir, dak das Haarmaf translationsinvariant ist.
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Lemma 15.1. Fir \ € Z, ist add, mefbar und es gilt (addy).p = fi.

Proof. Die Abbildung add, ist stetig und damit mefsbar.

Wir rechnen die Translationsinvarianz zunéchst auf den Mengen der Form pr;, ! ({z}) nach,
wobei pr, : Z, — Z/p"Z die Projektion ist. In der Tat gilt

add; 'pr; ' ({z}) = pr; ' ({z — pr,(V)}) .
Die Mengen pr,, ! ({z}) und pr,'({z — pr,(\)}) haben beide das Maf p~".

Folglich gilt (add,).u = p auf der erzeugenden Algebra. Wegen der Eindeutigkeit der
Ausdehnung des Priamafes gilt diese Gleichung auf B. O

Lemma 15.2. Fir jeden Punkt v € Z, gilt p({z}) = 0. Insbesondere gilt (A) = 0 fir
jede abzihlbare Teilmenge A C Z,. Insbesondere gilt p(Z) = 0.

Proof. Die Topologie auf Z, ist Hausdorff. Damit sind einpunktige Mengen abgeschlossen
und mefkbar. Wenn p({z}) # 0, dann wére u({y}) = p({z}) fir jeden Punkt y € Z, und
damit p(Z,) = oo, da Z, unendlich viele Elemente hat. Es gilt aber u(Z,) = 1. 0

Wir sehen insbesondere, dafs Z, nicht abzahlbar sein kann.
Beispiel 15.3. Wir betrachten den Raum (Zs, B, ). Die Mengen Ay := 3*Z} der 3*-
fachen Einheiten (k € N) und Q := {z € Z3 | (Jy € Z3 | * = y?)} der Quadrate in Z3 sind

mefRbar. Es gilt u(Ax) =2-37%! und p(Q) = 2.

16 Das Maly auf dem Schiftraum

Wendet man die Ausdehnungskonstruktion auf das oben konstruierte Pramafs auf
dem Schiftraum iiber der Menge A an (siche [, so erhilt man einen Mafraum auf
(AN B, i) wobei jetzt B die Borelsche o-Algebra und u die Ausdehnung des zunichst
auf der Algebra der Zylindermengen definierten Pramafies bezeichnet. Beachte, dafs y von
der Wahl einer Funktion von p: A — [0,1] mit > _, p(a) = 1 abhéngt.

Lemma 16.1. Sei T : AN — AN die Verschiebung T((a;)ien) := (aiy1)ien. Dann ist T
mefsbar und majferhaltend.

Proof. Die Mefbarkeit von 7" hatten wir schon in [7.6| eingesehen. Sei ¢, : AY — A" die
Projektion auf die ersten n + 1 Glieder. Sei W := g, '(aq,. .., a,). Dann gilt

T-Y W) = U q;il(a, agy -« -, Qp) -

acA
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und damit
n n

p(TH W) => pla) [ pla) =[] pa:) = p(W) .

acA 1=0 =0

Beispiel 16.2. Sei B C A cine Teilmenge. Dann ist BY C A" mefbar. Wenn Y, 5 p(b) <
1 gilt, dann ist u(BY) = 0.

Sei g, : AN — A"*! die Projektion auf die ersten n + 1 Folgenglieder und B,, := ¢, *(B").
Dann gilt B = (), oy Br. Damit kann BY als abziéhlbarer Durchschnitt von Zylindermen-
gen geschrieben werden und ist mefsbar.

Sei d: =3, .5 p(b). Dann ist p(B,) = d"*'. Wenn d < 1 ist, dann gilt p(B) = 0.

Der Schiftraum liefert ein besonders einfaches Beispiel fiir ein ergodisches dynamisches
System. Unter einem dynamischen System verstehen wir hier einen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, R, ;1) mit einer mafserhaltenden mefbaren Selbstabbildung 7' : Q — Q.
Das System heifit ergodisch, wenn fiir jede Teilmenge W € R mit T-*(W) = W gilt

n(W) €{0,1}.
Satz 16.3. Der Schiftraum (AN, B, ) mit dem Schift T ist ein ergodisches dynamisches
System.

Proof. Sei V' € B und gelte T-'(V) = V. Wir miissen zeigen, daf dann pu(V) € {0,1}
gilt.

Sei R die Algebra der Zylindermengen so daf B = R7(R). Sei € > 0 gegeben. Wir finden
nach Satz ein X € Rmit u(V A X) < e. Dann gilt auch |p(V) — p(X)| < e
Sei X = g '(U) fiir ein geeignetes U C A¥! und k£ € N. Dann ist YV := T7F"1(X) =
o1 (TT1_y A x U). Insbesondere gilt u(X NY) = u(X)?. Es gilt auch

WV 8 Y) = p(T1V) 6 TH1X)) = p(V 8 X) <e
Wegen VA (XNY)CV AXUVAY gilt u(V A (XNY)) < 2e Wir rechnen nun

(V) = n(V)?| (V) = (X N Y[+ (X NY) — (V)]

2e + |u(X)* — u(V)?|
2¢ + p(X)|p(X) — p(V)] + p(V)|(X) — (V)]
4e .

VAN VAN VARRVAN

Da € > 0 beliebig war, gilt u(V) = u(V)?, also u(V) € {0,1}.
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Folgerung 16.4. Sei (2, R, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer ergodischen Trans-
formation T'. Dann gilt fir jedes W € R mit T(W) =W auch u(W) € {0,1}.

Proof. Sei W € R und gelte T(W) = W. Es gilt W C T-YT(W)) = T-Y(WW) und
allgemeiner T-"(W) C T-"(T~*(W)) = T~ (W). Daraus folgt

p(W) = u(T7"(W)) < w(T™"H (W) = (W) .

Also gilt pu(TH*(W)) = w(W) fiir alle k € Z. Wir setzen V := |J,,., T"(W) € R. Dann
gilt w(V) = p(W) und T-1(V) = V. Aus der Ergodizitidtsannahme folgt u(V) € {0,1}
und daraus die Behauptung. O

Beispiel 16.5. Wir fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Reihe Y%, % konver-

giert, wenn wir die Vorzeichen zuféllig und gleichverteilt wiahlen. Dazu betrachten wir den
Schiftraum basiert auf A := {—1,1} und dem Mafs, welches durch die Gleichverteilung
auf A bestimmt ist. Wir interessieren uns fiir die Teilmenge

W= {(a;) € A" — k iert} C AV .
{(a) | ; - konvergier } C
Lemma 16.6. Die Teilmenge W ist mefbar und es gilt n(W) € {0, 1}.

Proof. Fiir jedes Paar n,m € Nmit 1 <n < m und e € Q= betrachten wir die offensicht-
lich mefsbare Teilmenge

Wom(€) = {(a) € AN |3 %y <epc AV,

Dann gilt

W = ﬂ U m Wm(€) .

eeQm neNmeN n<m

Das ist eine Umformlierung des Cauchykriteriums. Die Menge W erfiillt offensichtlich
T(W) = W. Damit gilt u(W) € {0, 1}. O

In der Tat kann man zeigen, dafs (W) = 1 ist. Hier ist ein Argument, welches noch zu ent-
wickelnde Theorie benutzt. Wir betrachten die Abbildungen f,, : AN — R, f.((a;)) := a,

als Elemente in L?2(AY, R, 11). Die Folge (f,) ist ein Orthonormalsystem. Folglich konver-
giert > 2, % in L2(AN, R, i1). Damit konvergiert diese Reihe fast iiberall.

17 Nullmengen und Vervollstandigung

Der Unterschied zwischen den Lebesgue Makrdaumen (R™, B, A\jz) und (R", Rre, A) ist
relativ unwesentlich und wird durch den Begriff der Vervollstandigung geklart.
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Definition 17.1. Sei (2, R, u) ein Mafiraum. Ein Element A € R heifst Nullmenge,
wenn u(A) =0 gilt.

Definition 17.2. Fin Mafraum (Q, R, 1) heifit vollstdndig, falls fir jede Teilmenge
A C Q, fir welche eine abzihlbare Familie (N;);c; von Nullmengen in R mit A C |J, N;
existiert, auch A € R gilt.

Lemma 17.3. Der zu einem dufleren MafS i auf Q0 entsprechend Satz [13.5 assoziierte
MafSraum ist vollstindig.

Proof. Zuerst beobachten wir, dafs Rj; alle i-Nullmengen enthélt. In der Tat ist (S) = 0,
dann gilt fiir alle A € P(§2) wegen der Monotonie von fi

A(ANS) + (AN S = (AN S) < fi(A)
und folglich S € R; nach Lemma [13.2]

Sei A C Q so dak A C |J, N; fiir eine abzdhlbare Familie von Nullmengen (NN;);c;. Aus
Monotonie und o-Subadditivitat folgt i(A) < > . i(N;) = 0. Damit gilt aber A € R;. O

In der Regel muk ein Mafkraum (2, R, 1) nicht vollstéandig sein. Mit der folgenden Kon-
struktion kann man ihn vervollstandigen.

Wir definieren R* als die Menge derjenigen A € P(Q), fiir welche ein F' € R und eine
abzdhlbare Familie (IV;);eny von Nullmengen existiert, so dak A A F' C J,oy N; gilt. Wir
definieren ferner fi(A) := p(F).

Lemma 17.4. 1. Die Abbildung ji : R* — [0, c0] ist wohldefiniert.
2. (Q, R*, ;1) ist ein vollstindiger Mafraum.
Proof. Seien A € P(2) und F,G € Rderart,dak A A F C | J,o(y Niund A A G C ;e M

fiir Familien von Nullmengen (N;);en und (M;);en in R. Dann gilt F* C GUJ, oy (N; U M;)
und G C F U, on(N; U M;). Daraus folgt pu(F) = u(G).

Wir zeigen weiter, dak R eine o-Algebra, ist.

1. Mit A € R gilt A° € R. In der Tat gilt AA F*=AA F.

2. Wir betrachten Familien (A, )en in P(Q) und (F))nen in R. Ist A = [, oy An und
Ay A F, © ey Nnyi fiir Familien von Nullmengen (NV,,;)ien fiir alle n € N, dann

gilt
Uaa R clJAa RS | Nus (5)

neN neN neN n,teN

Folglich ist R abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen.
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Wir zeigen nun, dak fi auch o-additiv ist. Sei A = |J,,cy An ein Darstellung von A als eine
disjunkte Vereinigung. Fiir jedes n € N sei F,, € R derart, dak A, A F,, C UieN N, fiir
eine geeignete Familie von Nullmengen (N, ;)ien. Wir setzen F), := F,, \ U, ey Nni € An.
Dann gilt
AnAF;gUNm, F'cR.
ieN
Es gilt wegen

S A = () = B =l A

neN neN neN neN

Definition 17.5. Die Vervollstindigung eines Mafiraumes (0, R, 1) ist der Mafraum
(Q, R, ).

Die Vervollstiandigung eines vollstéindigen Mafkraumes ist der Mafsraum selbst.

Sei (2, R, i) ein Pramakraum und (2, Ry, fijr,) der nach Satz assoziierte vollstandige
Mafsraum. Sei weiter B eine o-Algebra mit R C B.

Lemma 17.6. Die Vervollstindigung des Mafraumes (2, B, fys) ist (2, Ry, fir,)-

Folgerung 17.7. Der Lebeguesche Mafsraum (R™, Rpey, \) ist die Vervollstindigung von
(R™, B, \|5)-

Wir betrachten einen Mafraum (2, R, ) und eine Menge X.

Definition 17.8. Sei f : Q@ — X eine Abbildung und P : R — {wahr, falsch} eine
Aussage tber die Punkte von X. Wir sagen, daf$ P(f) fast tberall gilt, falls es eine
Nullmenge N € R gibt, so daff {P(f) = falsch} C N gilt.

Beispiel 17.9. Sei (f;)icy eine Folge mefbarer Abbildungen f; : Q@ — R, f: Q — R eine
weitere Abbildung und gelte lim; f; = f fast tberall. Ist (Q, R, u) vollstdndig, so ist f
mefsbar (vergl. und Beweis von [24.1)).

Beispiel 17.10. Sei (2, R, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7" :  — € eine mafser-
haltende Transformation.

Lemma 17.11. Wenn das dynamische System ((Q, R, ), T) ergodisch ist, dann folgt fiir
A€ R aus u(T H(A) A A) =0, dafp u(A) € {0,1} gilt.

Proof. Nach Definition der Ergodizitédt gilt p(B) € {0,1} wenn B € R die Gleichung
T~1(B) = B erfiillt. Diese Voraussetzung wird hier abgeschwicht zur Bedingung, daf
T71(A) und A sich nur um Nullmengen unterscheiden. Zum Beweis bilden wir die Menge

— ﬂ( U T—m(A)) :

neN \meN ,m>n
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Dann ist A A B eine Nullmenge und 77(B) = B. Es gilt also u(B) € {0,1} und damit
u(A) € {0,1}. O

18 Verteilungsfunktionen

Wir betrachten ein Wahrscheinlichkeitsmafs p auf (R, B).
Definition 18.1. Die Funktion

B R— [0, 1], FM('I) 1= pu((—00, 7))

heifit Verteitlungsfunktion von L.

Satz 18.2. Fine Funktion F : R — [0, 1] ist genau dann Verteilungsfunktion eines Wahr-
scheinlichkeitsmafes auf (R, B), wenn

1. F linkseitig stetig ist,
2. F monoton wachsend ist,

3. lim, oo F(x) =0 und lim,_,o F(x) =1 gilt.
Das Maf p ist durch seine Verteilungsfunktion eindeutig bestimmdt.

Proof. Esist einfach zu sehen, daf die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafses
auf R diese Eigenschaften hat.

Sei F' mit den angegebenen Eigenschaften gegeben. Wir betrachten die dyadischen Par-
titionen D, := D!, r € N, aus [5| Wir definieren p, : D, — [0,1] durch pu.([a,b)) :=
F(b)—F(a) fiir [a,b) € D, u((—00, —2") = F(—2") und u([2",0)) = 1—F(2"). Wir erhal-
ten damit ein Pramaf auf R(D,). Es gilt (tt,4+1)r(D,) = tr- Sei p das von der Folge (u,) in-
duzierte Pramaf auf R := |J, oy R(D,). Wir zeigen nun, dak y ein o-additives Pramaf ist.
Sei (A;,)nen eine absteigende Folge in R mit (), A, = 0. Sind alle A,, unbeschrénkt, dann
gibt es eine Folge (r,,) in N mit lim,,_,, 7, = oo derart, dak A,, C (—oo, —27"") U [2", 00)
gilt. Damit gilt u(A,) < F(=2")+1—F(2™) und wegen lim,,_,o, F(—2™)+1—-F(2"") =0
auch lim,, . p(A,) = 0. Andernfalls konnen wir annehmen, daf alle A,, beschrankt sind.

Wir nehmen an, daf lim; . 1(A;) = o > 0 gilt und konstruieren einen Widerspruch.

Ein Element in R(Dy,) ist eine endliche Vereinigung von dyadischen Intervallen der Form

I = [%,20). Fiir ein solches Intervall und r > k definieren wir
__p pt1 1
or(I) = [27’ ok y) :
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Dann gilt o,(I) € R, o,(I) C I und u(I) — p(o,(1)) = F(&L) — F(2 — L). Da F

linksseitig stetig ist, kann man pu(7) — p(o,(I)) durch geniigend grofe Wahl von r beliebig
klein machen.

Wir stellen Ay als Vereinigung von ¢ dyadischen Intervallen I4,...,I. dar und bilden

A, C Ay, durch Ersetzen dieser Intervalle I; durch o, _([ ;), wobei wir r so grofs wéhlen,
daR pu(Ax \ 4}) < a27%1 gilt. Dann ist A’ € R und A’ C A. Wir definieren nun B}, :=
N, A, € D. Dann gilt By C Ay,

k k
A\ B C [ JAe\ 4 C A\ 4

i=1 i=1

und damit
2
/ 1—1
(B) 2 (A8 = 34 A) 2 (A Zaz > a(1—5) =

Insbesondere ist By, # (. Nun ist (By)2°, eine absteigende Familie nichtleerer abgeschlos-
sener Teilmengen von R. Wegen der Vollsténdigkeit (Intervallschachtelungsaxiom) von R
ist der Durchschnitt der By nicht leer. Es folgt

0=(A2(Br#0
i=k i=k

und dies ist der gewiinschte Widerspruch.

Das o-additive Wahrscheinlichkeitspramafs p auf (R, R) hat nach Satz eine eindeutige
Ausdehnung zu einem Maf auf (R, B), welches wir auch mit p bezeichnen werden.

Wir zeigen nun, daf I’ = F), gilt. Es gilt nach Konstruktion F'(r) = F,(Zr) fiir alle r € N
und p € Z. Sei x € R. Fiir Jedes r € N wihlen wir p, € Z derart, daf &r <z < pg—fl. Die
Folge (£%),cn konvergiert von unten gegen x. Damit gilt

F()—hmF( )—hmF(

r—00 r—00 or

) Fu(z) .

Beispiel 18.3. Wir betrachten das Maf p := i, ()\jj,1]), wobei A das Lebesguemal auf R
ist und 7 : [0, 1] — R die Einbettung. Die Verteilungsfunktion F' von p ist durch

0 x<0
F(z)=< = z€][0,1]
1 x>1

gegeben.
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Beispiel 18.4. Sei (AN, Byn, A) der Schiftraum mit A := {—1,1}, u das MaR assoziiert
zur Funktion consts : A — [0,1] und W : A — R durch W((a;)) := 3-,cy @27 gegeben.
Die Verteilungsfunktion F' von W, ist durch

0 r< =2
F(z)= 2 ze[-2,2]
1 x> 2

gegeben. Es gilt also
1
W*,U = Z*(Z)\HfZ,Z}) ;

wobei A das Lebesguemaft auf R und ¢ : [—2,2] — R die Einbettung ist.

19 Integration einfacher Funktionen

Wir fixieren einen Mafraum (Q, R, u).

Definition 19.1. FEine Funktion f : Q — R heifst einfach, wenn sie meflbar ist und
hochstens endlich viele Werte annimmt.

Mit £(2, R) bezeichnen wir die Menge der einfachen Funktionen auf €. Sie hat die Struk-
tur eines R-Vektorraumes (siche etwa Lemma [8.5)).

Sei f € £(2, R). Wir verwenden die Notation {f = r} := {z € Q| f(z) = r}. Die

Darstellung
[= Z TX{f=r}

reR

als Linearkombination der charakteristischer Funktionen heifst die kanonische Darstellung
von f.

Sei
E(Q’R)Z = {f € €(Q7R) | [ > 0}

die Teilmenge der nicht-negativen einfachen Funktionen. Diese Teilmenge ist abgeschlossen
unter der Addition und der Multiplikation mit nicht-negativen reellen Zahlen.

Definition 19.2. Wir definieren das Integral
/...du:é'(Q,R)> 5 [0, o]
durch
[ =Y rutts =)

reR

Die Menge £(€2, R) ist halbgeordnet wobei f < g genau dann gilt, wenn f(z) < g(x) fir
alle x € ) gilt.
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Lemma 19.3. Das Integral ist eine monotone, positiv homogene und additive Abbildung.

Proof. Wir zeigen zuerst die Homogenitat. Es gilt

[ At =3 rulnf =rh) = S xeut(s =) = [ s

reR reR

Der Fall A = 0 ist klar.

Seien nun f, g € £(Q, R)=. Daqnn gilt

/U+mmL= > pu{(f+9) =p})

peR

=Y p > w{f=rin{g=s}

peER  r,s€R ,s4+r=p

= St =r}n{g=s)

= Y ru{f=r}n{g=sph+ > su{f=r}n{g=s}
= Y ru{f=r)+ sul{g=s})

= /fdu+//gdu.

Ist f>g,dannist f —ge€ E(Q,R)Z, g= f+ (g — f) und damit

Joau= [ sau+ [to- nau= [ sau.

20 Unteres Integral

Sei (2, R, u) ein Mafraum und f : Q — [0, oo].
Definition 20.1. Wir definieren das untere Integral von f beziiglich p durch

/ﬁM— Sw t/wu
{pe€(QR)Z | ¢<f}

/A i = [ fad
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Lemma 20.2. Seien f,g:Q — [0, 00].

1. Fiir ¢ € £(Q, R)= stimmt neue Definition des Integrals mit der alten tiberein.
Wenn es eine Nullmenge N € R mit {f > 0} C N gibt, so gilt [ fdu = 0.
Wenn f < g, so gilt [ fdu < [ gdp.

Firr >0 git [rfdu=r [ fdu.

Wenn A € R ist, dann gilt (A) = [ xadp.

S & L

Wenn A € R, dann gilt [ fiadpua = [ fxadp.
Proof. 1. Wegen der Monotonie des Integrals fiir einfache Funktioen wird das Supre-
mum von ¢ € £(Q, R)= realisiert.

2. Wenn ¢ € £(, R)Z mit ¢ < f und r > 0 ist, dann gilt pu({¢ = r}) = 0. Daraus
folgt [ ¢dp = 0.

3. Wenn f < g, dann gilt {¢ € E(Q, R)Z|¢ < f} C {p € E(Q, R)Z|¢ < g}, woraus die
Behauptung folgt.

4. Fiir r > 0 gilt {¢ € E(Q R)Z|¢ < 1f} = r{p € £(Q,R)Z|p < f}. Daraus folgt die
Behauptung.

5. Folgt aus 1.

6. Die Fortsetzung durch Null definiert eine integralerhaltende Bijektion

{p€E(ARA)Z|O< fia} H{d€ECLR) < fxa}.

Beispiel 20.3. Beachte, dafs das Integral im allgemeinen nicht additiv ist. Fiir ein Beispiel
betrachten wir den folgenden Mafraum : Q := {z,y}, R := {0,Q}, pn = 5. Sei f := x(a

und g == xqy. Es gilt [ fdu= [gdpu =0, aber [(f + g)du = 1.

Der Grund ist, daf f und g nicht meRbar sind. So ist zum Beispiel f~'({1}) = {z} € R.

21 Das Lemma von Fatou und der Satz von Lebesgue

Wir betrachten eine Mafkraum (2, R, ).
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Satz 21.1 (Lemma von Fatou, 1906). Sei (f;)jen eine Folge mefbarer nichtnegativer
Funktionen auf 2. Dann gilt

/lim inf f;dp < lim inf/fjd,u .
J J
Proof. Fiir jedes k € N setzen wir gy, := inf;> f; so dals (gx)ren eine monoton wachsende

Folge ist, welche punktweise gegen liminf; f; konvergiert.

Es geniigt zu zeigen, daf fiir jedes ¢ € £(2, R) mit 0 < ¢ < liminf; f; die Ungleichung

/(bdu < liminf/fjd,u
J

gilt. In der Tat erhélt man die gewiinschte Ungleichung daraus durch Bildung des Supre-
mums {iber alle ¢. Die Mefbarkeit der f; und ¢ sichert die Mefbarkeit von g5 und aller
unten gebildeten Mengen.

Im folgenden Argument benutzen wir die Kurzform wie etwa
{g<a}:={xeQ|g(zr) <a}

um Mengen zu definieren, auf welchen gewisse Relationen zwischen auf €2 definierten
Funktionen erfiillt sind.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf [ ¢du = co. Dann gibt es ein a € R> derart, daR fiir
A= {¢ > a} gilt u(A) = co. Wir setzen Ay := {gx > a}. Die Folge (Ay) ist monoton
aufsteigend, da (g;) monoton steigt. Wegen A C J, Ay gilt also limy 1(Ax) = oo. Nun
gilt fiir j > k die Ungleichung

/fjdu > /gkdu > ap(Ay) -

Damit gilt liminf; [ f;dp = cc.

Wir nehmen jetzt an, daf [ ¢dp < oo gilt. Wir wihlen e € R mit 0 < € < 1. Fiir die
Menge P := {¢ > 0} gilt u(P) < oo. Fiir jedes k € N setzen wir Py := {gr > (1 — €)¢p}.
Die Folge (P) ist aufsteigend und es gilt P C |, Py. Daraus folgt limy, pu(P \ P;) = 0. Sei
k1 € N derart, daf u(P\ Py) < € fir alle k > k.

Dann gilt fiir £ > k; folgende Ungleichungskette

/gkdu > /Pkgkduz/Pk(l—e)gbdﬂ
= 1= [ o BB (- {/Pgbdu—/P\Pkgbdu}

_ du — d dp — dp —
(1 6)/P¢u P\PkcbuZ/;éu e/Paﬁu €sup ¢
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Daraus folgt die zweite Ungleichung in

liminf/fjduz liminf/gjd,uz /gzﬁd,u—e {/ ¢du+sup¢] .
J J P

Das e beliebig klein sein darf, gilt liminf; [ f;du > [ ¢dp. O

Beispiel 21.2. Die Aussage des Lemmas von Fatou wird im allgemeinen falsch, wenn
man die Forderung, daf die Funktionen f; mefibar seien, fallen lafst,

Also Beispiel betrachten wir den Mafraum N mit der o-Algebra {(), N} und dem Zahlma.
Sei f; = xmyy3- Dann gilt liminf; f; = lim f; = 1, also [ liminf; f; = oo. Auf der anderen
Seite gilt. [ f; = 0 fiir alle j € N, also liminf; [ f; = 0.

Beispiel 21.3. Die Ungleichung im Lemma von Fatou kann im allgemeinen nicht zu einer
Gleichung verschérft werden.

Wir betrachten das folgende Beispiel. Auf dem Lebesgue Mafraum (R, Ry, A) betrachten

wir die Folge (f;) en
o 0zt
X[t 2] =0(2)
Dann gilt [liminf; f;dp = 0 und liminf; [ f;dp = 1.

Satz 21.4 (Lebesguescher Satz iiber monotone Konvergenz, 1902). Sei (f;);en eine mo-
noton wachsende Folge mef$barer nichtnegativer Funktionen auf 2. Dann gilt

/ lim f;dp = lim / fidu .
J J

Proof. Nach dem Lemma von Fatou gilt
/li]m fidp = /lim irj;f fidp < lim irj;f/fjd,u .
Wegen fi, < lim; f; gilt [ frdp < [lim; f;dp und damit
limsgp/fkd,u < /lijrrlfjdu.

Es folgt [ lim; f;dp = lim; [ fidp. O

Beispiel 21.5. Die Voraussetzung der Monotonie der Folge im Satz {iber monotone Kon-
vergenz kann nicht weggelassen werden kann.

Wir betrachten den Mafsraum ([0, 1], B, A), welcher durch Einschrinkung des Lebesgue-
schen Makraumes erhalten wir. Sei f; = jx( 1. Dann gilt lim; f; = 0. Folglich ist

Jlim; f;d\ = 0. Auf der anderen Seite gilt [ f;d\ =1, also auch lim; f[o  fidh =1
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22 Die Additivitat des Integrals

Wir betrachten einen mefsbaren Raum (2, R).

Definition 22.1. Mit £L(, R) bezeichnen wir die Menge der mefbaren R-wertigen Funk-
tionen auf €.

Lemma 22.2. 1. Ist f € L(, R) beschrinkt, so existiert eine Folge einfacher Funk-
tionen, welche gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

2. Eine Funktion f : Q — R ist genau dann mefbar, wenn es eine Folge einfacher
Funktionen gibt, welche punktweise gegen f konvergiert.

3. Sei f € L(Q, R) nichtnegativ. Dann ezistiert eine monotone Folge einfacher Funk-
tionen mit lim; ¢; = f.

Proof. 1. Fiir n € N definieren wir die Funktion

i
bn =D oo Xiselgn i)

i€z
Da f mefkbar und beschrankt ist, ist diese Summe endlich und definiert eine einfache

Funktion. Es gilt
sup |f—dn| <277

Die Folge (¢n)nen konvergiert gleichméfig gegen f.

2. Ist f punktweiser Grenzwert einer Folge mefsbarer Funktionen, dann ist f mefbar,
wie in[8.4]schon gezeigt wurde. Sei jetzt umgekehrt f € £(Q, R) gegeben. Fiir n € N
definieren wir

= Fxusisny + n(X(r=o0} = X{f=-o0})
Die Folge (fy.)nen von beschrénkten Funktionen konvergiert punktweise gegen f. Wir
finden nach 1. fiir jedes n € N eine Folge einfacher Funktionen (¢(n););en, welche
gleichméfig gegen f,, konvergiert, und genauer, fiir jedes ¢ € N die Ungleichung

sup | f — ¢(n)i| <27
Q

gilt Die Folge (é¢(n)n)nen konvergiert dann punktweise gegen f.

3. Fir ¢ € N setzen wir

401 .
J i
0= D SiXyserg gty T2 X reionly -

217 21
J=0

Sei x € . Wenn f(x) < 2¢, dann gilt
f(@) = ¢ipa(z) > di(x) > f(z) — 27"
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Wenn f(z) > 2', so gilt
f(@) > gipa(z) > ¢s(x) = 2" .

Damit ist (¢;)ien eine Folge einfacher Funktionen, welche monoton gegen f konver-
giert.

Wir betrachten einen Mafraum (€, R, ).
Satz 22.3. Seien f,g: Q — [0,00] mefbare Funktionen.

[ +au= [ sau+ [ gin.

2. Wenn f < g fast tuberall gilt, dann gilt auch

[ san< [ gin.

Proof. Zu 1.: Mit Lemma [22.2] 3., wihlen wir monotone Folgen einfacher Funktionen
(¢i)i€N und (wi)iGN mit hIIlZ sz = f und llmz ¢Z = dg. Dann ist die Folge ((rbz -+ ¢i>i€N
monoton und es gilt lim;(¢; + ¥;) = f + ¢g. Mit dem Satz von Lebesgue tiber monotone
Konvergenz schliefsen wir, dafs

/(f+g)du = 1ign/(¢z~ + ¢i)dp

= lim / Gip + lim / Vidp
K Q KA

= /fdu+/gdu.
Zu2.:Sei U :={f < g} Esgilt

[ tin - fj ane | g
= [ fdu
< /z gdp
= /gd,u.

1. Es qult
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Satz 22.4 (Levi, 1906). Sei (f;)jen eine Folge mefibarer Funktionen f; : Q — [0, 00].
Dann gilt
/ijdu22/fjdu.
J J

Proof. Die Folge der Partialsummen ist monoton. Wir wenden Additivitdt und
an. (|

Dieser Satz verallgemeinert die schon bekannte Tatsache iiber Reihen:
Sei (372, @in)nen eine Folge von Reihen mit nicht-negativen Gliedern. Dann gilt

oo o oo o
DD W= ) i

n=0 =0 =0 n=0

23 Integrierbare Funktionen

Sei (2, R, 1) ein Mafsraum.

Wir dehnen die arithmetischen Operationen + and - auf R fiir den Fall, daf einer der
Operanden unendlich ist, wie folgt aus

1. x - 400 := (sign(x)=£)oo, oo - x = (sign(z)+)oo fir z € R\ {0}
2. 00 —00:=0, —00 + 00 :=0,

3. 0-%+00:=0, £oo-0:=0,

4. oo - £00 := £o0.

5. | £ o0 i= o0.

Wir brauchen diese Regeln nur, um wohldefinierte Operationen mit Funktionen, welche
unendliche Werte annehmen konnen, ohne grofsen Notationsaufwand zu beschreiben.

Definition 23.1. Se f € L£(Q, R). Dann heifit f iber integrierbar, falls [|f|dp < oo
gilt. Mit LY(Q, R, ) bezeichnen wir die Menge der integrierbaren Funktionen.

Fiir f: Q — R definieren wir den positiven und negativen Teil durch

Y= fxyso I~ = —Ixgr<oy -
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1. Eine Funktion f € £(£2, R) genau dann integrierbar, wenn die Relationen

/erd,u<oo7 und /f_d,u<oo
gelten

2. Sei f € LY(Q, R, ) und A € R. Es gilt wegen [20.2} 6., dak fia € L'(A, Rja, 5, ,)-
Definition 23.2. Wir definieren die Abbildung

/—du LY R ) — R

[ tin= [ 5= [ ran.

Satz 23.3. 1. Wenn f,g € LY(Q, R, 1) und r € R, so gilt auchrf + g€ LYQ, R, ).

durch

2. Fiir f,g € LY, R, p) und r € R gilt die Gleichung

/(Tf+g)du=7“/fdu+/gdu-

3. Sei f € LY, R, 1). Wenn f =0 fast diberall gilt, so gilt

[ tin=o.

4. Gilt fir f,g € LY, R, u) die Ungleichung f < g fast diberall, dann gilt

[ tdn< [ oan.
[ g < [ 151

Gleichheit gilt hier genau dann, wenn eine der beiden Aussagen gilt:

5. Fir f € LYQ, R, ) gilt

(a) Es gilt f <0 fast dberall.
(b) Es gilt f >0 fast dberall.

Proof. Zu 1.: Wenn f € LY, R, i), so ist fiir r € R wegen

s =11 [ 1f1dn < oc
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Sind f,g € LY(Q, R, n), so gilt |f + g < |f] +gl, also

18+ gldn< [+ [ ok <o

Folglich ist f + g € LY (2, R, ).

Zu 2.: Es gilt fiir r > 0, dafs

/deM:/(Tf)+dﬂ—/(7‘f)_duZT/f+du—T/f_dp:r/fdM.

Der Fall » < 0 geht analog.

Seien f,g € LY(Q, R, ). Sei N := {|f| = oo} U {|g| = oo}. Dann ist N eine Nullmenge.
Auf Q\ N gilt
(f+a) " +f g =(f+9 +f +g".

Daraus schlieflen wir

/(f+g)+dﬂ+/f_dﬂ+/g_dﬂz/(f+g)_du+/f+du+/g+du.

Es folgt

/(f+g)+du—/(f+g)du= (/f*du—/fdu> + (/g+du—/gdu) .

Zu 3.: Folgt aus [20.2]

Zu4.: Sei N :={f < g}. Dann ist N eine Nullmenge. Auf Q \ N gilt dann f* < g™ und
g~ < f~. Wir schlieten, dafs

|osdu= [ prau= [ pdes [ gtan- [ gdu= [ gde.
O\N O\N O\N O\N O\N O\N

Da die Integrale iber N verschwinden, folgt die Behauptung.

Zu 5.: Klar O

Wir miissen beachten, daf der Raum £'(Q, R, 1) kein Vektorraum ist. Die Addition ist
zum Beispiel nicht assoziativ (da unendliche Werte auftreten konnen).

Wir haben folgende weitere Eigenschaften.

1. Ist f e LY, R p), g € LN, R) und gilt f = g fast iiberall, so gilt g € L}(Q, R, p)
und fQ fdu = fQ gdyu.

2. Sei f e LYY, R,p), f>0und h € L(Q, R). Dann folgt aus |h| < f fast iiberall
auch h € LY(Q, R, pn).
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24 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

Sei (2, R, 1) ein Mafraum.

Satz 24.1 (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (f;);en eine Folge in
LIOR), f: Q — R eine weitere Abbildung, g € LY(Q, R, i), und gelte |fi| < g fast
tberall fiir alle i € N sowie lim;_,o fi = f fast dberall. Ist (Q, R, i) vollstindig oder gilt
f € L(QR), so gelten folgende Aussagen:

lim / fidp = / Fdu .

iy 17 = il = 0.

i—00

1. Es gilt f € LY(Q, R, u) und
2. Es qilt

Proof. Zu 1.: Wir zeigen zuerst, daft wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen
konnen, daf fiir alle i € N die Ungleichung |f;| < g und lim; o, f; = f gilt. Sei A4; :=
{Ifil > g} und A := Q\ {lim;_, fi = f}. Dann ist N := AU |J,.y Ai eine Nullmenge.
Wir setzen f := fxow und fi = fixa\w fiir jedes 7 € N. Diese erfiillen die starkeren
Voraussetzungen. Die Behauptung fiir f, (f;)ien impliziert sofort die Behauptung fiir f,

(fi)iEN-

Wir nehmen jetzt an, dak [f;| < ¢ fiir alle @ € N und lim;,, f; = f gilt. Es folgt
fi € LY, R, 1) und die Mefbarkeit von f. Weiterhin gilt |f| < g, womit f € £'(Q, R, i)
gilt. Wir schliefen mit dem Lemma von Fatou, daf

/gdu+/fd/t = /(g+f)dﬂ

= /liminf(g—i-fi)du
11— 00

< timinf [ (g-+ f)d

= /gd,u—l—liminf/fid,u.
1—r 00

/gdu—/fdu = /(g—f)du

= /liminf(g— fi)dp

Weiterhin

1—00

< liminf/(g — fi)dp

1—00

= /gdu—limsup/fidu.
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Aus diesen beiden Ungleichungen folgt wegen [ gdp € R, daf

iimsup [ fidp < [ fdp < timint [ f
1—00

1—>00
ti [ fud = [ sy
1— 00
Zu 2. Esgilt |f — fi| € L(Q, R), lim; o |f — fi| =0 und |f — f;| < 2g fast tiberall. Nach

1. gilt
tiw [ 1~ fldn = [odu=0.
71— 00

also

gilt.

Beispiel 24.2. Im allgemeinen gilt fiir eine Folge (f;)ieny in £1(Q, R, ) und f € LY(Q, R, )
mit der Eigenschaft, daf lim; ., f; = f fast tiberall gilt, nicht

lim [ fidu= / fdu .
Q Q

1—00

Siehe Beispiel 21.5]

Hier ist ein weiteres Beispiel: Wir betrachten den Lebesgue Mafraum (R, 5, \) und die
Folge (fn)nen in L1(R, B, \) gegeben durch

fn<x> =

Es gilt [ f,d\ =1 fiir alle n > 1. Es gilt weiter

lim f, = coxyoy ,

n—oo

n—oo

1= lim [ f,d\# / lim f,dA=0".

Lemma 24.3. Wenn f € LY(Q, R, 1) und 0 < f ist, so gilt

lim  sup / fdp=0.
A

=0 AER,u(A)<e

Proof. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann existiert ein 6 € R~ und eine Folge (A;);en in
R mit pu(A;) < 277! derart, daB [, fdu > ¢ fiir alle i € N gilt. Wir betrachten fiir jedes
i € N die Menge B; := |J;>; A;. Dann gilt p(B;) < 27" und [, fdu > ¢ fiir alle i € N.
Weiter ist

Q\ {lim x5, f =0} C [ B;

1€EN
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eine Nullmenge. Nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz gilt wegen |x g, f| < |f|
und |f| € LY, R, p), dak lim; o0 [ x5, fdp = 0. Das ist ein Widerspruch. O

25 Differenzieren unter dem Integral

Sei (Q, R, 1) ein Makraum. Wir betrachten eine Funktion f: U x Q@ — R, wobei U C R
offenes Intervall um 0 ist. Wir nehmen an, dafs fiir jedes v € U die Funktion

o Q=R f(2) = fu,2)

integrierbar ist. Dann kénnen wir die Funktion F': U — R durch

F(w)i= [ uf du

definieren. Fir z € Q sei f, : U — R durch f,(u) := f(u,x) gegeben. Wir nehmen an,
dak f, fiir fast alle z € € differenzierbar ist. Sei N € R eine Nullmenge derart, daf f, fiir
x € Q\ N differenzierbar ist. Wir definieren die Funktion ,, f” durch

oy b fw) e N
uf(m)_{ 0 z2z€Q\N

Satz 25.1. Die Funktion , f ist mefibar. Wenn es ein g € L' (Q, R, 1) gibt mit sup,ey |uf'] <
g, dann ist F' in u = 0 differenzierbar, of'" integrierbar und es gilt

FO) = [ofdu.

Proof. Auf Q\ N gilt
uf, — hnolon<“+%f — uf) .

n—

Damit ist . f’ als punktweiser Limes mefsbarer Funktionen auf Q2 \ N mefbar.
Sei (h;) eine Nullfolge. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir € '\ N daf

nf (@) —of(@)] < g(@)|hi] -
Damit gilt fir alle ¢ € N daf \hi(h f—of)| < g fast iiberall. Wir wenden nun den Satz

iiber majorisierte Konvergenz an.

= /gf’du.
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Beispiel 25.2. Hier ist ein Beispiel, welches die Notwendigkeit der Voraussetzungen im
Satz [25.1| illustriert. Sei f : (—=1,1) x [0,1) — R durch f(u,z) := XH”T“(U) gegeben.
Dann ist F'(u) = — In(|ul). Diese Funktion ist in Null sicher nicht differenzierbar. Auf der
anderen Seite ist o f'(x) = 0 fast iiberall.

Beispiel 25.3. Hier ist ein Anwendung der Theorie auf Zetafunktionen. Fiir g € (0, 00)
und s € (1, 00) definieren wir die Hurwitz Zetafunktion durch

1
(s,9) = s

n=0

Wir wollen die Funktionalgleichung

9,C(s,9) = —sC(s +1,q)

zeigen. Wenn wir die Summe und Ableitung vertauschen kénnen, dann folgt das aus der
Rechnung

00(5,0) =0, (n+ @)=Y Oyln+9) =D —s(n+q) " =—s((s+1,q) .
n=0 n=0 n=0

Eine Begriindung kénnte so aussehen. Wir betrachten den Mafraum (N, P(N), 1), wobei
p das Zahlmak ist. Weiter sei f : (0,00) x N — R durch f(q,n) := (n + q)~° gegeben.
Dann gilt

C(s,q) = /qfdu-

Wir betrachten einen Punkt ¢y € (0, 00) und eine kompakte Umgebung [¢_, ¢4] C (0, 00)
von ¢o. Die Abbildung ¢ — |,f’| fallt monoton mit ¢, also gilt |,f'| < |, f/| fiir alle
q € (¢-,q4+). Dieses Intervall spielt die Rolle von U. Weiter ist |, f'| € LN, P(N), u).
Damit sind die Voraussetzungen fiir die Vertauschung von Summe und Ableitung erfiillt.

Beispiel 25.4. Wir betrachten den Lebesgueschen Mafkraum (R, B, A). Die Laplacetrans-
formierte einer mekbaren Funktion f : [0,00) — R ist die Funktion £(f) : (0,00) — R
gegeben durch

L(HA) = /[ R

falls die Integrale existieren. Wir nehmen zum Beispiel an, daf es ein C' € R und ein k € N
gibt, so daf |f(x)| < C(1+x)* fast iiberall gilt. Dann existiert die Laplacetransformierte.

Es gilt die Identitat
L(f) =—L(xf) .

In der Tat, wenn wir Ableitung und Integral vertauschen kénnen, dann gilt

LY=o [ e @it [ e f@in= [ e o= L)

[0,00) [0,00) [0,00)

Zur Begriindung wéihlen wir ein Intervall (A_, A;) mit 0 < A_. Dann gilt
|ore ™ f(2)| < Ce™ (1 + z)"

fiir alle z € R und A € (A_, A;) und die Funktion Ce=*~%z(1 + z)* is integrabel.
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26 Die Transformationsformel

Sei @ : (Q, Ry) — (04, Ry) eine mefsbare Abbildung und p ein Maf auf €y. Dann kénnen
wir das Mafl @, bilden. Sei f € £1(Q, Ry, P.pig).

Satz 26.1. Es gilt ®*f € L} (Qo, Ry, pto) und

/ & fduo= [ f @) . (6)
Qo 951

Proof. Wir setzen p; := ®,pup. Die Funktion ®*f = f o & ist mekbar. Es gilt weiter
O*|f| = |D* f| sowie (®*f)* = D*(f*). Es reicht deshalb aus, die Gleichung () fiir das

Integral nicht-negativer mefbarer Funktionen zu zeigen.

Sei nun f nicht negativ und mefkbar. Dann existiert nach Lemma [22.2] 3., eine monotone
Folge (¢;)ien in E(Qy, Ry)Z derart, daf lim;_,o, ¢; = f punktweise gilt. Dann ist auch
(®*¢;)ien eine monotone Folge in £(Qy, Ry)= und es gilt lim;_,,, ®*¢; = ®* f punktweise.

[wodi= 3 rm@ o= = ¥ mto=rh = [odu.

r€[0,00] rel0,00]

Wir schliefsen mit dem Satz iiber monotone Konvergenz, daf

[ o s = i [ @ oudpo =t [ ot = [ s
1— 00 71— 00

Beispiel 26.2. Fiir das Lebesguemaft A auf (R, B) erhalten wir beispielsweise fiir s €
R\ {0} und ¢t € R die Transformationsformel

1
/f(sx—l—t)d)\ = —/f(a:)d)\ :
R |s| Jr
In der Tat ist fiir ®(x) := add; o mult, nach Proposition [14.2]

1 1
O\ = addy (multg ) = addt*(m)\) = E)\ )

27 Beispiele

Beispiel 27.1. Wir betrachten den Lebesgue-Mafkraum (R™, B, ). In folgendem Satz
wird festgestellt, dak der in dieser Vorlesung neu eingefiihrte Integralbegriff das interierte
Riemannintegral nach Definition verallgemeinert.

62



Satz 27.2. Sei f € C.(R™). Dann gilt f € LY(Q, B, \) und

Rnf(:v)dx:/fd/\.

Proof. Man zeigt, dals

sup / od\ = f(z)dz
{pcE®R™,B) | p<f} R™

gilt. Im Fall n = 1 folgt das unmittelbar aus der Definition des Riemann-Integrals, da die
rechte Seite das Unterintegral von f ist. Fiir den héherdimensionalen Fall benutzt man
am besten den Satz von Fubini, siehe Beispiel O

Mit dem neuen Integralbegriff erweitert sich die Menge der Funktionen, fiir welche das
Integral definiert ist, betréchtlich. So ist zum Beispiel xj01jng € L' (R, B, ) und es gilt
f X[0,jn@dA = 0. Das Riemannintegral dieser Funktion existiert aber nicht.

Fiir jede kompakte Teilmenge A C R" ist die charakteristische Funktion x4 integrierbar.
Beispiel 27.3. Fiir f € LY(R, B, i) ist die Fouriertransformierte von f

F(U):R=R, F()E) e f(x)dA(x)

7
definiert. Wenn zf € £Y(R, B, 1), dann gilt
OF(f) = Fl—izf)

Die Fouriertransformation kann benutzt werden, um Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeflizienten auf dem R” in algebraische Gleichungen zu verwandeln.

Sei P € Clz] ein Polynom der Ordnung k. Wenn z'f € £(R, B, \) fiir alle [ € Nmit [ < k
gilt, dann gilt P(0¢)F(f) = F(P(—ix)f).

Sei g € LYR, B, \) und 2'P(—iz)g € LY(R, B, \) fiir alle [ € N mit [ < k. Dann 16st die
Funktion h := F (ﬁ) die gewohnliche Differentialgleichung

P(9)h = F(g) -

Beispiel 27.4. Sei (2, R, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also p(£2) = 1. Dann heifst eine
Funktion f € £(2, R) auch Zufallsvariable. Das Integral

Z/fdu

wird als Erwartungswert von f bezeichnet und die Grofe
V(f)=E((f - E(f)*) = E(f*) - E(f)
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heifst Varianz der Zufallsvariable. Fiir die Existenz dieser Grofsen miissen wir annehmen,
dab f e LYQ, R, u), bzw. f, f2 € LYQ, R, ) gilt.

Die Funktion
PR [0,1], P()=(fur)((—00,1))
heifst Verteilungsfunktion der Zufallsvarianblen f. Die Funktion
A€ C— F(A) :=E(exp(—i\f))

heifst charakteristische Funktion der Zufallsvariablen. Aus dieser konnen wir die Mo-
mente von f durch Ableitung berechnen: Sei n € N und gelte f* € £1(Q, R, i) fiir alle
ke {1,...,n}, dann gilt

"FM(0) = E(f) .
Mit der Transformationsformel kann man die charakteristische Funktion auch als Fourier-
transformation des Masses f,u schreiben:

F()) = / () (x) = VIRF () ()

Beispiel 27.5. Wir kénnen auf (R, B) fir 4 € R und 0 € R~ ein Maf p definieren, so
daf fiir alle a,b € R mit a < b gilt

_(a— u)2

+([a,b])
p“v ([ \/%

gilt. Man kann zeigen, daf p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Die Zufallsgrofte x : R — R

heiRt normalverteilt mit Mittelwert 4 und Varianz o2

1. E(x) =0.
2. V(x) = o
3. Die Verteilungsfunktion von pg; ist die ®-Funktion
1 v 2
O(x) := Py, (z) = E/_w e 2dt

A2

4. F(\) = e Me= "2,

Die Formeln fiir E(x) und V(z) erhélt man durch Betrachtung der ersten und zweiten
Ableitung von F(A). Die Formel fiir F(\) werden wir mit Methoden der Funktionentheorie
zeigen.

Beispiel 27.6. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum A := ({—1,1}, P({—1,1}), u),
wobel p1 := 3(6_1 + 6;) ist. Wir betrachten fiir n € N das n-fache Produkt Am =1, A
und die Zufallsvariable f,, : A" — R,

1 n
fn(x) = %;xz )

wobei x = (x;)i=1..._n. Wir konnen folgende Grofsen berechnen:

-----
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1. E(f,) = 0.
2. V(f,) = 1.

3. Fp,(\) = cos(\/iﬁ)”.

Wir zeigen hier durch den Index an, daf Fy, die charakteristische Funktion der Zufalls-
variablen f,, ist. Man kann zeigen dafs

lim cos(—=)" = ¢~ 2V

N—00 \/ﬁ

gilt. Es ist kein Zufall, dafs dieser Grenzwert genau die charakteristische Funktion der Nor-
malverteilten Zufallsvariablen mit Mittelwert 0 und Varianz 1 ist sondern ein Spezialfall
des zentralen Grenzwertsatzes, der in der Wahrscheinlichkeitstheorie bewiesen wird.

Mit Hilfe der Projektionen AN — A, kénnen wir die Funktionen f,, als mefbare Funktio-
nen f, : AY — R auffassen und nach dem Konvergenzverhalten der Folge (f,,)nen fragen.
Wir sehen, daf die Folge der charakteristischen Funktionen (F, ),en und auch die Folge
der Verteilungsfunktionen (Py, ),en konvergieren. Zum Beispiel gilt

hm an = .

n—o0

Dies ist ein typisches Beispiel fiir die Konvergez in Verteilung, welche schwécher als
die Konverenz fast iiberall ist.

Beispiel 27.7. Wir betrachten den Mafraum (AN, B, 1) mit A = {—1,1} und dem Maf
i assoziiert zur Gleichverteilung auf A.

Wir betrachten die Zufallsvariable

frAY SR f((a) =) a2

ieN
In Beispiel hatten wir die Verteilungsfunktion von f,u berechnet. Es gilt

1.
felt = ZZ*A\[_M} :

wobei i : [-2,2] — R die Einbettung ist. Daraus erhalten wir:

1. E(f) =0,
2. V(f) =3,
3 F(/\) _ Sln2(§)\)
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Wir haben hier zwei Moglichkeiten, die charakteristische Funktion zu berechnen: Nach

Definition ist
F(\) = / e"™Mdy = H cos(27"A) .
AN neN

Mit der Transformationsformel gilt aber auch
I
F(\) = —/ ey
i),

Wir erhalten die Formel

Cnyy _ SIN(2X)
Hcos(2 A) = T

neN

Hier ist ein anderes Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

o an

WA SR, W((ay) = { Y ome1 ™ Reihe konvergiert
0 sonst

Fir A € R berechnen wir

IAT _ —iA>
e dW*u—/ el W dp = cos(
/ g Il

Wir sehen, daf W eine Zufallsvariable mit der charakteristischen Funktion
~ A
= H cos(ﬁ)
n=1
ist. Fiir die Momente gilt fiir > 1

E(W?) =((@2n), EW?) =0, EW")=(4)-3¢(2)’

Beispiel 27.8. In diesem Beispiel zeigen wir eine typische Anwendung der Mafs- und
Integrationstheorie in der Darstellungstheorie.

Sei GG eine abelsche kompakte topologische Gruppe. Dann gibt es auf (G, B) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf®, welches eindeutig durch Regularitét (siehe Beispiel und die Ei-
genschaft der Translationsinvarianz bestimmt ist. Dieses heifit auch das Haarsche Malfs.
Wir kennen die folgenden Beispiele:

1. G:=U(1). Das Maf p auf G ist durch die Gleichung

/ fdp = — f (iz)dz
0
fir alle beschrankten meflbaren Funktionen auf G bestimmt.

2. G ist endlich und p = | G‘H wobei k das Zahlmaf ist.
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3.

G = Z, und p ist das Maf aus Kapitel [L5]

Ein Charakter von G ist ein stetiger Homomorphismus x : G — U(1). Die Menge G der
Charaktere bildet selbst eine abelsche Gruppe unter der Operation (x-x')(z) := x(x)x'(x).
Diese Gruppe heifst die duale Gruppe von G.

1.

2.

—

Wir haben einen Isomorphismus Z = U(1) unter welchem n € Z zum Charakter
x:U(1) = U(1), x(x) = 2™ correspondiert.

Y

Es gibt einen Isomorphismus GT@Q ~ G x G, X — (L, t5x), wobei ¢; : G; —
G1 X Go die beiden Einbettungen sind fiir ¢ € {1,2}. Eine endliche abelsche Gruppe
1a#t sich in ein endliches Produkt zyklischer Gruppen zerlegen. Damit reduziert sich
die Bestimmung von G auf den Fall G = Z /nZ. Wir definieren einen Isomorphismus

ZnZ s Tjnd . [m] — (K] > exp(ril ™8y

. Wir konnen 21, mit der Gruppe

EWOP®) ={2eC|(BkeN|z" =1)}

der p-Potenz Einheitswurzeln identifizieren. Diese Identifikation bildet z € EW(p™)
auf den Charakter
¢, L, —>C, ¢, (x):= 2P ()

ab, wobei k € N derart gewéhlt ist, da =1 gilt. Diese Funktion ist in der Tat
wohldefiniert unabhéngig von der Wahl von &.

Eine Darstellung von G auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V ist ein ste-
tiger Homomorphismus p : G — V. Fiir einen Charakter y € G definieren wir den
x-isotypischen Unterraum

V(x) ={veVI[({vg e G|plg)v=x(g)v)}

Insbesondere ist fiir g € G der Raum V() im Eigenraum von p(g) zum Eigenwert y(g)
enthalten. Wir wollen in diesem Beispiel zeigen, daf es eine Zerlegung

gibt.

V=Pvx

xe@G

Mit Hilfe der Integration kénnen wir eine Projektion auf V() definieren:

Py = /G X ' (9)p(g)dulg) -

Dieses Integral wird als Integral fiir Funktionen mit Werten im endlich-dimensionalen
Vektorraum End(V') interpretiert, z.B. komponentenweise nach Wahl einer Basis.

67



. Wenn v € V(x), dann gilt P, (v) = v. In der Tat gilt fiir v € V(x), daf

Py(v) = /G X" (9)p(g)vdp(g)

— [ X M@xtaedut) = [ vdu() Lo,
G

G

wobei wir im markierten Schritt ©(G) = 1 ausgenutzt haben.

. Firv eV gilt P,(v) € V(x). Sei h € G und v € V. Dann gilt.

PP ) = (1) [ X plaednta) = [ X7 @p(pla)odi(s
= X0 [ 37 g+ Wplh+ gdnla) £ x(0) [ 37 @a)ednta) = ()P, (o)
wobei wir im markierten Schritt die Translationsinvarianz von p ausgenutzt haben.

- Aus 1. und 2. folgt P} = P,, d.h. P, ist ein Projektor auf den Raum V(x).

. Es gilt fiir x, ¥’ € G mit x # x/, daR P (V(x’)) = 0. In der Tat gilt fiir v € V ('),
dafs

Py(v) = /G M @)p(g)vdulg) = /G v @)Y (9)vdulg)

/G/fdu(g)v =0,

wobei k = L.y € G ein nicht-trivialer Charakter ist. Hierbei haben wir ausge-

nutzt, dafs
/ K(g)dp =0
G

gilt. Diese Identitét folgt aus der folgenden Tatsache. Es gibt ein h € G mit k(h) # 1
und wegen der Translationsinvarianz von p gilt

(1 w(R) / w(g)dj = / (k(g) — ~(g + 1))du =0 .

. Fiir y, ¥ € G mit y # y/ gilt also P, P, = 0. Wir setzen

Q=idy — Y Py.

xed

Da V endlich-dimensional ist, hat diese Summe endlich viele von Null verschiedene
Terme. Weiter rechnet man unter Verwendung der oben gezeigt Identitaten nach,
daf @ eine Projektion, welche orthogonal zu den Projektionen P, steht. Wir benut-
zen nun den folgenden Satz, dessen Beweis allerdings den Rahmen dieser Vorlesung
sprengen wiirde.
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Satz 27.9 (Vollstandigkeit der Charaktere). Es gilt QQ =0

Folglich gilt

idy =) P, V=V .

XEG xEC;’

Beispiel 27.10. Wir betrachten den Mafraum (Z,, B, ). Die folgende Rechnung spielt
eine wichtige Rolle in der Theorie von Zetafunktionen.

Die p-adische Norm ist die Abbildung | — |, : Z, — [0, 00) gegeben durch
2], = p~ @ | v,(2) := max{k € N|pr,(z) = 0} .

Wir setzen |0], := 0. Es gilt fiir s > —1:
p—1
xpdy = —— .
/Z,, Iy p(1—p=71)
Fiir diese Formel beobachten wir, daf

p{lel, =p™}) =p (1 = ~)

gilt.

28 [P-Raume

Wir betrachten einen Mafkraum (2, R, u1). Das Hauptziel dieses Abschnittes ist es, Ba-
nachrdume von zur Potenz p € [1, 00) integrierbaren Funktionen auf Q2 zu definieren.

Definition 28.1. 1. Firp € (0,00) setzen wir

LP(Q, R, p) = {f € LI, R) | |fIP € LY R, )}

Fir f € LP(Q, R, 1) definieren wir
11l = 1P
2. Fir f € L(Q, R) definieren wir das wesentliche Supremum

esssupf = inf{r € R| Es gilt f <r fast iiberall.} .

Weiter setzen wir
LR, 1) == {f € L, R) | esssup|f| < oo}

und definieren fir f € L2, R, i)

[ flloo := esssuplf] -
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Beispiel 28.2. Beachte, dals ||f||cc vom Maf abhéngt. Als Beispiel betrachten wir den
Mafraum (R, B, |.|) und die Funktion f = xxg. Dann gilt || f||.c = 0. Wenn wir allerdings
anstelle des Lebesguemafies das Diracmal d,, a € R, betrachten, dann ist || f||. = |a| fir

a € Qund ||fllo =0 fiir a € Q.

Wir haben weiter folgende einfache Tatsachen.

1. Wenn p € (0,00) und f € LP(2, R, i), dann ist {f € {—o0,00}} eine Nullmenge.
2. Wenn f € L2(Q, R, u), dann ist {|f| > esssup|f|} eine Nullmenge.

3. Wenn u(9) < oo, so gilt fiir 0 < ¢ < p < oo, dafs
LP(Q R, 1) € LYY R, ) .

In der Tat gilt
[F1* < max{L, [ f]"} < 1T+ [f]

und damit
[t < )+ [1rpdn.
Die Voraussetzung 1(€2) < oo kann hier im allgemeinen nicht weggelassen werden.

Zum Beispiel gilt 71 € L£3([1, 00), B, i), nicht aber = € L}([1,00), B, it).

Auf £(2, R) definieren wir die Aquivalenzrelation
{(f,9) € L R) x L(Y, R) | Es gilt f = g fast iberall)} .

Wir werden fiir diese Relation auch die Notation f =, g verwenden.

Definition 28.3. Fir p € (0, 00| setzen wir

LP(Q, R, ) == LP(Q Ry )/ =, “ .

Wenn z € Q und p({z}) = 0 ist, dann gibt es keine wohldefinierte Auswertung
L/(QRypn) 3 [f] = f(z) €R .
Man kann also nicht vom Wert eines Elementes von LP(2, R, 1) im Punkt z sprechen.

Wir werden jetzt schrittweise erst eine Vektorraumstruktur auf LP(Q, R, u) einfiihren,
dann einsehen, daf |[.||, eine Norm induziert und schlieflich die Vollsténdigkeit von
LP(2, R, p) in dieser Norm zeigen.

Eine Abbildung f : Q — R heift endlich, wenn f(2) C R gilt.
Lemma 28.4. Jede Klasse in LP(Q2, R, 1) enthdlt einen endlichen Vertreter.
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Proof. Sei [f] € LP(2, R, ).

Wenn p < oo ist, dann ist 3
f = FXiret-osocop)

ein endlicher Vertreter der Klasse [f].

Fiir p = oo ist ein endlicher Vertreter f € [f] durch

I = FX{1p1<ess supl 1}

gegeben. O

Wir erkldren nun die Vektorraumstruktur auf LP($2, R, u).

Definition 28.5. Seien [f], [g] € LP(2, R, pu), wobei f,g € LP(QY, R, i) endlich sind. Dann
definieren wir fir r € R

[f]+rlgl=[f+rg].

Lemma 28.6. Diese Operationen sind wohldefiniert und bilden eine Vektorraumstruktur
auf LP(S2, R, p).

Proof. Sei p € (0,00). Dann gilt
|f +rgl” < (If1+Irllgl)” < 2max{[f], |r[lg]})" < 2°([f1P + [["[g]") -
Damit gilt f +rg € LP(Q, R, p).
Ist p = o0, so gilt
esssup|f + rg| < esssup(|f| + |r||lg]) < esssup|f|+ |r|esssuplg| .
Also ist auch in diesem Fall f +rg € L>®(Q, R, p).

Seien f € [f] und § € [g] andere endliche Vertreter. Dann gilt

f(@) +rg(x) = f(x) +rg(z)
auf dem Komplement der Nullmenge {f # f} U {g # g}. Also gilt [f +rg] = [f + rg].

Man sieht nun leicht ein, daf LP(2, R, 1) mit diesen Operationen ein Vektorraum ist. O

Wir studieren nun die Norm. Die folgenden Eigenschaften sind einfach zu zeigen.
Loy« LP(2, R, i) — [0, 00) ist durch ||[f]|l, := || f|l, wohldefiniert.
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2. e (A1l = [7 (1Al gilt fir alle r € R.

3. [[[f]ll, = 0 gilt genau dann, wenn [f] = 0.

Lemma 28.7. (L*(Q, R, ), ||.||) ist ein normierter Vektorraum.

Proof. Die Dreiecksungleichung fiir ||.|| ist einfach zu zeigen. O

Fiir den Nachweis der Dreiecksungleichung fiir ||.||, brauchen wir etwas Vorbereitung.

Wir zeigen zunéchst die Yangsche Ungleichung.

Lemma 28.8. Sei f:[0,00) — [0,00) differenzierbar und streng monoton wachsend. Es
gilt fiir a,b € (0,00) die Ungleichung

ab < / " flaydo+ / iy

Insbesondere gilt mit f(z) := xP~ fiir p € (1,00) und q := %

a? b
ab < —+ — .
p q

Proof. Es gilt mit der Substitution y = f(z), dy = f'(x)dx

b O]
/f‘l(y>dy = / o f!(z)dx
0 0

V)
S UL RIETE

Wir schlielien

/Oaf(:lz)d:er/obf_l(y)dyzbf‘l(b)jt/fa flw)dz .

—Hb)

Wir schliefsen nun die Behauptung in einer Falldiskussion:

1. Tm Fall f~*(b) = a ist die Ungleichung eine Gleichung.
2. Im Fall f71(b) > a gilt

71
b0+ [ p@de e 0= [ ez b0 b0 0 = b
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3. Im Fall f~1(b) < a gilt

a

b~ (b) + /fl(b) F(x)dz > bf L (b) + bla — f71(b)) = ba .

Wenn f(z) = 2P~!, dann gilt f~'(y) = y?~!. Daraus folgt die zweite Behauptung. O

Satz 28.9 (Holderungleichung). Seien q,p € [1,00] mit % —1—% = 1. Sei weiter [f] €
LP(Q, R, ), [g] € LYUQ, R, 1), wobei f,g endliche Vertreter sind. Dann ist [fg] eine wohl-
definierte Klasse in L*(2, R, ), und es gilt

19l < ALl -

Proof. Sei p=1 und ¢ = co. Dann gilt

|9l <u (esssuplgl) [f] -

Folglich ist fg € £1(Q, R, 1), und es gilt

gl < llgllell £l -

Sei jetzt p € (1,00). Wenn f =, 0 oder g =, 0, dann ist fg =, 0, und es gilt fg €
LY R, w), | fglli =0 < ||fllllglly- Sei also f #, 0 und g #, 0. Fiir alle a,b € [0, co] gilt
nach Lemma 28.§
ab? bl
ab < —+ — .
p q

Mit dieser Ungleichung schliefsen wir, dafs

LifP 11g/?
fllol LI 1ol
7Tl = P14l

gilt. Wir sehen, daR fg € LY, R,u) und nach Integration und Multiplikation mit
1f1lpllgllq

LlAelgllg

L] fllpllgllq
[fgll < —
p /1l

ILFII5 +
" lgllg

11
lgllg < 1l llgllaC; +2) = /1Mol

gilt.

Sind f € [f] und § € [g] andere Vertreter, so gilt f§ =, fg und somit [f§] = [fg]. Damit
ist die Klasse [fg] wohldefiniert. O

Satz 28.10. Fir p € [1,00) ist (LP(Q, R, p), ||.|lp,) ein normierter Vektorraum.
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Proof. Wir miissen die Dreiecksungleichung zeigen. Der Fall p = 1 ist klar. Sei jetzt
p € (1,00) und ¢ € (1,00) derart, dak }17 + 5 =1 gilt.

Seien [f],[g] € LP(, R, p) mit endlichen Vertretern f, g. Es gilt (beachte, dak 25 = ¢
ist) (|[f + g1 =|f +g|P € LYY, R, n). Wie schlieRen, dak |f + g[P~! € LYQ, R, p).
Nach der Holderungleichung gilt (|f| + [g|)|f + g[P~! € LY(Q, R, ) und

I +gle = /|f+g||f+g|p‘1du
Q

< / (U] + 1gDIf + gl du

= SIS+ gl + Mgllf + g~ s
< NFIF + 9P g + Mgl 1L + 917l
= (I1fll, + llgllp)Lf + gl

Daraus schliefen wir || f + g, < [|f]l, + llg]lp- O

Fir |||, mit p € (0,1) gilt die Dreiecksungleichung im allgemeinen nicht .

29 Vollstandigkeit

Folgendes Kriterium ist zum Nachweis der Vollstdndigkeit eines normierten Vektorraumes
(V,||.]|) niitzlich.

Lemma 29.1. (V,|.||) ist genau dann vollstindig, wenn jede absolut konvergente Reihe
V' konvergiert.

Proof. Sei (v;) eine Folge in V. Die Reihe ), v; konvergiert definitionsgemaf absolut, falls
>, ol < oo gilt,

Wenn (V) ||.||) vollstédndig ist, so konvergiert jede absolut konvergente Reihe in V. Wir
zeigen die andere Richtung.

Sei (f;) eine Cauchyfolge in V. Wir wéhlen fiir jedes € > 0 ein N(e) € N derart, daf
fir alle n,m € N mit n,m > N(e) die Ungleichung ||f, — fm| < € gilt. Wir setzen nun
vo := fn(1/2) und weiter induktiv

Vi i= fN(z—i—l) - fN(z—i) .

Dann gilt |v;]] < 27%. Die Reihe ) .2, v; ist absolut konvergent. Nach Voraussetzung
existiert der Grenzwert f:= 3 . v;.

Wir zeigen nun, dak lim; ,. f; = f gilt. Sei € > 0 gegeben. Dann wahlen wir j € N so
dak 277 < e Es gilt dann || Yo v — f| <277 < 1€, also || fye-i-1y — f]] < ie
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Fiir alle m € N mit m > N(277) gilt dann || f,, — f|| < e. Wir haben also gezeigt, daf

Sei (Q, R, i) ein Mafkraum.
Satz 29.2 (Fischer, Riesz 1907). Fir p € [1,00] ist LP(Q2, R, i) ein Banachraum.

Proof. Sei ([fi])ien eine Folge in LP(2, R, 1) derart dafs die Reihe >~ [f;] absolut kon-

vergiert. Fiir £ € N definieren wir

k

Fo=Y |fil -

1=0

Dann existiert F := limy_,o F), € £(£2, R) und es gilt

k x
1Eelly <D Ul < DNl = M.
=0 =1

Sei vorerst p = oo : Fiir jedes k € N ist die Teilmenge {F}, > M} von € eine Nullmenge.
Es gilt
{F>M}C | J{F > M}
keN
und damit F' € L>(Q, R, ). Wir definieren die Funktion f : 2 — R durch

] X5 file) e {F <M}

sonst
Dann ist f € £L2°(Q, R, ) und || f|o < M.

Sei jetzt p € [1,00). Es gilt nach dem Satz tiber monotone Konvergenz, daf

/de,u: lim/F,fdugMp.

Damit ist {F' = oo} eine Nullmenge. Wir definieren f : 2 — R durch
> filz) =« F =00
o= { TR =)

sonst

Dann ist f als punktweiser Grenzwert mefbarer Funktionen meftbar. Wir schliefsen weiter,

dak |f]? < FP und damit f € LP(Q, R, 1) und || f]|, < M gilt.

Wir zeigen nun, daf [f] = >_.[fi] gilt. Sei € € R~ gegeben. Wir wéhlen L € N derart, daf

> lIfill, <e

1=L+1
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gilt.

Sei p € [1,00). Dann gilt fiir alle m > L nach dem Lemma von Fatou :

1= 0l = [17 =3 sl
= /| > fildu

i=m+1

ol .
= /hgglolgfl > filrdp

i=m-+1

. .
hglgg}f/l'z filPdp

1=m-+1

IN

= 1igg}ng Z filly

i=m+1

- .
liminf( | fill,)

i=m+1

IA

el .

IN

Fiir p = oo gilt fiir alle m > L und = € {F < M}, daf

[f@) = fi@)l = lm ]| Y fi(x)l
1=0 i=m+1
1=m-+1
< Z |fi()]
i=L+1

Dann gilt fiir x im Komplement der Nullmenge

{F>Myu|J{Fi > Ifillo}

1€N

dak [ f(z) = 270, filx)| < e Alsogilt |If =327, 1 filleo <€

30 Weitere Eigenschaften von LP(Q), R, i)

Lemma 30.1. Das Bild von E(2, R) N LP(Q, R, ) — LP(QY, R, ), ¢ — [¢], ist dicht.
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Proof. Sei [f] € LP(Q, R,u) und f ein endlicher Vertreter. Dann ist f* € LP(Q, R, u).
Wir finden monoton wachsende Folgen nichtnegativer einfacher Funktionen (¢ );ey mit

lim ¢ = f* .
71— 00
Dann gilt ¢ € LP(Q, R, 1). Weiter gibt es ein C' € R derart, daf
07 — fEP < CLFFP
fiir alle ¢+ € N. Damit gilt nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, dafs
lim [|¢;" — f*[|, = 0.
1—00

Wir schliefen, da® lim; ,o.([¢; — ¢;]) = f in LP(Q, R, p) gilt. O

7

Definition 30.2. Ein metrischer Raum heifst separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte
Teilmenge besitzt.

Sei (€2, R, p) ein o-endlicher, o-additiver Pramafkraum und (€2, R7(R), u”) seine eindeutig
bestimmte Erweiterung (Theorem [13.4]). Sei p € [1, 00).

Satz 30.3. Wenn R abzihlbar ist, dann ist L*(Q, R°(R), u7) separabel.

Proof. Wir zeigen, daf die abzéhlbare Menge
{lol | p € E(2, R) N LP(Q, R°(R), u”) | p hat rationale Werte}
in LP(Q, R°(R), u7) dicht liegt.

Sei [f] € LP(Q, R°(R), u”) und € € R” gegeben. Dann finden wir nach Lemma eine
einfache Funktion ¢ € LP(Q, R7(R), %) derart, daf

If = ¢l <e.

Es gibt also ein N € N, eine paarweise disjunkte Familie (A;);—1__n in R7(R) und eine

Familie (7;);=1

-----

-----

N
¢ = Z TiX A;
i=1

gilt. Fir alle ¢ € {1,..., N} ist pu(A4;) < co. Sei r := max{|r;| | ¢ = 1,..., N}. Nach Satz
kénnen wir fiir jedes i € {1..., N} eine Menge B; € R wahlen derart, daf

Ep

n(A; & B;) <

NPyp
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gilt. Wir setzen
N
Y=Y rixs, -
i=1

Damit gilt
I —bllp <e.

Sei M := max{u(B;)|i € {1,...,N}}. Wir wéihlen nun fiir jedes i € {1,..., N} eine
rationale Zahl s; derart, dafs

€
r, — S; S _ .
| | N
Wir setzen .
pim > sin,
i=1
Dann gilt
[ —=pllpy <e.
Folglich gilt
1f = pll, < 3e.

Folgerung 30.4. Seip € [1,00). Dann sind die folgenden Banachridume separabel.

1. LP(R", B, \)
2. LP(Zy, B, )
3. LP(AY, B, )

Seien p,q € (1,00) mit I%—I—% =1loder p=1und g = o0 oder p = oo und ¢ = 1. Wir
definieren eine Abbildung

1LY, R, 1) — LP(Q, R,
durch
1(9)(f) := / of du

(hierbei ist V' der duale Raum zu V). Die Holderungleichung zeigt, dak [I(g)(f)| <
llgllqll fll, gilt. Damit ist I(g) tatséchlich eine stetiges Funktional auf LP($2, R, it). Weiter
sehen wir, dak ||| < 1. In der Tat gilt nun folgendes:

Satz 30.5 (ohne Beweis). 1. Wenn p € (1,00), dann ist I ein isometrischer Isomor-
phismus.

2. Wennp =1 und (Q, R, u) o-endlich ist, so ist I eine isometrischer Isomorphismus.
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3. Wenn p = oo, dann st I eine isometrische Einbettung.

Fiir den Fall p = 2 ist die Aussage von Satz ein Spezialfall des Satzes von Riesz aus
der Hilbertraumtheorie, siche Kapitel 31}

Beispiel 30.6. Sei (G, B, 1) der Haarsche Mafraum zu einer lokalkompakten topologi-
schen Gruppe. Als Beispiel sollte man sich G = R™ oder eines unserer kompakten Félle
G e {U(1),Z,,Z/nZ} vorstellen. Fiir dieses Beispiel kann G aber auch nichtabelsch sein,
z. B. G = GL(n, R).

Fir g € G sei Ry : G — G die Rechtstranslation. Das nicht-triviale Maf 4 ist durch
folgende Eigenschaften bis auf Skalierung eindeutig charakterisiert:

1. p ist reguléres Borelmaft (vergl. Definition [35.2)): Fiir A € B gilt

(a) pu(A) =sup{u(K)| K C G kompakt und K C A}
(b) p(A) =inf{u(U)|U C G offen und A C U}.

2. v ist ein Borelmaf’, daf heifst, fiir jede kompakte Teilmenge K € B gilt u(K) < oo.

3. Das Mafs p ist invariant unter Rechtstranslationen: R, .t = .

Wir definieren die lineare Abbildung
Ry LP(G, B, i) = LP(G, B, i), Rj:=foR,.
Es folgt unmittelbar aus der Transformationsformel und der Rechtsinvarianz von p, dafs
R, . ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen ist. Man kann folgende Aussagen
zeigen: Sei p € [1, 00).
1. Fiir jedes f € LP(G, B, ) N C(G) ist die Abbildung
G>g— Ry f € L’(G,B, )

stetig. In der Tat gilt limy,,, R} f = R} f punktweise. Wir schliefen die Konvergenz
in LP(G, B, 1) mit Hilfe des Satzes tiber majorisierte Konvergenz [24.1]

2. C.(Q) ist dicht in LP(G, B, i). Das zeigt man mit Hilfe der Faltung, welche spéter
bespochen wird, siehe Definition [33.8|

3. Aus 1. und 2. kann man schliefen, dafs
G>g— R, f € L’(G,B,p)

fiir jedes f € LP(G,B, n) stetig ist. Man sagt, dak G > g — R; € B(L?(G,B, )
stark stetig ist.
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Sei f € LP(G, B, ) und (g;)ien eine Folge in G mit lim; ,, g; =: g € G. Sei weiter
¢ € R” gegeben. Dann finden wir nach 2. eine Funktion ¢ € C.(G) mit

17~ ol < 5
und nach 1. ein N € N derart, daf aus ¢ € N und ¢ > N folgt
|R;.0— Ryl < 5 -
Dann gilt fiir ¢ € N mit 7« € N auch
[1Bg f = Rofllp < | Ry f — Ry,

o+ 1 Ry, 0 — Byollp + [[R*¢ — Ry fll, < €.
Wir haben hier benutzt, dak R, fiir alle g € G eine Isometrie ist.

4. Die Abbildung G > g — B(L*(G, B, 1)) ist nicht stetig, wenn G nicht diskret ist.

Wenn g, h € G und g # h gilt, dann existiert eine Teilmenge A € B mit AgNAh =)

und p(A) € (0,00). Wir betrachten f := {/Xﬁ. Dann gilt [|f[|, = 1 und [|R}f —
R; fll, = ¥/2. Folglich gilt |R: — Ry || (wrc,8,0)) = V2.

31 L*(, R,u) als Hilbertraum

Sei (9, R, ) ein Mafraum. Wir betrachten den Banachraum L*(Q, R,u). Fiir f,g €
L*(Q, R, p) ist fg € LY, R, 1). Wir definieren

{f.9) iz/fgdw
Dies ist ein Skalarprodukt. Insbesondere gilt (f, f) = || f||3. Damit ist
(L2, R, ), (5 -))

ein reeller Hilbertraum. Durch Komplexifizieren erhalten wir einen komplexen Hilber-
traum

L(%(Qa R, ,u) = L2(Q7 R, :u) ®r C

mit dem hermiteschen Skalarprodukt

(feXxgouw = (fgI.

Es ist {iblich, die Elemente von L2(Q, R, i) als Aquivalenzklassen komplexwertiger Funk-
tionen zu verstehen und das Skalarprodukt in der Form

(f9) = /fgdu

zu schreiben. Gewohnlich 14ft man auch den Index (—)¢ in der Notation weg.

Das Skalarprodukt ermdglicht in Hilbertraumen Konstruktionen welche in allgemeinen
Banachrdume nicht ohne weiteres funktionieren.
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1. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum und U C H ein Unterraum. Dann kénnen wir das
orthogonale Komplement

Ut :={hec H|(VuecU]|{uh)=0)}.

Nach Konstruktion ist U+ abgeschlossen und es gilt U C (U+)+. Wenn U selbst
abgeschlossen ist, dann gilt U = (U+)* und H =U @ U+,

2. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum und U C H ein abgeschlossener Unterraum. Fir h € H
existiert genau ein v € U derart, dafs

|h — ul| = inf{||h —v|| |v e U} .

Das Element u heift die Projektion von h auf U und ist durch die Bedingung
(h—u) L U charakterisiert und h = u+ (h—u) ist die Zerleung von h beziiglich H =
UaU+. Wihrend die Eindeutigkeit von u aus den Eigenschaften des Skalarproduktes
folgt, ist die Existenz eine Konsequenz der Vollstdndigkeit von H.

3. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum und (e;);c; eine orthonormale Familie in H. Sie heift
vollsténdig (oder auch Hilbertbasis), wenn fiir jedes x € H gilt

r = Z(ei,@ei :
iel
Ein Hilbertraum ist genau dann separabel, wenn er eine abzahlbare Hilbertbasis
besitzt. Es hilt
R[> = [{es W)
ieN
4. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum. Die Abbildung
I:H—H , I1h)():=(hv)

ist eine antilineare Isometrie (Satz von Riesz).

Aus den Relationen [I(h)(v)] < ||A||||lv]] und |[I(R)(R)] = ||k||* folgt das I eine

isometrische Einbettung ist.

Sei ¢ € H'. Dann ist U := ker(¢) ein abgeschlossener Unterraum und dim(U+) = 1.
Sei h € Ut derart normiert, daR ¢(h) = 1. Dann gilt ¢ = I(h). Dies zeigt die
Surjektivitéit von I.

5. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum. Ein Operator A € B(H) besitzt einen adjungierten
A*, welcher durch
(A*h,v) = (h, Av)

charakterisiert ist. In der Tat ist A* == T o Ao I 1.
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Beispiel 31.1. Das typische Beispiel eines separablen Hilbertraumes ist
2= LN, P(N), )

wobei p das Zéhlmafk ist. Sei e; € ¢% die Funktion e;(j) := 4;;. Dann ist (e;);en eine
Hilbertbasis.

Jeder andere separable unendlich-dimensionale Hilbertraum H ist zu ¢? isomorph. Ist
namlich (h;);en eine Hilbertbasis in H, dann ist

O H 0, Ox):=) (hx)e;
ieN
ein Isomorphismus. Die inverse Abbildung ist durch
(U 62 > (ai)ieN — Zalhz ceH
iel
gegeben. Man rechnet leicht nach, dafs & und ¥ Isometrien sind.

Beispiel 31.2. Sei G eine kompakte topologische abelsche Gruppe und (G, B, 1) der Haar-
sche Mafiraum, siehe Beispiele und [30.6} Dort war der Satz (hier als Satz

formuliert) offen geblieben. Wir miissen folgenden Satz aus der Theorie lokalkompakter
abelscher topologischer Gruppen investieren, der nicht rein maftheoretisch ist.

Satz 31.3. Sei G eine lokalkompakte Gruppe und x,y € G. Dann existiert ein Charakter
x € G mit x(x) # x(y).

Wir verifizieren diese Aussage in unseren Beispielen explizit.

1. Fiir die Gruppe U(1) trennt der Charakter y = idy(;) die Punkte.
2. Fiir die Gruppe R trennen die Charaktere (x¢)eer, Xe(x) := exp(iz) die Punkte.
3. Wenn G endlich ist, folgt aus |G| = |G|, dak G die Punkte trennt.

4. Wir betrachten nun G = Z,. Wenn z,y € Z, und x # y, dann existiert ein £ € N
derart, daf pr,(z) # pry(y), wobei pry, : Z, — Z/p"Z die Projektion ist. Dann

-

existiert nach 3. ein Charakter x € Z/pFZ derart, dak x(pr,(z))) # x(pry(v)).
Damit ist pryx € Z, und es gilt (prix)(x) # (prix)(y).

Wir benutzen einen weiteren Satz, den wir nur im Spezialfall verifizieren werden.

Satz 31.4. Sei G eine kompakte topologische abelsche Gruppe und p € [1,00). Dann ist
C(G) in LP(G, B, 1) dicht.
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Im allgemeinen konstruiert man stetige Approximationen einer Funktion in LP(G, B, 1)
durch Gléattung zum Beispiel durch Faltung mit den Elementen einer §-Folge. Siehe Bei-

spiel [30.6]

Im Fall der Gruppe Z, kann man anders argumentieren. Die Menge £(Z,, R) besteht aus
stetigen Funktionen und diese Menge ist schon dicht in L?(Z,, B, 1) nach dem Beweis von

Satz [30.3
Satz 31.5. Die Menge G ist eine Hilbertbasis von L*(G,B, ).

Proof. Die lineare Hiille A von G in C(G) ist eine Algebra. Wegen 1 € G und y =
ist 1 € Aund A = A. Nach Satz trennt A die Punkte. Damit ist A in C(G) dicht in
der Topologie der gleichméfigen Konvergenz und damit in der durch || — ||2-induzierten
Topologie.

Wir schliefen mit Satz 31.4] dak die lineare Hiille von G in L2(G, B, 1) dicht liegt. Folglich
ist G eine Hilbertbasis. O

Beispiel 31.6. Der Raum L*(Z,, B, i) ist ein separabler Hilbertraum. Die Familie (02)zcewp=)
(Notation von Beispiel [27.8)) ist eine abzéahlbare Hilbertbasis.

Beispiel 31.7. Der Raum L*([0,1], B, \p.1]) ist ein separabler Hilbertraum. Die Familie
(fa)nez, [n(z) := €*™® ist eine Hilbertbasis.

Der Isomorphismus ® ordnet in diesem Fall der Funktion f € L*([0, 1], B, Xjjo,1]) die Folge
®(f) ihrer Fourierkoeffizienten a,(f) := (f,, f) zu. Die Plancherelformel

A5 = lan(f)P
nez

driickt dann einfach die Tatsache aus, daf ® eine Isometrie ist.

Der Hilbertraum L*([0, 1], B, Aj,17) ist eine explizite Realisierung des Hilbertraumes, wel-
cher frither durch abstrakte Vervollsténdigung des Raumes C([0, 1], C) in der Norm || — |2
gewonnen wurde. In der Tat enthdlt L*([0, 1], B, Ajp1) den Raum C([0, 1], C) als dichte
Teilmenge.

Wir betrachten die Abbildung
T:00,1] - U1), T(x):=exp(2mizx) .

Dann ist

T: ([O, 1],8, )\|[071}) — (U(l),B, u)

ein Isomorphismus von Mafrdumen. Mit Hilfe von T" konnen wir dieses Beispiel der Fou-
riertheorie fiir kompakte abelsche Gruppen verstehen. Die Funktionen T-1*f,, n € N
sind nédmlich genau die Charaktere von U(1).
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Beispiel 31.8. Wir betrachten einen Shiftraum (AN, B, 1) zur Verteilung p : A — [0, 1].
Der Schift T : AN — AN induziert einen Operator

S =T L*(AY B, u) — L*(AY, B, 1) .
Man kann nachrechnen, dafs

(S*f)(ag,aq,...) = Zp(a)f(a,ao,ag, o)

a€A

gilt. Weiter ist
S*S=id, SS*=1-P,

wobei P der orthogonale Projektor auf den Kern von S* ist.

Wir untersuchen nun den Eigenraum von S zum Eigenwert 1, also ker(S—1) C L*(AY, B, u1).

Lemma 31.9. Es gilt dim(ker(S — 1)) = 1. Der Eigenraum wird von den konstanten
Funktionen aufgespannt.

Proof. Wenn x € L*(AN, B, 1) durch eine konstante Funktion repriisentiert wird, dann gilt
sicher S(x) = z. Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei [f] € ker(S —1). Da u(AY) < oo gilt,
ist f € LY(AN, B, ). Wir betrachten den Mittelwert f := J fdp und setzen g := f — f.
Dann gilt T*(g) = g auf dem Komplement N¢ einer Nullmenge N € B. Wir betrachten
die Teilmengen X+ := {4¢g > 0}. Wir wollen zeigen, daR u(X*) = 0 gilt. Daraus folgt
g = 0 fast iiberall und das ist die Behauptung.

Wir nutzen die Ergodizitit der Transformation T aus. Es gilt T-1(X*) N N¢ = X= N Ne.
Daraus schliefen wir, daf pu(7T'(X%) A X*) = 0 und deshalb nach Lemma
u(X*) € {0,1}. Es kann nur eine dieser beiden Mengen ein von Null verschiedenes Maf
haben, da pu(AY) = 1 gilt. Aus p(X*) = 1 wiirde & [ gdu > 0 folgen. Es gilt aber nach
Konstruktion [ gdu = 0. O

32 Produkt von Maliraumen

Wir erinnern an die Definition des Produktes einer Familie meftbarer Raume in Kapitel [7]
Wir betrachten nun zwei Mafsraume (€;, R;, i1;), @ = 0, 1. Sei (2, R) := (Qo, Ro) X (21, Ry)
das Produkt der unterliegenden mefbaren Raume. Es gilt 2 = Qy x 7 und R ist die
kleinste o-Algebra, welche Ry x Ry C P(Q2) enthélt. Es stellt sich die Frage, ob und
wieviele Make p auf (€2, R) existieren mit pu(Ag x A1) = po(Ao)u1(Ay) fir A; € R;.
Beachte, dafs hier R von Produkten der Form Ay x A; erzeugt wird.

Wir haben schon gesehen, daf es genau ein Pramaf auf der von Ry x R; erzeugten
Algebra RY mit dieser Eigenschaft gibt. Wenn es o-additiv ist, dann kann man es zu einem
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Maf ausdehnen. Unter einer o-Endlichkeintsannahme ist diese Ausdehnung eindeutig. Mit
Hinblick auf den noch zu zeigenden Satz von Fubini werden wir hier einen anderen Weg
gehen.

Satz 32.1. Wenn der Mafiraum (4, Ry, p1) o-endlich ist, dann gibt es eine Ausdehnung
des Produktprimasses auf R® zu einem Maf auf R.

Proof. Wir definieren die folgenden drei Teilmengen F; C R%, i =0, 1, 2.
1. Fyist die Teilmenge der charakteristischen Funktionen x 4, x 4, fiir alle Paare (A, 4;) €
Ro X Rl .
2. F ist die Teilmenge der Funktionen f € R mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jedes wy €  ist die Funktion f(wg, —) in £Y(Qy, Ry, ).
(b) Fiir jedes B € Ry ist die auf Qy definierte Funktion

/B F (= )dp (o)

mefbar
3. F, ist die Teilmenge der Funktionen f € R mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fir jedes g € Fy ist auch fg € F;.
(b) Es gilt supg, | f| < .

Lemma 32.2. 1. Wenn (AgA1) € Ry x Ry und p11(A) < oo, dann gilt X ayxa, € Fi-
2. Die Teilmenge Fy ist ein linearer Unterraum von R®,

3. Die Teilmenge Fy ist ein unter der Multiplikation abgeschlossener linearer Unter-
raum von R, also ein Unterring.

4. Es gzlt .FO - .FQ
Proof. Die ersten drei Behauptungen sind offensichtlich. Wir zeigen die vierte.
Seien (Ag, A1) € Ry X Ry und g € F;. Fiir wy € Qg gilt

(Xa0x4,9)(Wo, =) = Xa,(wo)xa, (—)g(wo, —) -

Diese auf €; definierte Funktion ist mefbar, durch |g(wy, —)| beschrankt und damit inte-
grierbar. Es gilt

/QI(XonAlg)(wo, —)dpy = on(wo)/ glwo, —)dp -

Aq
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Diese Funktion von wqy € () ist ein Produkt zweier meftbarer Funktionen und damit selbst
mefkbar.

Da die Funktion x,x4, beschrankt ist, gilt xa,x4, € Fa. a

Wir definieren nun die Teilmenge

U:={AcP(Q)|xa€ F}

von P(Q2). Die Teilmenge U ist eine Algebra, da F» ein Ring ist. Wir méchten ein Maf
auf U durch

wvémw,mm:éxéymwwmmomw>

definieren. Wir miissen zeigen, dafs p wohldefiniert, die Algebra U eine o-Algebra und p
ein o-additives Maf ist.

Wir zeigen zunéchst, dafs die Integranden in der Definition von p(A) mefbar sind. Wegen
unserer o-Endlichkeitsannahme finden wir eine aufsteigende Folge von Teilmengen (B;);en
von Ry mit | J;.y Bi = Q1 und p(B;) < co. Wir setzen k; := Xqyxp, € Fo. Dann gilt wegen
Lemma 1. daks k; € F;. Fur A € U ist also k;x4 € F; und damit fiir jedes wg € Qg
die auf €2 definierte Funktion

Ki(wo, —)Xxa(wo, —)

mefsbar und integrierbar. Damit ist fiir jedes wy € €y der Grenzwert
XA<w07 _> = zli>no/lo "ii(w(b _)XA<(.U0, _>
mefsbar. Weiter ist

| rtmonaanduten) = [ xat-ndu)

mefsbar. Die Folge (k;Xxa)ien ist monoton wachsend und konvergiert gegen x 4. Aus dem
Satz iiber monotone Konvergenz schliefen wir, daf die auf )y definierte Funktion

LMHMWM)

als punktweiser Grenzwert mefsbarer Funktionen auch mefbar ist (Satz(8.4|und Satz|21.4]).

Fiir disjunkte A, A’ € U gilt xaua = xa + xa. Unter Ausnutzung der Mefsbarkeit der
Integranden in der Definition von g schliefen wir mit Satz 1., daf u(AUA") =
pu(A) + p(A") gilt. Damit ist pu ein Pramafs auf der Algebra U.

Wir zeigen nun, dafs U eine o-Algebra ist. Wir weisen dazu die Abgeschlossenheit unter
Vereinigungen abzéhlbarer aufsteigender Folgen nach. Sei also (Ag)ren eine aufsteigende
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Folge in U und A := UkeN Ag. Sei g € F;. Dann ist fiir jedes wg € )y die auf €2y definierte
Funktion

XA(w07 _)g(w()a _) = kh—>n;olo XAy (w(b _)g(w07 _)

als Grenzwert einer Folge mefsbarer Funktionen mefbar. Weiter ist |(xag)(wo, —)| <
|g(wo, —)| und damit die Funktion (xag)(wo, —) fiir jedes wy € €2y integrierbar. Fiir jedes
B € R, ist die auf )y definierte Funktion

/B im o, (= 0)g(— )i (1) = Jim [ i, (= )= n)dn o)

k—oo N k—o00

mefsbar (hier haben wir den Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz mit
Majorante |g| angewendet). Wir schlieffen, daf x4 € F, und A € U gilt. Damit ist U eine
o-Algebra.

Wir zeigen nun die o-Additivitat von p. Wir setzen das Argument mit den schon ein-
gefithrten Bezeichnungen fort. Durch mehrfache Anwendung des Satzes iiber monotone
Konvergenz erhalten wir:

i) = ([ Jim v dunten

= /QO Jim </Ql XAk(Woawl)dﬂl(wl)> dpio(wo)
= lim o (/Ql XAk<W0vw1)d/~L1(w1)> dpio(wo)

k—o0
= lim p(Ag) .
k—o0
Dies zeigt die o-Additivitat von pu.
Nach Lemma [32.2] 4. gilt Ry x R; C U und damit R® C R C U. Es folgt nun direkt aus

der Definition, daf j1(Ag x A1) = po(Ao)p1(Ar). Damit dehnt pr das Produktpréamal auf
R® zu einem MaR auf R aus. O

Der folgende Satz beantwortet die Frage nach der Eindeutigkeit.

Satz 32.3. Wenn die Mafirdume (2, R;, i;) fiiri = 0,1 o-endlich sind, dann gibt es genau
ein Maf auf (2, R) mit pu(Ap x A1) = po(Ao)p(Ar) fiir alle Paare (Ao, A1) € Ry X R;.

Proof. Das Pramaf auf R° ist durch u(Ag X Ay) = po(Ag)p(A;) eindeutig bestimmt. Der
Pramafraum (Q, R, jygo) ist o-endlich und c-additiv. Damit besitzt p eine eindeutige
Ausdehnung auf R. O

Wir ziehen nun eine Folgerung aus dem Beweis des Existenzsatzes. Sei U die o-Algebra,
welche im Beweis konstruiert wurde.
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Folgerung 32.4. Sei (4, Ry, 1) o-endlich. Wenn f € L(Q,U), dann ist fir jedes wy €
Qo die auf Q0 definierte Funktion f(wqy,—) mefSbar.

Proof. Wir finden eine aufsteigende Folge (B, )aen in Ry mit | J, o Bo = Q1 und 11 (B,) <
oo. Dann ist xqoxp, € Fi. Ist A € U, dann ist mit A, := AN (Qy x B,) auch xa, =
XAXQox B, € F1. Damit ist x4, (wo, —) fiir jedes wy € Qp mefsbar. Wegen x4 = lim,_,o0 X4,
gilt diese Eigenschaft auch fiir y 4.

Damit gilt diese Eigenschaft fiir die einfachen Funktionen auf (Q2,U). Fiir allgemeine
f € L(Q,U) folgt die Aussage durch Darstellung von f als punktweiser Grenzwert einer
Folge einfacher Funktionen. O

Beispiel 32.5. Wir argumentieren, daf man den Lebesguemafiraum von R? als Produkt
von zwei Kopien des Lebesguemafiraumes von R! erhalten kann. Der Lebesgue-Mafiraum
(R, Bg, Ar) ist o-endlich. Wir kénnen also die o-Algebra U C P(R?) und das MaR u auf
U wie im Beweis von bilden. Wir hatten schon gesehen, dafs R7(Bg x Bg) = Bge
gilt. Weiter ist wegen Bg x Br C U auch Bg: C U. Fir A, B € Bg gilt u(A x B) =
Ar(A)Ar(B) = Ag2(A x B). Das Lebesguemak Agz ist durch diese Bedingung eindeutig
festgelegt. Damit gilt

'U’|B]R2 = )\Rz .

Beispiel 32.6. In diesem Beispiel berechnen wir induktiv das Volumen V,,(r) der n-
dimensionalen Kugel B,,(0,7) vom Radius r € (0,00) in R".

Es gilt
Vi(r) =2r.

Sei nun n > 2. Wir betrachten nun die Projektionen
pr:R" = R pr(zy,...,7,) =1z, .
und ¢ : R" — R Es gilt fiir 2 € (—r, 7).
q(pr~(x) N BL(0,7)) = B,_1(0,Vr? — 22) .

Wir schliefen, daf
Vo(r) = / Vo1 (Vr?2 — a?)dx

T

gilt. Wir setzen x = rsin(¢). Dann gilt dz = r cos(¢)d¢ und

Wl

Va(r) :/_ V_1(rcos(¢))r cos(¢)dz .

s
2

Wir sehen induktiv, dafs
Vo(r) =r"V,(1)
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gilt, also
2
V(1) =V (1) [ cos(o'do
-3
Beispiel 32.7. Sei A C R? C R? abgeschlossen und = = (2/,h) € R® ein Punkt mit
h > 0. Dann bilden wir den Kegel

Ka, ={(1—-t)y+tz|te0,1]]undy € A} CR?

iiber A mit der Spitze in x. Sein Volumen ist durch das Produkt aus Grundflache, Hohe
und % gegeben.

Lemma 32.8. FEs gilt

W2 (A)

has (4) = =52

Proof. Es gilt nach dem Satz von Fubini

Ars (K, x) = /R (/R2 XK(A’I)(Z/,ZQ,)CU\RZ(Z,)) dAr(z3) .

Wir sehen, daf das innere Integral fiir z3 ¢ [0, h] veschwindet und in diesem Intervall
durch
)\RQ((l - h_123>A + h_lZg.T,) = (1 — h_123>2)\R2 (A)

gegeben ist. Das duflere Integral liefert

h
A
/ (]_ — h_lZ3)2d23 = h)\R;( ) .
0

33 Iterierte Integrale

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dak (£, R, i) das Produkt zweier o-endlicher Maf-
raume (€;, R;, p;), 1 = 0,1 ist.

Lemma 33.1. Sei f € L(Q2, R) nichtnegativ. Dann ist die auf Qo definierte Funktion

f (= wi)dp(wr)
971

mefsbar und es gilt

/Qfdﬂ = /QO ( o f(wo,m)dm(m)) dpio(wo) -
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Proof. Sei f € L(£2, R) nicht-negativ. Wir wéhlen eine Folge (¢;);en einfacher nichtne-
gativer Funktionen welche monoton wéchst und punktweise gegen f konvergiert. Nach
Folgerung sind die Funktionen

f(wO’ _) ) ¢i(w07 _)

fiir jedes wy € 29 mekbar. Es gilt nach dem Satz {iber monotone Konvergenz

g f(wo, wi)dp (wr) = lim g di(wo, w1)dpy (w1) -

Da die auf €y definierten Funktionen

Gi( =, wi)dpa (wr)
971
wegen R C U fiir alle i € N (siehe Beweis von Satz [32.1)) mefbar sind, ist es auch

i f(= wi)dp(wr) -

Die Formel

/Q<Z5du = /QO ( o ¢(w07w1)dlﬁ(w1)) dpio(wo)

gilt fiir charakteristische Funktionen ¢ = x4, A € R, und damit fiir alle einfachen Funk-
tionen ¢. Weiter gilt wieder mit dem Satz iiber monotone Konvergenz, dafs

/ fdp = lim [ ¢dp
Q Q

1—00

- [ i 6 )dis () ) i)

1—00
0

- [ ( i o) () ) dan)

Wir erinnern noch einmal an die Voraussetzung, daf wir das Produkt zweier o-endlicher
Makréaume betrachten.

Satz 33.2 (Satz von Fubini). Sei f € L(), R). Die auf Qq definierten Funktionen
FH(= wi)dpn (wr)
Q1

sind genau dann in LY(Qo, Ry, o), wenn f € LY(Q, R, u). In diesem Fall ist die Funktion
f(wo, —) fiir fast alle wy € Qg integrierbar und es gilt

/Qfdu = /QO < o f(wo,wl)du(wl)) dpio(wo) -
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Proof. Wir nehmen zunéchst an, dak f € £1(Q, R, u). Wir wenden das obige Lemma auf
f* an und sehen, daf

S (= wi)dp (wr)
1951

in £1(Qq, Ry, pto) sind. Insbesondere ist damit fiir fast alle wy € Qg die Funktion f(wp, —)
integrierbar. Dies begriindet die Richtigkeit der folgenden Rechnung.

/Q fdu = /Q [y - /Q Jdy

- [ ( i () ) dofcn)

_/QO ( X f(wo,wl)dm(m)) dpio(wo)
- [ (/ ) = (e () ) doofin)

-/ ( i Fen ) 1)) do )

Seien nun die Funktionen

S (= wr)dpa (wy)
951

in £($2, Ro, o). Dann gilt nach dem Lemma [33.1]

/indﬂ = /QO ( o fi(wo,wl)dﬂl(wl)) dpo(wo) < 00,

also f € LY(Q, R, p). O

Wir halten als Folgerung fest.
Folgerung 33.3. Wenn f € LY, R, i), dann gilt

[ ran= [ ( i o)) ) dafen) = [ ( QOf(Wo,wl)duo(wO)) dpn ()

Beispiel 33.4. Wir betrachten den Lebesgueschen Mafraum (R, B, \). Wir akzeptieren,
daf wir fir f € C.(R) das Lebesgue-Integral und das Riemannintegral vergleichen kénnen,

d.h. da® wir die Identitat -
/ fd\ = / f(x)dx

gezeigt haben (siehe Satz[27.2)). Wir haben schon gesehen (siehe Beispiel [32.5]), daf man
(R™, Bgn, Agn) als das Produkt von n Kopien des Mafsraumes (R, B, A) erhalten kann. Aus
dem Satz von Fubini folgt nun, daf fir f € C.(R™) gilt:

/fd)\Rn = flz)dz |
R
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wobei die rechte Seite dieser Gleichung wie in Definition definiert ist. Das beendet den

Beweis von Satz 27.2]

Beispiel 33.5. Hier ist eine Anwendung des Satzes von Fubini (und der noch nicht
gezeigten Transformationsformel fiir das Lebesguesche Maf unter Diffeomorphismen im

mit ! markierten Schritt)

Lemma 33.6. Es gilt

Proof. Wir rechnen:

( / e % dAg(2))’

1,2
/e_de =27 .
R

jﬁef“fdAR(z»dAR(y)

+

(/]R T e () Daly)

2
_ =l

= /R? e 2 dAge(2)
L /OOO(/O27r efédAR(@)'f’d)\R(r)

= 27r/ e‘érd)\R(r)
0

< d .2
= —2%/ —e 2 d\g(r)
0o

e_%(
e

J
J

r
= 27 .

Beispiel 33.7. Wir betrachten wieder den Haarschen Mafsraum (G, 3, 1) zu einer lokal-
kompakten Gruppe. Wir betrachten die Abbildung

S:GxGE—-GxG,

S(g.h) == (g.97"'h) .

Diese Abbildung erhélt das Produktmafs A auf G x G. In der Tat gilt fir A, B € B, dafs

(SA)(Ax B) =

/ Xaxs(9,9 " h)dX(g, h)
GxG

/ (A (9)( / A(B)(g™V)dpu(h))du(g)
G

G

/G (A (9)( / A(B)(B)du(h))dpu(g)

G

/ Yax(g, H)AA(g, h)
GxG
AMA x B) .
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Seien ¢,v € LY(G, B, \). Dann betrachten wir die Funktion
¢ ' ¢ = pr;¢ Pr;?ﬁ S L1<G X Ga BGXG7 >‘) .
Dann ist S*(¢ - v¢) € LY(G x G, Bgxa, \). Damit ist aber
6502639 @x)) = [ S0 )ah)dule) = [ ola)ila Dl

in LY(G, B, ).
Definition 33.8. Die Funktion ¢ x 1 heifit die Faltung von ¢ und 1.

Mit Hilfe des Satzes von Fubini kann man folgende Aussagen zeigen.

1. Die Operationen + und * definieren auf L'(G, B, ) die Struktur eine assoziativen
Algebra iiber C.

2. Fiir ¢, € LY(G, B, \) gilt
ol < llolhllels -
3. Fiir ¢,¢ € L'(G,B,\) und h € G gilt
Li(¢xv) = (Lyg) xv . Rp(¢*1) = ¢* (Rpy) .
4. Wenn ¢ € C,(R) und ¢ € L'(G, B, \), dann ist ¢ * 1) stetig.

5. Wir betrachten den Fall G = R". Wir nehmen an, daf [ ¢dz = 1 gilt und definieren
fiir e € R~ die Funktion ¢, € C.(R") durch

Dann gilt
lim [|¢e * ¢ — Y1 = 0.
e—0

Dies zeigt die Dichtheit von C'(R) N L*(R™, B, \) in L'(R", B, \). Eine dhnliche Idee
funktioniert auch im Fall einer allgemeinen lokalkompakten Gruppe.

34 Abzahlbare Produkte

Wir haben das Produkt zweier o-endlicher Mafiraume konstruiert. Die Konstruktion er-
weitert sich leicht auf endlich viele Faktoren.
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Sei nun (€, R;, 1t;)ies eine abzahlbare Familie von Mafkrdumen mit p;(£2;) = 1 und (Q, R)
dafs Produkt der unterliegenden mefsharen Rdume. Wenn S C I eine endliche Teilmenge
ist, dann bilden wir den Mafkraum

(QSa RS) ,uS) = H(Qs> Rsa ILLS)

seS
und betrachten die kanonische Projektion prg : {2 — (g die kanonische Projektion.

Satz 34.1. Es gibt genau ein Maf p auf (Q2, R) mit der Eigenschaft, daff prg,u = ps fir
alle endlichen Teilmengen S C I gilt.

Proof. Sei R® C R die von den Algebren prgl(RS) fiir alle endlichen S C I erzeugte
Algebra. Wir definieren u zunichst als ein PramaR auf R°. Fiir A € R existiert ein
endliches S C I und ein (dann eindeutig bestimmtes) A € Rg derart, daf A = prg'(A)
gilt. Wir miissen pu(A) := ps(A) setzen, um die Bedingung prg,p = ps zu erfiillen. Man
kann sich nun davon iiberzeugen, daf diese Definition unabhéngig von der Wahl von S ist.
Desweiteren sieht man leicht ein, daf ;1 ein Pramak ist und nach Konstruktion prg . u = ps
fiir alle endlichen Teilmengen S C I gilt.

Wir miissen nun zeigen, daf p o-additiv ist. Da das Maf p ein Wahrscheinlichkeitspramafs
ist, hat es nach Satz eine eindeutige Ausdehnung auf R = R°(R").

Wir zeigen nun die o-Additivitat von pu. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daft I = N. Sei (4;)ien
cine disjunkte Familie in R” derart, daf |J,.y 4; € R°. Fiir jedes n € N definieren wir

By, = Ui, 1 Ai- Dann gilt (), .y Bn = 0. Wir miissen zeigen, daf lim, . p(B,) = 0 gilt.

Sei fiir jedes n € N eine endliche Teilmenge S, C N derart gewahlt, dak B, € prg Rs,.
Wir kénnen 0.B.d.A. durch rekursive Vergrokerung dieser Mengen annehmen, dafs

Sn=A40,...,m,}

fiir eine monoton wachsende Folge (m,,)nex ist. Sei B, € Rg, derart, daf prgl(Bn) =B,

n

gilt. Dann gilt u(B,,) = us, (Bn).

Wir nehmen nun an, daf nicht lim,,_,o, u(B,) = 0 gilt. Da die Folge nicht-negativer reeller
Zahlen (u(B,,))neny monoton féllt, gilt dann lim,, . p(B,) > 0. Nach dem Satz von Fubini

gilt
1(Bn) I/ (/ XBn(xbf)dMSn\{l}(fz’)> dpy (1)
2 Qgn\{1}

Nach dem Satz {iber monotone Konvergenz gibt es einen Punkt x; € {2; mit

lim X B, (xla j)d,usn\{l}(f) #0.

TS Qg0 (1

Wir wenden wieder Fubini an und schreiben fiir grofe n € N (mit m,, > 2)

/ XBn(xl,f)dMSn\{l}(f) = / (/ XBn(xlax%j)d:uSn\{l,Q}(i‘)> d,u2($2) .
Qsn\{1} Q2 Qsn\{1,2}
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Wir finden wieder mit dem Satz iiber monotone Konvergenz ein x5 € {25 mit

lim XB, (1, T2, T)dps,\(1,21(%) # 0 .

TS Qg 1,2y

In der gleichen Weise verfahren wir weiter und finden eine Folge (2, )men mit

lim X B, (xla <oy Ty j)d/'LSn\{l ,,,,, m}(j) 7é 0

n—oo
fir alle m € N. Wir haben fiir alle n € N
{z1} x - x{xm, } X Qi1 X Qo X - C B, .

Damit gilt aber (z;)ien € ();cy Bi- Widerspruch!

Beispiel 34.2. Sei (AN, B, ) der Shiftraum iiber einer endlichen Menge A mit Dichte
p: A —[0,1]. Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsmak A := )" _, p(a)d, auf A. Dann
ist (AN, B, ) das Produkt von abzihlbar vielen Kopien des MaRraumes (A, P(A), \) ist.

Beispiel 34.3. Wir konnen jetzt eine Folge zufélliger gleichverteilter Zahlen im Intervall
[0, 1] modellieren. Wir interpretieren diese Folgen als Elemente des Wahrscheinlichkeits-
raumes (£, R, i), den wir als Produkt einer durch N indizierten Familie von Kopien von

([0,1], B, Ajjo,1]) konstruieren.

Typische Funktionen auf diesem Raum sind

1 n
Mn = E;xl,

Es gilt

vV(Z,) ==,
v oA
F, (\N)=|—+— —
2 = (Ysin( )
Man kann zeigen, dafs
2
lim Fy, (\) =e 23

gilt. Auch das ist wieder ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes.
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Sei f € C*(R) eine 1-periodische Funktion und f(t) = 3, ., a, exp(2mint) die Fourierent-
wicklung. Wir konnen die Phasen der einzelnen Fourierkomponenten zuféllig verschieben
und bilden

ft,(x;)) == Z an exp(2min(t + x,)) .

ne”L

Dann gilt
E(f<t7 _)) = Qg ,

E(If(t, )P =) laal*.

neN

35 Regulare Mafe

Sei (X, T) ein Hausdorffscher topologischer Raum.

Definition 35.1. 1. Der topologische Raum (X,T) heifst lokalkompakt, wenn jeder
Punkt von X eine kompakte Umgebung besitzt.

2. Der topologische Raum (X,T) heifit o-kompakt, wenn er als Vereinigung einer
abzdihlbaren Familie von kompakten Unterrdumen geschrieben werden kann.

3. Ein topologischer Raum heifit metrisierbar, wenn seine Topologie durch eine Me-
trik induziert werden kann.

1. Ein kompakter topologischer Raum ist lokalkompakt und o-kompakt.
2. R™ ist lokalkompakt, o-kompakt und metrisierbar.

3. Lg[0, 1] ist lokalkompakt und metrisierbar, aber nicht o-kompakt.

Sei (X, T) ein lokalkompakter topologischer Raum, (X, B) der assoziierte Borelsche mef-
bare Raum und g ein Maf auf (X, B). Durch folgende Begriffe werden topologische und
mafktheoretische Eigenschaften verbunden.

Definition 35.2. 1. p ist ein Borelmafs, falls fir jede kompakte Teilmenge K C X
gilt u(K) < oo.

2. Eine meflbare Teilmenge A € B heif§t p-regulédr, wenn die folgenden beiden Bedin-
gungen erfillt sind:

(a) w(A) =sup{u(K) | K C X kompakt und K C A}
(b) p(A) =inf{w(U) | U C X offen und A C U}.

3. Ein Maf p auf (X, B) heifit regquldr, wenn jedes Element von B p-reguldr ist.

96



1. Eine mefsbare Teilmenge A mit pu(A) < oo ist also reguldr genau dann, wenn es fiir
jedes € € R~ eine kompakte Teilmenge K C X und eine offene Teilmenge U C X
gibt mit

KCACU, pwU\K)<e.

2. Eine mefsbare Teilmenge A mit p(A) = oo ist p-reguldr, wenn es fiir jedes N € N
eine kompakte Teilmenge K C X gibt mit

KCA, N<uK).

3. Das Lebesguemafs auf (R™, B) ist ein Borelmafs.
4. Das Zéhlmaf auf (R", B) ist kein Borelmaf.
Im folgenden wollen wir insbesondere die Regularitdt des Lebesguemafes auf (R™,B)

zeigen (Lemma [35.5)). Fiir den Nachweis der Regularitdt von Mafen sind die folgenden
beiden Lemmata hilfreich.

Lemma 35.3. Wenn p(X) < oo gilt, dann ist
R, :={A € B| A ist p-requldr}

eine o-Algebra.

Proof. Man zeigt zunachst, daf R, abgeschlossen unter der Bildung von endlichen Ver-
einigungen und endlichen Durchschnitten sowie Komplenten ist. Das folgt leicht aus den
folgenden mengentheoretischen Uberlegungen:

Wenn fiir Teilmengen K, L, A, B,U,V von X die Relationen
KCACU, LCBCV
gelten, dann auch
KNLCANBCUNV, KULCAUBCUUV
und

UNVINKNL) CU\NK)UVANL) UUV)\(KUL) S (U\K)UV\L).

Gelte nun A C B. Durch Verkleinern von U zu U NV und Vergréfern von L zu K U L
kénnen wir annehmen daf K C L und V C U. Dann gilt
(K\V)CS(A\B) S (U\L), (U\NL\NE\V)CS(U\NK)U(V\L).

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit unter abzédhlbaren Vereinigungen paarweise dis-
junkter Familien. Sei (4;);en eine paarweise disjunkte Familie in R, und A := J,cy Ai.
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Wir geben ¢ € R~ vor. Fiir jedes ¢ € N wihlen wir K;, U; € B derart, dak K; kompakt,
U; offen, K; C A; C U; und pu(U; \ K;) < €27¢ gilt. Es gilt dann

> m(U:) <3 () + 2.

Da Y 2, A < p(X) < oo ist, gibt es ein N € N derart, daf ZfiNH p(U;) < e gilt. Dann
gilt mit Ky := Uﬁ\;O K und U := U,y Us

KvclJAcu
iEN
und

Die Teilmenge K ist kompakt und U ist offen. Da ¢ € R~ beliebig gewahlt werden kann,
gllt UiEN Al S RM‘

Wenn (X, B, i) nicht endlich, aber (X, 7T) o-kompakt ist, dann ist folgendes Lemma hilf-
reich.

Lemma 35.4. Sei (X;)ien eine aufsteigende Familie kompakter Teilmengen von X mit
Uien Xi = X und p ein Borelmaf$ auf (X,B), so daf px, regulir ist. Dann ist auch p
requldr.

Proof. Sei A € B. Wir miissen zeigen, dafs A p-regulér ist.

Wenn p(A) = oo gilt, dann gilt lim; ,o, p(A N X;) = oo. Wir finden dann wegen der
Regularitdt von pa, fiir alle ¢ € N eine kompakte Teilmenge K; C X; mit pu(K;) >
w(A; N X;) — 1. Damit gilt K; C A und lim;_,, pu(K;) = oo.

Sei nun p(A) < co. Dann betrachten wir die paarweise disjunkte Familie (A;);en, A; =
AN (X;\ Xi—1) und argumentieren wir im Beweis von Lemma dalh A = JA; 1~
regular ist. O

Lemma 35.5. Das Lebesquemafl Agn auf (R™, Bgn) ist ein requldres Borelmaf.

Proof. Wir betrachten den Fall n = 1 wegen der einfacheren Notation. Nach Lemma [35.4
reicht es zu zeigen, daf \_p g fiir alle R € R~ regulér ist.

Man sieht leicht ein, daf alle Intervalle [a,b] € [—R, R] A\j_g g-reguldr sind. Da diese
Intervalle die o-Algebra Bi_g g) erzeugen, gilt nach Lemma By nm = Bi-rR!
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Analog zeigt man, daft das Lebesguemak auf (R", Bgn) ein regulires Borelmaf ist. O

1. Die frither konstruierten Mafe auf den p-adischen Zahlen (Z,, B) und Shiftrdumen

(AN B) sind reguliire Borelmafe. In der Tat wird die Borelsche o-Algebra B in diesen
Féllen von Teilmengen erzeugt, die gleichzeitig offen und kompakt sind. Daraus folgt
sofort die Regularitét jedes endlichen Mafes auf B.

. Wenn p ein regulires Borelma® auf X ist, dann gilt C.(X) C LY(X, B, ).

. Wir nehmen an, daft X kompakt ist und betrachten den Banachraum C'(X) mit der
sup-Norm. Der Darstellungssatz von Riesz besagt, dafs jede monotone stetige
Linearform ¢ : C'(X) — R von der Form

0(6) = [ oy

fiir ein eindeutig bestimmtes reguléres Borelmafs p auf (X, B) ist. Monoton heifst
hier, daf fiir alle ¢ € C.(X) gilt:

0<¢ —-0<q(o).

Es gilt ferner ||q|| = p(£2).

Der Beweis des Rieszschen Darstellungssatzes wire durchaus ein Thema fiir diese
Vorlesung, wird aber aus Zeitgriinden nicht durchgefiihrt. Die Idee fiir den Beweis
der Existenzaussage ist, aus ¢ zunéchst ein duferes Mak zu gewinnen und daraus
das gewlinschte Maf zu konstruieren. Die Eindeutigkeitsaussage werden wir weiter
unten zeigen (Lemma [35.6)).

. Wenn wir den Rieszschen Darstellungssatz auf die monotone stetige Linearform

C(-R,R)]) > ¢ /_R é(x)dz € R

anwenden, dann erhalten wir das Mak A_g r). Diese Idee liefert eine alternative
Konstruktion des Lebesguemafses ohne Verwendung von Partitionen.

Wir brauchen eine Verallgemeinerung der Eindeutigkeitsaussage im Darstellungssatz von

Riesz.

Lemma 35.6. Sei (X, T) ein lokalkompakter, o-kompakter und metrisierbarer topologi-

scher Raum und seien p,v zwei requldre Borelmafe auf (X, B) mit

[ odn= [ oav

fiir alle nicht-negativen ¢ € C.(X). Dann gilt p = v.
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Proof. Wir nehmen zunéchst an, daf X kompakt ist. Sei A € B eine mefsbare Teilmenge
von X. Dann gibt es wegen der Regularitdtsannahme fiir jedes ¢ € R~ eine kompakte
Teilmenge K C X und eine offene Teilmenge U C X derart, dafs K C A C U und

p(U\K)<e, v(U\K)<e

gelten. Wegen der Metrisierbarkeit von X (Lemma von Urysohn) finden wir nun eine
Funktion ¢ € C.(U) mit xx < ¢ < xp. Hierbei nutzen wir aus, daf X metrisierbar ist.
Dann gelten

yﬂwﬂWRayﬁwwwwe

und folglich
1(A) = v(A)] < 2.

Da wir € € R~ beliebig vorgeben kénnen, gilt p(A) = v(A).

Den Fall, dafs X nicht kompakt ist, reduzieren wir unter Verwendung der o-Kompaktkeit
von X auf den kompakten Fall. O

Beispiel 35.7. Wir betrachten auf (R, B) das Zahlmaf p und das Mafs v welches die
rationalen Punkte zahlt. Dann gilt

/gzﬁdu:/gzﬁdyzoo

fiir jedes von Null verschiedenes ¢ € C.(R). Das zeigt, dafs man die Bedingung “reguléres
Borelmak” im Lemma nicht einfach weglassen darf.

36 Dichtefunktionen

Sei (Q, R, pt) ein Mafraum und f € £(2, R) nichtnegativ. Dann wollen wir ein neues Maf
fu durch den folgenden Ansatz definieren:

fWR%NmL(MWWZANM

Wir miissen verifizieren, daft dadurch wirklich ein Mafs definiert ist.

Lemma 36.1. fu ist ein Maf auf (Q, R).

Proof. Aus den elementaren Eigenschaften des Integrals folgt die endliche Additivitat. Wir
miissen also nur zeigen, daf fu auch o-additiv ist. Sei (4;);en eine aufsteigende Familie in
R. Wir setzen A := |J,.y Ai- Dann ist (x4, f)ien eine aufsteigende Familie nichtnegativer
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Funktionen in £(€2, R). Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz (angewendet bei !)
gilt

i) = [ i e Lt [ = ()

1. Wir schreiben f =, g, wenn f = g fast iiberall gilt. Die Gleichung v = fu bestimmt
die Klasse [f] beziiglich der Aquivalenzrelation =, auf £(Q, R) eindeutig.

2. Fiir jedes A € R gilt
p(A) =0 = (fu)(4) =0.

Als Verschérfung (siehe Lemma [36.5)) der in 2. beschriebenen Relation zwischen p und fpu
fithren wir den folgenden Begriff ein:

Definition 36.2. Ein Mafi v auf (2, R) ist absolutstetig beziiglich i, falls fir jedes
Ae R mitv(A) < oo gilt

li_{%sup{y(B) |{BeR|BCAAuB)<e}}=0.

Lemma 36.3. Das Maf§ fu ist absolutstetig beziiglich v.

Proof. Das folgt unmittelbar aus Satz O

Beispiel 36.4. Das Maf |z| 7'\ auf (R, B) ist absolutstetig zu u. Es ist kein Borelmaf auf
R, da etwa (|z|7*A)([~1,1]) = oo gilt. Die Einschrankung (|z|~*A)r\joy ist ein reguléres
Borelmaf. Daraus folgt mit Lemma daR |x| 7'\ regulr ist.

Lemma 36.5. Wenn das Maff v auf (2, R) o-endlich und absolutstetig beziglich p ist,
dann gilt fir alle A € R, dafs

p(A)=0 = v(A)=0.
Proof. Sei (A;);en eine monotone Ausschopfung von €2 durch mefbare Mengen endlichen

v-Mafes. Sei A € R eine p-Nullmenge. Wire v(A) # 0, dann wire v(A N A;) # 0 fiir ein
geeignetes ¢ € N. Damit ware aber

limsup{v(B) [ {B € R| BC ANu(B) <)} > v(ANA) £ 0,

da
ANA;e{Be€R|BCAAuDB)<e}.
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Beispiel 36.6. Sei (Z,, B, ;1) der Haarsche Mafraum auf den p-adischen ganzen Zahlen
und x € Z, \ {0}. Sei M(z) : Z, — Z, die Multiplikation mit z. Dann ist M (z).u
absolutstetig beziiglich p ist. In der Tat gilt M (x).u = f,pu mit

Fl) = { P @ u(y) > vy(x)

0 sonst ’

wobei v, : Z, — N die Valuation ist mit v,(p"u) := n fiir alle u € Z).
Beispiel 36.7. In diesem Beispiel studieren wir das Verhalten des Lebesguemalfses unter

Differemorphismen. Ziel ist der Beweis der Transformationsformel.

Wir betrachten also den Lebesgue Mafraum (R™, Bgn, A). Fiir eine offene Teilmenge U C
R™ betrachten wir den Mafraum (U, By, Ajy). Sei f : U — V ein Diffeomorphismus
zwischen offenenen Teilmengen U,V von R™.

Lemma 36.8. Das Maf f.\y ist absolutstetig zu \y. Es gelten die Gleichungen

1
| det(df)| o f

[\ = Av o, fe(ldet(df) [ M) = A

Proof. Die beiden Gleichungen sind dquivalent. Wir zeigen die erste.

Wir wissen schon, dak das Lebesguemals A ein reguldres Borelmafs ist. Damit ist auch
fiv ein reguldres Borelmak. Da f : U — V ein Homéomorphismus ist, ist auch f,\ ein

reguléres Borelmafs. Das Malfs
1

| det(df)| o f!
ist offensichtlich auch regulér, da die Dichtfunktion

1
| det(df)| o f
stetig und damit lokal beschrankt ist.

A\

Fiir jedes ¢ € C.(V) gilt

[ swaire = [ srwiane

) lderaniin)
= [ g )

1
= ), e e

Hier haben wir die Ubereinstimmung von Riemann- und Lebesgueintegral (siche Beispiel
33.4) und die Transformationsformel (Satz verwendet.

Wir haben damit die Voraussetzungen von Lemma [35.6|nachgewiesen. Die Eindeutigkeits-
aussage liefert die Relation

Feho = [ det(df)|(f " (x)) " A\ -
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Beispiel 36.9. Wir betrachten die offenen Teilmengen
U := (0,00) x (0,2m)

und
Vi={(z,y) eR|(z,y) € {0} x [0,00)}
von R2. Die Polarkoordinaten liefern einen Diffeomorphismus

f-U=V o [f(r,¢) = (rsin(¢), rcos(¢)) .
Es gilt det(df)(r, ¢) = r und damit die bekannte Formel

f*(TA\U) = )\|V .

37 Signierte Malte, Hahnsche Zerlegung

Bisher hatten wir immer positive Malfse betrachtet. In der Physik beschreibt man zum
Beispiel Ladungsverteilungen als Make. So wird ein Elektron am Punkt z € R? durch ed,
beschrieben, wobei e < 0 die Ladung des Elektron ist. Nun gibt es auch positiv geladene
Teilchen. Ein System aus endlich vielen solchen Ladungen e; an den Orten x; ist dann
durch ), e;0,, modelliert, wobei die Zahlen e; € R verschiedene Vorzeichen haben. Dies
ist ein typisches Beispiel eines signierten Mafes.

Sei (2, R) ein meRbarer Raum. Wir wollen signierte Mafe als Abbildungen p : R — R
definieren, welche o-additiv sind. Dabei entsteht das folgende Problem. Sei pu(A) = oo
und p(B) = —oo fiir disjunkte A, B € R. Was ist dann pu(A U B) = 0o — oo? Damit der
die o-Additivitat beschreibende Ausdruck iiberhaupt definiert ist, muf also u die folgende
Annahme erfiillen:

Assumption 37.1. Die Abbildung p erfillt mindestens eine der beiden Bedingungen:

1. M*: Es gilt p(A) > —oo fiir alle A € R.

2. M~ : Es gilt u(A) < oo fiir alle A € R.
Definition 37.2. Ein signiertes Maj3 ist eine Funktion p : R — R welche folgende
Bedingungen erfillt:

1. w erfillt Annahme|37.1]
2. u(0) =0.
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3. w ist o-additiv.

Typischer Weise enstehen signierte Mafse wie folgt.
Lemma 37.3. 1. Sei (0, R, 1) ein Mafraum und f € LY(Q, R, i). Dann ist

fuR=R, ()= [ fdy

ein signiertes Maf, welches beide Bedingungen M erfiillt.
2. Sei f € L(), R) nichtnegativ. Dann ist

SRR, (&) = [ fdo

ein signiertes Maf, welches M™* erfiillt.

Proof. Das folgt aus Lemma [36.1} O

Sei p ein signiertes Maf auf (€2, R).

Definition 37.4. Eine Partition {S,T} C R von § heifst Hahnsche Zerlegung von §)
zu jt, falls fir alle A € R gilt

wWANS) <0, und p(ANT)>0.

Lemma 37.5. Sei (Q, R, 1) ein Mafraum und f € LY(Q, R, p). Wir setzen S := {fT > 0}
und T := {f~ > 0}. Dann ist {S,T} eine Hahnsche Zerlegung von 2 zu fpu.

Proof. Offensichtlich. O

Satz 37.6. Sei p ein signiertes Mafs auf (2, R). Dann besitzt p eine Hahnsche Zerlegung.

Proof. Wir nehmen 0.B.d.A. an (ersetze notfalls ; durch —u), dak p die Bedingung M ™
erfiillt, also u(A) > —oo fiir alle A € R gilt. Fiir jedes A € R definieren wir

pr(A)== sup u(B).
BER, BCA

Wegen p(0) = 0 gilt u*(A) > 0. Weiter gilt fiir A’ € R und A’ C A, daf pt(A) < put(A).

Wir setzen
R = {A€R|/ﬁ(A):O}.

Nach Konstruktion gilt fiir A € R~, dafs u(A) <0.
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Sei a = inf 4e - p(A). Dann gilt —oco < a < 0. In der Tat, wéire a = —oo, dann gébe es
eine Folge (4;)ien in R~ mit lim;_, p1(A;) = —oo und damit pu(lJ,cy Ai) = —o0.

Sei (57)ien eine Folge in R~ derart, daf die Folge reller Zahlen (1(S}))ien monoton fallt
und lim; o p(S;) = a gilt. Wir setzen S; := S} \ 75 Si. Sei ferner S := |J,y S; und
T:=Q\ S. Dann ist (5;);en eine paarweise disjunkte Zerlegung von S.

Fir A € R gilt nun (beachte, daff AN .S; C S} und deshalb p(ANS;) < p*(S7) gilt)

pANS) = pAn|Js)

1€EN

= > WANS)

ieN
< > o ut(S)
ieN
= 0.
Es bleibt zu zeigen, daf auch p(AN7T) > 0 gilt.

Sei
F:={Ac€ R|ACTund u(A) <0} .

Wir miissen zeigen, daf F' = (). Wir nehmen das Gegenteil an.
Zuerst zeigen wir, dap fiir alle A € F' die Ungleichung p(A) > 0 gilt. Es gilt
u(S) = p(S\ ) + u(S)

fiir alle ¢ € N. Wegen
p(S\ ) =p(SN(S\5)) <0

gilt
1(S) < p(S;)
fiir alle 7 € N und damit
—oco < u(S) < lim u(S)) =a .
71— 00

Aus der Definition von a, SN A =0 (da A CT) und u(A) <0 (wegen A € F)
a = p(S) > p(A) + pu(S) = (AU S)

folgt, dakk AUS ¢ R™. Damit ist ™ (AUS) > 0. Also gibt es ein B C AUS mit 0 < u(B).
Dann gilt (wegen SN A =0 und u(BNS) <0)

O<u(B)=pu(BN(AUS))=pu(BNnA)+uBNS)<uBNA).

Wegen BN A C A gilt also u*(A) > 0.
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Wir konstruieren nun induktiv eine absteigende Folge (A;);en in R. Sei Ay € F beliebig.
Eine solche Menge existiert nach unserer Annahme. Sei jetzt n € N die Mengen A; fiir
1 < n schon konstruiert. Wir wahlen B,, C A,, derart, dafs

1 p(Ap) =00
B,) >
0B 2 | e | ) < o
gilt. Wir setzen A, 11 := A, \ B,
Wir definieren nun A := Ay \ U, ey Bn- Es gilt dann
0> u(Ay) = )+ Z u(B > —00 .

Damit ist A € Fund 0 < ™ (A) < u'(A,) fir alle n € N. Weiterhin konvergiert die Reihe
Yoo o i(By). Also gilt lim,, o p(B,,) = 0. Daraus folgt aber auch lim,_,. p"(4,) = 0.
Also gilt u*(A) = 0. Dies ist ein Widerspruch. O

38 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir betrachten einen Mafraum (2, R, it). Sei A ein signiertes Maf auf (€2, R).

Definition 38.1. 1. FEine Menge T' C R heifit Trdager von X, falls A(A) = 0 fir alle
mefsbaren A C T° gilt.

2. X heifit singuldr zu p, falls X einen Trager besitzt, welcher eine p-Nullmenge ist.

1. Das Diracmafs g singulér zu Ag» auf (R", ). In der Tat ist {0} ein Tréger von dy,
welche eine A\gn--Nullmenge ist.

2. Sei (Q, R, u) ein Mafraum. Ist f € LY(Q, R, 1), so ist {f # 0} ein Triger von fpu.

3. Sei (2, R, pt) ein Makraum und (),) eine Folge von zu p singuldren Mafen. Dann
ist D ,cnAs ein zu p singuldres Maf.

4. Sei (2, R, i) ein o-endlicher Mafsraum. Dann gibt es hochstens abzéahlbar viele Punk-
te € Q mit u({z}) # 0. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Maf v, welches zu
0= cqm({r})d, singuldr ist, so dak v + o = p gilt.

Satz 38.2. Sei (Q, R, ) ein o-endlicher MafSraum und v ein weiteres o-endliches Maf

auf (Q, R). Dann ezistiert ein nichtnegatives f € L(Q, R) und ein zu p singuldres Mafi A

derart, daff v = fu+ A. Dabei ist v eindeutig und f bis auf” =] eindeutig bestimmd.
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Proof. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeitsaussagen. Seien f; und A;, ¢ = 0,1, wie im
Satz. Seien Z; € R Trager von \; mit u(Z;) = 0. Wir setzen Z := Zy U Z;. Dann ist Z
eine p-Nullmenge und damit auch eine fu-Nullmenge. Es gilt fir A € R mit A C Z, daf
M(A) =v(A) =\ (A). Fir A € R mit A C Z¢ haben wir A\g(A4) =0 = A\ (A). Damit gilt
Ao = A\1. Weiter gilt fir A € R mit A C Z¢

(for)(A) = v(A) = (fin)(A) .
Damit gilt fojze =, f1jze. Da Z selbst eine p-Nullmenge ist, gilt fo =, f1.

Wir zeigen nun die Existenz von A, v mit den gewiinschten Eigenschaften. Zunachst neh-
men wir an, daf v(Q) < oo ist. Sei

F={felQR)[f>0und fp<v}.
Diese Menge ist halbgeordnet durch folgende Relation:
[ >"g falls fu>gp.
Wir zeigen, daf F ein maximales Element enthélt, welches wir mit f bezeichnen werden.

Seien h,g € F. Dann ist auch hV g € F (mit hV g := max{h, g}). In der Tat gilt fir alle
A€ R, dak

(hV g)(4) = / (hV g)du

= / hdp + / gdp
An{h>g} An{h<g}

< v(An{h>g})+v(An{h < g})
= v(A).

Sei (gy) eine aufsteigende (im Sinne der Ordnung von Funktionen) Folge in F. Dann ist
auch lim,, .o g, =: g € F. Sei A € R. In der Tat gilt fiir alle n € N

(gatt) (A) = / g dp < v(A) .

Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz schliefsen wir

(gu)(A)z/gduz/ lim g, dp = lim /gn dp < v(A) .

Sei nun K := sup,c#(gp)(2). Klar ist K < v(2) < oo. Sei (hy)nen eine Folge in F mit
lim, o0 Ry () = K. Wir definieren eine aufsteigende Folge (gy,)nen durch g, := /I, h;.
Dann gilt wegen h,, < g,, auch lim,,_,(g,1)(©2) = K. Wir setzen f := lim,, g,. Es gilt

oo >v(2) > K = lim gndu:/fd,u.
Q Q

n—o0
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Sei jetzt g € F und A € R. Dann gilt

(1) (A) + (f ) (A%) ((gV N (A) + (g V ) (A%)

= (fu)(A) + (fp)(A°) .

Da (fu)(A°) < oo ist, gilt (gu)(A) < (fu)(A). Wir schliefen, dak g” <" f ist. Dies zeigt,
dak f maximal in F ist.

Wir definieren nun das Mafs A := v — fu. Wir miissen zeigen, dak A\ zu p singulér ist. Wir
betrachten dazu die signierten Mafse

1 1
= —p—A=(f+-)u—
n n

In der Tat erfiillt «,, wegen v(Q2) < oo die Bedingung M ™.

Sei (S,,,T,) eine Hahnsche Zerlegung zu «,,. Wir setzen S := UnEN S, und zeigen, daf S
ein Trager von A mit pu(S) = 0 ist. Es gilt fiir A € R, dak

(fr)(A) + u(AﬂS)

(fr)(A) +A(Ams )+ an(ANS,)
(f1)(A) + A(A)

v(A) -

((f + ~xs.))(A)

VAN

Damit ist 1
[+ (ﬁXSn) eF.

Wegen der Maximalitdt von f gilt xg, 0 = 0, also p(S,) = 0. Wir sehen, dal u(S) = 0
gilt.

Um zu zeigen, daf S ein Tréger von A ist, wihlen wir eine Ausschépfung (€2;);en von
mit durch mefbare Mengen mit p(€2;) < oco. Wir betrachten A C S¢ = (1, .75 Dann
gilt fiir jedes n € N, daf

an(ANQ) = an(ANQNT,) > 0.

Wir sehen, dafs fiir alle n € N gilt :
1

Wir schlieften, daf A\(ANE2;) = 0 fiir jedes i € N und damit auch A\(A) = lim; A(ANQ;) =0
gilt.

Wir haben jetzt den Satz unter der Voraussetzung, daf v endlich ist, gezeigt. Wir nehmen
nun an, daf v nur g-endlich ist. Sei (X,,) eine abzdhlbare paarweise disjunkte Zerlegung
von {2 mit v(X,,) < oco. Wir wenden den Satz auf v, := xx, v an und erhalten Funktionen
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fn und Mafke A, derart, dak v,, = fou+ A, Sei f:=> found A =) A,. Dann ist A
zu p singuldr und es gilt v = fu + . O

Folgerung 38.3 (Satz von Radon-Nikodym). Sei (2, R, ) ein o-endlicher Mafraum
und v ein o-endliches beziiglich yi absolutstetiges MafS. Dann existiert eine bis auf " =},
eindeutig bestimmte nichtnegative Funktion f € L(S, R) derart, daf

v=fu.

Proof. Wir schreiben v = fu 4+ A, wobei A zu p singulér ist. Sei Z eine Trégermenge von
A mit u(Z) = 0. Dann gilt A(Z¢) =0 und A\(Z) = v(Z) = 0. Damit gilt A = 0. O

Folgerung 38.4 (Lebesguesche Zerlegung). Sei p ein o-endliches Majf$ auf dem Lebesgue
Raum (R™, B, X). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes atomares Maf§ p,, ein atomfreies
zu A singuldres Maf jusing und ein nichtnehatives f € L(R™, B), so daff

W= fge + Hsing + Hp
gilt, wobei fiq. == f\ ist.

Beispiel 38.5. Hier ist ein Beispiel fiir ein singulérstetiges Mak. Sei C' C [0, 1] die Can-
tormenge derejenigen Zahlen, welche in ihrer triadischen Darstellung keine 1 enthalten.
In der Notation von Beispiel ist C' = Cy3. Es gilt A(C) = 0. Wir betrachten die
Funktion F': [0,1] — R, welche durch

min{é,a;=1} '

F(z) = Z a;2™"
i=1

gegeben wird, wobei x = Y 7, ;37" die triadische Darstellung ist. Diese Funktion ist

monoton wachsend und stetig und erfiillt '(0) = 0, F/(1) = 1. Damit ist sie Verteilungs-

funktion eines Mafles ue, welches durch

pola, b)) == F(b) — Fla)
bestimmt ist. Es gilt uo ([0, 1]\C) = 0. In der Tat ist uc([1/3,2/3)) =0, uc[1/9,2/9)) =0
etc. Folglich ist C' eine Trigermenge von puc. Das Mak o hat keine Atome.

Die Funktion F ist fast tiberall differenzierbar und es gilt F’ = 0. Sie ist aber dennoch
nicht konstant. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kann auf F' nicht
angewendet werden.

Alternativ kann das Ma® uc wie folgt beschrieben werden. Sei (AN, B, i) der Shiftraum
iber A = {0, 1,2}, wobei p durch die Gleichverteilung auf A bestimmt wird. Wir betrach-
ten die mefsbare Abbildung

o AN SR, D((a) =) a3
=0
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gegeben. Dann gilt puo = ®,pu.

39 Instruktive Argumente

Satz 39.1. Fir jedes endliche f € L'(R, Ry, |.|) gilt [5 fd|.| =0.

Proof. Wir betrachten die Funktion & : R x R — R, welche durch h(t,z) = X<y () f ()
gegeben ist. Fiir jedes t € R ist R 3 x +— h(t, z) integrierbar. Wir setzen

W(t) = /Rh(t,:c)d 2] .

Weiter gilt fiir jedes x € R, dal lim;_,_, h(t,z) = 0 und limy_,, h(t,x) = f(x). Dann gilt
nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (mit integrierbarer Majorante | f|) daf

lim )(t) :/ lim A(t,z)d|z] =
t——o00 Rt

——00

0
tim w(t) = [ Jim hi)dlel = [ £l

Die Behauptung folgt nun sofort aus der folgenden Tatsache : Die Funktion 1) ist in jedem
t € R differenzierbar und es gilt £i(t) = 0.

Sei ty € R gegeben. Dann gilt ¢ (t) = fR\{tO} h(t,z)d|z| weil {to} eine |.|-Nullmenge ist.
Fiir jedes © € R\ {to} existiert ein Intervall (ty — €,t9 + €), so dak %h(t, x) = 0 fir alle
te (to - E,t0+€).

Die Funktion h(t,x) ist also fiir jedes z € R\ {to} in einer Umgebung von t, beziiglich
x differenzierbar. Dabei ist die Ableitung gleich Null und hat insbesondere eine Majo-
rante, ndmlich die Nullfunktion, welche natiirlich integrierbar ist. Damit kénnen wir die
Ableitung unter das Integral ziehen. Es gilt

d d
(£> [t=to v = /R\{to} (E) [t=to h(t, z)dlx| =0 .

Die Behauptung folgt nun, da wir ¢y beliebig vorgeben konnen. O

Satz 39.2. Fiir jedes reelle Zahl v € R gilt r = 0.

Proof. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir r > 0 annehmen. Wir betrach-
ten die folgenden beiden Mafrédume :

L. (leRh:ul) = (R’ RH’ ||)7
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2. (Qq, R, p2) = (R, P(R), p2), wobei ps(A) :=tA, A € P(R), das Zahlmafs ist .

Sei nun (2, R, p) = (Q, Ry, p11) x (Qa, Ra, p12). Insbesondere gilt Q = R?. Wir betrachten
die nichtnegative Funktion f : {2 — R, welche durch

0 T#y
flr,y)=1 0 z=yundz ¢[0,1]
r x=yundz € [0,1]

gegeben ist. Diese Funktion nimmt nur zwei Werte an. Die Menge f~!({r}) = {(x,z) |z €
[0,1]} ist meRbar. In der Tat ist sie abgeschlossen. Sie ist mefbar, weil B(R?) C R. In der
Tat ist B(R?) sogar in der Algebra R von (R, Rj|) x (R, R|) = (R?, R) enthalten. Da nun
sicherlich R | C P(R) gilt, haben wir B(R?) C R. Die Funktion f ist somit sogar einfach.

/Ql ( o f(x’y)dua(y)> dpi(z) =7 .

Das innere Integral ergibt

Wir berechnen nun

r xE[O,]

In der Tat, fiir € [0,1] ist y — f(x,y) gleich rxy,. Sie ist gleich Null falls = ¢ [0, 1].
Es gilt aber ps({z}) = 1. Damit ist sz f(x,y)dpa(y) gleich rx,1). Diese hat Lebes-
gueintegral 7.

Qo

Aus der Endlichkeit dieser Integrale schlieffen wir mit dem Satz von Fubini, dafs f €

L£Y(Q, R, 1) und
/ fdu=r
Q

gilt. Natiirlich konnen wir die Integrationen auch in der anderen Reihenfolge ausfiihren.

Es gilt
/Q2 < o f(x,y)dul(x)> djis(y) = 0 .

In der Tat ist fiir ein festes y € [0, 1] die Funktion « — f(x,y) gleich rx .. Sie ist Null
fir y € [0,1]. Da {y} aber eine |.| = p;-Nullmenge ist, gilt schon le f(z,y)dp (z) = 0.

Damit haben wir
o | ( F (@, y)dps (2 )m / Fd
Q2 \Jo,

gezeigt. Folglich mufs » = 0 gelten. O

Satz 39.3. Jedes o-endliche Mafs ist atomar.
Folgerung 39.4. R ist abzdahlbar.
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Proof. Sei (2, R,v) ein o-endlicher Mafkraum. Wir betrachten daf Zahlmaf p auf R mit
w(A) :=4(A). Dann gilt fiir jede Menge A € R, dak

pA)=0=A=0=v(A4)=0.

Wir wenden nun den Satz von Radon-Nikodym an, welcher eine Darstellung v = fu
fiir eine mefbare nichtnegative Funktion f liefert. Da p = (3, q0s)r ist, gilt v =

(Zmeg f(x)éz>|R O

Proof. (der Folgerung) Das Lebesguemaf ist o-endlich und damit atomar. Das es nicht

verschwindet, gibt es einen Punkt x € R mit ¢ := |[{z}| # 0. Wegen der Translationsinva-
rianz gilt dann |[{z}| = ¢ fiir alle # € R. Da das Lebesguemaf o-endlich ist, mufs also R
abzahlbar sein. O

40 Aufgaben

1. Sei Q eine Menge und S C P(Q). Sei weiter Z* der Ring der Z-wertigen Funktionen
auf Q. Fiir A C Q sei x4 € Z°,

1 z€A
XA(x):{Ong )

die charakteristische Funktion von A. Sei U C Z% der kleinste Unterring mit 1,
welcher alle x4 mit A € S enthélt. Zeige, daf A € R(S) genau dann gilt, wenn
xa €U.

2. Seien €;, i € {0,1} Mengen und S; C P(€2;) unter Komplementbildung abgeschlos-
sene Teilmengen. Dann bilden wir

S()XSlZ:{AXB|AESO,BGSl}gP(Q()XQI).

Zeigen Sie, daf
R(So x S1) = R((So x {0 }) [ J{Q} x 51)) -

3. Sei f: Qp — 2 eine Abbildung zwischen Mengen und S C P(€;). Zeigen Sie, daf
f*R(S) = R(f*S) gilt. Zeigen Sie weiter, dak mit S auch f*S eine Partition ist.

4. Sei f: C — C eine durch ein quadratisches Polynom gegebene Abbildung. Sei p das
Zahlpramaf auf (C,P(C)). Finden Sie die maximale Teilmenge U C C derart, daf

firr@yus-1w) = 2o ist.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sei f: Qp — O eine Abbildung endlicher Mengen. Fiir A € P(§2;) und B € P(Q)
definieren wir p(A) := ff~*(A) und v(B) := #f(B). Untersuchen Sie, ob v oder p
auf jeweils der ganzen Potenzmenge definierte Pramafie sind.

Seien (€, R;, it;), i = 0,1 pramefbare Rdume und (Q, R) = (Qo, Roy) x (241, Ry).
Zeigen Sie, daf es genau ein Pramafs p auf (2, R) mit pu(Ag x A1) = po(Ao)pi(Ar)
fiir alle A; € R; gibt.

Sei R die in der Vorlesung definierte Algebra auf Z, (p-adische Zahlen). Finde eine
Menge A C Z, mit A € R.

Sei (AN, R, u) der Priamafraum mit der Algebra der Zylindermengen R und dem
durch eine Funktion f : A — [0, 1] gegebenen Mak (siche Vorlesung). Wir definieren
T : AN — AN durch T((ay,)) := (by) mit b, := a,,, fiir alle n > 0. Zeigen Sie, dak
Ty = p gilt.

. Wir betrachten den mefbaren Raum (R, B) (Borelsche o-Algebra). Zeigen Sie, dafs

eine stiickweise stetige reellwertige Funktion (R, B) — (R, B) mekbar ist.

Wir betrachten den mefbaren Raum (R",B") (Borelsche o-Algebra) und einen
weiteren mefbaren Raum (X, R). Zeigen Sie, dak aus der Mefsbarkeit von f,¢g :
(X, R) — (R™, B") auch die Mefbarkeit von f + g folgt.

Sei (X, R) ein mefsbarer Raum und f : X — X eine mefbare Bijektion. Ist dann
auch f~!: X — X mefbar?

Sei (X, T) ein topologischer Raum mit der Hausdorff-Eigenschaft und B die dazuge-
horige o-Algebra. Zeigen Sie, dafs alle abzéhlbaren Teilmengen von X mefsbar sind.
Kann man die Hausdorft-Voraussetzung weglassen?

Seip € N eine Primzahl. Zeigen Sie, daf man jedem Element (a;) € Z, C [[;5¢ Z/p'Z

eine wohlbestimmte Folge (b;) € {0,1,...,p—1}" zuordnen, so dak a; = [>__}, bep™)z iz

fiir alle ¢ gilt. Zeigen Sie, dak die so definierte Abbildung Z, — {0,1,...,p — 1}
bijektiv, stetig und mefkbar ist. Ist die Umkehrabbildung auch stetig?

Wir betrachten (N, P(N)) und die Abbildung u : P(N) — [0, o] mit
00 |A] = o0
A) = a
{5 o (423
Zeigen Sie, dafs p endlich additiv ist. Gilt auch die o-Additivitat?

Sei A eine endliche Menge und P € [0,1]4*4 eine stochastische Matrix, d.h es
gilt > .4 Pla,b) = 1 fiir alle a € A. Sei weiter p : A — [0,1] eine Funktion
(Anfangsverteilung) derart, dak ) _,p(a) = 1 gilt. Wir betrachten den mefbaren
Raum (AN, R) (Algebra der Zylindermengen) und definieren

n—1

w(q, (a1, ... an)) == play) H P(a;,a;41) ,

i=1
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

wobei g, : AN — A" die Projektion auf die ersten n Komponenten ist. Zeigen Sie,
daf dadurch ein o-additives Wahrscheinlichkeitsprimaf auf (AN, R) festgelegt wird.

Sei (R™, R"™) der n-dimensionale euklidische Raum mit der dyadischen Algebra. Zei-
gen Sie, dafs jede offene Teilmenge von R" eine Vereinigung einer abzéhlbaren paar-
weise disjunkten Familie von Elementen aus R" ist.

Wir betrachten eine Folge (z,),eny von Folgen nichtnegativer reeller Zahlen. Wir
schreiben x,(7) fiir das i-te Glied der Folge z,,. Wir nehmen an, daf fiir jedes i € N
die Folge (x,())neny monoton wichst und den Genzwert y(i) hat und daf S :=
Yoo y(i) existiert. Zeigen Sie, daf dann S, := > .o, x,(i) fiir alle i € N existiert
und lim,, ., S, = 9 gilt.

Fiir eine Menge 2 betrachten wir den mefsbaren Raum (€2, P(£2)). Sei f : © — [0, o0
gegeben und p : P(Q) — [0, 00] das f-gewichtete Zahlpramaf

pA) =Y f@), AcP@).

T€EA

Zeigen Sie, dafs 1 ein Mafs ist.

Wir betrachten den PramaRraum (R, D', ) mit der dyadischen Algebra und dem
Lebesgueschen Pramak p. Sei F,, := [-2™,27™) und A € D' unbeschrinkt. Zeigen
Sie, daf fiir alle m € N die Relation AN F,,, € D! gilt und lim,, ..o (AN F},) = o0
ist [T

Wir betrachten den Schiftraum (AN, 7) mit der von den Zylindermengen erzeugten
Topologie. Zeigen Sie, daf AN kompakt ist (Hinweis: Satz von Tychonov benut-
zen). Zeigen Sie weiter, daf fiir jede absteigende Familie (A;);eny abgeschlossener
nichtleerer Teilmengen gilt (),oy A:i # 0.

Wir betrachten die Teilmenge A C [0,1] derjenigen reellen Zahlen, deren Dezi-
malbruchentwicklung die Ziffern 3,5,7 nicht enthilt. Zeigen Sie, dafR A € B(R')
(Borelsche o-Algebra). Nehmen Sie an, daf das Lebesguepramafs eine Ausdehnung
zu einem Mafs p auf B hat. Berechnen Sie u(A).

Sei ) eine Menge und (z,,)nen eine Folge in Q. Fir A C Q definieren WiI"E|
e {1, ... €A
p(A) = limsup tiedl, . n}le; € A4} .

n n

Zeigen Sie, daf p(A) wohldefiniert ist. Ist p ein Pramaf?

Sei ) eine Menge und (z,)nen eine Folge in ). Wir setzen

t{i e {1,...,n}z; € A}
n

existiert} .

R:={AecPQ)|uA) = lign

Zeigen Sie, daf R eine Algebra und p ein Pramaf auf R ist. Ist R eine o-Algebra
und g ein Malfs?

!Das wurde im Nachweis der o-Additivitit von p in der Vorlesung benutzt!
24X bezeichnet die Anzahl der Elemente von X
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Wir betrachten das Einheitsintervall [0, 1]. Finden Sie eine Folge (x,,)nen in [0, 1]
derart, daf fiir jede stetige Funktion f € C([0,1]) gilt

i TS [

n—oo

Sei f : R — R eine stetige nicht-negative Funktion mit kompaktem Trager. Wir
betrachten A := {(z,y) € R?|0 < y < f(x)}. Zeigen Sie, daRk A eine Borelmenge
mit dem Lebesguemaf ffooo f(z)dz ist.

Fiir a,b > 0 betrachten wir die Menge E := {az? + by* < 1} C R2. Zeigen Sie, daf
E eine Borelmenge ist und berechnen Sie ihr Lebesguemaf.

Sei A eine endliche Menge und f : A — [0,1] derart, dak > _, f(a) = 1. Sei
(AN B, i) der zu diesen Daten gehérende Schiftraum. Ein Element (a;);ey heifit
letzlich periodisch, wenn es i, p € N gibt, so daf fiir alle i > ¢y gilt a;1, = a;. Sei
P C AN die Teilmenge der letzlich periodischen Elemente. Zeigen Sie, daf P € B
ist und bestimmen Sie p(A).

Sei A eine endliche Menge und f : A — [0,1] derart, dak > _, f(a) = 1. Sei
(AN, B, 1) der zu diesen Daten gehérende Schiftraum. Mit 7' : AN — AN bezeichnen
wir die Verschiebung. Zeigen Sie, da® fiir jede unter 7" invariante (d.h. T(W) = W
erfiillende) Teilmenge W € B gilt u(W) € {0,1}.

Sei F C P(N) ein nicht-trivialer Ultrafilter auf N und x : P(N) — [0, 1] durch

1 AeF
“(A):{o AgF

gegeben. Bestimmen Sie die dufsere Erweiterung von p.
Sei C.(R) die Menge der stetigen Funktionen auf R mit kompaktem Trager. Fiir
A C R sei x4 die charakteristische Funktion von A und

i

(4) = inf rec,®) xa<s | f(x)dz A beschrinks
' 00 A unbeschrankt

Ist /1 ein duferes Mak auf P(R) bzw. P([0, 1])?
Wir betrachten den Schiftraum (AN, R, 1) zu A := {—1,1} und f: {-1,1} — [0,1],
)

f(—):—af() 1 —a mita e [0,1]. Sei W : AY — R durch W((a;)
Zz 127 ¢ gegeben. Bestimmen Sie W.(u )((%, %))

Wir betrachten einen Pramafraum (€2, R, 1) und bilden die dufere Erweiterung fi
und die Menge der bez. fi zerlegenden Mengen Rj;. Sei U C Rj; eine Algebra und /i
die dukere Erweiterung von fij;r. Zeigen Sie, daf i = i gilt.

Sei p ein Wahscheinlichkeitsmaf auf (R, B). Die Funktion F' : R — [0,1], F(z) :=
p((—o00, x)) heilst Verteilungsfunktion von p. Zeigen Sie, dafs
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34.
35.

36.

37.

38.

39.

(a) F linkseitig stetig ist,
(b) F monoton wachsend ist,
(¢) und lim,,_ F(x) = 0 und lim,_,,, F'(z) =1 gilt.

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion des Diracmafes dp auf (R, B).
Zeigen Sie, daf eine Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften

(a) F ist linkseitig stetig
(b) F ist monoton wachsend
(c) limgy o F(z) = 0 und lim, , F(z) =1

die Verteilungsfunktion eines eindeutig bestimmten Wahrscheinlichkeitsmafses p auf
(R, B). (Hinweis: Konstruieren Sie p dhnlich wie das Lebesque Maf$ ausgehend vom
Pramafs, welches den dyadischen Intervallen [a,b) das Maf$ F(b) — F(a) zuordnet.)

Sei f : R — [0, 00) eine stetige Funktion derart, dak [*° f(x)dz = 1 gilt. Zeigen Sie,

dak es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs p auf (R, B) gibt mit p([a, b)) = f; f(x)dx
(Sie konnen Aufgabe |35 benutzen.).

Sei A := {-1,1} und p : A — [0,1] durch p(—1) = p(1) = % gegeben. Wir be-

trachten den durch diese Daten festgelegten Schiftraum (AN, B, u). Wir defineren
die Teilmenge C' C AN durch

C:={(a;) € AV| Z% konvergiert} .
i=1

(a) Zeigen Sie, daf C' mekbar ist.
(b) Zeigen Sie, dafs u(C) € {0,1} gilt.

Entscheiden Sie, ob u(C) =1 oder pu(C) = 0 gilff]

Sei A:={-1,1} undp: A — [0,1] durch p(—1) = p(1) = 5 gegeben. Wir betrachten
den durch diese Daten festgelegten Schiftraum (AN, By, 1) und die Abbildung f :
AV 5 R,
() a;

f(a) = 25
Zeigen Sie, daR f : (AN, Buv) — (R, Bg) meRbar ist und bestimmen Sie die Vertei-

lungsfunktion (siehe Aufgabe 1) des Wahrscheinlichkeitsmafses fip.
Sei (Q, R, 1) ein Mafraum und A € R mit 0 < pu(R) < oco. Wir definieren

o (AN B)
VB =

Zeigen Sie, dak (€2, R, v) auch ein Mafsraum ist.

BeR.

3Ich kenne die Antwort bisher auch nicht!
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40.

41.

42.

43.

Wir betrachten den Lebesgue Mafraum (R, B, |.|). Sei f : R — [0, 00) stetig. Zeigen
Sie, dafs

b
- / f(x)dz

gilt, wobei auf der linken Seite das untere Integral und auf der rechten Seite das
Riemannintegral steht.

Sei F ein nicht-trivialer Ultrafilter auf N. Zeigen Sie, dafs die folgende Vorschrift ein
stetiges, positives lineares Funktional

lim: *(N) - R
f

definiert, wobei {*°(N) den Banachraum der beschriankten reellen Folgen auf N mit
der Supremumnorm bezeichnet. Sei a := (a;)ieny € [®°(N) und 0 < L € R derart, dafs
—L <inf;a; <sup;a; < L gilt. Ist P = {P,...,P.} eine Partition des Intervalls (—L, L),
dann definieren wir die Partition A = {A;,..., A} von N durch A; := {i € N|a; € BF;}.
Dann gehért genau ein Element von A zu F.
Mt

I(P) = — inf

()= 2o (g e = g ™)

bezeichnen wir den Durchmesser der Partition. Wir wdahlen nun eine Folge von Verfei-
nerungen von Partitionen P(n) = {P1(n),..., Py (n)} derart, daf lim, o [(P(n)) =0
gilt. Wir erhalten damit eine Folge von Partitionen A(n) von N und eine Folge A;,)(n) €
F N P(n). Fir jedes n € N wéhlen wir ein i, € Ajyy(n). Wir definieren

li]r__n(ai) = nl_)r{.lo ai, -

Diese Definition ist unabhdngig von den Wahlen.

Sei A eine endliche Menge. Wir betrachten den mefbaren (Schift-)Raum (AN, R)
mit dem Schift 7. Wir definieren fiir n € N, z € AY und eine stetige Funktion
feaAn)

1 < :
M, (x; f) := — T'z) .
4) = o)
Sei F ein Ultrafilter. Zeigen Sie (1. Aufgabe benutzen), daf

f o i (M, (@3 1)ner)

ein stetiges positives T-invariantes lineares Funktional ¢r, : C(AY) — R definiert
(hierbei wird C(AN) als Banachraum mit der Supremumnorm betrachtet).

Sei 1 das MaR auf (AN, R), welches durch die Gleichverteilung auf A induziert wird.
Zeigen Sie, daf es ein x € AV gibt, fiir welches ¢z, (f) = [, f(x)du(z) (Aufgabe
2.) gilt.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

Seien p,q : A — [0,1] zwei Verteilungen auf A und pu,, p, die dazugehorigen Mafse
auf dem Schiftraum (AN, R). Zeigen Sie: Wenn p # ¢, dann gibt es eine meRbare
Teilmenge B C AN mit u,(B) =1 und yu,(B) = 0.

Sei (Q, R, 1) ein Mafraum, (f;);en eine Folge von nicht-negativen mefibaren Funk-
tionen und gelte lim;_, fﬂ fidp = 0. Zeigen Sie, daf dann f; — 0 dem Mafe nach
(also stochastisch) gilt, nicht notwendig aber auch f; — 0 fast tiberall (bez. p).

Untersuche folgende Folgen mefibarer Funktionen auf (R, R, |.|) auf Konvergenz
(fast {iberall, beinahe gleichméfsg, stochastisch):

(a) fi:= Xpit1]
(b) fi = Xpja—*( JH)Q w, wobel i = 28 + j mit j € [0,2%), k € N
() fi = Xpyz'
Welche der folgenden Funktionen sind in £'(R, Ry, |.|)?
= 1+x2
f = 1+‘x| sin(x)
f = 2Xeano
f= |x|1/z><< LN}

Sei ¢ : R — R ein stetig differenzierbarer Diffeomorphismus. Dann gilt die Trans-

formationsformel
/f )| (z)|do = / e

fiir das Riemannsche Integral. Wir hatten schon gesehen (im wesentlichen Aufgabe
4, Blatt 5), dak eine nicht-negative stetige Funktion A : ]R — [0,00) ein eindeutig

bestimmtes Mafs py auf (R, B) definiert, fiir welches py([a, b)) f h(z)dx gilt.
Zeigen Sie unter Benutzung dieser Tatsachen, dafs

¢*"— #

']
gilt.

Sei ¢ : R? = R durch ¢(z,y) = = + y gegeben. Fiir endliche Mafe p, ¢ auf (R, Bg)
betrachten wir das ProduktmaR p x ¢ auf (R?, Bgz) und definieren

prq=o.(pxq).
Zeigen Sie:
(a) p* q ist endlich.
(b) pxg=qxp
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50.

ol.

92.

93.

o4.

95.
96.

41

(c) r*x(p*xq) = (r=*p)=xq (fiir ein drittes endliches Maf r auf (R, Bg))

(d) do * p = p fiir das Dirac maf &y in 0.
Fiir f € L*(R, Bg,|.|) betrachten wir das endliche signierte Maf p; := f|.|. Zeigen
Sie, daf es fiir f,g € L'(R,Bg,|.|) eine eindeutig bestimmte Funktion f * g €
LY(R, B, |.|) derart gibt, daf ps * p, = pis., gilt (siche Aufgabe , ausgedehnt auf
signierte Mafe). Zeigen Sie weiter, daf fir f € CX(R) auch f* g € C*(R) und
Lfr % G = [i(f+gy gilt, wobei f" die Ableitung von f bezeichnet.

Sei f € C° mit [, f(z)dx = 1. Wir setzen f.(z) := L1 f(%) fiir e > 0. Zeigen Sie, daf

T e

fiir jedes g € L' (R, Bg, |.|) in der Norm ||.||; gilt:
161iglfe *g=4g .

Sei b > 0. Zeigen Sie, dak durch

1 bz2
Br > A— / e 2 |dz
K \V2mh Ja lda

ein Wahrscheinlichkeitsmafs p;, auf R definiert wird. Bestimmen Sie b3 > 0 als Funk-
tion von by, by > 0 so dal pp, * fp, = s gilt (siche Aufgabe [49)).

Sei B eine symmetrische positiv-definite n x n-Matrix. Zeigen Sie, daf durch

Brr 2 A —

we o A

ein Wahrscheinlichkeitsmaf pp auf R™ definiert wird.

Sei ¢ : R" — R™ die Projektion auf die ersten m Koordinaten. Bestimmen ei-
ne symmetrische positiv-definite m x m-Matrix C' derart, dall ¢, up = pc. Ist C
eindeutig.

Sei up wie in Aufgabe [53| Berechnen Sie [p, [z[*dug(z).

Sei
A={(z,y,2) eR*|2® + 9" <22 +1 [z <1}

Skizzieren Sie diese Menge und berechnen Sie ihr Lebesguemalfs |A.

Aufgaben - 2013

Aufgabe 41.1. Sei A C R" eine kompakte Teilmenge.

1.

Zeigen Sie, dafs
v(A) = inf / ¢(x)dx

{6EC(RM) | da=106>0} Jp
wohldefiniert ist.
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2. Zeigen Sie, daft

u(A) := sup / o(x)dx
{#€Cc(R") | supp(¢) S(A\OA)AP<1} JR™
wohldefiniert ist.
3. Zeigen Sie, dak u(A) < v(A) gilt.
4. Zeigen Sie, dafs fiir zwei kompakte Teilmengen A, B C R" die Ungleichung v(A U
B) <wv(A) +v(B) gilt.
5. Zeigen Sie weiter, daf v(A U B) = v(A) + v(B) gilt, falls AN B = 0.

Wenn u(A) = v(A) gilt, dann definieren wir vol(A) := u(A).

Aufgabe 41.2. 1. Wir betrachten ein Intervall A := [a,b] C R. Zeigen Sie, dak
vol(A) = b — a gilt. Benutzen Sie die Definitionen aus Aufgabe 1.

2. Sei nun ([a;, b;])i=1...» eine Familie von Intervallen und

.....

n

A= H[Cl“bl] g R"™ .

i=1
Zeigen Sie, dafs vol(A) =[], (b; — a;) gilt.

Aufgabe 41.3. Sei h : R" — R eine glatte und eigentliche Abbildung mit nicht-negativen
Werten und r € R. Wir nehmen an, daf h auf h=*({r}) regulér ist.

1. Zeigen Sie, dab A := h™!((—o0,7]) kompakt ist.

2. Zeigen Sie, daf man sich in der Definition von u(A) und v(A) bei den Funktionen
¢ auf Funktionen der Form h*k fiir K € C.(R) einschréanken kann.

3. Zeigen Sie, daf v(A) —u(A) < [o.(h*K)(x)dx fir alle k € Ce(R) mit x > 0 gilt, fiir
welche es eine Umgebung U von r € R mit )y = 1 gibt.
4. Schliefsen Sie aus 3., daf vol(A) wohl-definiert ist.

Hinweis: Benutzen Sie, daf$ man in der Nihe von 0A lokal Koordinaten finden kann,
so daf$ h die erste Koordinate ist. Benutzen Sie die Transformationsformel fir diese
Koordinaten, um Integrale der Form [o,(h*r)(x)dx abzuschdtzen.

Aufgabe 41.4. Sei B(0,r) der n-dimensionale euklidische Ball vom Radius r € R~.

1. Zeigen Sie, dafs vol(B(0,r)) wohldefiniert ist. Verwenden Sie hierbei Aufgabe 3.4.

2. Zeigen Sie, dak es fiir jedes n € N eine Zahl w,, € R gibt derart, dafs vol(B(0,7)) =
wypr™ fiir alle r € R~ gilt.

Hinweis: Transformationsformel fir die Abbildung R™ > x — rx € R™ benutzen.
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3.

Zeigen Sie, daf

vol(B(0,7)) = lim vol(B(0,r) \ B(0, s))

s—0
gilt.
Bestimmen Sie ws fiir n = 2 explizit.

Hinweis: Benutzen Sie Teil 3., die Transformationsformel und Polarkoordinaten,

um vol(B(0,7) \ B(0,s)) zu berechnen.

Bestimmen Sie w3 explizit.

Hinweis: Gehen Sie wie in 4. vor

Aufgabe 41.5. Seien (£, R;, i), i@ = 0,1 Pramafrdume. Zeigen Sie, daf es auf dem
Produkt (2, R) := (Qo, Ro) X (Q1, R1) genau ein Pramak p gibt, welches pu(A x B) =
po(A) i (B) erfiillt fur alle (A, B) € Ry x R;. Fiihren Sie dazu folgende Schritte im Detail

aus.

4.
5.

. Zeigen Sie die Behauptung fiir den Fall, dakt R; = R(S;) fir Partitionen S; von €,

gilt.

. Sei (X, B) ein pramefbarer Raum. Zeigen Sie, dafs die Menge der Partitionen von

X, welche in B enthalten sind, auf natiirliche Weise eine gerichtete Menge ist.

Zeigen Sie, daf die Menge P der Paare von Partitionen (Sy, S1) mit R(S;) C R; eine
gerichtete Menge ist.

Zeigen Sie, dab R =g, s,)cp B(PrgSo U prish) gilt.

Schliefsen Sie die Behauptung.

Aufgabe 41.6. Wir betrachten den Pramafraum (Zs, R, ) (wie in der Vorlesung).

. Geben Sie eine Teilmenge A C Zs explizit an, welche nicht in der Algebra R liegt.

Sein € Z und D, : Z3 — Z3 die Multiplikation mit n. Zeigen Sie, daft D,, mefkbar
ist.

Zeigen Sie, dak (D, .u)(Z3 \ U) = 0 gilt. In dieser Formel ist U := 7,,'(0) C Zj3
, wobei 7, : Zsz — Z/3™Z die Projektion und n = 3™a eine Zerlegung von n mit
a € Z und 3 fa ist.

. Zeigen Sie, dafs (D, .pt)jp = 3™ gilt, wobei U und m wie in Teil 3. sind.

Bestimmen Sie den Abschlufs der Teilmenge {1(A) | A € R} von R.

Hinweis: Untersuchen Sie fiir die Teile 2-4 die Mefbarkeit der Mengen D, (m ' ({z}))
und bestimmen Sie die Werte M(Dgl(wk_l({m}))) fir x € Z/3*Z unter Benutzung der
Identitit 7, o D, = D,, o 7y, wobei D,, die Multiplikation mit n auf 7 /37, ist.
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Aufgabe 41.7. Sei f: C — C durch f(z) := (2 — 1)(z + 1) gegeben.

1. Sei p das Zahlmaf auf C. Berechnen Sie f,u({0,1,2}).

2. Sei g das Diracmaf auf C in 0. Berechnen Sie f.do(B(0,r)) als Funktion von r €
(0, 00).

3. Ist f meRbar, wenn wir C mit R? identifizieren und mit der dyadischen Algebra R
versehen?

4. Ist f mekbar, wenn wir C mit der Algbera R(7) versehen, wobei T die Topologie
von C bezeichnet?

5. Ist f: (C,R(T)) — (C, R) mefsbar?

Begriinden Sie ihre Entscheidungen in den Teilen 3.,4., und 5.

Aufgabe 41.8. Korrigierte Fassung: Aufserhalb der Wertung, aber gut fiir Zu-
satzpunkte

Sei A eine endliche Menge mit mehr als einem Punkt versehen mit der diskreten
Topologie 7 und der Algebra R := P(A). Wir bilden den topologischen Raum (X, 7x) :=

Hn€N<A7 T)
1. Zeigen Sie das Gegenteil der urspriinglichen Behauptung: Zeigen Sie, daf

(X R(Tx)) # [ [ (4, R)

neN
gilt, wenn man das Produkt in den prameftbaren Raumen bildet:

2. So sollte eigentlich die Aufgabe lauten: Zeigen Sie, dafs

(Xv RU(TX)) = H(A7 R)

neN

gilt, wenn man das Produkt in den mekbaren Raumen bildet.

Aufgabe 41.9. Wir betrachten den Schiftraum AN fiir A := {0, 1,2} als topologischen
Raum versehen mit Algebra R und dem Pramaf p; auf R assoziiert zu einer Funktion f :
A —[0,1] mit >, f(a) = 1. Wir definieren W : AN — R durch W((a;)) := Y og a3
1. Zeigen Sie, dak W : AN — R stetig ist.
2. Bestimmen Sie das Bild von W.

3. Ist W (AN R°(R)) — (R, B) meRbar?
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4.

5.

Zeigen Sie, daf der Schift T : (AN, R) — (AN, R), welcher durch T'((a;)) := (a}) mit
a; := a; 41 gegeben ist, mefkbar ist .

Zeigen Sie, dafl T, pp = py gilt.

Aufgabe 41.10. Wir betrachten eine Funktion f : R — R, welche in jedem Punkt
differenzierbar ist. Zeigen Sie, daf f': (R, B) — (R, B) mefbar ist.

Aufgabe 41.11. Wir betrachten eine Menge © und den mefkbaren Raum (€, P(2)).
Zeigen Sie:

4.

. Sei x € Q) und 9, das Diracmal in z. Verifizieren Sie, dafs das Diracmafl o-additiv

ist.
Zeigen Sie, dafs das Zahlmafs auf € o-additiv ist.

Sei f: Q — [0,00] eine Abbildung. Wir definieren pz(A) := > ., f(a) (wobei der
Werte oo zugelassen ist und eine Summe iiber eine iiberabzéahlbare Menge positiver
Zahlen als oo definiert ist). Zeigen Sie, daf pp o-additiv ist.

Zeigen Sie, dafs 1. und 2. Spezialfille von 3. sind.

Aufgabe 41.12. Wir betrachten die p-adischen Zahlen Z, als topologischen Raum mit
der Borelschen o-Algebra. Sei weiter p das Pramalfs wie in der Vorlesung, welches auf der
Algebra R definiert ist.

5.

. Zeigen Sie, dafs die Punkte in Z, abgeschlossene und mefsbare Teilmengen sind.

Berechnen Sie fiir x € Z,:

inf{(A) | A€ RAz € A} .

Sei f : Z/p*Z — R eine Funktion. Zeigen Sie, daf die Abbildung 7 f : Z, — R
meRbar und stetig ist, wobei 7, : Z, — Z/p*7Z die Projektion ist.

Geben Sie eine mefsbare Abbildung f : Z, — R an, welche unendlich viele Werte
annimmt.

Finden Sie ein Beispiel wie in 4. welches sogar stetig ist.

Aufgabe 41.13. Wir betrachten den Schiftraum A" fiir A := {0,1,2}. Sei R die Algebra
der Zylindermengen und B die Borelsche o-Algebra. Das Pramafs auf R assoziiert zu einer
Funktion f : A — [0,1] mit > _, f(a) =1 hatﬂ eine eindeutige Erweiterung zu einem
Mak p: B — [0,00]. Sei T : AN — AN der Schift. Wir betrachten die Teilmenge

XI:{<GZ‘)GAN|(\V/Z.€N|CLZ‘:1$GZ‘+1:2)}.

4Diesen Fakt werden wir in der Vorlesung spiiter beweisen.
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1. Zeigen Sie, daft X in (AN, R) nicht meRbar ist.

2. Zeigen Sie, daf X in (AN, B) meRbar ist.

3. Zeigen Sie, dafs u(X) = 0 genau dann gilt, wenn f(1)(1 — f(2)) # 0.

4. Zeigen Sie, daf T'(X) = X gilt.

5. Zeigen Sie, daR aus Y € R, Y # ) und T(Y) =Y folgt, daf Y = AN gilt.

Aufgabe 41.14. Wir betrachten den Ring Zj3 mit der Algebra der Zylindermengen R
und der Borelschen o-Algebra B. Das auf R definierte Wahrscheinlichkeitsmaf hatf| eine
eindeutige Erweiterung zu einem Maf p : B — [0, 1].

1. Zeigen Sie, dak u({0}) = 0 gilt.

2. Zeigen Sie, daR die Teilmenge X := {2?|z € Z3} der Quadratzahlen in Z3 in (Z3, B)
mefbar ist.

3. Zeigen Sie, dak X in (Zs, R) nicht mefibar ist.

4. Zeigen Sie, daf pu(X) < 5 gilt.
5. Zeigen Sie, daf u(X) = % gilt.

Hinweis (fiir 2.-5.): Benutzen Sie, daf genau die Zahlen der Form 3?*(1 + 3b) € Zz mit
b € Zs und k € N Quadratzahlen sind.

Zusatzaufgabe: Verifizieren Sie diesen Fakt. Hinweis: Zeigen Sie dazu, daf fir allen € N
die Quadratzahlen in Z/p"Z genau die Zahlen der Form [3%*(1 + 3b)] sind. Es bleibt zu
priifen, daf$ alle Zahlen der Form (14-3b) € Z3 mit b € Zs Quadrate sind. Zeigen Sie, dafs
eine Folge (z;) € Zsz derart, daf x1 = 1 und x; € Z/p'Z ein Quadrat ist fiir alle i € N, ein
Quadrat in Z3 ist. Finden Sie dazu rekursiv nach i € N eine Folge (y;) € Zs mit y? = z;
fir alle i € N.

Aufgabe 41.15. Zeigen Sie, daft die mekbaren Raume
([0,1}, Bp,11) und  ([0,1), Bjo1)
isomorph sind. Dazu muft man zeigen, dafs es eine mefbare Bijektion
[0,1] — [0, 1)

gibt, deren Umkehrabbildung auch mefbar ist.

5Siehe Anmerkung zu Aufgabe 1.
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Aufgabe 41.16. Sei (2, R, 1) ein Pramafraum, i die dufere Erweiterung von p und A
ein duferes Maf auf (2. Wir bilden die dufsere Erweiterung der Einschrinkung von A auf
R, setzen also fiir A C Q

N(4) = mf (Y MA) [ {(A) e R AC(JA}) .

ieN ieN
1. Zeigen Sie, dak fijp < p gilt.

2. Zeigen Sie, dafs A < X‘; gilt.

—_~—

3. Schliefen Sie daraus, dak (f)r = f gilt.

Aufgabe 41.17. Wir betrachten den Mafraum Raum (R", B, \) mit der Borelschen o-
Algebra B und dem Lebesguemafs \.

Zeigen Sie, dafs fiir einen linearen Unterraum V' C R™ mit dim(V) < n die Relation
A(V) = 0 gilt.

Zusatzaufgabe: Sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit mit positiver Kodimension.
Zeigen Sie, dak A(M) = 0 gilt.

Aufgabe 41.18. Sei p ein Maf auf (R, B) mit der Eigenschaft, daf p(K) < oo fiir alle
kompakten Teilmengen K C R gilt. Die Verteilungsfunktion F': R — [0, co] des Mafes
werde durch F(x) := u((—o00,x)) definiert. Zeigen Sie:
1. F' ist monoton wachsend.
2. Fir jedes zp € R gilt
lim F(x) = F(xo)

xTxo

3. Wenn zy € R und F(zy) < oo gilt, dann ist

p({zo}) = lim F(z) — F(zo) -

zlxo

4. Geben Sie die Verteilungsfunktion des Lebesguemafes auf R an.

5. Geben Sie die Verteilungsfunktion des Mafes p auf (R, B) an, welches durch pu(A) :=
#(A NN) gegeben ist.

Aufgabe 41.19. Sei F': R — [0, 1] gegeben und erfiille folgende Bedingungen.

1. F' ist monoton wachsend.
2. Fur alle 2 € R gilt limyq,, F'(z) = F(xy),

3. Es gilt lim, ,  F(z) = 0 und lim,_,,, F'(z) = 1.
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Zeigen Sie, dak es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (R, B) gibt,
dessen Verteilungsfunktion (sieche Aufgabe 2.) durch F' gegeben ist.

Hinweis: Gehen Sie in folgenden Schritten vor:

1. Definieren Sie p zundchst als Pramafl auf der dyadischen Algebra.

2. Zeigen Sie, daf$ das so erhaltene Pramafl o-additiv ist. Gehen Sie dabei wie im
Beweis der o-Additivitit des dyadischen Lebesquepramafles vor.

3. Zeigen Sie, daf$ die Ausdehnung von p auf die Borelsche o-Algebra die Verteilungs-
funktion F' hat.

4. Argumentieren Sie, dafl u eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 41.20. Wir betrachten den Mafkraum (Zs, 3, ) mit dem in der Vorlesung defi-
nierten Maf u. Sei Z; C Zjs die Menge der Einheiten, d.h. die Menge derjenigen Elemente,
die ein multiplikatives Inverses besitzen.

1. Zeigen Sie, daR die Teilmenge 5*Z C Zs fiir alle k € N mefbar ist und bestimmen
Sie den Wert u(5FZ%).

2. Sel © € Zs und M, : Zs — Zs die Abbildung M,(y) := xy. Zeigen Sie, dafs die
Abbildung M, mefbar ist. Zeigen Sie weiter, daf unter der Annahme = € Z7 die
Relation M, ,p1 = p gilt.

3. Sei A ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Zs, B) und gelte A(A + ) = A(A) fir alle
A€ Bund z € Zs. Zeigen Sie, dafs dann p = A gilt.

Aufgabe 41.21. Wir betrachten den Shiftraum (AN, R, i) basierend auf einer endlichen
Menge A mit mehr als einem Element und einer nirgends verschwindenden Funktion
p: A — [0,1. Ein Punkt z € AY heift periodisch (mit der Periode n € N), wenn
T"(x) = x gilt. Er heifst schlieklich periodisch (mit der Periode n € N), falls es ein k € N
gibt, so daff T%(z) periodisch mit der Periode n ist. Zeigen Sie, daR die Mengen der
periodischen und schliefslich periodischen Punkte meftbar und Nullmengen sind.

Aufgabe 41.22. Geben Sie die Verteilungsfunktion des Mafes W, A auf (R, B) an, wobei
(AN Baw, \) der Shiftraum mit A := {—1,1} mit dem MaR ) assoziiert zur Funktion
consti : A — [0,1] und die Abbildung W : AN — R durch W((a;)) := Y, @:27" gegeben
1st.

Aufgabe 41.23. Sei p € N eine Primzahl und
EWP™]:={zeC|@keN| =1)}.

Fiir z € EW[p™] wihlen wir k € N, so daf 2" = 1 gilt, und definieren die Abbildung
¢, : Z, — C durch ¢,(z) := 2P*® wobei pr,, : Z, — Z/p*Z die Projektion ist.

1. Zeigen Sie, dak die Funktion ¢, wohldefiniert ist.
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2. Zeigen Sie, dafb fir alle z, 2’ € EW[p™] die Relation ¢,¢, = ¢,. gilt.
3. Zeigen Sie, dak fiir alle z € EW|[p™] die Funktion ¢, einfach ist.
4. Zeigen Sie, daf fiir alle z € EW[p>] die Relation

1 z=1
7, O=dp _{ 0 sonst

gilt.
5. Zeigen Sie, daf fiir alle z, 2’ € EW[p™] die Relation fzp ¢ b dp = 6, . gilt.

Hinweis: Das Integral einer einfachen komplexwertigen Funktion ¢ wird hier durch
/ ¢dp = "y p({o = y})
Zp yeC

definiert.
Aufgabe 41.24. Sei p € N eine Primzahl. Wir betrachten den Makraum (Z,, B, ).

1. Zeigen Sie, dals das Produktpréamall ¢ x p auf (Z,, B) x (Z,, B) eine eindeutig be-
stimmte Fortsetzung zu einem Maf A besitzt.
2. Zeigen Sie, dafs die Abbildung
S :(Z,,B) x (Z,,B) = (Z,,B) , S(x,y) :=x+vy
mefsbar ist.

3. Zeigen Sie, dak die Relation S\ = p gilt.

Aufgabe 41.25. Wir betrachten den Makraum (AN, R, i) basierend auf der Menge A :=
{1,2,3}. Das Ma# p wird durch die Funktion

p:A—1[0,1], p(a)::%

bestimmt. Wir betrachten weiter die Abbildung f : AN — R, welche durch die Vorschrift

o0
An

Fllan) =3

n=1

definiert wird.

1. Zeigen Sie, dak f eine wohldefinierte meftbare Funktion ist.

2. Zeigen Sie, dafs f integrierbar ist.
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3.
4.

5.

Zeigen Sie, dak E(f) = %C(Z) gilt.
Zeigen Sie, dak fiir jedes A € C die Funktion ¢ := exp(i\f) integrierbar ist.

Zeigen Sie die Formel

i\ 1 22)\ 1 3\
= H (_6" + en + 56 n?2 ) .

Aufgabe 41.26. Wir betrachten den Mafraum ([0, 1], 8, \), wobei A die Einschrankung

des Lebesguemafes von R auf [0, 1] ist. Sei f € £([0

1], B, A). Fiir s € R definieren wir

die Funktion h; : [0,1] — R durch

4.
5.

hs(x) == sin(sz) f(x) .

. Zeigen Sie, daf fiir jedes s € R gilt h, € L1([0,1], B, \).

Unter Benutzung von 1. definieren wir die Abbildung

g:R—=R, g(s):—/hsd)\.

Zeigen Sie, dafs g stetig ist.
Zeigen Sie, daf die in 2. definierte Abbildung ¢ glatt ist.
Zeigen Sie, dafs lim,, g(") = 0 punktweise gilt.

Zeigen Sie, da® lim,_,q g™ = 0 gleichmiifig gilt.

Aufgabe 41.27. Fiir eine Primzahl p € N und k£ € N betrachten wir den endlichen Mafs-
raum (Z/p*Z, P(Z/p*Z), i) mit dem durch # gewichteten ZihlmaR. Sei weiter EW (pF) C
C die Menge der pk—ten Einheitswurzeln. Fiir 2 € EW(p*) definieren wir ¢, : Z/p*Z — C
durch ¢.([n]) := 2", n € Z. Wir betrachten den komplexen Vektorraum H := C%/?"% mit
dem hermlteschen Skalarprodukt (f,g) == [ fgdu. Fiir f € H setzen wir a,(f) := (¢., f).

—_

[\

W

. Zeigen Sie, dal ¢, wohldefiniert ist.

1 =0

. Zeigen Sie, daB -5 37 ey 02(2) = { 0 z#0"

1 z=—y

. Zeigen Sie, dafs #Zzegw ) 0:(y)¢-(x) :{ 0 v£—y

. Zeigen Sie, dak fiir jedes f € H gilt

f= > al(f)e..

2€EW(pF)
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5. Zeigen Sie, dak (¢-).cew(pr) eine Orthonormalbasis von H ist.

Aufgabe 41.28. Sei p € N eine Primzahl und EW(p>) die Menge der p-Potenzeinheitswurzeln.
Fir z € EW(p™) ist ¢, : Z, — C der dazugehorige Charakter (Aufgabe 3 von Blatt 6.).

Wir betrachten den Makraum (Z,, B, ;). Sei R die Algebra der Zylindermengen in Z,
und &¢(Z,, R) der C-Vektorraum der C-wertigen einfachen Funktionen auf (Z,, R). Fir
feéc(Z,, R) und z € EW(p*) definieren wir die komplexe Zahl

o.(f) i= [ Foudu

1. Zeigen Sie, dak die Aussage
(VF € (2, B) 3k €N V2 € EWE™) | (" #1) = (a:(f) = 0))
gilt.

2. Zeigen Sie, daf fir f € Ec(Z,, R) aus (Vz € EW(p™) |a.(f) = 0) die Relation f =0
folgt.

3. Zeigen Sie, daf
F=> al(f)e

2€EW(p>)

gilt, wobei diese Summe hochstens endlich viele von Null verschiedene Summanden
hat.

4. Zeigen Sie, dak (¢.).cewp~) eine Basis von Ec(Zy, R) ist.

Hinweis: Benutzen die Ergebnisse von Aufgabe 3.

Aufgabe 41.29. Sei p € [1,00) und (R, B, \) der Lebesgue Mafraum.

1. Zeigen Sie, dak C.(R) C LP(R, B, \) gilt.

2. Zeigen Sie, dab aus f € C(R) und f =, 0 folgt f = 0.

3. Zeigen Sie, daf die kanonische Abbildung i : C.(R) — LP(R,B,\), i(f) = [f],
injektiv ist.

4. SeiV C LP(R, B, \) der Unterraum der Klassen aller Funktionen der Form ), ¢; X4, 5]
fir r € N und (¢;), (a;), (b;) € R mit a; < b; fiir alle 7 € {1,...r}. Zeigen Sie, dak
V ein dichter Unterraum von LP(R, B, \) ist.

5. Zeigen Sie, daf i(C.(R)) ein dichter Unterraum von LP(R, B, \) ist.

Aufgabe 41.30. Wir betrachten den Mafkraum (AN, B, ) fiir eine endliche Menge A,
wobei p zu einer Abbildung x : A — [0, 1] assoziiert ist. Sei T : AN — AN die Ver-

schiebung T'((a;)) := (a;41). Wir fixieren p € [1,00) und betrachten den Banachraum
E = Lr(AYN B, p).
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1. Zeigen Sie, dafl T' eine isometrische lineare Abbildung
T E—E T[] =[]
induziert.
2. Bestimmen Sie ||| p(g).
3. Zeigen Sie, dak T* : F — FE injektiv ist.

4. Zeigen Sie, dakt T* : F — F genau dann surjektiv ist, wenn es ein a € A mit
k(a) =1 gibt.

5. Zeigen Sie, dal aus [f] € E und T*[f] = [f] folgt, daf [f] durch eine konstante
Funktion reprasentiert wird.

Aufgabe 41.31. Seien (2, R, u), (¥, R, /) Mafkrdume und 7" : (2, R) — (', R’) eine
mefsbare Abbildung derart, daf T = p/. Sei p € [1,00).
1. Zeigen Sie, dafs [f] — [T f] eine isometrische Abbildung
T LP(Q R, 1) — LP(Q, R, )
induziert.

2. Sei Q = Q' und (Q, R, 1) die Vervollstandigung von (Q, R, /). Dann induziert die
Identitat von €2 einen isometrischen Isomorphismus von Banachraumen

id*: LP(Q, R, ') = LP(Q, R, 1) .

3. Zeigen Sie, dak aus p(£2) < oo und ¢ € [p, 0) folgt, dak die Abbildung
LU R, p) = LP(Q R, p) , [f] = [f]
eine stetige Abbildung zwischen Banachrdumen ist.

4. Zeigen Sie, daf die Norm der Abbildung in 3. durch u(Q)%_% abgeschétzt werden
kann.

5. Zeigen Sie am Beispiel von (R, B, i), dak die Aussage in 3. im allgemeinen falsch
wird, wenn man die Vorraussetzung p(€2) < oo weglaft.

Aufgabe 41.32. Wir betrachten fiir eine kompakte abelsche topologische Gruppe G den
Haarschen Mafraum (G, B, 1) und den Hilbertraum L?(G, B, u). Fiir g € G definieren wir
die Rechtstranslation R, : G — G durch R,(h) := h+g.

1. Zeigen Sie, dak R} : L*(G,B, ) — L*(G, B, ) ein isometrischer Isomorphismus ist.
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2. Zeigen Sie die Relation
(Ryv,w) = (v, R” jw)

fiir alle g € G und v, w € L*(G, B, ).
3. Zeigen Sie, dab fiir alle g,¢" € G die Relation R}, = R} o R}, gilt.
4. Sei y € G ein Charakter. Zeigen Sie, dak dim(L?(G, B, 1)(x)) = 1 gilt, wobei
L*(G, B, p)(x) = {v € L*(G,B,p) | (Vg € G | Ryv = x(g)v)}
die x-isotypische Komponente ist.
5. Zeigen Sie, daf fiir x, ' € G mit y # \' gilt
L*(G, B, ) (x) L L*(G. B, p)(X') -
Aufgabe 41.33. Wir betrachten den Lebesgue Mafraum (R, B, \). Fiir z € R definieren
wir die Abbildung 7}, : R — R durch T,(y) := x + y. Sei p € [1, 00).

1. Zeigen Sie, dak T : LP(R,B,\) — LP(R,B,\) fiir jedes x € R ein isometrischer
Isomorphismus ist.

2. Zeigen Sie, dafk fiir f € C.(R) die Abbildung
Roxw—T,feLP(R B\

stetig ist.

3. Zeigen Sie, daf fiir z,y € R mit x # y gilt

172 = T3 e @m0 = 2

gilt.

4. Zeigen Sie, dafs die Abbildung

R>a2—T; e B(LP(R,B,)\))

nicht stetig ist.

Aufgabe 41.34. Seien a,b,c € R mit a < b, 0 < ¢ und f : [a,b] — R eine mefkbare
Funktion. Wir betrachten die Teilmenge

Api={(2,y) € B |2 € [a. 0] undy € [f(2), f(2) + ]} -

Zeigen Sie, daf Ay € Bge gilt. Zeigen Sie weiter, daf Ag2(Ay) unabhéngig von f ist und
berechnen den Wert explizit.
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Aufgabe 41.35. In einem Brief von Herrn Fiboni findet man folgenden Satz.
Satz 41.1. Fiir jede reelle Zahlr € R gilt r = 0.

Proof. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir » > 0 annehmen. Wir betrach-
ten die folgenden beiden Mafsraume :

L. (4, Ry, 1) == (R, B, \) (Lebesguescher Mafraum),
2. (Qq, Ro, o) := (R, P(R), p2), wobei ps(A) das Zahlmafk ist .
Sei nun (€2, R) = (24, Ry) X (29, R2) das Produkt der mefbaren &ume. Insbesondere gilt

) = R? und Bg: C R. Sei p das MaR auf R, welches durch die Bedingung p(A4; x Ay) =
p1(Aq)pe(Ag) fir alle (Aq, As) € Ry X Ry festgelegt ist.

Wir betrachten die nichtnegative Funktion f : {2 — R, welche durch

0 T Fy
) =4 0 r=ymdrg 01
r r=yundz € [0,1]

gegeben ist. Diese Funktion nimmt nur zwei Werte an. Die Teilmenge

7 {ry) = {(z,2) [z € [0,1]}

ist abgeschlossen und damit mefkbar wegen Bz C R. Die Funktion f ist also einfach,
insbesondere mefbar beziiglich R.

Wir berechnen nun
/ ( f(ﬂi,y)duz(y)> dui(z) =1 .
o, \J,

Aus der Endlichkeit dieser Integrale schlieffen wir mit dem Satz von Fubini, dafs f €

L£Y(Q, R, 1) und
/ fdp=r
Q

gilt. Natiirlich konnen wir die Integrationen auch in der anderen Reihenfolge ausfiihren.

Es gilt
/92 ( o (9”7?%)%(93)) dyin(y) = 0.

Damit haben wir

- [ ( Qlf(:v,y)dul(m)) ) = [ sap=r

gezeigt. Folglich muft » = 0 gelten. O

An welcher Stelle ist das Argument problematisch.
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Aufgabe 41.36. Vom berihmten Mathematiker Belesque ist folgeder Satz tiberliefert.
Satz 41.2. Flir jede glatte und kompakt getragene Funktion f : R — R gilt fR fdX(z) =0.

Proof. Wir betrachten die Funktion

h:RxR—=R, h(t,z) = Xog(®)f(z) .

Fiir jedes t € R ist h(t, —) integrierbar. Wir setzen

(=) = /}Rh(—,x)d)\(x) :
Weiter gilt (punktweise)

lim h(t,—) =0, limh(t,—)=f(-).

t——o00 t—o00

Dann gilt nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (mit integrierbarer Majorante | f|)

dafs
lim o(t) = / lim A(t,2)dA(z) = 0
t——o0 Rt—)—oo
lim ¢(t):/ lim A(t, z)d\(z) = /fd/\(x)
t—o0 Ri—o© R

Die Behauptung folgt nun aus dem folgenden Fakt: Die Funktion v ist in jedem t € R
differenzierbar und es gilt 21 (t) = 0.

Wir zeigen nun den Fakt. Sei ¢y € R gegeben. Dann gilt
v = [ it
R\{to}

weil {to} eine A-Nullmenge ist. Fiir jedes z € R\ {to} ist h(—,z) auf einer Umgebung
von ty konstant. Insbesondere ist diese Funktion auf dieser Umgebung differenzierbar und
es gilt %h(t, x) = 0. Wir kdnnen also den Satz tiber das Vertauschen von Ableitung und
Integral verwenden (wobei die Majorante die Nullfunktion ist). Es gilt

<%> BECE /R " (%) bt =0

Finden Sie auch hier das Problem.

Aufgabe 41.37. Sei B eine positive definite symmetrische n x n-Matrix und
R"> 2+ Qp(x) :=(x,Bzx) € R

die dazu assoziierte quadratische Form auf (R", B).
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1. Zeigen Sie, daf
KB =

ein Wahrscheinlichkeitsmals auf R” ist.

Ein Gaufisches Maf$ auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V' ist ein Maf
der Form ®,up fir n := dim(V), eine geeignete positiv-definite symmetrische n x n-
Matrix B und einen linearen Isomorphismus ® : R® — V. Hierbei betrachten wir V' mit
der natiirlichen Topologie und der Borelschen o-Algebra.

2. Sei p ein Gaufssches Mafs auf einem endlich-dimensionalen rellen Vektorraum V' und
® € Aut(V) ein linearer Automorphismus. Zeigen Sie, dafs ®,u auch ein Gaufssches Mafs
ist.

3. Sei p ein Gauftsches Maf auf einem endlich-dimensionalen rellen Vektorraum V' und
p: V. — W eine surjektive lineare Abbildung. Zeigen Sie, daf p,pu ein Gaufssches Mafs auf
W ist.

Sei (G, B) der Borelsche mefibare Raum auf einer lokalkompakten topologischen Gruppe,
S : G x G — G die Abbildung S(g,h) := g + h und p, v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe
auf G. Die Faltung von p und v ist das Mal p* v := S,(u x v) auf (G, B).

4. Zeigen Sie:

1. u* v ist ein Wahrscheinlichkeitsmafk.
2. Es gilt g % pt = p % 09 = p, wenn 9y das Diracmak im Punkt 0 € G ist.

3. Wenn A ein drittes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (G, B) ist, dann gilt die Identitét

(uxv)sx X=px*(v=*A).

5. Zeigen Sie, daf die Faltung zweier Gaufscher Mafe auf einem endlich dimensionalen
reellen Vektorraum wieder ein Gaufssches Maf ist.

Aufgabe 41.38. 1. Fiir welche r € R ist die Funktion
R"s>z— (14 |z])™"

n Ll (Rn, BR”; )\Rn)
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2. Fiir welche r € R ist die auf R\ {0} durch
R" 3 x> ||| eIl
definierte Funktion in L'(R", Bgn, Agn).
3. Fiir welche r, s € R ist die Funktion
R* 5 (z,y) = (1+ ]z —y) (1 + ]z

in ﬁl(R27 BRQ, )\RQ).
Aufgabe 41.39. Sei v Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B) derart, daf die Momente

M(m) == /R 2" du ()

fiir alle m € N existieren. Zeigen Sie, dak es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, i) gibt,

auf welchem eine Folge ( f;) von Zufallsvariablen mit den folgenden Eigenschaften definiert
ist.

1. Es gilt f; . = v fiir alle ¢ € N.

2. Es gilt fir jedes n € N und m = (my,...,m,) € N* die Gleichung

Wir setzen f; := fi — M(1). Zeigen Sie, da fiir alle 4,j € N gilt:

By = { MO

Aufgabe 41.40. Wir betrachten eine endliche Menge A und zwei Funktionen x; : A —
[0,1] mit > 4 ki(a) = 1,43 = 0,1. Seien p; die assoziierten Make auf dem Shiftraum
(AN B). Zeigen Sie, daf wenn jo zu p1 absolutstetig ist, po = pp gilt.
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