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1 Vorbemerkung

Dies ist eine kurze Einfiihrung in die Funktionentheorie und die Basis fiir einen aus 10
Vorlesungen a 90 Minuten bestehenden Kurs, welcher im Winter 2014 in Regensburg
gehalten wurde.

2 Etwas lineare Algebra

Sei V ein reeller Vektorraum.

Definition 2.1. Eine komplexe Struktur auf V ist ein Element I € End(V) mit I? =
—1.

1. Ist I eine komplexe Struktur auf einem reellen Vektorraum, dann kann man auf
der abelschen Gruppe von V' die Struktur eines komplexen Vektorraumes durch die
folgende Skalarmultiplikation mit komplexen Zahlen definieren:

(a+bi)-vi=av+blv, a+ibeC, abelR.
Wir bezeichen den so erhaltenden komplexen Vektorraum mit V7.

2. Sei W ein komplexer Vektorraum. Mit W|r bezeichnen wir den durch Einschréankung
der Skalarmultiplikation entstehenden reellen Vektorraum. Dann wird durch I :=
1-— eine komplexe Struktur gegeben. Die Identitéit der unterliegenden Mengen ist ein
Isomorphismus (Wg); = W. Weiter gilt mit der Notation aus 1., daf die Identitét
der unterliegenden Mengen ein Isomorphismus (V7)jr = V ist.

3. Wir benutzen die Notation von 2. Wir haben eine kanonische Einbettung
End(W) € End(Wg) ,

wobei wir beide Mengen als Teilmengen der Menge der mengentheoretischen Ab-
bildungen WY betrachten. Sei A € End(Wg). Dann ist A € End(WW) genau dann,
wenn [A, I] = 0 gilt.



4. Wir haben eine Einbettung
C—End(W), A= A-idwy .

Durch seine Ringstruktur wird End(W|g) damit ein komplexer Vektorraum. Die
Teilmenge End (W) ist ein komplexer Unterraum.

5. Ein Endomorphismus A € End(Wg) heifit antilinear, wenn Al = —IA gilt. Man
kann jedes Element A € End(Wg) eindeutig als Summe einer komplex linearen und
einer komplex antilinearen Abbildung schreiben. In der Tat gilt

1 1
A= 5(14 —ITAI) + §(A —IAI) ,
wobei der erste Summand komplex linear und der zweite antilinear ist. Es gilt also

eine Zerlegung ‘
End(Wir) = End(W) @ End(Wg)*"™"

als komplexer Vektorraum.
Fiir die Funktionentheorie ist der reell zweidimensionale Fall besonders wichtig. Im fol-
genden identifizieren wir wie {iblich
RS Cr, (z,y)—z+iy.

Dann gilt
End(C) & End(R?) & Mat(2,2,R) .

Unter dieser Identifikation gilt
| 0 —1
~\1 0 ’

Weiter identifizieren wir

End(C) 5 C, A~ A(l). (1)
Sei
A:(a b), a,b,c,d €R .
c d
Dann gilt

b+c d—a
[A’I]:(d—a —c—b)’
Folgerung 2.2. Fs gilt also A € End(C) genau dann, wenn b = —c und a = d ist.

In diesem Fall wird A durch die Multiplikation mit der komplexen Zahl a + ic gegeben.
Umgekehrt ist die Multiplikation auf C mit der komplexen Zahl u + iv € C, u,v € R,
durch die Matrix
U —v
()



gegeben.
Die beiden Summanden in der Zerlegung
End(Cg) = End(C) @ End(C)

sind komplex 1-dimensional und werden von 1 und der komplexen Konjugation z +— Z
erzeugt.

3 Holomorphe Funktionen

Seien (x,y) die Koordinaten auf R?. Wir schreiben komplexe Zahlen in der Form z = z+iy
mit x,y € R. Wir betrachten eine offene Teilmenge U C C und eine stetig differenzierbare
Abbildung f : U — C. Die Ableitung von f ist dann eine Abbildung

df :U — End(Cp) .

Definition 3.1. Die Abbildung f heifit holomorph, wenn fir alle z € U die Relation
df (z) € End(C) gilt. Mit O(U) bezeichen wir die Menge der holomorphen Funktionen auf
U.

Sei f: U — C eine Funktion. Wir setzen u := Re(f) und v := Im(f), so dal f = u+ v
gilt.

Lemma 3.2. Fine Funktion f : U — C ist genau dann holomorph, wenn die Kom-
ponenten u,v stetige partielle Ableitungen besitzen welche die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

Ou =0y, Oyu= —0yv
erfillt sind.

Proof. Die Komponenten von f sind genau stetig partiell differenzierbar wenn f stetig
differenzierbar ist. In diesem Fall wird die Ableitung von f wird durch die Jacobimatrix

([ Oyu Oyu
I(f) = ( Opv Oy )
gegeben. Es gilt df € End(C) nach Korollar[2.2)genau dann, wenn die Cauchy-Riemannschen

Differentialgleichungen

Oy = Oyv, Oyu = —0,v
gelten. O

Fir f € O(U) interpretieren wir df (z) mit Hilfe von als eine komplexe Zahl, welche
wir durch f/(z) notieren.



Definition 3.3. Fir f € O(U) heifst die Funktion U > z — f'(z) € C die Ableitung
von f.

Es gilt
= 0yu+1i0,v .

1. Seien f, g : U — C holomorphe Funktionen und ist A € C. Dann sind die Funktionen

J+Xg, [y

holomorph. Es gelten folgende Identitéten fiir die Ableitungen:

(f+Xg) =f+XN" (f9)=4d9+fg.

Wir zeigen die zweite Aussage. Sei M : C x C — C die Multiplikation. Dann gilt
fg = M o(f,g) und nach der Kettenregel und wegen der Bilinearitét von M

d(fg) = dM(f,g) o (df,dg) = M(df,g) + M(f,dg) .

Da M komplex bilinear ist, ist d(fg) komplex linear. Damit ist fg holomorph und
es gilt die angegebene Formel fiir die Ableitung.

2. Wenn ¢ keine Nullstellen hat, dann ist auch g—! holomorph. Es gilt

(g™)'=-97%".

Wir leiten die Identitat 1 = M/(g, é) ab und erhalten
1 1

Daraus folgt

d(é) - —M(é,dm |

Also ist %} holomorph und es gilt die angegebene Formel fiir die Ableitung.

Folgerung 3.4. Die Menge U(U) hat also die Struktur einer Algebra iber C und ein
FElement in O(U), ist genau dann invertierbar, wenn es keine Nullstellen hat.

1. Die Identitdt z : C — C ist holomorph. Die Abbildung dz ist konstant mit dem
Wert 1. Ein Polynom p € C|z] bestimmt eine holomorphe Abbildung p : C — C. Es
gilt fiir n € N dak (2") = nz""!. Diese Gleichung kann man induktiv zeigen.

2. Die komplexe Konjugation z : C — C ist nicht holomorph. In der Tat ist dz konstant
mit dem Wert komplexe Konjugation und damit nicht komplex linear.



. Seien U, V.W C C offen und f: U — V und g : V" — W holomorphe Abbildungen.
Dann ist go f : U — W holomorph und es gilt (go f) = ¢’ o f - f'. Das folgt
unmittelbar aus der Kettenregel.

. Sei (f,,) eine Folge holomorpher Funktionen und existiere f := lim,,_,, f,, derart, daf
df = lim,,_,, df,, gilt. Dann ist f holomorph. Das folgt aus der Abgeschlossenheit der
Teilmenge End(C) C End(Cjr). Insbesondere sei f(z) := > a,(z — 2)" eine auf
U C C konvergente Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten. Dann ist f : U — C
holomorph.

. Die Funktionen
exp, sin,cos : C — C

sind holomorph. Es gelten die Identitaten:

exp' =exp, sin’=cos, cos = —sin .

. Die Funktion
In:B(1,1) - C

ist durch die Potenzreihe

111(2) _ —Z (1 —nz)n

definiert und holomorph. Es gilt

1
In'(z) = ~ .
(z) =

. Fiir x € (0, 00) ist die Funktion C 5 z + 2* € C holomorph und es gilt

In der Tat gilt * = exp(z In(x)). Hier benutzen wir natiirlich die Definition von In als
Umbkehrfunktion der Exponentialfunktion fiir reelle Argumente. Auf B(1,1)N(0, co)
stimmen aber beide Versionen der Logarithmusfunktion iiberein.

. Sei ¢ € L'(R, B, \) und supp(¢) beschriinkt. Dann ist die Fouriertransformierte

F(o)(z) = /OO exp(—izz)p(zr)dr

o0

holomorph und es gilt

o0

F(6) () = —i / exp(—iz)ro(x)dz

— 00

In der Tat kann man hier unter dem Integral differenzieren.



9. Die Gammfunktion ist auf z € {u € C|Re(u) > 0} durch

[(z):= /0 h exp(—x)z* dx

definert und holomorph. Es gilt

F,(Z) = / eXp(—a?) h’l(m):L‘z_ld;L' .
0
In der Tat ist fiir jedes e € R” fiir alle 2 € {u € C| e ! > Re(u) > ¢}
(0,00) 3 2 — exp(—z)(1 + |In(z)|)(z* +2°') € R

eine integrable Majorante der Funktionen

z z—1

exp(—z)z* !, exp(—z)In(x)r

von z € (0, 00).

Wir haben die Funktionalgleichung
20(2)=T(2+1) .
Wir rechnen dazu fiir Re(z) > 0, dafs
2I(z) = z/ e “x* dx
0
= / exp(—x)0,x°dx
0

t
= lim [ exp(—x)0,2*dx

t=o0 Jo
= tlggo [— /Ot O, exp(—x)x*dzr + exp(—t)t*
= /00 exp(—z)z’dx
= I‘(Ez +1)

Wir erhalten durch Iteration erhalten wir fiir k € N

I'(z+k) = (+E-DI(z+k-1)
= (2+k-1)+E-2)'(2+k—-2)

k—1

= J]GE+nre)

n=0
Durch Umstellen erhalten wir die Identitat

I'(z+ k)
I'z) = —————>.
T

7



Mit dieser Formel kénnen wir I'(z) zu einer holomorphen Funktion auf die offene

Menge {Re(z) > —k} \ {0,—1,-2,...,—k + 1} fortsetzen. Da wir k € N beliebig
grofs wahlen konnen, ist T'(z) eine damit als eine holomophe Funktion auf der offenen
Teilmenge C\ {0, —1,—-2,...,—n, ...} von C definiert.

Lemma 3.5. Eine holomorphe Funktion, welche nur reelle (oder nur imagindre) Werte
annimmdt, ist lokal konstant.

Proof. Sei f eine holomorphe Funktion, welche nur reelle Werte annimmt. Dann wegen
der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung 0,f = 0 and J,f = 0, also df = 0. O

Hier ist eine weitere Charakterisierung der Holomorphie als komplexe Differenzierbarkeit.

Lemma 3.6. Sei f: U — C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Fiir jedes u € U existiert der Grenzwert

flush) = fu)

Hm B = alu)
und a : U — C ist eine stetige Funktion.
2. f ist holomorph.
Wenn eine dieser Bedingungen erfillt ist, dann g¢ilt
- fluth)—flu) _
i h EARE

Proof. Sei f € O(U). Wir definieren die Funktion r : U — u — C durch die Gleichung
flu+h) = f(u)+ f'(w)h+rh) .

Dann gilt
() _
o =0
und damit a = f'(u).

Moge umgekehrt
Sl b~ f(w)
h—0 h
fiir jedes u € U existieren und stetig von u abhédngen. Dann definieren wir die Funktion
r:U —u— C durch

=:a(u)

flu+h) = f(u)+a(u)h+r(h) .



Dann gilt

()

Ay 0
Folglich ist f in u differenzierbar und df (u) ist die Multiplikation mit a(u) und damit
komplex linear sowie stetig in u. Folglich ist f holomorph. O

Sei V' C R offen und v : V — U differenzierbar und f : U — C holomorph. Dann gilt
nach der Kettenregel

(foy) =floy-~". (2)

4 Integration entlang von Wegen

Unter einem Weg in C verstehen wir eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung ~ :
[0,1] — C. Die Bedingung, zweimal stetig differenzierbar zu sein, ist technischer Natur.
Meist brauchen wir nur eine stetige erste Ableitung. Man kénnte aber auch ohne weiteres
nur glatte Wege betrachten.

Mit |y] := ([0, 1]) bezeichnen wir das Bild von ~. Sei f : || — C eine stetige Abbildung.
Definition 4.1. Wir definieren das Integral von f entlang von v durch

[ | F ) (@)t

Weil +/ stetig ist, ist der Integrand eine stetige Funktion und wir kénnen das Integral als
Riemannintegral interpretieren.

Lemma 4.2. Das Integral fﬂ{ f(2)dz ist invariant unter Reparametrisierung des Weges .

Proof. Sei ¢ : [0,1] — [0,1] eine Reparametrisierung, also eine (zwei mal stetig) differen-
zierbare Abbildung mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1. Dann gilt folgende Gleichungskette:

/ f(2)de = / £y 0 B(1))(y 0 &) (1)t
~od 0
- / SO (6(8)6 (Dt
i / S/ (1)t

- / f()dz

wobei wir in ¢ die Transformationsformel fiir das Riemannintegral verwenden. O

9



1. Wir setzen y°P(t) := v(1 — t). Dann gilt

/.f —ﬂﬂww

2. Ist v ein Weg, dann kann man eine Reparametrisierung ¢ finden, so dafl v o ¢ in
Umgebungen von 0, 1 konstant ist. Wir nennen solche Wege flach.

3. Sind v, 0 flache Wege mit v(1) = ¢(0), dann kann man einen neuen flachen Weg
oty definieren durch

— v(2t) te[0,1/2]
oty (t) = { o(2(t—1/2)) te(1/2,1]
Wir nennen ofiy die Komposition von v und o.

4. Wenn f auf |ofy| definiert ist, dann gilt

/Umf(z)dz:Lf(z)dz+Lf(z)dz

Sei f eine auf einer Umgebung von || definierte holomorphe Funktion.

Lemma 4.3. Es qilt

Proof. Fiir die erste Gleichung in der folgenden Kette verwenden wir den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und fiir die zweite die Holomorphie von f:

F(1(1)) = F(2(0)) = /dﬂ )t = /f @wszmm

Definition 4.4. 1. Ein Weg v heifit konstant, wenn ~ konstant ist.

2. Ein Weg v heifit geschlossen, wenn v(0) = (1) gilt.

Af@MZ—

Sei U C C offen und f: U — C stetig.

Ist v ein konstanter Weg, dann gilt

10



Definition 4.5. Eine holomorphe Funktion F : U — C heifst Stammfunktion von f,
wenn F' = f gilt.

Eine Stammfunktion vom f ist bis auf eine lokal konstante Funktion eindeutig bestimmt.

Satz 4.6. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Funktion f besitzt eine Stammfunktion.

2. Fiir jeden geschlossenen Weg v in U gilt f7 f(z)dz = 0.

Proof. 1. [1] ={2| Sei f = F’ fiir eine holomorphe Funktion ¥ : U — C und 7 ein
geschlossener Weg in U. Dann gilt nach Lemma [4.3] daf

/ f(2)dz = F(3(1)) — F(3(0)) =0 ,

da v(0) = (1) ist.

2. 2 Wir kénnen annehmen, daf U wegzusammenhéngend ist. Andernfalls be-

handeln wir die Wegzusammenhangskomponenten separat. Wir fixieren einen Punkt
xo € U. Fiir jeden Punkt x € U existiert ein Weg v : [0,1] — U mit 7(0) = 2o und
(1) = x. Wir setzen

Wir miissen zeigen, daf F'(z) unabhéngig von der Wahl des Weges ist. Sei o ein
weiterer solcher Weg. Wir kénnen annehmen, daft v und o flach sind. Dann ist
o4~ ein geschlossener Weg. Es gilt

/Vf(z)dz—/af(z)dz: " f(2)dz =

Damit ist F': U — C wohldefiniert.

Wir miissen jetzt zeigen, daf F’ = f gilt. Wir fixieren = € U und einen flachen Weg
v von zg nach x. Dann gibt es einen Ball B(x,r) C U. Fiir y € B(x,r) betrachten
wir den Weg o,(t) := z+¢(t)(y—x), wobei ¢ : [0, 1] — [0, 1] ein Reparametrisierung
ist, welche in der Ndhe des Randes konstant ist. Dann ist ¢ auch flach. Es gilt

Fw = [ sea=ras [ 1)

oylly

Nun ist 0, (t) = ¢'(t)(y — =) und deshalb
| 1@ = w=o) [ s+ oty - a)a o

= —x/f +t(y —x))dt
= flo)(y—=z)+r(y)

11



wobei

Man sieht nun, dafs
lim [r(y)||z —y[™' =0
y—>$

gilt. Folglich ist dF' (x) = f(x).

(Il
5 Der Cauchysche Integralsatz
Sei U C C eine offene Teilmenge.
Definition 5.1. 1. Eine Familie von Wegen in U ist eine zwei mal stetig differen-

zierbare Abbildung

v (0,1 % [0,1] = U, (s,8) = s(t) .

2. Wenn die Wege der Endpunkte yjo,1)x;1 fir j = 0,1 konstant mit dem Wert z; € U
sind, dann heifst v eine Familie von Wegen von zy nach z,. Wir sagen auch,
dafs diese Familie eine Homotopie vom Weqg o zum Weg v, in U ist.

3. Wenn v5(0) = v5(1) fir alle s € [0,1] gilt, dann ist v eine Familie von geschlos-
senen Wegen. Wir sagen auch, dafi diese Familie eine freie Homotopie vom
geschlossenen Weg o zum geschlossenen Weg v, in U ist.

Definition 5.2. 1. Zwei Wege 7,71 sind in U homotop, wenn es eine Homotopie
zwischen in U ihnen gibt. Wir schreiben diese Relation auch als vy ~ ;.

2. Ein geschlossener Weg in U C C heifit in U zusammenziehbar, wenn er in U
homotop zu einem konstanten Weq ist.

3. Ein geschlossener Weq heifst frer zusammenziehbar, wenn er in U frei homotop
zu einem konstanten Weg ist.

1. Die Homotopierelation ist eine Aquivalenzrelation.

2. Ein zusammenziehbarer geschlossener Weg ist notwendigerweise frei zusammenzieh-
bar.

3. Ein frei zusammenziehbarer Weg ist auch zusammenziehbar. Wir {iberlassen den
Beweis als Ubungsaufgabe. Diese Tatsache wird im Beweis von Lemma benutzt.

12



Wir betrachten eine Homotopie v von Wegen oder eine freie Homotopie von geschlossenen
Wegen und setzen |y| := ([0, 1] x [0,1]). Sei f eine auf einer Umgebung von || definierte
komplex-wertige Funktion.

Lemma 5.3. Wenn f holomorph ist, dann ist die Funktion
0,1] 2 5+ / f(z)dz e C
Vs

konstant.

Proof. In diesem Beweis verwenden wir, dafs v zweimal stetig differenzierbar ist, um die
partiellen Ableitungen nach ¢ und s vertauschen zu kénnen. Wir berechnen die Ableitung:

o [ gz = o, F )0yt

< / (f (4 (£)) 057 (£)0s(£) + f (7)) 00y (1))t

0

; / (' ()01 ()0 = 0f (1)) (1)t

= / (f/(75<t>>887(t)at75(t) - f,<’}/s(t))atf)/s(t)as’y@))dt
0
= 0
Bei ¢ und 727 verwenden wir die Holomorphie von f und . Bei it verwenden wir partielle

Integration und das Verschwinden der Randterme wegen 057(0) = 0, d575(1) = 0 fiir den
Fall einer Homotopie oder 057(0) = J575(1) fiir den Fall einer freien Homotopie.

Satz 5.4 (Cauchyscher Integralsatz). Sei U C C offen, f € O(U) und ~y ein geschlossener
und frei zusammenziehbarer Weq in U. Dann gilt

Lf(z)dz =0

Proof. Wir finden eine freie Homotopie von Wegen in U zwischen v und einem konstanten
Weg. Da das Integral iiber einen konstanten Weg verschwindet, folgt der Satz aus Lemma
H.3 .

Beispiel 5.5. Sei n € N. Die Funktion f(z) := 2" ist auf C holomorph. Der Weg ~(t) =
exp(2mit) ist frei zusammenziehbar, betrachte etwa v,(t) := (1 —s) exp(2mit). Es muf also
f7 f(2)dz = 0 gelten. Wir bestétigen das durch explizite Rechnung.

1 1
/f(z)dz = / exp(n2mit)2mi exp(2mit)dt = / 2miexp((n + 1)2mit)dt =0 .
o 0 0

13



Definition 5.6. 1. Wir sagen, daf$ U einfach zusammenhdangend ist, wenn U zu-
sammenhdngend und jeder geschlossene Weg in U zusammenziehbar ist.

2. FEine Teilmenge U C C heifst sternformig (beziglich einem Punkt u € U), wenn
fiir jeden Punkt v € U die gerade Strecke von u nach v in U enthalten ist.

Lemma 5.7. Set U zusammenhdngend und in U jeder geschlossene Weg frei zusammen-
ziehbar. Dann ist U einfach zusammenhdngend.

Proof. Wir lassen den Beweis als Ubungsaufgabe. O

Lemma 5.8. Wenn U sternformig beziiglich eines Punktes ist, dann ist U einfach zusam-
menhdngend.

Proof. Sei U sternfoérmig beziiglich u € U. Sei 7 ein geschlossener Weg. Dann ist
os(t) :== (1 —s)y(t) + su

eine geschlossene Homotopie von ~ zu einem konstanten Weg. O

Folgerung 5.9. Sei U einfach zusammenhdngend.

1. Jede holomorphe Funktion auf U besitzt eine Stammfunktion.
2. FEs gilt fir jedes f € O(U) und jeden geschlossenen Weg ~y in U, daf f,y f(z)dz = 0.

Beispiel 5.10. Die Teilmenge C\ {0} ist nicht einfachzusammenhéngend. In der Tat ist
2=t auf C\ {0} holomorph. Wir betrachten den geschlossenen Weg ~(t) := exp(2mit).

Dann gilt
/zldz =27 .
”

1
/z_ldz = / exp(—2mit)2mi exp(2mit)dt
0 0

1
= 27TZ'/ dt
0

= 2m

Hier ist die Rechnung:

Beispiel 5.11. Wir betrachten die Funktion X auf C\ (—o0,0]. Diese offene Teilmenge
von C ist sternférmig beziiglich 1 und damit einfach zusammenhéngend. Folglich hat %
eine Stammfunktion, welche bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Die spezielle

14



Stammfunktion mit dem Wert 0 im Punkt 1 stimmt auf B(1,1) mit In(z) iiberein. Folg-
lich liefert die Stammfunktion eine Fortsetzung von In von B(1,1) auf C\ (—oc, 0]. Wir
bezeichnen diese Fortsetzung auch mit In. Wir haben damit die Logarithmusfunktion
als holomorphe Funktion

In:C\ (—00,0] = C

konstruiert.

6 Die Cauchy-Integralformel

Sei U C C offen und z € U. Sei r € R~ derart, daf B(z,r) C U. Wir betrachten den Weg
ﬁ
0 B(z, 7“) welcher durch

t — z 4 rexp(2mit)

gegeben wird. Er umléuft also den Rand von B(z,r) einmal entgegengesetzt dem Uhrzei-
gersinn.

Sei f € O(U). Dann ist
)

u—=z

U>su— eC

auf U \ {z} holomorph.

Satz 6.1 (Cauchy-Integralformel). Sei f € O(U). Dann gilt fiir jeden geschlossenen zu
%

0 B(z,r) frei homotopen Weg v in U \ {z}

W,

271 LU= Z

=f(2) .
Proof. Wegen dem Cauchyschen Integralsatz geniigt es, den Weg ~y :5 B(z,r) zu be-
trachten. Sei R € (0,r). Dann ist

vs(t) ==z + (sR+ (1 — s)r) exp(2mit)

eine freie Homotopie von 0B(z,r) nach 0B(z, R). Es gilt also

[ [ g,
BB(z,T) u—=z BB(Z,R) u—=z

Es gilt fiir jedes R € (0,7) ,daf

f(z + Rexp(2mit)) . _/1 -
d*Q Rexp(2mit)dt = 2 Rexp(2mit))dt .
/83(zR " / R exp(2mit) exp(2mit) 7” ; J(z+Rexp(2mit))

!Bitte nicht mit dem Rand der Teilmenge B(z,r) verwechseln, welcher natiirlich leer ist.
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Wir bilden den Grenzwert R — 0 und erhalten

lim Mdu =2mif(z) .
R—0 BB(Z,R) u—=z

Sei U C C offen und v € U.
Folgerung 6.2. Die Teilmenge U \ {u} ist nicht einfach zusammenhdingend.

Proof. Wir setzen f(z) := 1. Dann ist % auf U \ {u} holomorph und es gilt fiir gentigend
kleine € R~ dafs

/ Mdz = 2mi .

—

oB(ur) # — U

Damit ist der Weg 5 B(u,r) in U \ {u} nicht frei homotop zu einem kostanten Weg. 0O

7 Glattheit und Analytizitat holomorpher Funktionen

In der Definition der Holomorphie hatten wir angenommen, dafs die betreffende Funktion
stetig differenzierbar ist. Wir zeigen nun, dafl eine holomorphe Funktion glatt und sogar
analytisch ist. Zur Vorbereitung zeigen wir das folgende geometrische Lemma.

Sei U C C offen, u € U und r € R~ derart, dak B(u,r) C U.

Lemma 7.1. Fir jedes x € B(u,r) und R € (0,7 — |z — ul) ist 5 B(u,r) geschlossen
H
homotop zu @ B(z, R) in U \ {x}.

Proof. Wir definieren eine freie Homotopie von 5 B(u,r) zu 5 B(z, R) durch

Ys(t) == ((1 = s)u+ sz) + ((1 — s)r + sR) exp(2mit) .

Es gilt || C B(u,r) \ {z}. O

Satz 7.2. Fir f € OU) gilt f' € O(U).
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Proof. Sei uw € U und r € R~ derart, dak B(u,r) C U. Wir zeigen, daf f"B(w) holomorph

ist. In der Tat ist 5 B(u,r) fur jedes z € B(u,r) in U \ {z} geschlossen homotop to
B(z,R) mit R :=r — |u — z|. Folglich gilt

f(2) = Lﬂ fl@)

20 ) Bur) T — %

Man kann unter dem Integral differenzieren und es gilt

1@ =g [ A

2w 3 Blur) (x —2)?

Dies ist wieder eine holomorphe Funktion in wu. O

Durch mehrfaches Ableiten unter dem Integral erhélt man:

Folgerung 7.3. Fiir f € O(U) sind die Ableitungen f™ € O(U) fiir allen € N definiert.
Es gilt fir z € B(u,r)

f(ﬂ)(z) = n_‘ de .

B 2mi 0B(u,r) (I‘ - Z)TH_I

Wir kénnen nun das folgende Integralkriterium fiir die Holomorphie einer Funktion auf-
stellen, in welchem man nicht einmal mehr die Differenzierbarkeit fordern mufs.

Satz 7.4. Sei U C C offen, f: U — C eine stetige Funktion und gelte fiir alle geschlos-
senen Wege v in U die Relation f7 fdz =0. Dann ist f holomorph.

Proof. Nach Satz hat f eine holomorphe Stammfunktion F. Damit ist aber f = F”
und damit f auch holomorph nach Satz[7.2] O

Wir zeigen jetzt, dak eine holomorphe Funktion lokal durch ihre Taylorreihe dargestellt
wird.

Satz 7.5. Sei f € O(U). Dann gilt fir z € B(u,r)

2 rn) (y,
f(z)zzf '()(z—u)“dx

n.

Proof. Es gilt

=g [ Mg

dBur) ¥ = <
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Wir schreiben

1 1 1 1 1 Z—u
T—z (x —u)— (2 —u) T r—ul-— =2 x—uz<x—u)
T—u n=0
Hier nutzen wir [2=%| < 1 aus. Diese Reihe konvergiert fiir festes z als Funktion von

x € 0B(u,r) gleichmékig. Deshalb kann man Summe und Integral vertauschen und es gilt

S () 0
QWZZ/BBUT m_znﬂdz(z—u) Z o (z —u)".

n=0

Bemerkung 7.6. Eine Funktion U — C, welche fiir jedes © € U in einer Umgebung
von u durch eine konvergente Potenzreihe gegeben ist, heifst analytisch. Holomorphe
Funktionen sind also analytisch. Umgekehrt haben wir schon gesehen, daf analytische
Funktionen holomorph sind.

8 Fortsetzungssatze

Als Konsequenz ihrer Analytizitéat ist eine holomorphe Funktion durch ihre Taylorreihe in
einem Punkt schon auf der ganzen Zusammenhangskomponente des Definitionsbereiches,
welche den Punkt enthélt, bestimmt.

Satz 8.1. Ist U C C offen und zusammenhingend, f € O(U), u € U und gelte f™(u) = 0
fur allen € N. Dann gilt f = 0.

Proof. Wir zeigen, daf die Menge A := [, i f™ = 0} in U sowohl offen als auch
abgeschlossen ist. In der Tat ist {f(™ = 0} abgeschlossen, da f™ stetig ist. Damit ist A
abgeschlossen.

Fiir jeden Punkt u € A existiert eine Umgebung, auf welcher f durch die Taylorreihe in
u dargestellt wird. Damit verschwindet f auf dieser Umgebung. Damit ist A offen.

Da die Menge A nicht leer ist, muft A = U gelten. O

Satz 8.2. Sei U C C offen und zusammenhdngend, f € O(U) und {f = 0} in U nicht
diskret. Dann gilt f = 0.

Proof. Da die Teilmenge {f = 0} nicht diskret ist, hat diese Menge einen Haufungspunkt
u € U. Sei (2,)nen eine Folge in {f = 0} mit lim,, , 2, = v und z, # u fir alle n € N.
Wir zeigen, da f* (u) = 0 fiir alle k € N gilt. Daraus folgt f = 0 nach Lemma .
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Nach Satz gibt eine Umgebung V' C U von u derart, daf§

Z

Z—Uk

fiir alle z € V gilt.
Sei m € N. Unter der Annahme, dafs

fOmw)y=0,...,f" Yw) =0
gilt, zeigen wir, daf f(™ (u) = 0. In der Tat gilt

:kaf >(z—u)’f=(z_u>m<fo)+ > fT!()@—u)’“"") ~

k=m+1

Damit gilt fiir alle n € N

0= f(m Z f 2y — u)Fm

k=m+1

Die Reihe 72 4 ! (2!(“) (2, — u)*™ konvergiert geichmiifig auf einer Umgebung von u.

Wenn wir den Grenzwert n — oo bilden, dann erhalten wir 0 = ™ (u). O

Beispiel 8.3. Die Menge der Nullstellen eines nichtverschwindenden Elementes f € O(U)
kann also keine Haufungspunkte in U haben. Am Rande von U ist das aber méoglich. Als

Beispiel betrachte man
1
f(z) :=sin(-)

z
auf C\ {0}. Die Menge der Nullstellen ist {-- | n € Z} und hat den Haufungspunkt 0.

Beispiel 8.4. Sei V' C R offen. Eine Funktion f : V' — R heilt reell analytisch,
wenn sie glatt ist und fiir jeden Punkt = € V in einer Umgebung von x durch ihre
Taylorreihe dargestellt wird. Beispiele von auf ganz R definierten analytischen Funktionen
sind exp, sin, cos. Die Funktionen /x, In(z) sind auf (0, co) analytisch.

Wir haben schon gesehen, dafs diese Funktionen Einschrankungen von holomorphen Funk-
tionen sind. Man kann allgemein zeigen, daf reell analytische Funktionen Einschrankungen
holomorpher Funktionen sind.

Satz 8.5. Ist f : V — R eine reell analytische Funktion, dann ezistiert eine offene
Teilmenge U C C und eine Funktion F' € O(U) derart, daf§ V C UNR und Fy = f gilt.

Proof. Sei r, € R~ der Konvergenzradius der Taylorreihe von f im Punkt x € V. Wir
setzen

U:= U B(z,r,)

zeV
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Das ist eine offene Teilmenge von C und es gilt V' C U NR. Fiir z € U wahlen wir x € V
derart, daf z € B(x,r,) gilt. Dann definieren wir

) (p
F(z) ::Zf |( )(z—x)”.

n

Wir miissen zeigen, daft F' wohldefiniert ist. Sei & € V eine weiterer Punkt mit z €
B(&,r;). Dann betrachten wir die holomorphen Funktionen G, G auf der zusammenhéin-
genden offenen Teilmenge W := B(x,r,) N B(Z,r;) von C welche durch die Taylorreihen
von f in den Punkten x und # gegeben werden. Es gilt G = G auf W NR. Da diese
Teilmenge in W nicht diskret ist, gilt G = G auf W. Wegen z € W gilt G(z) = G(z). O

Beispiel 8.6. Wir haben die Logarithmusfunktion
In:C\ (—00,0] = C

in Beispiel als Stammfunktion von % mit dem Wert In(1) = 0 definiert. Wir wissen
schon, dafs diese Funktion auf dem Intervall (0,2) mit der Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion iibereinstimmt, also exp(In(z)) = z fiir z € (0, 2) gilt. Da (0,2) in C\ (—o0, 0]
nicht diskret ist, gilt
exp(In(z)) = =

auf dem ganzen Definitionsbereich C \ (—oo,0] der Logarithmusfunktion. Mit Hilfe der
Logarithmusfunktion kénnen wir nun beliebige komplexe Potenzen definieren: Sei \ €
C. Dann setzen wir

2= exp(AIn(2)) : C\ (—=00,0] — C .

Seien U,V offene Teilmengen von C und gelte U C V. Sei f € O(U).
Definition 8.7. 1. Fine Fortsetzung von [ auf V ist ein Element g € O(V) mit
gu = f.

2. Eine Fortsetzung von f ist ein Paar (V,g) aus einer offenen Teilmenge V- C C
und einer Fortsetzung g € O(V) von f.

Bemerkung 8.8. Man kann die Menge der Fortsetzungen halbordnen durch

Vo, 90) < (V1,91) == (Vo S V1) A ((91) 1w = 90)

Man kann somit von maximalen Fortsetzungen sprechen. Mit Hilfe des Lemmas von
Zorn zeigt man leicht, daf es immer maximale Fortsetzungen gibt. Diese miissen aber
nicht eindeutig bestimmt sein.

Folgerung 8.9. Wenn jede Zusammhangskomponente von V die Menge U nicht-trivial
schneidet, dann hat f héchstens eine Fortsetzung.
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Proof. Sei Vj C V eine Zusammenhangskomponente. Seien g, h zwei Fortsetzungen von
f. Dann ist (¢ — h)jury, = 0. Da U NV; in V4 nicht diskret ist, gilt nach Lemma die
Gleichung g = h auf Vj. O

Fortsetzungen miissen nicht immer existieren. In den folgenden beiden Beispiele liegen
verschieden Griinde vor.

1. 1 hat keine Fortsetzung von C\ {0} auf C. In der Tat, wiirde eine solche Fortsetzung
existieren, dann wiirde % in der Nahe von Null beschrénkt sein. In der Tat wire diese
Bedingung sogar hinreichend fiir die Existenz einer Fortsetzung, siehe Satz [38.10]

2. Die Funktion zIn(z) hat keine Fortsetzung von B(1,1) auf eine offene Teilmenge
U C C mit 0 € U, obwohl z1In(z) in der Ndhe von Null beschrénkt ist. Der Grund
ist, daft die Differenz

lifgl(s +i€) In(s + ie) — lifgl(s —i€)In(s — i€) = s2mi

nicht verschwindet.

Satz 8.10 (Riemannscher Hebarkeitssatz). Sei U C C offen, u € U und f € O(U \ {u}).
Wenn f auf einer Umgebung von u beschrinkt ist, dann hat f eine Fortsetzung auf U.

Proof. Sei r € R” so, dak B(u,r) C U gilt. Fiir y, 2 € B(u,r) betrachten wir den Weg
%0 =y +ot)(z—y),
wobei ¢ : [0,1] — [0, 1] eine flache Reparametrisierung des Einheitsintervalls ist.

Wir betrachten die Funktion

F(z) ::{ (z—u)f(z) z#u

0 Z=u
Diese Funktion ist auf U stetig und auf U \ {u} holomorph.

Wir definieren
G: B(u,r) > C, G(2) ::/ F(w)dw .
Vi
Wir rechnen wie im Beweis von Satz nach, daf G holomorph ist. Sei z € B(z,r). Das
Argument fiir die Holomorphie von G im Punkt z basiert auf der Identitdt

/7 Pl = /7 v + /7 , Pl (3)

fiir alle y in der Ndhe von z. Um diese Identitédt einzusehen, argumentieren wir wie folgt.
Wir konnen eine Umgebung V' C B(u,r) von z derart, finden, daf die Dreiecke mit den
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Ecken u+ +(z —u), 2, y fiir alle y € V und n € N den Punkt u nicht enthalten. Es gilt
fiir alle n € N nach dem Cauchyschen Integralsatz, dafs

/vy F(w)dw:AZ F(w)dw+/ﬂ F(w)dw .

u+%(zfu) u+%(zfu)

Da F stetig ist, folgt (3) durch Grenzwertbildung fiir n — oo.
Folglich gilt G € O(B(u,r)) und damit

= G™
IS

fir alle z € B(u,r). Nun ist jedoch G(u)
G'(u) =1lim F(z) =0
Z—U

n

z—u)"

0 und

und damit

© Gy
:ZGH!( )(z—u)".

Folglich gilt fiir z € B(u,r).
OO n+2 )
B ppcnsiCIRETY
o (n+1)!

Damit ist fp(u,) holomorph. O

Folgerung 8.11. Sei U C C offen, Z C U eine diskrete Teilmenge, f € C(U,C) und
finz € O(U\ Z). Dann gilt f € O(U).

9 Konvergenz von Folgen holomorpher Funktionen

Sei U C C offen.

Satz 9.1. Ist (fy)nen eine Folge in O(U) und konvergiere f, gegen f : U — C lokal
gleichmdf$tg. Dann ist f holomorph.

Proof. Da holomorphe Funktionen stetig sind und ein lokal gleichméfiger Grenzwert ste-
tiger Funktionen stetig ist, ist f stetig.

Wir zeigen nun, dafs f holomorph ist. Sei w € U und r € R~ derart, dak B(u,r) C U gilt.
Fiir jeden geschlossenen Weg « in B(u,r) gilt

[ s [ i giots = [ Ao,

n—o0
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Nach Lemma ist fiB(ur) holomorph. O

Bezeichne L(7) die Liange des Weges 7.
Lemma 9.2. Es gilt fir jeden Weg v in C und stetige Funktion f :|y| — C

| [ f(2)dz] < sup [f(2)[L(7) -

z€|Y|

Proof. Es gilt

|/fd4</ﬁ w<wa|/w ()]dt = sup |F()L() -

z€|Y| z€|y|

Lemma 9.3. Sei f eine holomorphe Funktion auf U, x € U und r > 0 derart, daf
B(z,r) CU. Dann gilt fir allen € N, s € (0,7] und z € B(x,r — s)

n rn!
fM ()] < == sup |f].
S8 OB(z,r)

Proof. Wir benutzen die Formel

FO () = n_'/a _fw)dw

270 J 5 B (w— z)ntl

Der Integrand wird durch

f(w)

— g S sup |f|
(UJ - Z)n+1 6B(x r) sm

abgeschitzt. Daraus folgt direkt

n rnl
O < s (.

OB(z,r)

Fir s = r erhalten wir

Folgerung 9.4.
n n!
@) < 5 swp |71

OB(z,r)
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Mit dieser Formel kann man noch einmal einsehen, daf der Konvergenzradius der Taylor-
reihe von f im Punkt z grofer als 7 ist. Fiir s = 3 erhalten wir:

Folgerung 9.5.
2n+1n!

sup | f(2)] < =—— sup |f].
z€B(z,3) r 0B(z,r)

Lemma 9.6. Sei (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf U, welche gegen eine Funk-
tion f lokal (gleichmdﬂig konvergiert. Dann ist f holomorph und die Folge der k-ten Ab-
leitungen ( nk)) konvergiert lokal gleichmdflig gegen f*).

Proof. Wir wissen schon, daft f holomorph ist. Sei jetzt * € U und r > 0 derart, dafs
B(z,r) C U. Dann gilt nach Folgerungﬁ

swp [79(2) ~ 1O < 2 swp 1 -1
zEB(a:,%) OB(z,r)

Da 0B(x,r) eine kompakte Teilmenge von U ist, geht die rechte Seite fiir n — oo gegen
Null. Damit gilt £ — f®) gleichmiiRig auf dem Ball B(z, %). O

10 Das Maximumprinzip

Sei U C C eine offene Teilmenge.

Definition 10.1. Fiir eine stetige Funktion f : U — C, einen Punkt uw € U und eine
positive reelle Zahl v derart, daf$ B(u,r) C U gilt, definieren wir

1
M,(f,u) :—/O fu+re*™dt

Die Zahl M, (f,u) ist also der Mittelwert der Einschrinkung von f auf den Kreis S(u,r)
um v vom Radius 7.

Definition 10.2. FEine stetige Funktion f : U — C hat die Mittelwerteigenschaft,

wenn fir jedes u € U eine positive relle Zahl R ezistiert, so dafy B(u, R) C U und

M, (f,u) = f(u)

fiir alle r € (0, R) gilt.
Lemma 10.3. Holomorphe Funktionen haben die Mittelwerteigenschaft.
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Proof. Es gilt nach der Cauchy-Integralformel

M, (fu) = / flo 4 remiyd = L MO

2m Sy By U

Lemma 10.4. Wir nehmen an, daff U C C offen und zusammenhdngend und f : U — C
eine stetige Funktion mit der Mittelwerteigenschaft ist. Besitzt |f| ein globales Mazimum,
dann ist f konstant.

Proof. Moge |f| in = € U ein globales Maximum haben. Sei M := | f(x)|. Wir zeigen, daf
die Teilmenge

A={yeUll|fy) =M}

offen und abgeschlossen ist. Da diese Menge nicht leer ist, mufs dann U = A gelten.

Zunichst ist klar, dak A abgeschlossen ist, da die Funktion U 3 y — |f(y)| € R stetig ist.

Wir zeigen nun, dak A offen ist. Sei y € A und R € R> derart, dak B(y, R) C U und
M. (f,y) = f(y) fir alle r < R gilt. Damit gilt jedoch

M= f(y)l = M (f,y)| < Mp([fl,y) < |f(y)l < M

Die Gleichheit M, (|f|,y) = M zusammen mit |f| < M kann aber nur gelten, wenn |f|
auf 0B(z,r) konstant den Wert M annimmt. Damit gilt | f(z)| = M fiir alle z € B(z, R)
von x. Das zeigt die Offenheit von A.

Wir wissen jetzt, daf auf U die Gleichung |f| = M gilt. Sei 2 € U. Wenn M # 0 ist, dann
finden wir eine Umgebung V' C U von u und eine stetige Funktion ¢ : V' — U(1) derart,
dak f(v) = M¢(v) gilt fiir alle v € V. Dann gilt nach der Cauchy-Ungleichung

1
< M\/m /B | @k = a1

Die Gleichheit in der Cauchy-Ungleichung gilt aber nur dann, wenn M = \¢ fiir eine
komplexe Zahl A € C gilt. Folglich ist f = M¢ = M?\ konstant. O

1

2
T JB(a,r)

Mo(x)dA(x)

Folgerung 10.5. Sei U C C eine offene und beschrinkte Teilmenge und f : U — C eine

stetige Funktion, so daf fiy die Mittelwerteigenschaft hat. Dann nimmt | f| das Maximum
auf OU an.
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Proof. Wir kénnen annehmen, daf U zusammenhéngend ist. Andernfalls betrachten wir
die Komponenten separat. Die Aussage ist klar, wenn f konstant ist.

Wir nehmen nun an, dafs f nicht konstant ist. Da U kompakt ist, muf die stetige Funktion
|f| auf U ein Maximum annehmen. Da [f| auf U kein globales Maximum haben kann,
muf das globale Maximum auf U angenommen werden. O

11 Ganze Funktionen, Fundamentalsatz der Algebra

Definition 11.1. Ein ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funk-
tion.

Eine ganze holomorphe Funktion ist also um jeden Punkt in eine Potenzreihe entwickel-
bar, welche unendlichen Konvergenzradius hat. Beispiele sind Polynome, e* und sin(z),
cos(z). Ganze Funktionen, die keine Polynome sind, heifsen transzendente Funktio-
nen. Man kann Polynome innerhalb der transzendenten Funktionen durch ihr Wachstum
charakterisieren.

Satz 11.2. FEine ganze Funktion f ist genau dann ein Polynom vom Grad n, wenn es
positive reelle Zahlen M, R gibt, so dafs

[f(2)] < M[z|"
fiir alle z € C\ B(0, R) gilt.

Proof. Ein Polynom
fr=ay2"+---+ag € Clz]

vom Grad n € N erfiillt diese Ungleichung. Dazu betrachten wir R := 1. Die Abbildung

n—1

z 1
{lzl > R} 3 2= [f(2)[]27"] = |an +an_1W 4ot aoW\

ist durch eine Konstante M beschriankt. Wir kénnen zum Beispiel
M = |an| + |an—1| + -+ |(l0|
nehmen.

Moge umgekehrt |f(z)| < M|z|" fir alle z € C mit |z] > R gelten. Dann folgt fiir alle

reRmitr >R '
o= [ I
27TZ 33(0,7") z +

26



also
|F®0)] < kIMrmh

Damit gilt f*)(0) = 0 fiir alle k¥ € N mit k > n. O

Folgerung 11.3. Eine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Folgerung 11.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei f € C[z] ein nichtkonstantes Poly-
nom. Dann hat f in C eine Nullstelle.

Proof. Wir nehmen an, daf f keine Nullstelle hat. Dann wire f~!(z) auch eine ganze
holomorphe Funktion. Sei f = a, 2" + - - - 4+ ag. Wir schreiben fiir z # 0

f(2) =2"(an + an 127 4+ +apgz") .
Es gibt also ein R € R mit R > 0 derart, dak aus |z| > R folgt
|| > 2|lan_127" + -+ agz™| .
Damit gilt aber fiir |z| > R, dal

|z["ay,

7E) >

Die Funktion f~!ist auf {|z| < R} beschrinkt aus Stetigkeitsgriinden. Wegen obiger Un-
gleichung ist f~! auch auf {|z| > R} durch m beschrinkt. Folglich ist f~! eine ganze
beschrénkte Funktion und damit konstant. Damit ist f auch konstant. O

Satz 11.5. Sei f eine ganze transzendente Funktion und w € C. Dann gibt es eine Folge
(zn)nen in C mit lim,, o |2,| = 00 (in R) und lim, . f(2,) = w.

Proof. Moge es fiir w € C keine solche Folge geben. Dann ist m im unendlichen
beschrénkt. Aufserdem ist die Menge der 0-Stellen von f(z) — w endlich. Die Funktion

f(z) —w

(z — x)”f(ff)

9(2) =
1_[f (z)=w
hat keine O-Stellen mehr, wobei v;_,,(z) € N die Ordnung der Nullstelle von f in x
bezeichnet. Wir erhalten damit eine Abschitzung der Form |$| < M|z|¥, wobei k :=
> fw)=w V() ist. Wir schliefen, dak Ilz) ein Polynom ist. Damit ware aber auch f ein
Polynom und nicht transzendent. O

In anderen Worten, wenn f ganz transzendent ist, dann ist f(C\ B(0, R)) fiir alle R eine
dichte Teilmenge von C. Dieses Lemma trifft also auf die e-Funktion und die Funktionen
sin(z), cos(z) zu.
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12 Singularitaten

Wir betrachten fiir reelle Zahlen r, R mit 0 < r < R < oo die offene Teilmenge

K := K(a,7,R) := B(a,R) \ B(a,r)
von C. Die Menge K hat die Form eines Ringes. Wir setzen

U:=B(a,R), V:=C\Ba,r).
Dann gilt UNV = K.

Satz 12.1. Fir f € O(K) gibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen u € O(U)
und v € O(V) derart, dafs

1. U|K—|—’U|K:f

2. lim, ,,v(2) =0
gelten.

Proof. Fiir s € Rmit r < s < R definieren wir eine holomorphe Funktion us : B(a,s) — C
durch

1 d
us(z) := — f(w)dw :
2T )5 Bas) W — 2
Fir 0 < s < s < R gilt nach dem Cauchy-Integralsatz u; = (uy)|B(a,s)- Die Familie
holomorpher Funktionen (ug),<s<g legt damit eine holomorphe Funktion u : U — C fest

mit u|p(a,s) = us fiir alle s € (r, R).

Analog definieren wir holomorphe Funktionen v, : C\ B(a,s) — C

) 1 f(w)dw
Vs(2) i= —
i 2m0 S5 Bas)r W — 2

welche eine Funktion v : V' — C festlegen. Es gilt lim, ,, v(z) = 0.

Beachte, daf us und vs durch fast dieselbe Formel gegeben werden, wobei der Unterschied
nur die Orientierung des Weges ist. Trotzdem kann man die Funktionen us und —v, nicht
vergleichen, da ihre Definitionsbereiche disjunkt sind.

Sei nun z € K und € > 0 derart, dafs B(z,¢) C K. Wir zeigen, dafs
f=ur+vg

gilt. Sei z € K. Fiir s, € Rmit r < s < |z —a|—€¢ < |z—a|+€e < < R. Sei
¢ :10,1] — [0, 1] eine flache Reparametrisierung. Wir betrachten die Wege

¢(1 —t)s(z—a) _ ¢(t)s'(z —a)

|z — al |z — al

o(t)=a—
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und
Yu(t) == a — UH exp(2mip(t)) .

Dann sind jeweils frei homotop:

Yu Ng B(CL, 8) ) 5 B(Z, 6) ~ O.ﬁ,ygpljo.Oij,ys/ .

Folglich gilt

f(2) L/ flwldw_ L/ M+i/ fldw ).

211 33(376) w—z 27 33(0"5/) w—z 21 BB(a’s)op w—z

Sei f = u' + v eine weitere solche Zerlegung. Dann gilt 0 = (u — u') + (v — v'). Wir
betrachten die ganze Funktion, welche durch die Vorschrift

h(z) = { u(z) —u'(z) |z| <R

) V(2)—w(z) |z >

gegeben wird. Diese Funktion is wohldefiniert. Da sie beschrankt ist, gilt h = const. In
der Tat ist h = 0 wegen lim, o, h(z) = 0. Damit gilt u = v/ und v = v'. O

Folgerung 12.2. Eine holomorphe Funktion f € O(K) hat eine eindeutige lokal-gleichmdfsig
konvergente Darstellung

—0o0

f(z)= Z an(z —a)" + Z an(z —a)”

n=-—1 n=0

1 / f(w)dw

= 2_71'2 BB(a,s) (U) - a)TH-l .

Proof. Es gilt
u(z) = Z an(z —a)"
n=0

und

v(z) = _2: an(z —a)" .

n=-—1

Definition 12.3. FEine Reihe der Form ) _, a,(z — a)™ heifst Laurentreihe (mit Zen-
trum a). Sie konvergiert im Punkt z, wenn die Reiheny " a,(z—a)” und Y = a,(z—
a)" konvergieren.
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Sei a € C.

Folgerung 12.4. Konvergiert eine Laurentrethe mit Zentrum a an zwei Punkten zy, zo €
C und gelte |z1—a| < |z2—al|, dann konvergiert sie auf dem Kreisring K (a,|z1 —al, |22 —al)
lokal gleichmdflig gegen eine holomorphe Funktion.

Sei U C C offen und uw € U. Sei f: U \ {u} — C holomorph.

Definition 12.5. Wir sagen, dafl f in u eine isolierte Singularitat hat.

Wir kénnen f € O(U \ {u}) in einer Umgebung von u in eindeutiger Weise durch eine
konvergente Laurentreihe

() =Y au(z )"

neL

darstellen.

Definition 12.6. f € O(U \ {u}) hat in u einen Pol, wenn es ein N € Z gibt, so daf
a, =0 fir allen € N mit n < N gilt. In diesem Fall definieren wir die Vielfachheit von
f wm Punkt u durch

vi(u) :==min{n € Z | a,, # 0} .

Wenn f in u keinen Pol hat, da sagen wir, dafy f dort eine wesentliche Singularitdt
hat.

Beachte, dafs Nullstellen einer holomorphen Funktion als Pole positiver Vielfachheit be-
trachtet werden konnen. Wenn vy(u) < 0 ist, dann sagen wir, daf f in u einen Pol der
Ordnung —vy(u) hat.

Folgerung 12.7. FEine nichtverschwindende holomorphe Funktion f € O(U \ {u}) hat
in u genau dann einen Pol der Vielfachheit vi(u), wenn h(z) = (z — u)™"f(z) eine
holomorphe Fortsetzung auf U mit h(u) # 0 hat. Dazu reicht es aus zu zeigen, dafl h(z)
fiir z in der Néihe von u beschrinkt bleibt (Satz[8.10).

Satz 12.8 (Weierstraf-Casorati). Sei U C C offen, u € U und f € O(U \ {u}). Wenn f
im Punkt u eine wesentliche Singularitit hat, dann ist fir jedes r € R mit B(u,r) C U
die Teilmenge f(B(u,r)\ {u}) dicht in C.

Proof. Wir argumentieren indirekt. Sei w € C und gébe es keine Folge (z,,)nen in U \ {u}
mit lim,, o 2, = w und lim,,_,, f(2,) = w. Dann wiirde ein r € R mit B(u,r) C U und
eine Konstante ¢ € R~ existieren, so daft

By —w| 2 ¢
gilt. Dann wére
1
g:=
i\ —w
auf B(u,r) \ {u} beschréankt und holomorph. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz
hétte g eine holomorphe Fortsetzung auf B(u,r). Damit wére aber fp\(u} — w
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holomorph und hétte einem Pol der Ordnung —v,(u). Also hétte f in u keine wesentliche
Singularitét. O

Bemerkung 12.9. Dieses Lemma hat eine Verscharfung, welche der Grofie Satz von
Picard genannt wird. Dieser besagt, dak es unter den in Lemma [12.8| gegebenen Vor-
aussetzungen einen Punkt w € C gibt, so daf fiir jedes r € R” mit B(u,r) C U gilt

C\{w} € f(B(u,r) \ {u}).

13 Meromorphe Funktionen

Sei U C C offen.

Definition 13.1. FEine meromorphe Funktion auf U ist eine holomorphe Funktion
f e OUN\ M) fir eine geeignete diskrete Menge M C U derart, dafy f in jedem Punkt
von M einen Pol hat.

Die Ableitung einer meromorphen Funktion ist wieder meromorph. Genauer, sei f &€
M(U) und M C U diskret, so dak f € O(U \ M) ist. Dann ist f* € O(U \ M) und hat
Pole in M. Folglich gilt f" € M(U).

Lemma 13.2. Sei U C C offen und zusammenhdingend. Die Menge M(U) der auf U
meromorphen Funktionen bildet einen Korper. In der Tat ist M(U) der Quotientenkdrper

von O(U).

Proof. Es ist einfach zu sehen, dalt M(U) eine abelsche Gruppe bildet. Wir sehen weiter
ein, daf das Produkt zweier meromorpher Funktionen ebenfalls eine meromorphe Funktion
ist. Seien f,g € M(U) meromorph. Dann gibt es diskrete Teilmengen F),G C U derart,
daf f auf U \ F und g auf U \ G holomorph sind. Wir setzen H := F U G. Dann ist
h:= fg auf U\ H holomorph. Es bleibt zu zeigen, dak h in jedem = € H einen Pol hat.
Wir betrachten ¢(z) := (z—z) @%@ Dann ist ¢(2)h = [(z —2) @ f][(z — ) s®)9]
in der Ndhe von z holomorph. Damit bildet M(U) eine Ring.

Sei nun f € M(U) und f # 0. Wir miissen zeigen, daf f~' € M(U). Sei xz € U. Da f
nirgends konstant sein kann, gilt f(z) = (z — )@ h(z), wobei h auf einer Umgebung
von z holomorph ist und h(z) # 0 gilt. Die Funktion A~!(2) hat dieselben Eigenschaften.
Damit ist aber auf dieser Umgebung f~(2) = (2 — )" @ h~1(2) meromorph. Dies zeigt
f~t € M(U). Damit ist M(U) in Korper.

Den zweiten Teil lassen wir als Ubungsaufgabe. O
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Seien nun U,V C C offene Teilmengen, h : U — V holomorph und nirgends konstant und
feM(V).

Lemma 13.3. Dann gilt h*f € M(U).

Proof. Sei F' C V diskret derart, daft f € O(V'\ F). Wir zeigen zuerst, daf G := h~!(T) C
U diskret ist. Wir nehmen an, daf G nicht diskret sei. Sei (g;)ien eine Folge in G mit
lim; oo g; = g € U und g; # g fiir alle j € N. Dann gilt lim; o h(g;) = h(g). Wenn
h(g;) = h(g) fir unendlich viele j € N wére, dann wére h in einer Umgebung von g

konstant. Also gilt h(g;) # h(g) fiir fast alle j € N. Da h(g;) € F gilt, wére damit F' nicht
diskret.

Sei nun v € U und v = h(u). In der Ndhe von v gilt

f(2) = (2 = 0)"y(2)

fiir eine bei v holomorphe Funktion . Damit gilt

(h* f)(w) = (h(w) = v)"1p(h(w)) .

Ean w—u)"

n>0

Sei

die Taylorreihe von h in u. Es gilt ap = v. Dann gilt

(h(w) —v)"r®@ Zan vi)

n>1

Da h nirgends konstant ist, gibt es ein minimales N € N mit ay # 0. Wir schreiben

Zan(w —0)" = (w—v)V Zan+N(w -

n>1 n>0

Die Summe »_ -, @nyn(w —u)" ist nahe dem Punkt w = u holomorph und verschwindet

dort nicht. Damit ist ¢ := (ano angn(w —u)")"’ “) nahe u holomorph. Wir haben damit
eine Darstellung

(h* f)(w) = (w —u)" N (w)

mit einer bei u holomorphen Funktion ¢ gefunden. O

1. Rationale Funktionen § fir p,q € C[z] mit g # 0 sind meromorph.
2. Die Funktione tan, cot, ' sind in M(C).

3. Die Funktionen sin(1) oder e+ sind nicht meromorph auf C.
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14 Residuum

Sei U C C offen und u € U ein Punkt. Sei f € M(U) und
f(2)= Y anlz—w)
n=vy(u)
die Laurentreihe von f im Punkt .

Definition 14.1. Wir definieren wir das Residuum von f im Punkt u durch

res,(f) :=a_q .

Die Bedeutung dieses Begriffs ergibt sich aus der folgenden Formel:

Lemma 14.2. Fir alle r € R” mit B(u,r) C U gilt

= f(2)dz = res,(a) .

271"&. 33(%7.)

Proof. Die Funktion f ist auf dem Kreisring K (u,r/2,7) holomorph. Die Behauptung
folgt aus Folgerung [12.2] O

Wir zeigen nun eine Reihe von Rechenregeln fiir das Residuum.

Lemma 14.3. 1. Die Abbildung M(U) > f —> res,(f) € C ist linear.
2. Fir f € M(U) gilt res,(f') =0

3. Fir f,g € M(U) gilt res,(f'g) = —resu(fg’).

4. Fir f e M(U) gilt resu(fTI) = vs(u).
5. Wenn f € M(U) in u einen Pol der Ordnung n € N hat, dann gilt fir die bei z

holomorphe Funktion g(z) := (z — )" f(2)

res,(f) =

6. Wenn f in u holomorph ist und eine Nullstelle der Ordnung 1 hat, dann gilt

(3= 7
res, (=) = .
[ )
Proof. 1. Die Linearitat des Residuums ist klar.
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2. Sei
F2) = an(z—u)"

nez

die Laurententwicklung von f bei u. Dann gilt

f'(z) = Z ann(z — )"t = Z Anp1(n+1)(z —x)" .

nez neL

Es folgt
res,(f') =a_141(-141)=0.

3. Es gilt die Leibnitzregel (fg) = f'g + fg¢'. Damit ist
res,(f'g) +resu(fg') = res,((fg)) =0 .

4. Wir betrachten die Entwicklungen

fw)y= Y b(w=w", flw)= Y buln+w—u".

n>vy(u) n>vy(u)—1
Folglich gilt
Flw)  2nsvp-1 e (n+ D(w —u)”
_ 1 ano bnts (w) (n+vp(u)(w —u)"
w—u ano bntvs(u) (w —u)™

Nun ist
ano bn+Vf(U) (n+ve(uw)(w—u)"

ano bn+uf(u) (w —u)"

in w = u regulér und hat den Wert v¢(u). Daraus folgt

/

resu(f7) =vs(u) .

5. Sei
f) =3 az—ut

k>—n

die Laurententwicklung von f im Punkt w. Dann gilt

g(z) = Z ag(z — ) gV (w) = (n—1)la_; .

k>—n
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6. Wenn f in u eine Nullstelle erster Ordnung hat, dann gilt

(™) (4 (n+1) (y
f(Z):an—'()(z—u)n: (z—u)Z]EnTE)R(Z—U)n

Die Funktion
St (u)

ist in z = w nicht Null. Deshalb gilt

1. Die Funktion tan(z) = 22 hat in z = 0 eine Nullstelle der Ordnung 1. Es gilt

cos(z)
1
t / e .
an’(z) cos?(2)
Damit ist fiir cot(z) := t;anl(z)
(cot) = e = 1
resp(Ccot) = SQ(O) -

Man kann auch cot = 82 schreiben und das Residuum bei 0 als die Vielfachheit der

Nullstelle von sin erhalten.
2. Es gilt resxﬁ =e".

3. Es gilt reszﬁ = %ex.

4. Es gilt

Wir schliefsen, dafs mit £ =1+ 1

ORI

res;I' = =

[Ton—0 !

Seien U,V C C offen, h : U — V holomorph und nicht konstant und f € M(V'). Dann
gilt nach Lemma auch W'h*f € M(U). Sei u € U.
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Lemma 14.4. Es gilt
res, (W'h* f) = vh_neu (u) resp) f

Proof. Wir nehmen zunéchst an, dafs
Te€Sh(u) (f) =0
gilt. Wir wahlen r € R~ so, dafs

f(2) =) an(z = h(w)"

nez

auf B(h(u),r) \ {h(u)} gilt. Beachte, dak a_; = 0 ist. Die Funktion

Fz)= Y n‘le(z—h(u))n“
nezZ\{—1}

ist eine Stammfunktion von f auf B(h(u),r)\ {h(u)}.

Wir schlieffen
res, (W'h*f) =res, ((R*F)) =0 .

Im allgemeinen zerlegen wir
respw)(f) | 7

= z — h(u) -
Dann gelten f € M(V) und resh(u)(f) = 0. Es gilt

resna) ()N e
— >+ LR

res, (W' h*f) = res,h* (z >

Nur der erste Term tragt bei. Es gilt

* W) N, W) (h—hw)
: (M )( )= ) k() kR )

z — h(u)
also "
res, <z > %) = Vp—n)(u) .
Daraus folgt die Behauptung. O

Seien U,V offene Teilmengen von C und h : U — V holomoph. Die Definition
R f = HWh'f
fir f € M(V) ist durch folgende Formel motiviert.

Sei f: V — C stetig und v ein Weg in U. Wir defineren den Weg h,vy := ho~v in V. Dann
gilt:
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Lemma 14.5.

Jn@a:= [ s

ol hoy

Proof.

/(hﬁf)(Z)dZ = [ WO@)f (@) (t)dt

v

f(z)dz

hsry

15 Der Residuensatz

Sei 7 ein geschlossener Weg in C und z € C\ |/
Definition 15.1. Wir definieren die Umlaufzahl n.(z) € C durch

(2) 1 / dz
n.(x) = — .
K 271 y 2T
1

Die Funktion z + —— ist auf C\ {z} holomorph. Die Umlaufzahl n,,) héngt nach
dem Cauchyschen Integralsatz nur von der freien Homotopieklasse von v in C \ {z} ab.
Desweiteren gilt fiir flache v, 0 in C\ {z} mit (1) = o(0) dak

Ny(2) + No(z) = Moty (T) -

Lemma 15.2. Es gilt
ny(z) €Z .

Proof. Es gilt
1 dz= 1 (1 y(t)dt

2mi )y z—x  2mi Jo y(t) —x

Wir betrachten die Funktionen h, H : [0, 1] — C, welche durch

)= [ () = (005) = D) expl-h(s)
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gegeben werden. Es gilt

7'(s)

o)z

H'(s) = 7/ (s) exp(—h(s)) — (v(s) — ) exp(—h(s))

Folglich gilt

(Y(0) =) = H(0) = H(1) = (7(1) — =) exp(=h(1)) .
Wegen v(0) = (1) und (1) # x schlieen wir, dafs h(1) € 2miZ gilt. Nun ist h(1) =
2min, (z). 0

Fiir n € Z definieren wir den Weg
n 5 B(z,1), tw— x+ exp(2mint) .

Dieser Weg umléuft den Punkt = entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn n mal. Man rechnet
leicht nach, daf

( ) 1 / dz
n - xr) = -
"8 Blx,1) 2T o Ba) 2 —

gilt.

Sei x € C und 7 ein geschlossener Weg in C \ {z}.

Satz 15.3. Die Wege n.(x) 5 B(z,1) und v sind in C\ {x} frei homotop.

Proof. Diesen Satz werden wir hier nicht zeigen. Er ist eine Aussage iiber die Fundamen-

talgruppe von C\ {z}. Es gilt fiir jedes y € C mit x # y, dal m(C\ {z},y) = Z ist und
—
von 9 B(x, ||y — z||) erzeugt wird. O

Lemma 15.4. Es gilt fir alle n # —1

L(z—x)”dz:O.

Proof. In der Tat ist ndmlich (z — z)" = F'(2) fir F(z) := (n}rl) (z — z)"L. Damit gilt

/7<z )z — AF'(z)dt ~0.

Sei U C C offen, v ein geschlossener Weg in U und f € M(U) derart, daf die Einschrén-
kung von f auf U \ |y| holomorph ist.
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Satz 15.5 (Residuensatz). Wenn v in U frei zusammenziehbar ist, dann gilt

/f(z)dz:Qm' Z n(x)resy(f) .

zeU\|1|

wobei in dieser Summe hochstens endlich viele Terme von Null verschieden sind.

Proof. Wir sehen zuerst ein, dak diese Summe endlich ist. Sei M C U diskret und f auf
U \ M holomorph. Dann ist res,(f) = 0 fiir z € U \ M. Sei ¢ eine Homotopie von v zu
einem konstanten Weg. Dann gilt n,(z) = 0 fiir alle x € U\ |o| und |o| ist kompakt. Damit
kénnen nur die Punkte der endlichen Menge M N |o| nichttrivial zur Summe beitragen.

Fir m € M haben wir eine Entwicklung

-1

)= > almh(z—=m)F+ > alm(z = m)* = hp(2) + ¢m(2) -

k=vg(m) k>0

Die Funktion h,, heift Hauptteil von f in m und ist auf C\ {m} holomorph. Die Funktion
Om ist auf (U \ M) U {m} holomorph. Beachte, da a(m)_; = res,,(f) gilt.

F= > hm= > ¢m

meMn|o| meMn|o|

Die Funktion

ist dann auf U \ {M \ ||}, also auch auf einer Umgebung von |o|, holomorph. Es gilt

/f(z)dz = Z hm(2)dz .
v meM VY
Es gilt also mit Lemma

> /hm(z)dz: >

meMn|a|” 7 meMn|o|

resm(f)/ dz = 27 Z res, (f)n,(m) .

Z—1m
meMn|o|

1. Wir wollen

/ dz
2B(0,2) 22 -1

berechnen. Die Pole des Integranden sind z1 := +1 der Ordnung 1. Wir berechnen

die Residuen. Dazu schreiben wir 221_1 = (2_1)1(2 e Es folgt reslzzdfl = % und
res_ledfl = —%. Es folgt

/ dz _0
2B(0,2) 22 -1 '
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. Wir wollen

/ efdz
33(0,2) 22 —1

berechnen. Die Pole des Integranden sind zi := +1 der Ordnung 1. Wir berechnen
die Residuen. Dazu schreiben wir 22171 = (zfl)l(z e Es folgt reslzg‘ifl = 5 und

res_1% = —%. Es folgt

/ o (" —e™)
= Tmile — € .
aB02) 22— 1

. Wir wollen

/ e*dz

3802 (2 —1)(z+1)

berechnen. Die Pole liegen in 1 und haben die Ordnung 2in z = 1 und 1 in z = —1.
Wir berechnen

- 16)22d(i+1) N (zeﬂ) = (%)21 =2

z=1

und

o e*dz - e? _e_’l
T2y \G-02) ., 4

Es folgt

/ e“dz m'( L)
=—(e+e).
o802 (z—1%*z+1) 2

. Wenn der Weg v in U nicht frei zusammenziehbar ist, dann gilt der Residuensatz
im allgemeinen nicht. Als Beispiel betrachten wir den Kreisring U := K (0,1, 3) und

den Weg v ::5 B(0,2). Dann ist f(z) := 2~! auf U holomorph. Es gilt also

an(x)resf(m) =0, /f(z)dz = 270 .

zelU

16 Pole zahlen

Sei U C C offen und ~ ein geschlossener, frei zusammenziehbarer Weg in U. Sei weiter
f € M(U) eine nicht-verschwindende meromorphe Funktion ohne Singularitaten auf |v|.
Aus Lemma [I4.3], 4. ziehen wir die folgende Konsequenz.

Folgerung 16.1. Es gilt

fI(Z)dZ— 1 n~(x)ve(z
[ 5= X mw)

zeU\ ||
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Mit dieser Formel kann man zum Beispiel Singularitdten in Béllen zdhlen. Wenn r € R~

und = € U derart gewahlt sind, dak B(x,r) C U gilt und f auf dem Rand dieses Balls
keine Singularitdten hat, dann gilt die Gleichung

fl(z)dz » )
/BB(W) f(z) =2 Z (y) -

yeB(x,r)

In der Tat ist S B (y) = 1 fiir alle Punkte y € B(z,r) und S Blew) (y) = 0 fir alle

y € C\ Bl(x,r).

Hier sind einige Beispielrechnungen fiir Funktionen mit Polen erster Ordnung oder Null-
stellen der Vielfgachheit 1.

1. Fiir 0 < k € N gilt

I'(z)d
/ ()dz itk 1) .
aBOk+1/2) L(2)

Das Integral zdahlt die Pole von I' im Intervall (—=k — 1/2,k 4+ 1/2).

2. Es gilt
ﬂ cot(z)dz = 2mi(2k + 1) .
8 B(0,(k+1/2)m)
Beachte dazu, dak cot(z) = ssi;(é)), gilt. Das Integral zéhlt also die Nullstellen von

sin im Intervall (—(k + 1/2)m, (k + 1/2)7).

Wir definieren die komplexe Zahlenkugel C := C U {co} als topologischen Raum derart,
daf die auf C-induzierte Topologie die iibliche ist und die Teilmengen C \ B(0, R) fiir
R € R~ eine Basis der Umgebungen von oo bilden.

Sei S C C eine Umgebung von oo und U := S\ {oc} und f € M(U). Sei M C U diskret
derart, dak f € O(U \ M) gilt. Wir nehmen an, dak M in S diskret ist. Aquivalent dazu
ist, dafs es eine Umgebung V' C C von oo gibt, so dafs M NV endlich ist.

Eine Funktion f : S — C wird als holomorph (meromorph) betrachtet, wenn fis\ (o} und
f(z71) holomorph (meromorph) sind. Wir schreiben O(S) oder M(S) fiir den Raum der

holomorphen oder meromorphen Funktionen auf f.

Beispiel 16.2. 1. Eine rationale Funktion p/q, fiir p, ¢ € C[z] mit ¢ # 0 ist in M(C).

2. Die Funktion sin ist in der Ndhe von oo nicht meromorph.

Sei f € M(S). Sei h : C\ {0} — C durch h(z) := % gegeben. Es gibt dann ein r € R~
derart, dak h(B(0,7)) C S und

Rif = —272h*f € M(B(0,r))
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gelten. Wir definieren das Residuum von f im Punkt oo durch
reso [ 1= resg hif .

Wenn |z| gentigend grof ist, dann konvergiert die Laurentreihe

f(z)= Z apz" .

neZ

Es gilt

rese(f) = —a—_y .
In der Tat gilt fiir z in der Nahe von 0, daf

hﬁf(z) = ;72 Zanz_” = — Zanz_”_z .
neL nel

Folglich gilt —resf = a_;.

Es gilt fiir t € R dafs
h(R71627m'(7t)) — ReQTrit

und damit
— —
h. 9 B(0,R™") ~9 B(0, R)”
und
/ f(2)dz LemmdlZ3] f(2)dz
3 B(0,R)°P h. 8 B(0,R—1)
= / W f(2)dz
9 B(0,R1)
2mireso (R f)
27iresq (f) .

Satz 16.3. Sei f € M(C), dann gilt

Z res; (o) +reseo(a) =0 .

zeC

Proof. Sei R € R~ so grok, dak alle Singularititen von fic in B(0, R) liegen. Dann gilt

1
Zresm(a) =35 /_} f(2)dz = —resyo(av) .

zeC 9 B(0,R)

In der folgenden Folgerung setzen wir v¢(oco) := resoofTI. Wir erhalten einen Spezialfall des
Satzes von Riemann-Roch:
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Folgerung 16.4. Sei f € M(C). Dann gilt

Zl/f(ﬂf) =0.

zeC

Beispiel 16.5. Wir wenden diese Folgerung auf ein Polynom p € C[z] an. Dann ist
reso(p) = 0 und v,(0c0) = deg(p). Die Folgerung besagt, dak p in C genau deg(p)
Nullstellen hat, wenn man mit Vielfachheit zahlt.

Sei U C C offen, f € O(U) nirgends konstant und w € C. Die Zahl k := v;_,(x) € N
heift Vielfachheit der w-Stelle z.

Satz 16.6 (Rouché). Es gibt eine Umgebung W C C von w und eine Umgebung V- C U
von x derart, daff W C f(V) und fiir jeden Wert w' € W die Menge f~(w) NV aus
genau k Punkten besteht.

Proof. Da f nicht konstant ist, gibt es ein € € R~ derart, daf B(x,€) aufser eventuell den
Punkt = keine Nullstellen von f” und w-Stellen von f enthélt. Wir setzen V := B(z,€).
Die Menge f.0B(x,€) enthdlt w nicht und ist kompakt und damit abgeschlossen. Sei
W C C\ f.0B(x,€) diejenige Zusammenhangskomponente welche w enthélt.

Fir w’ € W ist

1 fl(x)dz 1 £

2m 33(:)3,6) f(Z) —uw' a 2m 5B(x,e)

dz 1 dz

/
= — =N — w
z—w' 2m1 f*gB(z,e) 2 —w' f*aB(x,e)( )

die Anzahl der w'-Stellen gezéhlt mit der Vielfachheit. Die rechte Seite zeigt, daf diese
Zahl fiir alle w’ € W die gleiche ist wie fiir v’ = w, namlich k. Wegen f(z) # 0 fiir w # v’
haben die w’-Stellen mit w’ # w die Vielfachheit 1. O

Sei U C C offen und f € O(U) nirgends konstant.
Folgerung 16.7. Das Bild f(U) C C is offen.

Proof. Sei w = f(x) fir # € U. Es gibt eine Umgebung W von w derart, daf f~!(y)
genau vy, (z) # 0 Punkte enthélt. Deshalb gilt W C f(U). O

Sei U C C offen, f € O(U), z € U und w = f(z).
Folgerung 16.8. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Es gilt f'(z) # 0.

2. Es gibt Umgebungen V- C U von x und W C C von w derart, dafy f :V — W eine
Bijektion ist.
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Proof. Wenn es eine solche Bijektion gibt, dann ist die Vielfachheit der w-Stelle x gleich
1 und deshalb f'(z) # 0.

Wenn f’(z) # 0 ist, dann wéhlen wir zundchst W,V wie in Lemma |16.6] Dann ersetzen
wir V durch V := f~1(W). O

1. Die Abbildung 2z* hat eine Nullstelle der Vielfachheit k. In diesem Fall hat jedes
z # 0 genau k verschiedene Urbilder.

2. Die Funktion e* hat in 0 eine 1-Stelle der Vielfachheit 1. Jeder Punkt in B(1,1/10)
hat genau ein Urbild in B(0, 1). In B(0, 10) gibt es aber mehrere Urbilder, etwa gilt
auch e*™ = 1.

17 Integralberechnungen - trigonometrische Funktionen

Beispiel 17.1. Das Integral

27
/ 'COS(IL’) I
o sin(z)+3

kann man wie folgt berechnen. Wir setzen

1

_ 2_i(ez‘t o e—it) ]

cos(t) = %(eit —e ), sin(t)

Wir setzen weiter e = 2 und betrachten die Funktion

1 -1
Lz 4 1
B(z) = 20 - ) L
sz —271) + 31z
Dann gilt
; ity _ cos(x) ‘
((# = eh) () sin(x) + 3
Folglich gilt
T cos(z)
/ h(z)dz = / ————dx .
8B(0,1) o sin(z)+3
Wir formen um
22 +1

h(z) =

23 — 2+ 6022

Wir berechnen nun Nullstellen des Nenners. Eine ist z = 0. Es bleiben die Nullstellen von
22 +6iz— 1, namlich —3i++/=9 + 1 = i(—3++/8). Davon liegt i(v/8 —3) im Einheitsball.
Wir berechnen jetzt die Residuen. Wir erhalten

resph = —1
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und
2241
2z +i(3 4+ V8)) l—ivas)
—(V8-3)’+1
i(v8 = 3)(i(v/8 — 3) +1i((3+V8))
—8+6v8—-9+1
i(V8 = 3)(2iv/8)
—16 — 12v/2

—12¢/2 — 16
= 1

reSi(\/§_3) h/ -

Es ergibt sich
2
/ _eos@) o1 —1) =0 .
o sin(x)+3
Es gilt auch
cos(x) . ,
—— =1 3
sin(z) + 3 n(sin(z) +3)
und damit zum Test

T cos(x)
————dx = In(si r—0 .
/0 (o) 13 z = In(sin(x) + 3)[g" =0

Diese Methode funktioniert allgemein. Sei R(z,y) eine rationale Funktion in x,y, also
von der Form £ fiir p, ¢ € Clz, y]. Wir nehmen an, daf R(sin(), cos(t)) auf [0, 27] keine
Singularitdten hat. Dann gilt

2 z—z7v 24271 dz

R(sin(x),cos(x))dx:ﬂ R(———, 5 )iz'

9 B(0,1) 21

0
Das rechte Integral 1a#t sich mit dem Residuensatz ausrechnen.

Beispiel 17.2. Hier ist ein zweites Beispiel. Sei a > 1. Wir rechnen

2 dt 1 dz . dz
i 1 oo = 2 9 "1 2 1
o a-+ cos(t) a8 @+ 5(z+271) iz FB(01) 202 + 2% +1
Die Nullstellen des Nenners sind
—a+t+Vva?—-1.

Davon liegt —a + v/a? — 1 im Einheitskreis. Das Residum des Integranden ist

—29 —1

(—a+vVa>—1)— (—a—+va®>—1) Va®—1"
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Damit ist

/2“ 1 2
o a-tcos(t) aZ-—1

18 Integrale iiber R - Schliefien nach oben und unten

Beispiel 18.1. Wir wollen nun das Integral

o 1
d
/_OO:U4—|—1 ¢

berechnen. Dieses unbestimmte Integral konvergiert. Fiir R € R~ betrachten wir den Weg
cr : [0,1] = C, welcher durch cg(t) := 2Rt — R gegeben wird. Dann gilt

R
1 1

/ 4+xdx:/ 4+xdx

_prt+1 ep THH1

* 1 1
/ dzr = lim dz .
| R—oo [, 24+ 1

und

Wir schlieken den Weg cg durch Komposition mit einem Kreisbogen vom Radius R,
br : [0,1] = C, br(t) := Re™. Es gilt

1 ! 1 . TR
dxr = —— Rmie™dt| < — .
| /bR ZL'4 + 1 x | /0 R4e47rzt + 1 e | — tzl[éli} ’R4e47rzt + 1’

Nun gilt
TR _ T
| 4 4rit | =R 3| Amit —4| ’
Re +1 e + R
also
. TR
lim sup | | =

R—o0 te[0,1) R464Mt + 1
Damit folgt
dr =20

lim I

und

< 1 1 1
/ dx = lim / dr + lim dr .
00 134+1 R—o00 cr .’]}'4+1 R—o00 br ;C4—|—1
Wir ersetzen cr und bgr durch flache Versionen und schreiben die rechte Seite als Integral

iiber den geschlossenen Weg bgrfcg. Die Funktion z — #ﬂ ist auf C meromorph. Die
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Nullstellen von z* + 1 sind durch £*!, n. = 0,1,2,3 mit £ := e gegeben. In der Tat
ist ndmlich (6(271%31)2“)4 = ¢™ = —1. Davon liegen £ und £ in der oberen Halbebene und

€%, €7 in der unteren. Es gilt fiir die Umlaufzahlen
1,3
5,7

1
/ dx = 2mi(rese + resgs)(x —
4
brter T T 1

anﬁ%(fn) = { (1) Z

falls R > 1 ist. Daraus folgt

1
zd+1

) .

Wir schreiben
et l=(z - &) e -z —¢).
Dann ist
1 £ £

resg——dx = = =
€x4

+1 E-&)E-O)E-¢) (1-e)1-eH1-¢&) 4

und

dz = ! = 3 = 5_7

+17 (-9 -9)E-¢) 1-)1-)1-¢) 4

Wir haben hier die Identitét (1 —&2)(1—£*)(1-£%) = (1—4)(1—(—1))(1+4) = 4 benutzt.
Wir summieren und erhalten mit &> + &7 = —/2i

TeSes3
3 4

dr = 2mi .
00354‘*‘196 m 1 NG

/°° 1 —i\/§: s

Wir sagen, dafl wir daf Integral iiber R durch Schliefsen nach oben berechnet haben.

O

Diese Methode funktioniert ganz allgemein. Seien p, ¢ € C[z] Polynome, so daf
ord(p) + 2 < ord(q)

gilt und ¢ keine reellen Nullstellen hat. Dann gilt

/OO Mdm = 2mi Z resx(]—j) = —2mi Z resz(g) :

> Q(x) {z€C | Re(z)>0} 4 {z€C | Re(x)<0}
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und es existieren M, Ry € R~ derart, daf fiir alle R € [Ry, 00) die Abschétzung

sup |p_(:B)| < MR™?
lz|=R 4 )

und damit
lim ]Lx)dx =0

gilt. Deshalb gilt durch Schlieffen nach oben

o0 d
/ Mdaﬁ = I%im de = 271 Z resx(fﬂ) :
oo () 70 Jbricr q(z) {2€C | Re(z)>0} 9

Die andere Formel folgt z.B. aus Lemma oder man ersetze by durch bg, das heifit,
wir schlieffen nach unten.

In der Fourieranalysis muf man oft Integrale der Form
0 AT
/ po)e o (4)
o (2)

ausrechnen, wobei \ reell ist, p,q € C[z] mit ord(p) + 2 < ord(q) gilt und ¢ keine reellen
Nullstellen hat. Es gilt immer noch

00 AT AT
/ p(r)e dr = lim / p(r)e dx
_ R

q(z) R0 q(x)

Wegen || = e Mm@ gilt, fiir A > 0
IAT
sup\lm\ <MR™?.
|br| Q(x)
Damit konnen wir immer noch nach oben schlieen und erhalten

/00 de = 2mi Z resm(M) :

—oo () {z€C| Re(z)>0} a(2)

Falls A < 0 ist, gilt '
plr)e™
bRl q(x)

Damit konnen wir nach unten schlieffen und erhalten

00 T ez’)\r z 6i)\z
/ ]de = —2mi Z resx(p< ) ) -

0 Q(ilf) {zeC | Re(x)<0}

| < MR™?.
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Beispiel 18.2. Als Beispiel berechnen wir
/oo ei)\xdx
S

eikxd‘r e:F)\
reSy;———7" = ——
‘241 +2

©eMdr [ me™ A>0
o2 +1 | met A<0

Es gilt wegen 22 + 1 = (z +1)(z — 1)

und damit

Wenn ord(p) = ord(q)—1 ist, dann konvergiert das unbestimmte Integral (4]) nicht absolut
Wir zeigen aber, daf es immer noch konvergent ist im Sinne daf’

Ro ei)\x

lim p(z)

dx
Rl’R2_>OO —Rl q(x)

existiert. Fiir S > 0 betrachten wir Wege
CRy R, (t) = —Ry + (RQ - Rl)t ) aR1,S(t) = —R; +1i5 — 1St
le,RmS(t) =Ry +1iS+ (_Rl - Rz)t ) dRQ,s(i) = Ry + 15t .

Dann ist ug, g,.s = Cr, rR.80R, .580R, R,.58dR, s geschlossen (wobei wir hier die Wege durch
flache Versionen ersetzen). Fiir geniigend grofe S, Ry, Ry gilt

iAx iz
/ PO omi Y e (PO
uRl,RQ,S

Q(x) {zeC | Re(z)>0}

Es gilt fiir Re(A) >0
Az
sup |p(2)6
q(2)

2€|bR, Ry, 5|

)’ S Mef)\szl

und damit ,
p(2)e*dz

bRy Ry.S q(z)

| | < M(Ry + Rp)S™le ™.
Weiter gilt '
plag, s(t))erm s

q(ap,,s(t)) jan, sl (%
und damit N
an.s  4(@)
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Analog erhalten wir '
p(x)e?dx

|
dRr,,s q(x)
Die Konstante M héangt hier nicht von S, Ry, Ry ab. Wir bilden nun

| < MR;*.

iAx Ry
PO G i pl2)

UR{,Ry,S q(z) Ri,Re—vo0 J_ R, q(x)

AT

. . e
lim lim
Ri1,Ra—00 S—00

dz .

Folglich gilt fiir A > 0

/OO de = Z resm(p(z)eMz) :

o0 q(l’) {z€C | Re(z)>0}

Analog erhélt man fiir A <0

/OO de - _ Z resx(p(z)e—mdz) .

o0 q(l‘) {zeC | Re(x)<0} q(Z)

Beispiel 18.3. Als Beispiel berechnen wir fiir A > 0

00 ei)\:cxdx Y
2 = 7e .
L X1

[e.o]

Beispiel 18.4. Diese Techniken kann man weiter verfeinern. Wir berechnen etwa

/°° sin(z)dx
e X '

Der Integrand ist in x = 0 regulér. Wir ersetzen den Weg cg, g, durch den frei homotopen
Weg u, welcher sich als Komposition der Wege cg, ¢, Cr,.¢, fe, mit

CRl,E(t) = _Rl + (—6 + Rl)t s CR%e(t) =€+ t(RQ — e) , fg(t) — _eem’t

darstellen laft. Beachte, daft © von Ry und Ry abhéngt, auch wenn das nicht notiert wird.
Dann ist nach dem Cauchy Integralsatz

/Siﬂ(:l?)d:l? _/ sin(z)
u T B CRy,Ry T '

. . . iT__,—iT .
Wir schreiben nun sin(z) = “=7—. Wir setzen

/sin(a:)da: B / e“dx /e”dw
. ), 2ix . 2ix
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Fiir den ersten Term erhalten wir wie oben durch Schlielen nach oben

) e dx
lim .
Ri,Ry—oo [, 2ix

=0,

da die Umlaufzahl von des geschlossenen Weges um 0 verschwindet. Auf der andere Seite
erhalten wir durch Schliefsen nach unten, dafs
e~ dx e i

lim : = —2miresyg—
Ri,Ry—oo0 [, 2ix 1T

Es zeigt sich, dafs
gilt. O

Beispiel 18.5. Ahnliche Methoden funktionieren auch fiir andere Beispiele, etwa

/°° \/x—f—id

2l
Wir betrachten hier die Quadratwurzel auf C \ [0,00) mit 4 = e™/*. Wir haben die

Abschétzung
Vi +i
| 2+ 1
fiir grofte x. Deshalb konvergiert dieses Integral. Wir schreiben wieder wegen

Vo4

| bR.TQ—‘—l

lde < MR >

dx| < MR™?

Vr+i . V41 . Vot
5 dr = lim 5 dr = lim 5 dx
oo T 1 R—oo Jo. 22+ 1 R—o0 Jo wp, 7+ 1
Es gilt
— — 5
/ ;H— Lde = 27riresi2x—+ldm = 2mi ﬁ =m(l+1).
cntby T2+ 1 ¢ +1 21
Also

/Z ”—”d;@:w(ui).

2+ 1
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19 Fouriertransformation

Wir betrachten eine meft- und integrierbare Funktion f: R — C.

Definition 19.1. Die Fouriertransformierte von f ist die Funktion

~

f€ e f ()

\/ 2T /
Die Fouriertransformierte f ist stetig und durch \/%H f|lzr beachrénkt.
Beispiel 19.2. Fiir ¢ € R~ betrachten wir

1 22
»:R—=>C qb(x)::me_??.

: - r e
—Z$£ — 2—6 = _(ﬁ +Z\/;€)2

und dem Cauchy-Integralsatz

Dann gilt wegen

—5€2 oo 5€ 2 —5¢2
~ e 2 2 e 2 z € 2
(z)(f) = e \/Z+l\/_§) dx — (& ?dl‘ =

2m\/€ J_ omy/e /- V21
Beispiel 19.3. Sei h(z) =

T + ——. Dann gilt nach einer Residuensatzrechnung

R —£
h(ﬁ):\/g{ 665 228

Beispiel 19.4. Sei x|, die charakteristische Funktion des Intervalls [a,b] C R. Dann gilt
1 e—ia£ _ 6—ib£

X[a,b] (g) = \/% Zf

Die Integrale in der folgenden Rechnung existieren und der Satz von Fubini kann ange-
wendet werden:

LI PR RS SR B R 1 ¢
m/mf@e df_\/%/oo/of fa) me ¥ dads

[

Wir bilden den Grenzwert € — co. Wenn f im Punkt 0 stetig ist, dann erhalten wir

_eg?

1 e [ Vee s
)\/%e edfda:—/oof(x)—\/% dx

Jim —— | Rerta=ro).
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Fiir y € R sei die Translation von f um y durch

(Tyf)(x) :== fz —y)
definiert. Dann gilt

—

T,f(€) e f (1 — ) = —— / T e e f(a)da = e f(E)

vl 7L

a (T_,f)(0) = f(z) ist, folgt fir jeden Punkt y € R, in welchem f stetig ist, die
Gleichung

im —— ””5 5
i = [~ e Eas = 0.

Insbesondere, wenn f (€) integrierbar ist, dann gilt

1 < iy _
= / Heede = 100

Das ist die Umkehrformel fiir die Fouriertransformation. Wir notieren

ﬁ / " g(e)e s = gly)

Beispiel 19.5. Es gilt

¢
Das kann man auch explizit nachrechnen.

Beispiel 19.6. Es gilt

o .

h=h.

Wir iiberpriifen das explizit:

_ —|¢|+izg
(x) N \/2_71\/7/ df
- 5/0 1£d£+2/_oo e

1( 1 1 - 1
2 4+ iz =144z’ 1+ a2

o<

Beispiel 19.7. Wir berechnen die Riicktransformation der Fouriertransformierten von
X[a,b)- Dazu betrachten wir

p—iag _ p—ibg

1 03
m/_of Vor i€

dc .
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Das Integral existiert. Wir umgehen den Punkt & = 0 iber die obere Halbebene. Sei
der entsprechende durch R parametriserte Weg. Dann gilt

1 ei(’c_“)ﬁd { 0 T >a
xr =

- . 1 . ei(x—a)§
2mi )., & g (—2miresg——) © <a

= —X(—o0,d] (:C)

Wir erhalten fir = ¢ {a,b}
oo 1 priab _ o-ibt
ot e e

1
E ) \/ﬁ Zf dS - X(foo,b]<x) o X(*Ooza]<x) = X[a,b}(l‘) .

Beispiel 19.8. Wir wollen die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

atf(t’ ZL") = agf(t7$) ) f(0>$) = h(:ﬂ)

16sen. Diese beschreibt die zeitliche Entwicklung einer anfanglichen Warmeverteilung h
mit der Zeit t. Wir machen den Ansatz

ft,x) = g(t, —)(x) .

Wenn (1 + £2)§ integrierbar ist, dann gilt 92f(t,x) = §(t,—) mit §(t,&) = —&2g(t,£).
Folglich sollte g der Gleichung

g =—E9. 9(0.6)=h(6)
geniigen. Diese Gleichung hat die Losung

g(t, &) = e Mh(e) .

flt,x) = \/%/ et (&) da

Wenn h integrierbar ist, dann ist klar, daf diese Funktion unser Problem 16st.

Wir erhalten also

Wir machen zwei explizite Beispiele. Sei

1
h p—
Dann gilt
5 T et £>0
he) = 2 { et £<0
Das ergibt

— 2/ (e”ée R t) d§
0

= /00 cos(Ex)eCeEtde
0
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Wir berechnen den Temperaturverlauf im Ursprung weiter, d.h. wir setzen x = 0.

fl60) = ek [
0

Fiir grofse ¢ ist

Als zweites Beispiel rechnen wir mit ﬁ(f) = \/LTW Dann gilt

1 o ; 2 1 12
t,r) = — e = ——e "W |
flta) =5 [ f=——

Diese Funktion erfiillt die Warmeleitungsgleichung. Da (1 +§2)iz nicht integrierbar ist, ist
der Grenzwert t — 0 problematisch. Es gilt in der Tat

e — do(x)

im
t—0 471"[;
im Sinne von Distributionen. In der Tat ist

L _5
\/271'_ 0"

Sei f :[0,00) — C integrierbar.

Definition 19.9. Die Laplacetransformierte von f ist durch

L) = [ fa)e s
definiert.

Da Integral konvergiert fiir Re(p) > 0 und es ist klar, dafs L(f)(p) fir Re(p) > holomorph
ist. Man kann f durch Null auf die negative Halbgrade fortsetzen zu einer Funktion F'.
Dann hat die Fouriertransformierte F'(¢) eine holomorphe Fortsetzung auf {¢ € C|Im(¢) <
0} und es gilt A

L(f)(p) = V2r F(—ip)

fiir p € C mit Re(p) > 0.
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Die Umkehrformel fiir die Fouriertransformation liefert

flz) = hmi/m L(f)(i€)ei™Se5 de

e—0 27 .

fiir alle € R in welchen F stetig ist.

Beispiel 19.10. Wir sagen, dak f : [0,00) — C eine asymptotische Entwicklung der
Form > °° , a,e”*"* hat, wenn (\,),en eine Folge komplexer Zahlen mit lim,,_, - Re(\) —
oo ist und fiir jedes R € R ein k € N existiert, so dafs

k
sup e |f(z) — Zane”\"ﬂ < 00
z€[0,00) n—0

gilt. Wir schreiben
f(x) "< Z ane” M
n=0

Wenn f eine solche asymptotische Entwicklung besitzt, dann hat L(f) eine meromorphe
Fortsetzung auf ganz C. In der Tat gilt

L) = / e f(a)da

o0 k ) k
= / e P (f(x) — Z ane ) dr + / e P Z ane " dx
0 n=0 0 n=0
o k Eoo,
— e Pr ) — ane | dx + -
[Fom (oS

Der erste Term ist holomorph auf {p € C | Re(p) > —R} und der zweite Term ist mero-
morph. Wir sehen weiter, daf die Pole von L(f) in den Punkten —\,, n € N liegen und
a, =res_y, L(f) gilt.

Sei etwa ¢ € C*°(R). Dann gilt fiir f(z) := ¢(e™™)

00 x~ 9 (0)
n=0 :

n

Folglich ist L(f) eine meromorphe Funktion mit den Polen in den Zahlen —n, n € N und
es gilt

res_,L(f) =

20 Aufgaben

Aufgabe 20.1. Wir definieren fiir z € C\ (—oc0,0] die Wurzel /z als die durch /z° = z
und Re(/z) > 0 eindeutig bestimmte komplexe Zahl. Zeigen Sie, dafi /z € O(C\ (—o0,0])
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qilt.

Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, daf$ man \/z nicht auf eine gréfere Teilmenge als holomorphe
Funktion fortsetzen kann.

Aufgabe 20.2. Zeigen Sie, daf$ es eine stetige Funktion f : C — C und einen geschlos-
senen Weg v in C gibt, so daf f7 f(z)dz # 0 gilt.

Aufgabe 20.3. Berechnen Sie fiir alle n € N den Grenzwert

lim (z +n)l'(z) .

zZ—>—n

Aufgabe 20.4. Sei ¢ € C(R,C) eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Trdger.
Zeigen Sie, daf$ die Funktion

FIC\R—C, f(z):= = o)

o b= 2

holomorph ist.

Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, daf fir alle s € R die Grenzwerte

lim f(s £ i€) =: ax(9)(s)

el0

existieren und berechnen Sie ay(¢) — a_(¢) explizit.

Aufgabe 20.5. 1. Zeigen Sie, daff die Homotopie von Wegen eine Aquivalenzrelation
15t.

2. Zeigen Sie, daf jede Homotopieklasse von Wegen einen flachen Reprisentanten be-
sutzt.

3. Sei v ein flacher geschlossener Weg. Zeigen Sie, dafl viv°P homotop zu einem kon-
stanten Weg ist.

4. Wir betrachten die Menge w1 (U, u) der Homotopieklassen geschlossener Wege in U
mit Anfangspunkt w € U. Zeigen Sie, daf$ durch

[v] o [o] := [vio]

eine Gruppenstruktur auf m (U,u) definiert wird. In dieser Formel sind v und o
flache Reprisentanten.

5. Zeigen Sie, dafi 1 (C\ {0}, 1) unendlich viele Elemente enthdlt.
Hinweis: Betrachten Sie dazu die Abbildung

1 dz
271 v 2

m(C\ {0},1) 3 [y] — cZ.
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Aufgabe 20.6. 1. Sei G C C eine Gerade, also eine Teilmenge der Form {zy+tz|t €
R} mit 29,21 € C und z; # 0. Sei U C C offen, f: U — C stetig und fiing holo-
morph. Zeigen Sie, dafS dann f holomorph ist.

Hinweis: Versuchen Sie, lokal in der Ndhe von G Stammfunktionen von f zu kon-
struieren.

2. Sei Hy = {z € C|S(z) > 0} die obere Halbebene. Sei f : H, — C eine stetige
Funktion, so daf fiu, holomorph und f g reelle Werte hat. Zeigen Sie, daf f dann
eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C besitzt.

Aufgabe 20.7. Wir betrachten die holomorphe Funktion

FiC\{0,1} >C, f(z) =+t

z z—1"

Zeigen Sie, daff f auf C\ [0, 1] eine Stammfunktion besitzt.
Aufgabe 20.8. Zeigen Sie, dafs die Funktion

In(1—z)

f:C\{0}Ul,00)) = C, f(2):=

eine Stammfunktion besitzt. Zeigen Sie, dafS sich diese Stammfunktion holomorph auf
C\ [1,00) fortsetzt. Berechnen Sie die Taylorentwicklung dieser Fortsetzung im Punkt 0.

Aufgabe 20.9. Sei f eine ganze Funktion. Zeigen Sie, daf folgende Aussagen dquivalent
sind:

1. Die Funktion f hat keine Nullstellen.
2. Es gibt eine ganze Funktion g, so daf$ f = exp(g) gilt.

Aufgabe 20.10. Sei U C C offen und zusammenhdingend und f € O(U) nicht identisch
Null. Wir setzen Z = {f = 0} und definieren 0 := 0, — i0,. Zeigen Sie, dafi g :=
Oln|f| : U\ Z — C holomorph ist. Zeigen Sie weiter, daf$ g in Z Pole 1. Ordnung hat
und berechnen Sie die Residuen.

Aufgabe 20.11. Se: U C C offen, einfach zusammenhdingend und g : U — R eine
harmonische Funktion, also zweimal stetig differenzierbar und gelte Ag = 0. Zeigen Sie,
daf$ es dann eine Funktion f € O(U) mit Re(f) = g gibt.
Hinweis: Zeigen Sie, daf

dg—1ITodgol:U — End(Cg)
Werte in End(C) 2 C hat, holomorph ist, und man f als Stammfunktion dieser Funktion
wahlen kann.

Aufgabe 20.12. Geben Sie eine mdaglichst kleine Zahl M € R an, welche der folgenden
Bedingung geniigt: Fir jedes f € O(B(0,2)) mit

sup [f(z)| <1
2€B(0,2)
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qilt
sup [f(2) <M.
{z€C |2|Im(z)|+3|Re(z)|<1}

Geben Sie weiter eine maglichst grofse untere Schranke fir die moglichen Wahlen von M .
Begriinden Sie ihre Entscheidungen.

Aufgabe 20.13. Berechnen Sie die folgenden Residuen:

1. ressy (in_(;gQ

1
2. resﬂm

) eiz
3. res; 5oy -
z—1

4. I€S00 217 -

Aufgabe 20.14 (5 Punkte). 1. Wir betrachten den Raum

V(k) :={(f.9) € O(C) x O(C\{0}) | f(2) = 2"g(=7") fiir alle = € C\ {0}} .
Berechnen Sie dim V (k).

2. Wir betrachten den Raum

W(k) = {(f,9) € M(C) x M(C\{0}) | f(2) = z"g(7") fiir alle = € C\ {0}} .
Zeigen Sie, dafl die Zahl
> wl Y wl)
{z€C| Jx|<1} {z€C|lz|>1}
nicht von 0 # (f,g) € W (k) abhingt und berechnen sie diese.

Aufgabe 20.15. Seien p,q € Clz] und deg(p) > deg(q). Zeigen Sie, dafi es R, R' € R~
gibt, so daf fir alle z € C mit |z| > R

H{w € Cllw| = R und p(w) = zq(w)} = deg(p) — deg(q)
qgilt.
Aufgabe 20.16. Berechnen Sie:

1. o
/ e
oo 1L+ 222
fur & € R.
2. -
/ st(x)dl'
0 xr* + 1
3.

4m 1
o 2+ sin(22)
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