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1 Lineare Operationen und Stetigkeitskonzepte

1.1 Uberblick

Seien V und W Vektorrdume und A : V' — W eine lineare Abbildung. Ziel dieses Ab-

schnittes ist die Diskussion der der Relation

lim Az =0 .

z—0

Um dieser einen Sinn zu geben, miissen offensichtlich Konvergenzbegriffe in V' und W
festgelegt werden. Dieses Kapitel ist eine Tour durch eine Vielfalt von Beispielen fiir

V, W, A und passender topologischer Strukturen.

1.2 Punktauswertungen - punktweise Konvergenz

Wir betrachten den Raum V' = Stet(R) der C-wertigen stetigen Funktionen auf R. Sei
W:=Cund A:V — W die Auswertung A := 4, in x € R, 6,(f) := f(z).

Sei x fixiert. Ein erster Ansatz fiir einen Konvergenzbegriff ist, f — 0 durch f(z) — 0

zu erklaren. Dann gilt sicherlich
Jl}_)I% o0.f=0.

Wir wollen dies in die topologische Sprache iibersetzen. Dazu fiihren wir den Begriff der

Halbnorm ein.

Definition 1.1. Eine Abbildung p : V — [0,00) heifst Halbnorm, falls

1. p(Av) = |Ap(v) fir allev € V und A € C und

2. p(u+v) <pu)+p(v) fir alle u,v €V
gilt.

Beachte, daft im Gegensatz zu einer Norm aus p(v) = 0 nicht v = 0 folgen mufk.

In unserem Beispiel betrachten wir die Halbnorm p,(f) := |f(z)].



Mit Hilfe der Halbnorm kénnen wir Umgebungen der Null definieren:
U0,p,e) :=={pv) <e}, €>0.
Durch Verschieben erhalten wir Umgebungen um den Punkt v € V:
U(v,p,e) :=v+U(0,p,e€) .

Lemma 1.2. Die Umgebungen U(v,p,€), v € V, € > 0 bilden die Basis einer Topologie
T(p) auf V. Es gilt f — 0 in dieser Topologie genau dann, wenn p(f) — 0.

Die Topologie T (p,) in unserem Beispiel ist ziemlich singulér. Sie hat zum Beispiel nicht

die Hausdorffeigenschaft. Aus f — 0 kann man keine Riickschliisse iiber das Verhalten

von f(y), y # x ziehen.

Wir konnen sicherlich die Halbnorm p, fiir jeden Punkt x € R bilden. Wir betrachten
nun die punktweise Konvergenz: f — 0 falls f(x) — 0 fiir alle z € R. In anderen Symbolen,
f — 0 falls p,.(f) — 0 fiir alle x € R.

Lemma 1.3. Es gilt f — 0 in diesem Sinne genau dann, wenn f — 0 in der von

(T (p2))eer erzeugten Topologie T (ps, x € R).

Wenn man f — 0 in dieser Topologie versteht, dann gilt
li =
fl_)r% 0zf =0
fiir alle x € R.
Wir haben damit den Begriff der punktweisen Konvergenz in einen topologischen Rah-
men gestellt. Diese Topologie ist allerdings kompliziert. So hat sie keine abzéhbare Basis

und ist nicht metrisierbar (die Menge der notigen Halbnormen hat die Kardinalitdt von

R).

Aufgabe 1.1 (*). Wir betrachten die Teilmenge {f(R) C [0,1]} C Stet(R). Zeige,
dafs diese Teilmenge folgenabgeschlossen, aber nicht abgeschlossen ist. (Hinweise : Das

Komplement enthdlt keine offene Teilmenge.)

1.3 Lokal gleichméafige Konvergenz

Sei weiterhin V' = Stet(R). Sei K C R eine kompakte Teilmenge. Fiir f € V mo-
ge resk(F') Einschrankung von f auf K bezeichnen. Es ist klar, daf resg(f) stetig
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und wegen der Kompaktheit von K sogar beschrankt ist. Wir nehmen nun als Bildraum

W := C(K) den Banachraum der stetigen Funktionen auf K mit der Norm ||¢[/ck) :=
supges [0(F)]-

Es ist klar, daf lims o res(f) = 0 nicht richtig ist, wenn man die punktweise Konver-
genz in V' zugrundelegt. Um einen addquaten Konvergenzbegriff zu finden, gehen wir wie
im vorhergehenden Abschnitt vor. Wir benutzen die Norm im Bildraum und die betrach-

tete Abbildung, um die Halbnorm

pr(f) = llresk(f)llow)

zu definieren. Es ist wieder klar, daf

]lclir(l)res;((f) =0

gilt, wenn man f — 0 im Sinne pg(f) — 0, also in T (pg) versteht. Um einen guten
Raum zu erhalten, betrachtet man die Topologie T (px, K C R) der lokal gleichmafigen

Konvergenz, wobei hier K alle kompakten Teilmengen von R durchléduft.

Es gilt also f — 0 lokal gleichméfig, falls resy(f) — 0 in C(K) fiir alle kompakten
Teilmengen K C R. Wir bezeichnen den Raum der stetigen Funktionen mit der lokal

gleichméfigen Konvergenz mit Cj,.(R).

Die Topologie von Cj,.(R) hat eine abzéhlbare Basis und ist metrisierbar. In der Tat
gentigt namlich eine abzahlbare Familie von Halbnormen pg,, ¢« € N, um die Topologie in

der Form 7 (pg,, i € N) zu schreiben.

Aufgabe 1.2. Zeige, daf$ dazu nur gefordert werden mufl, dafi U;enK; = R. Finde eine
abzihlbare Basis offener Umgebungen von 0. Zeige, daf$ durch
d(f,9) = 27pr,(f —g) A1
ieN
eine die Topologie erzeugende Metrik auf Cio(R) gegeben wird. Zeige, daff Cioe(R) mit
dieser Metrik vollstandig ist.

Definition 1.4. Sei V' ein komplexer topologischer Vektorraum, dessen Topologie von der
Form T (p;,i € N) ist. Sei weiterhin
d(f,g9) = 27p(f —g) N1
ieN
auf V' eine Metrik , in welcher V wvollstindig ist. Dann nennen wir den topologischen

Vektorraum einen Frechétraum.



Aufgabe 1.3 (*). Den Begriff der stetigen Funktion hat man auf jedem topologischen
Raum X. Man kann C),.(X) analog definieren. Finde mdglichst allgemeine Bedingungen

an X, unter welchen Ci,o(X) ein Frechétraum ist.

Aufgabe 1.4. Sei fi(z) = e D%, Zeige, daf lim; o0 f; = 0 in Cioe(R).

1.4 Integralnormen

Wir betrachten den Raum L'(R,|.|) der integrierbaren Funktionen(klassen) auf (R, |.|).
Wir betrachten die Abbildung A : L'(R, |.|) = C, A(f) := [, f|d].

Um f — 0 zu erkldren, kdnnen Punktauswertungen nicht verwendet werden, da sie gar

nicht wohldefiniert sind. In diesem Fall bietet es sich an, die Norm

1l = / |Fldz]

zu verwenden. Wir wissen bereits, daf L'(R, |.|) mit dieser Norm vollstéindig ist.

Zur Erinnerung,

Definition 1.5. Ein topologischer Vektorraum, dessen Topologie von der Form T(]|.|)
fiir eine Norm ||.|| ist, und welcher beziglich der Metrik d(x,y) := ||x —y|| vollstindig ist,

heif$st Banachraum.

Der Raum L!(R, |.|) ist also ein Beispiel fiir einen Banachraum.

Aufgabe 1.5. Fiihren Sie in Analogie zu Cio.(R) einen Frechét-Raum L}

loc

(R, |.]) ein.

Aufgabe 1.6. Unter welchen Bedingungen an den topologischen Raum X is Cpo(X) ein

Banachraum.

Wir betrachten jetzt konjugierte Exponenten p,q > 0, d.h. p=! + ¢! = 1. Sei fiir
g € LU(R,|.|) die Abbildung A, : LP(R, |.|) = C durch

Ay(f) = /R of|da]

definiert. Es gibt mehrere Moglichkeiten, Konvergenzbegriffe f — 0 derart einzufiihren,
dafs

lim A,(f) = 0



fiir alle g.

Eine Moglichkeit ist analog zur punktweisen Konvergenz. Wir bilden die Halnnormen

und betrachten die Konvergenz in der Topologie T (p,, g € L%(R,|.|)). Diese heifst die

schwache Topologie.

Aufgabe 1.7 (*). Untersuche, ob diese Topologie eine Frechét oder Banachraumtopologie

1st.

Wir konnen die Abbildung g — A,(f) aber zum Beispiel auch als stetige Funktion
auf der Einheitskugel im Banachraum (LI(R,|.|),[|.||rsr,.))) betrachten. Dies fiihrt zur

Halbnorm

p(f) = sup py(f) -

gELI(R,[.) gl La(r,).=1

Aufgabe 1.8 (*). Zeige: Es gilt p(f) = || fllr(r)).))-

Die starke Topologie T (p) stimmt also mit der Banachraumtopologie von (LP(R, |.|), ||| Lr(=,).))

iberein.

1.5 Topologien auf Dualrdumen

Im vorgehenden Beispiel haben wir LP(RR, |.|) als Dualraum von L4(R, |.|) betrachtet. Die
Konstruktion der starken und schwachen Topologie kann man in einem allgemeinen Rah-
men betrachten. Sei V' ein topologischer Vektorraum, dessen Topologie von der Form
T (p,p € I) fiir eine geeignete Menge I von Halbnormen ist. Sei V' := Homy,(V, C) der

Raum der stetigen Funktionale auf V.
Fiir v € V haben wir die Halbnorm p,(¢) := |¢(v)| auf V".

Definition 1.6. Die schwache Topologie auf V' ist die Topologie T (p,,v € V).

Wenn man ¢ — 0 in dieser Topologie versteht, dann gilt sicherlich fiir alle v € V| daf

i)iggb(v) =0.



Um die starke Topologie zu definieren, brauchen wir den Begriff der beschrankten Men-
ge. Was beschriankte Teilmengen eines Banachraumes sind, ist offensichtlich. Im allgemei-

nen ist dieser Begriff wie folgt erklért:

Definition 1.7. Eine Teilmenge B C V ist beschrinkt, falls fir alle p € I gilt

sup p(v) < oo .
vEB

Sei ¢ € V' und B C V beschrankt.

Aufgabe 1.9. Zeige: Die Einschrinkung resg(¢) ist eine stetige beschrinkte Funktion.

Wir definieren die Halbnorm pg(¢) := ||resg(¢)||c(s)-

Definition 1.8. Die starke Topologie auf V' ist die Topologie T (pg, B C V'), wobei B

alle beschrdnkten Mengen durchlduft.

Wenn ¢ — 0 im starken Sinne verstanden wird, dann gilt

}51_{% resp(p) =0

fiir alle beschrinkten Teilmengen B C V.

Aufgabe 1.10. Zeige, daf$ die schwache Topologie in der starken Topologie enthalten ist.

Wir betrachten den Banachraum V := L*(N, ) mit dem Zahlmaf p.

Aufgabe 1.11. Zeige, daf$ fir n € N die Auswertung 6, : V. — C in V' liegt. Zeige
weiterhin, daf$ lim,, o, 6, = 0 in der schwachen Topologie gilt, aber nicht in der starken

Topologie.

1.6 Ableitungen und C*-Topologien

Sei A = Zf:o aldd—mll ein Differentialoperator k-ter Ordnung auf R mit stetigen Funktionen
a; als Koeffizienten. Fiir eine k-mal stetig differenzierbare Funktion f auf R ist Af eine
stetige Funktion. Wir wollen den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf
R mit einer Topologie so versehen, safs

lim Af =
Ji A7 =0



in C.(R) gilt. Die offensichtliche Moglichkeit ist natiirlich, fir jede Halbnorm px von
Cioc(R) die Halbnorm pa x(f) := px(Af) zu betrachten und als Topologie T (pa x, K C
R) (K kompakt) zu nehmen. Diese hingt allerdings von A ab und hat im allgemeinen

keine guten Trennungseigenschaften (Betrachte den Extremfall A = 0.)

Universeller kann man p; x(f) := pK(dd—mll f) betrachten.

Definition 1.9. Die Topologie auf dem Raum CF

loc(R) 15t T(plj(,l =0,...k,K C R), (K
kompakt).

Aufgabe 1.12 (*). Zeige, daff CF_(R) ein Frechétraum, aber kein Banachraum ist.

Aufgabe 1.13. Zeige, daff A : CF (R) — Cioo(R) stetig ist.

Sei K C R kompakt. Mit C%(R) C CF

v o(R) bezeichnen wir den Unterraum derjenigen

Funktionen, welche ihren Trager in K haben.

Aufgabe 1.14. Zeige, dafy C¥-(R) mit der induzierten Topologie ein Banachraum ist.

1.7 (C*-Topologien

Wir betrachten %. Wir wollen % als Operator A : V' — V auf einem Raum von Funk-
tionen auf R verstehen. Da wir A beliebig oft anwenden koénnen, sollten diese Funktionen

glatt sein.

Fiir eine Funktion glatte Funktion ¢ betrachten wir den Operator My der Multiplikation
mit ¢. Wir wollen eine Topologie auf dem Raum der glatten Funktionen derart, dafs %

und M, (fiir beliebige ¢) stetig werden.

Definition 1.10. Der Raum C*°(R) ist der Raum der glatten Funktionen auf R mit der
Topologie T (p.x,!l > 0, K C R) (K kompakt).

Aufgabe 1.15. Zeige, daff C*°(R) ein Frechétraum ist.

Aufgabe 1.16. Zeige, dafl jeder Differentialoperator (mit glatten Koeffizienten) auf C*°(R)
stetig ist.

Aufgabe 1.17 (*). Zeige, daf C%(R)NC>(R) ein Frechétraum, aber kein Banachraum
15t.
Aufgabe 1.18. Zeige, daf8 fir lim; o fi = 0 in C°(R) fiir die Folge (f;) aus Aufgabe
1.4



1.8 Globale Normen - Schwarzraum

Wenn man nicht mit unbeschréankten Funktionen multiplizieren mochte, dann kénnte man
auf dem Raum der Funktionen mit beschrinkten stetigen Ableitungen die Halbnormen

prr betrachten.

Der Raum der k-fach beschrinkt stetig differenzierbaren Funktionen C¥(R) wird mit

der Topologie T (pir,l =0,..., k) versehen.
Aufgabe 1.19. Zeige, dafi CF(R) ein Banachraum ist.

Aufgabe 1.20. Zeige, daff ein Differentialoperator A der Ordnung k mit beschrdnkten
stetigen Koeffizienten eine stetige Abbildung A : CF(R) — CP(R) definiert. Fizieren Sie

Normen und bestimmen Sie ||A|| fir

l

—

A a € CP(R)

Wir wollen jetzt einen Raum beschrankter stetig-differenzierbarer Funktionen angeben,
auf welchem Differentialoperatoren beliebiger Ordnung mit polynomialen Koeffizienten

stetig wirken. Wir fithren dazu die Halbnormen

pi(f) = pk,R(lUlf)
ein.
Definition 1.11. Der Schwarzraum S(R) ist der Raum derjenigen glatten Funktionen

auf R, fir welche
k

d
x le f(z)
fir alle I,k € Ny beschrdinkt ist. Die Topologie ist T (pi.l,k > 0).
Aufgabe 1.21. Zeige, daff S(R) ein Frechétraum ist.

Aufgabe 1.22. Zeige, daf$ ein Differentialoperator A mit polynomialen Koeffizienten eine
stetige Abbildung A : S(R) — S(R) definiert.

Aufgabe 1.23. Zeige, daf fir lim; . f; =0 in S(R) fir die Folge (f;) aus Aufgabe 1.4.
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1.9 Funktionen mit kompakten Trager

Sei C.(R) der Raum der stetigen Funktionen mit kompakten Trager. Wir fithren zuerst

den Konvergenzbegriff ein.

Definition 1.12. Fir eine Folge (f;) in diesem Raum gelte f; — 0 genau dann, f; — 0
in Cioe(R) und wenn es ein Kompaktum K C R gibt mit supp(f;) C K fir alle i.

Auch diese Konvergenz kann man in topologischen Termen fassen. Sei N die Menge
aller Folgen nattirlicher Zahlen. Sei (K})en, ... K; C Kiyq ... eine Ausschopfung von R
durch kompakte Teilmenge (z.B. K; := [—i,1i]). Fiir € NV definieren wir

pe(f) :=supk(i) sup |f(z)].
€N €K1\ K;

Dies ist eine Halbnorm auf C,(R). Wir betrachten die Topologie T (p,, s € NV) auf C.(R).

Aufgabe 1.24 (*). Zeige, dafi diese Topologie Hausdorffsch ist. Zeige weiter, dafi aus
fi = 0 die Existenz eines Kompaktums K C R folgt, so daff supp(f;) C K fir alle i gilt.

Aufgabe 1.25 (*). Fiihre auf analoge Weise Riume C*(R) und C>*(R) ein.
Der Raum C°(R) ist der Raum der Testfunktionen und wird oft mit D(R) bezeichnet.

Er ist der Ausgangspunkt der Distributionentheorie. Der Raum der Distributionen auf R

ist namlich gerade D(R)" (meist mit der schwachen Topologie versehen).

2 Hilbert- versus Banachraume

2.1 Uberblick

Hilbertraume sind spezielle Banachrdume. Eigenschaften wie Existenz von Orthonormal-
basen, Lote auf Unterrdume, komplementéire Unterrdume, Selbstdualitéit sind besonders
wertvolle Eigenschaften von Hilbertraumen. Diese sind Thema des Kapitels. Als Ergén-
zung werden der Satz von Hahn-Banach und der Dualraum von C(K) fiir kompaktes K

diskutiert.
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2.2 Konvexitat

Sei (V||.]|) ein normierter Raum und W C V ein linearer Unterraum. Fiir v € V' sei
prox(W,v) = {w € W | o — wl| = d(v, W)}
die Menge der Punkte von W mit minimalen Abstand von v.

Wir betrachten beispielsweise den Banachraum V = C([0, 1]). Sei f € C([0,1]), f(x) =

¥ und W den Polynomen n-ten Grades aufgespannte Unterraum. Die Elemente von

e
prox(W, f) sind diejenigen Polynome der Form p(z) = ag + a1z + - - - + a,z", fiir welche

lp — f|] minimal wird. In diesem Fall ist prox (W, f) nicht leer (dim W < o).

Es kann aber auch passieren, daf prox(W, f) = 0 gilt. Z.B. wenn man fiir W den Raum

aller Polynome nimmt.

Aufgabe 2.1. Beweise diese Behauptung.

Sei f(z) =x — % und W der von p(x) = = aufgespannte Unterraum.

Aufgabe 2.2. Bestimme prox(W, f).

In dieser Aufgabe besteht prox(W, f) aus mehr als einem Element.

Lemma 2.1. Wenn dim(W) < oo, so ist prox(W,v) # 0.

Proof. Sei (w;) eine Folge mit
lim [|w; — v = d(v, W)lu -] -
11— 00

Dann ist (w;) beschriankt. Da beschrinkte Mengen in W kompakt sind, besitzt (w;) einen
Haufungspunkt w € W. Dieser liegt in prox(W,v). O

Lemma 2.2. prox(W,v) ist konvex.

Proof. Seien wg,w; € prox(W,v). Dann gilt fir A € [0, 1] dak
| Awo + (1 — Nwy —v|| < A||wg — ]| + (1 = N)|Jwy — v|| = d(v, W) .
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Definition 2.3. (V. ||.||) heifit gleichmdfig konver normiert, wenn fir jedes € > 0 ein
§ > 0 derart existiert, daff aus v,y € S(V), ||z —y|| > € folgt: ||z +y[| <1-6.

Aufgabe 2.3. Sei E cine endliche Menge mit dem Zihlmaf$ ju. Zeige, dafy L*(E, 1) und
L>®(FE, p) nicht gleichmdfig konvexr normiert sind. Zeige, daff LY(E, ) fir q € (1,00)

gleichmajig konvex normiert ist.

Satz 2.4. Ist (V,||.||) ein gleichmdfSig konvex normierter Banachraum und W C 'V ein

abgeschlossener Unterraum. Dann besteht prox(W,v) immer genau aus einem Element.

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien wg, w; € prox(W,v). Dann gilt ||[v — wo|| =
|[v—wi|| = d(v, W). Wir schliefen, daR d(v, W) > ||5((v —wo) + (v —w1))|| = [[v—3(wo+

wy )| Das kann aber nicht sein.

Nun zur Existenz. Wenn d(v, W) = 0, so ist v € W und damit v € prox(W, v). Sei jetzt

d(v, W) > 0. Sei (w;) eine Folge in W mit ||w; — v|| — d(v, W). Wir setzen ¢; := PIONTAR

Wenn (e;) eine Cauchyfolge ist, so auch (w;) und w; — w € prox(W,v). Ist jedoch (e;)

keine Cauchyfolge, so gibt es € > 0 und Teilfolgen (e, ), (€, ) mit ||e,, — €m, | > €. Nun
gilt |[em, || = 1, |len, || = 1 und [|3(em, +€n,)|| — 1. Dies ist jedoch wegen der gleichméfig

konvexen Normiertheit nicht moglich. O

In diesem Beweis wurde nur ausgenutzt, dafs W konvex und abgeschlossen ist.

2.3 Skalarprodukt und Norm - Hilbertraume

Sei V' ein komplexer Vektorraum und < .,. > ein Skalarprodukt (antilinear im ersten

Eintrag). Dann ist
|lv|| :== /< wv,0>

eine Norm auf V. Durch Polarisation kann das Skalarprodukt aus der Norm zuriickge-

wonnen werden :
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Aufgabe 2.4. Zeige :
1 . . . .
<v,w>=Z([lo+wl* = [lv = wl* +illo +iw]?* —iflv - iw])

Definition 2.5. Ein Prdhilbertraum ist ein Paar (V, < .,.>).

Ein Préahilbertraum ist also inbesondere normiert.
In einem Préhilbertraum gilt die Cauchy-Schwazsche Ungleichung :
| <v,w> 2 < ol flw]?
und die Parallelogrammgleichung
lv +wl* + [lv = w|l* = 2(|v[l* + [[w]*) -
Die Parallelogrammgleichung kann benutzt werden, um zu zeigen, dafs ein normierter

Raum kein Prihilbertraum ist.

Lemma 2.6. Ein Prdhilbertraum ist gleichmajig konvex normiert.

Proof. Seien x,y Einheitsvektoren. Dann gilt

1
1@+ =1—llz -yl

Aufgabe 2.5. Sei W ein von der Orthonormalbasis (wy, . .. w,) aufgespannte Unterraum

i V. Zeige, dafl
prox(W,v) = {Z < w;,v > w;}
i=1
gilt.

Aufgabe 2.6. Sei W C V ein linearer Teilraum. Zeigen Sie, dafs fir jedes w € prox(W, v)
die Relation < v —w, W >= 0 gilt.

Definition 2.7. Ein Hilbertraum ist ein Prdhilbertraum, welcher als normierter Raum

ein Banachraum ist.
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Alle endlichdimensionalen Préahilbertraume sind Hilbertraume. Ist (X, ) ein Makraum,

so ist L?(X, p) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

< f.g>= /ngdu-

Aufgabe 2.7. Zeige, daf L(X, ) fiir ¢ # 2 kein Hilbertraum ist.
Aufgabe 2.8. Zeige, dafi Cy(R) kein Hilbertraum ist.

Aufgabe 2.9. Sei (V,< .,. >) ein Prihilbertraum. Dann ist die Vervollstindigung V in

natirlicher Weise ein Hilbertraum.

Aufgabe 2.10. Wir betrachten den Raum C°(R™) mit

1. < f,9>p2@y= Jg. fodl]
2. < f,9>wi@y=<[f,9 >r2@) + 21 <f,0g >r@n,
3. < f,g >1= Z?:l < 8’f, 8’g > [2(Rn)-

Zeigen Sie, daf$ alle diese Formeln Skalarprodukte definieren. Zeigen Sie weiter, daf$ die
Vervollstindigung von (C°(R™), < .,. >p2rn) genau den Raum L*(R") liefert.

Definition 2.8. Die Vervollstindigung von
(Cso(Rn), <.,. >W1(Rn))

ist der Sobolevraum W' (R").

Wir bezeichen die Vervollstandigung von (C°(R"), < .,. >;) mit U'(R").

Aufgabe 2.11. Zeigen Sie, daf es natiirliche stetige Einbettungen W*(R") — L*(R")
und WH(R"™) — U (R™) gibt. Zeigen Sie weiter, daf es keine damit vertigliche Abbildung
UYR™) — L*(R™) gibt.

2.4 Duale Raume - orthogonale Komplemente - adjungierte Ab-

bildungen

Fiir einen topologischen Vektorraum V sei V' der duale Raum mit der starken Topolo-

gie. Wir wissen schon, daf der duale Raume eines Banachraumes (V/ ||.||y/) wieder ein
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Banachraum (V’,||.||v/) mit der Norm

[pllv: = sup [¢(v)] .

veV,|jv||=1

Ist M C V ein linearer Unterraum.

Definition 2.9. Wir definieren das orthogonale Komplement von M durch
M*t:={peV'| ¢ =0}.

Lemma 2.10. M~ ist abgeschlossen.

Proof. Sei m € M. Dann ist h,, : V' — C, h,,(¢) := ¢(m) eine stetige Funktion auf V’.

Also ist {h,, = 0} abgeschlossen. Damit ist aber auch M+ = N,,cp{h,, = 0} abgeschlos-

sen. O

Sei nun N C V’ ein linearer Unterraum. Dann definieren wir

Definition 2.11.
N, ={veV|gpv)=0 Voe N}.

Ahnlich wie Lemma 2.10 zeigt man auch, daf N, abgeschlossen ist.

Aufgabe 2.12. Zeige die Relationen

1. M+ =M*+

2. N, =N,

8. My C My impliziert Mj- C My

4. No C Ny impliziert (N1)1 C (Ng)1

5 M C (M1, .

Sei nun (V,< .,. >) ein Préhilbertraum. Dann definieren wir eine stetige antilineare
Abbildung D : V — V' durch

D(w)(w) =< v,w > .

Sie heifst Dualitdatsabbildung. Die Dualitdtsabbildung ist in der Tat sogar isometrisch:
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Aufgabe 2.13. Uberzeugen Sie sich, daf |D(v)|v: = ||v||v gilt.

Satz 2.12. Wenn V ein Hilbertraum ist, dann ist die Dualitdtsabbildung D : V — V' ist

ein Antiisomorphismus.

Proof. Wegen Aufgabe 2.13 reicht es aus, die Surjektivitdt von D nachzuweisen. Sei 0 #
¢ €V'. Sei N =Cg¢. Dann ist N; # V. Sei vg € V' \ N und vy := prox(NN,,v). Dann
ist ve 1= vy — v # 0, ¢(v2) # 0 und < vy, Ny >= 0. Wir setzen

V= o(v2)

- 2
< V2, V9 >

und behaupten, dak D(v) = ¢ gilt. In der Tat, fir w € V w — o) 1, € N, und damit

B(vz2)
D(w)(w) = <v,w>
= M < Vg, w >
< Vg, Vg >
_ 9(m) 9(w) 9(w)
= 7< Uyl > <U2,w—¢<v2)1}2+¢<v2>vg>
o B(v) _ 9(w) P(v2) ¢(w)
= 7< Ve Vs > < U, W ¢(v2)U2 > +7< Vo Us > < Vo, ¢(v2)v2 >
= ¢(w)

Aufgabe 2.14. Charakterisieren Sie durch notwendige und hinreichende Bedingungen
diejenigen Abbildugen V- — V', die Dualitdtsabbildungen von Skalarprodukten entstehen.

Mittels D konnen wir nun auf V'’ eine Hilbertraumstruktur durch

< ¢, >:=< D (), D" (¢) >

erkdren. Folglich ist der Dualraum eines Hilbertraumes in natiirlicher Weise ein Hilber-

traum.

Fiir jeden topologischen Vektorraum gibt es eine natiirliche Abbildung Iy, : V' — (V')
welche durch Iy (v)(¢) := ¢(v) gegeben ist.

Aufgabe 2.15. Seien Dy : V. — V' und Dy, : V' — (V') die Dualititsabbildungen von
V und V'. Zeigen Sie, daf$ Dy: o Dy = Iy gilt.
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Sei M C V ein linearer Unterraum.

Definition 2.13. Wir definieren das orthogonale Komplement von M in V durch
LM =D Y (M) .

Aufgabe 2.16. Zeige die Relationen:

~

. M ist abgeschlossen,
9 LN =M,
3. tMnM={0},

4. My C My impliziert * M, C + My,
5 M cC*(*+M).

Aufgabe 2.17. Sei V. = L*(X,u) und Y C X. Wir setzen M := {supp(f) C Y}.

Bestimmen Sie M~ .

Aufgabe 2.18. Wir betrachten den Hilbertraum L*([0,1]). Bestimmen Sie M* fiir

1. M= A(C>([0,1]))

2. M= A(P) fir P:={fjoa | f € C*(R) , f(x) = f(x+ 1)V},

d2

T da?

Lemma 2.14. Es gilt M = ~(+M).

wobet A = 15t.

Proof. Nach Aufgabe 2.16 reicht es aus, die Surjektivitit der Inklusion M C +(+M) zu
zeigen. Moge ein vy € L(+M) \ M existieren. Dann setzen wir v; := prox(M,vy) und

vy 1= vy — v1. Bs gilt vy # 0 und vy € LM N L (- M). Das ist jedoch unméglich. O

Die analoge Aussage im Banachraumkontext wiére:

Satz 2.15. Es gilt M = (M*), .
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Proof. Es ist klar, daft M C (M*),. Wir nehmen an, es gibe ein v € (M), \ M. Dann
gibt es nach Hahn-Banach ein ¢ € V' mit ¢z = 0 und ¢(v) = 1. Also ¢ € M+ und

v & (M%), . Dies widerspricht unserer Annahme. O

Wir haben hier die folgende Version des Satzes von Hahn-Banach angewendet :

Satz 2.16. Sei V ein Banachraum, M C V ein abgeschlossener Unterraum und v €
V\ M. Dann gibt es ein ¢ € V' mit ;s = 0 und ¢(v) = 1.

Seien V, W Banachrdume. Dann haben wir den Banachraum der beschrankten linearen

Abbildungen B(V,W) mit der Norm

[Alsviwy == sup  [|Av]lw.
veV|v|ly=1

Definition 2.17. Der zu A € B(V, W) adjungierte Operator A" € B(W', V') ist durch
A'(w")(v) == w'(Av)
gegeben.

Aufgabe 2.19. Zeigen Sie, dafi A — A’ eine Isometrie B(V,W) — B(W' V") definiert.

Seien nun V und W Hilbertraume.
Definition 2.18. Fiir A € B(V,W) definieren wir A* € B(W,V) durch A* = D~'A'D.

Aufgabe 2.20. Zeigen Sie die Relationen

1. x: B(V,W) — B(W,V) ist eine antilineare Isometrie,
2. (A*)* = A,

3. (Ao B)* = B* o A*

4. < Av,w >w=< v, A*w >y

5. ker A* = +imA

6. imA = L ker A*
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Aufgabe 2.21. Wir betrachten das Diagram

WI(R”)’ <i Lz(Rn)/
DWI(Rn) T T DLQ(]R")
WYR") 5 L*Rn)

Dieses Diagramm kommutiert nicht. Zeigen Sie, daff vielmehr fir f € C°(R™) gilt:

DWl(Rn)(f) = (Z* o DLQ(]R”) 010 (1 + A))(f)

2.5 Komplementare Raume - Projektoren

Sind V., W topologische Vectorrdume, dann ist V & W ein topologischer Vektorraum. Die
Topologie wird durch die mengentheoretische Identifikation V & W = V x W induziert.

Aufgabe 2.22. Seien die Topologien von V und W durch Systeme von Halbnormen
(pi)ier und (q;)jes induziert. Geben Sie ein die Topologie von V @& W induzierendes Sy-
stem von Halnormen an. Zeigen Sie, daf$ die Summe von zwei Frechétraumen wieder ein

Frechétraum ist.

Die Summe V @ W von zwel Banachraumen ist wieder ein Banachraum mit der Norm

lo @ wl|:= V/Jv]]* + [lwl]]?
(man konnte hier auch ||v @ w|| := max(||v]], ||w|) oder ||v @ w|| := ||v]| + ||w|| nehmen).

Die Summe von zwei Hilbertrdumen ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
<v@w, v oW >=<v,v >+ <ww > .

Definition 2.19. Sei V' ein topologischer Vektorraum und M C V' ein linearer Unter-
raum. Ein Komplement von M ist ein linearer Unterraum N C 'V derart, daffV = N®M

als topologischer Vektorraum.

Definition 2.20. FEine Projektion auf M ist eine stetige lineare Abbildung P :'V — V
derart, daff Po P =P, P(V) C M und Py = idy gilt.

Lemma 2.21. M besitzt genau dann ein Komplement, wenn es eine Projektion auf M
qibt.
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Proof. Sei N ein Komplement. Dann ist V= M @ N. Eine Projektion ist dann (mengen-
theoretisch) durch
P:VEMGNEZMxNY MV

gegeben.

Sei P eine Projektion auf M. Dann ist N := ker(P) ein Komplement. In der Tat gilt
V =M & N als Vektorraum. Die Abbildung V' 3 v +— Pv® (1 — P)v € M & N ist stetig.
Damit ist N & M =V als topologischer Vektorraum. O

Sei V' ein topologischer Vektorraum mit der Topologie T (p,p € P). Sei M C V ein
linearer Unterraum. Wir bilden den Quotienten M/V. Es gibt mehrere Moglichkeiten,

diesen Quotienten mit einer Topologie zu versehen.

1. Eine Moglichkeit ist, die universelle Eigenschaft des Quotienten zu benutzen. Hierbei
bekommt V/M die kleinste Topologie derart, daf jede lineare Abbildung V/M — W
in einen topologischen Vektorraum (mit durch Halbnormen gegebener Topologie),

fiir welche der Lift V' — W stetig ist, stetig wird.

Aufgabe 2.23. Zeige, dafs die Projektion V- — V /M stetig ist.

2. Wir kénnen Halbnormen p(v + M) = inf,,ep p(v + m), p € P, definieren und
die Topologie T (p,p € P) festlegen. In diesem Fall ist die Projektion V' — V/M
offensichtlich stetig.

Aufgabe 2.24. Zeige, dafS die unter 2. beschriebene Topologie gréfier als die in 1.

beschriebene ist.

Aufgabe 2.25. Ist V' ein Frechét (bzw. Banachraum) und M abgeschlossen, dann ist
V/M auch ein Frechét (bzw. Banachraum,).

Im Banachraumfall ist V//M mit der Norm ||v + M]|| := d(v, M) der Banachraumquotient

von V nach M.

Satz 2.22. Wenn M C V' ein Komplement N besitzt, dann ist der algebraische Isomor-
phismus N = V/M ein Héméomorphismus (in beiden oben beschriebenen Topologien, die

dann offensichtlich iibereinstimmen)
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Proof. Sei P : V' — M die Projektion zu V= M@ N. Wir betrachten zuerst die universelle
Topologie. Wir wissen, daf der Lift von V/M — N durch (1 — P): V — N gegeben ist.
Die letztere Abbildung ist stetig und damit auch V/M — N. Auf der anderen Seite ist
N — V/M als Einschrankung von V' — V/M stetig.

Wir betrachten nun die zweite Topologie. Klar ist wieder, dafs N — V/M als Einschrén-
kung von V' — V/M stetig ist. Da die zweite Topologie grofer oder gleich der universellen
ist, muf auch V/M — N stetig sein. O

Die Existenz von Komplementen ist im allgemeinen eine schwierige Frage. Wenn {0} C
V' abgeschlossen ist, dann ist sicherlich die Abgeschlossenheit von M eine notwendige

Bedingung aber keineswegs hinreichende Bedingung.

Hier ist ein Beispiel eines abgeschlossenen Unterraumes, welcher kein Komplement zu-
lakt. Sei V' = L*(N) der Raum der beschrénkten Folgen und M = Cy(N) der abgeschlos-

sene Unterraum der Nullfolgen.

Lemma 2.23. M besitzt kein Komplement in V.

Proof. Wir nehmen an, daff V.= M @& N. Dann wire V/M isomorph zu einem abge-
schlossenen Unterraum. Die Funktionale d,,, n € N trennen die Punkte von V. Deshalb
hat auch N, also V/M eine abzdhlbare Menge von Funktionalen, die die Punkte trennen.
Wir fiihren dies zu Widerspruch. Sei [, € V/M' eine solche Folge. Sei R C P(N) eine
iiberabzahlbare Teilmenge unendlicher Teilmenge mit der Eigenschaft, dafs aus A, B € R,
A # B, folgt, dak AN B endlich ist. Wir nehmen erst einmal die Existenz von R an. Wir
betrachten die Menge U := {xa | A € R}.

Wir behaupten, {A € R |l,,(xa) # 0} fiir jedes n abzéhlbar ist. Dazu reicht es aus, zu
zeigen, dal {A € R |l,(xa) > k7'} fiir jedes k& € N endlich ist. Wir wihlen ay € S?
derart, daB I,(aaxa) = |ln(xa)| Seien Ai,... A, € {A € R|l.(xa) # k~'} paarweise

verschieden. Dann gilt

m
|| ZaAiXAi|| <1.
=1

Folglich

em <

L

[n ()| < ] -

=1
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Damit ist m < ||1,,||/e.

Wir schliefen, dafs
{A € R |l,(xa) #0 fiir ein n € N}

abzéhlbar ist. Damit muf aber ein A € R existieren, fiir welches [,,(x4) = 0 fiir alle n

gilt. Also ist x4 = 0 und das ist der Widerspruch.

Wir zeigen jetzt die Existenz von R. Wir wihlen eine Abzdhlung j : N — Q. Sei
I :== R\ Q. Fiir jedes x € I sei (g,(x)) eine gegen = konvergierende Folge rationaler

Zahlen. Wir setzen

R:={{i"({a(x) IneN}Y} |z e}

Lemma 2.24. Sei M ein Banachraum. Wenn dim(M) < oo so besitzt M ein Komple-

ment.

Proof. Sei (e;), eine Basis von M. Wir konstruieren Funktionale ¢; € V' mit ¢;(e;) =0
fir 7 < i und ¢;(e;) = 1. Sei M,, = Span{e; | ¢ < m} Dann ist e, & M,,. Wir finden
mittels Hahn-Banach ¢,,, € V' mit ¢,,(e,,) = 1. Sei B € Mat(m, C) die zu (¢;(e;)) inverse
Matrix. Wir setzen .
P(v) = Bi;¢;(v)e .
ij=1
Dann ist P eine Projektion auf M. O

Aufgabe 2.26. Ist M abgeschlossen und hat endliche Kordimension, so besitzt M ein

Komplement.

Beachte, dafs es nicht abgeschlossene Raume endlicher Kodimension gibt. Sei V' =
C([~1,1]). Wir betrachten die lineare Abbildung ¢; : f + f()(0) auf dem Unterraum
C'([-1,1]). Wir kénnen ¢; auf zu ¢ ganz V ausdehnen (durch Wahl eines algebraischen
Komplementes zu C*([—1,1])). Sei M = ker(¢).

Aufgabe 2.27. Zeige, daff codim(M) =1 gilt, M aber kein Komplement besitzt.
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Im Kontext von Hilbertraumen hat die Frage nach Komplementen eine einfache Ant-

wort.

Lemma 2.25. Ist V ein Hilbertraum, so hat jeder abgeschlossene Unterraum M ein
Komplement N. In der Tat kann man N =+ wdihlen, wobei in diesem FallV = M ®+M

als Hilbertraume gilt.

Proof. Wir definieren P : V' — M durch P(v) := prox(M,v). Es ist klar, dakt P(V) = M,
By =id und P o P = P gilt. Wir zeigen
1. P ist linear

2. P ist stetig

Wir zeigen zuerst, daf z = P(v) genau dann, wenn z € M und v — z L M gilt. In der
Tat gilt 2 — P(v) =z —v+v— P(v) L M. Da aber z — P(v) € M muf z = P(v) gelten.

Nun ist P(v) + P(w) € M und v +w — P(v) — P(w) = (v — P(v) + (w — P(w)) L M.
Also gilt P(v + w)P(v) + P(w). Analog sieht man P(Av) = AP(v) ein. Damit ist P(v)

linear.

Es gilt | P(v)]|>+|Jv—P(v)]]? = ||v||*. Also | P(v)|| < ||v]|. Das ist die Stetigkeit von P. O

Der Satz von Lindenstrauk-Tzafriri besagt, dafs ein Banachraum, in welchem jeder ab-
schlossene Unterraum ein Komplement besitzt, topologisch isomorph zu einem Hilber-

traum 1st.

2.6 Orthonormalbasen

Eine Basis in einem Vektorraum ist eine maximale Teilmenge linear unabhéngiger Vekto-
ren. Sei S C V eine Basis. Dann ist jedes v als endliche Linearkombination aus Elementen

aus S eindeutig darstellbar. Jeder Vektorraum besitzt Basen.

Eine Basis von V' kann auch als eine minimale Teilmenge S C V mit der Eigenschatft,

dak Span(S) =V ist, charakterisiert werden.
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Sei V' nun ein topologischer Vektorraum.

Definition 2.26. Fine topologische Basis ist eine minimale Teilmenge S C V' mit Span(S) =
V.

Im allgemeinen ist die Frage nach Existenz einer topologischen Basis kompliziert.

Aufgabe 2.28. Untersuche, ob sich der tbliche Existenzbeweis fir algebraische Basen
auf topologische Basen tibertragen lafit (Konstruktion minimaler S mit Span(S) =V mit

Hilfe des Zornschen Lemmas).

Fir Hilbertrdume ist die Situation viel einfacher. Hilbertrdume besitzen orthonormale

Basen.

Definition 2.27. Eine Orthonomalbasis eines Hilbertraumes ist eine topologische Basis
S C V' mit der zusditzlichen Eigenschaft, daf$ fir s,s’ entweder < s,8' >= 0 oder s = &
und ||s|]| =1 gilt.

Definition 2.28. FEine orthonormale Teilmenge S C V ist eine Teilmenge, welche gleich-

zeitig eine orthonormale Basis von Span(S) ist.

Lemma 2.29. Ein Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis. Jede orthonormale Teil-

menge ist Teil ist Teilmenge einer Orthonormalbasis.

Proof. Sei Sy eine orthonormale Teilmenge. Die Menge der orthonormalen Teilmengen,
die Sy enthalten, ist halbgeordnet durch Inklusion. Wir zeigen, daf es maximale ortho-
normale Teilmengen gibt. Ist ndmlich (S,) eine Kette, dann ist U, S, eine orthonormale
Teilmenge, welche Sy enthélt und ein Supremum der Kette. Eine maximale orthonormale
Teilmenge S C V ist jedoch eine orthonormale Basis, welche Sy enthélt. Andernfalls gébe
es v € +Span(S) mit |[v]| = 1, und SU{v} wire eine grokere Sy enthaltende orthonormale

Teilmenge. O

Lemma 2.30. Ist (V,< .,. >) ein separabler Hilbertraum, so ist jede Orthonormalbasis
V' abzahlbar.

Proof. Sei S eine Orthonormalbasis und (e;);en ein 1/3-Netz. Dann wéhlen wir fiir jedes

s € Sein i(s) € N mit ||s — e < 1/3. Wir erhalten somit eine Inklusion i : S — N. O

25



Wir betrachten jetzt einige Beispiele.

1. SeiV = L*([0,1],].]). Wir setzen f,(z) := exp(27inz). Dannist S = {f,|n € Z} eine
Orthonormalbasis. Sei f € L*([0, 1], |.|) gegeben. Dann kann man f durch glatte pe-
riodische Funktionen in L?([0, 1], |.|) approximieren. Diese lassen sogar gleichmiRig

durch Fourierreihen approximieren. Dies zeigt, daf Span(S) = V.

2. Sei p,(z) = /2L P, (2) mit P,(2) = 52 ((t? — 1)) (Legendre-Polynome).

2 2nn! dx™

Aufgabe 2.29. Zeigen Sie, daf8 {p,|n € Ny} eine Orthonormalbasis von L*([—1,1],|.])

ist. Zeigen Sie weiter, daf$ diese Basis durch Orthonormalisieren der Folge 1, z, 22, . . .

entsteht.

3. Seihy,(z) = anl!ﬁe_’”Q/QHn(:c) mit H,(z) := (—1)”6362(;;—””6_962 (Hermite-Polynome).

Aufgabe 2.30. Zeigen Sie, daff {h, | n € N} eine Orthonormalbasis von L*(R,|.|)

ist. Zeigen Sie weiter, daf sie durch Orthonormalisieren der Folge (:E"e*lﬂ) entsteht.

4. Hier ist ein nichtseparabler Hilbertraum. Sei V := L*(R, i), wobei u das Zdhlmaf
ist. Fiir # € R sei s, € L*(R, u) durch s,(z) := 1 und s,(y) = 0 falls  # y gegeben.

Dann ist S := {s, | x € R} eine Orthonormalbasis.

Aufgabe 2.31. Zeige diese Behauptung.

5. Eine glatte Funktion f € C*°(R) ist ein trigonometrisches Polynom falls es Zah-
len A1,...; A, € Rund ay,..., 0 € C gibt, so dak f(z) = 37, a,exp(i,z).
Die Abschluf in C,(R) der trigonometrischen Polynome ist der Raum F(R) der
fastperiodischen Funktionen. Wir definieren auf F(R)

T
< f,g>r= Th_r)xgo%/_T f(z)g(x)dx .

Aufgabe 2.32. Zeigen Sie, dafi < .,. >x wohldefiniert und (F,< .,. >) ein
Prihilbertraum ist. Zeigen Sie weiter, dafi F nicht separabel ist. Zeigen Sie, daf
{1 A eRY, fu(x) :=exp(idz) eine Orthonormalbasis ist.

Satz 2.31. Set S C V eine orthonormale Teilmenge. Fiir jedes v € V' gilt

dol<s o> <o) (1)

seS
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Insbesondere ist
H{se S| <s,v>#0} <o0. (2)

Ist S eine Orthonomalbasis, so gilt weiter, daf

v o= Z<s,v>s (3)
o> = > I<sv>]". (4)

Proof. Sei L C S eine endliche Teilmenge. Dann rechnen wir

0o > Hv—z<s,v>s|]2

sel
= HUHQ—Z<3,U><s,v>—Z<s,v><v,s>—|—Z<s,v><t,v><s,t>
seL seL s,teL
= P=> I <sv>]
seL

Daraus folgt (1) und (2).

Sei nun S eine Orthonormalbasis und S(v) := {s € S| < s,v >% 0}. Dann ist
V = Span(S(v)) @ Span(S \ S(v)). Offensichtlich gilt v € Span(S(v)). Sei (8,)nen €ine
Abzdhlung von S(v) und V,, := Span(s; | j < n). Wir definieren v,, := prox(V,,,v). Dann

gilt
n
’Un:Z<$j,U>$j .
j=1

Die Folge (v,) ist eine Cauchyfolge. In der Tat gilt fiir m > n, dak ||v, — v,|* =
>, < sjv > |*. Wir benutzen nun die Tatsache, dak Y7 | < sj,v > [° < oo,
Sei w := lim,_ o v,. Fiir jedes m € N ist v — v, L V,, fiir n > m. Wir schlieten, daf
v —w L Span(S(v)). Da aukerdem v — w € Span(S(v)) gilt, haben wir wir v = w. Dies
zeigt (3). Aus limy, o0 [|on]|* = [J0]|* und [Jo,|| = 377_ | < 85,0 > |? schliefen wir (4). O

Lemma 2.32. Seien V und W Hilbertrdume. Seien S und T jeweils Orthonormalbasen.

Wenn S und T gleichmdchtig sind, so ist V zu W isomorph.

Proof. Wenn S und T gleichméchtig sind, so gibt es eine Bijektion b : S — T. Wir
definieren einen Abbildung U : V' — W durch

U(v) ::Z < s,v>b(s) .
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Offensichtlich gilt |U(v)|| = ||v||. Die inverse Abbildung zu U ist durch

w»—>z<b(s),w>s

SES

gegeben. O

Wir bemerken hier, dafs auch die Umkehrung dieses Lemmas gilt. Dazu zeigt man, dafs zwei
Orthonormalbasen S,7T von V immer gleichméchtig sind. Die Idee ist die folgende. Fiir
jedes t € T hat man die abzéhlbare Menge S(t). Es gilt U;erS(t) = S. Damit konstruiert
man eine Surjektion 7' x N — S. Umgekehrt hat man auch eine Surjektion S x N — T
Daraus schliekt man die Gleichméchtigkeit von S und 7.

2.7 Der Dualraum von C(K)

Sei K ein kompakter metrisierbarer Raum. Sei B die Borelsche o-Algebra. Ein Borelmafs

i ist ein o-additives Mafs auf B. Es ist regulér, falls fiir jedes A € B gilt:

u(A) = sup p(K)

KCA
pA) = mf u(U)
wobei K kompakte und U offene Menge bezeichnet.

Definition 2.33. FEin requldres komplexes Borelmaf ist eine Abbildung u : B — C, welche

eine Darstellung = Zizo 1%l flir requldre endliche Borelmafle p, hat.

Wir definieren fiir f € L>(K, B) das Integral

/deuzgi‘l/de,ua.

Aufgabe 2.33. Zeige, daf$ diese Definition unabhdngig von der Darstellung von u als

Linearkombination von positiven Maflen ist.

Sei jetzt p ein reguléres komplexes Borelmafk.

Definition 2.34. Die Variation von p auf A € B sei durch
var(1)(4) = sup 3 ()

gegeben, wobei das Supremum tber alle Partitionen von A durch Elemente von B genom-

men wird.
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Sei M(K') der komplexe Vektorraum der reguldren komplexen Borelmafe.

Lemma 2.35. Die Abbildung p— var(u)(K) ist eine Norm auf M(K).

Proof. Offensichtlich folgt aus var(u)(K) = 0 daf u = 0. Weiterhin gilt
var () (K) = [X|var () (K)
fiir A € C. Schliefslich gilt
var(p+v)(K) = sup Z (1 +v)(A
supz (A + (49))
< supZIM +supZ\

< var()(K) + var(v) (K)

IN

Lemma 2.36. Fir f € L%(K,B) gilt

[l < esssupie Fyvar(u) )

Proof. Ist f eine einfache Funktion, so gilt diese Aussage sicherlich. Der allgemeine Fall
folgt aus dem Fakt, dafs man jede beschrinkte mefsbare Funktion gleichméfig durch ein-

fache Funktionen approximieren kann. O

Folgerung 2.37. FEin requldres komplexes Borelmaf$ p definiert ein stetiges Funktional
¢, € C(K) durch ¢,(f) = [, fdu. Es gilt

[full < var(u)(A) .

Wir nutzen nun die Regularitét von p aus, um folgende Behauptung zu zeigen.

Lemma 2.38.
[¢ull = var(u)(K) .

Proof. Sei € > 0 gegeben. Wir wahlen eine endliche Partition (A;) von K derart, dafs

var (1) () = /2> 3 (A)
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Sei N die Anzahl der Elemente der Partition. Wir wihlen Zahlen o; € S* C C derart,
dab [p(A4;)| = aip(A;) gilt.

Sei pu = Zi:o 1“1 eine Darstellung durch positive reguldre endliche Borelmafse. Wir
wéahlen nun kompakte Mengen K; C A; und Teilmengen A; C U; derart, daf pu.(U; \
K;) < gy gilt. Wir wihlen (K ist metrisierbar) f; € C(K) derart, daf f;x, = 1 und
fi‘K\UiUUj;ﬂ w; =0.8ei h:=3%, f; V1und

f = hil Zalfl .

Es gilt fiir alle z € K

h(z) — L

|f(2)] <
Wir schliefsen, dafs

| /K il = (40~ 3 / Ml

> var(u)(K) —€¢/2 —¢€/2
> var(p)(K) —e€.

Also gilt ||¢,,)|| > var(u)(K) — € fiir jedes € > 0. O

Sei M(K) der Banachraum, welcher durch Vervollstindigung von M(K) beziiglich der

Norm var(...)(K) entsteht. Wie wir gesehen haben, gibt es eine isometrische Einbettung
¢: M(K) = C(K)",
welche durch Fortsetung der Abbildung p +— ¢, entsteht. Ziel dieses Kapitels ist der
Beweis des folgenden Satzes:
Satz 2.39 (Darstellungssatz von Riesz). Jedes Funktional in C(K)" ist von der Form
¢p fir ein p e M(K).
Es gilt also M(K) = M(K) und ¢ = ¢.

Folgerung 2.40. Der Raum M (K) ist mit var(...)(K) ein Banachraum und vermittels
¢ isometrisch zu C(K)'.

Sei C'(K,R) C C(K) der Unterraum der reell-wertigen Funktionen. Er ist ein reeller
Banachraum. Auf C(K,R) haben wir die Halbordnung f > g, falls f(z) — g(z) > 0 fir
alle v € K.
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Definition 2.41. Ein Funktional ¢ € C(K,R) heifst nicht-negativ, falls f > 0 die Rela-
tion ¢(f) > 0 impliziert.

Ist 4 ein Borelmaf, so ist ¢, (auf C(K,R)) ein nicht-negatives Funktional. Um den

Beweis des Satzes 2.39 zu beenden, wollen wir folgenden Satz verwenden.

Satz 2.42. Ist ¢ ein nicht-negatives Funktional auf C(R, K), so gibt es ein endliches
requldres Borelmaf$ i derart, daf$ ¢, = ¢.

Wir starten nun mit einem Funktional ® € C(K)'. Sei ®g die Einschréankung auf
C(K,R) und ¢ := Re(Pg) und ¢ := Im(Pg).

Lemma 2.43. Ist ¢ € C(K,R), so hat ¢ eine eindeutige Zerlegung ¢ = ¢ — ¢_ in

nicht-negative Funktionale.

Proof. For f > 0 definieren wir

¢+ (f) :==sup{p(h) [0 <h < [} .

Es gilt |o(h)| < [|@lllIRll < llollllf]l- Also ist ¢4 (f) < oo. Weiter gilt fiir A > 0 daf
O+ (Af) =Xo(f). Ist f,g € C(K,R)und f,g >0und 0 < h < f+g,sogilt h = hy + he
mit 0 < h; < fund 0 < hy < g. In der Tat konnen wir hy := h A f setzen. Wir erhalten

damit

o (f+g) = sup{o(h) [0<h < f+g}
= sup{¢(h1 +h2) |0 < hy < fAO< hy <g}

= sup{¢(h) |0 < h < f} +sup{p(h) [0 < h < g}
= ¢.(f) +o4(9)

Fir f € C(K,R) seinun fy := fVOund f_ = fA0. Wir definieren das lineare Funktional

O1(f) = (fy) — o (f-) .

Offensichtlich ist ¢ nicht-negativ. Weiterhin ist ¢_ := ¢, — ¢ nicht-negativ und es gilt

¢ = ¢, — ¢_. Damit haben wir eine Zerlegung wie gesucht gefunden.

Aufgabe 2.34. Zeige die Findeutigkeit dieser Zerlegung.
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Nach Satz 2.42 finden wir also reguldre Borelmafe p,, « =0, ..., 3 derart, dak

¢+ - gbum ¢— = ¢M27 ¢+ = ¢M17 ’QZ)_ = gbug .
Dann gilt

3
Op =) i, .
a=0

Setzen wir pu = Zi:o 1%y, SO gilt
O =g,

O

Wir beweisen nun den Satz 2.42. Sei ¢ € C(K,R) ein nicht-negatives Funktional. Wir

beginnen mit der Konstruktion von p. Fiir offene Teilmengen U C K setzen wir
p(U) = sup{o(f) [ f < xuv} -
Fiir beliebige Teilmenge A C K setzen wir
w(A) :==inf{u(U) | A C U, U offen} .
Wir betrachten die folgende Teilmenge R C P(K)
R:={AePK)|u(A) =sup{u(W)| W C A, W kompakt}} .

Wir zeigen:

1. R ist eine o-Algebra
2. p ist ein Maf auf R
3. BCR

4. ¢, = ¢

5. p ist regulér

Lemma 2.44. p ist ein duferes Majs.
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Proof. Wir miissen zeigen, dafs i o-subadditiv ist. Seien U,V C K offen. Sei g € C(K,R)
mit 0 < g < xp4v. Wir wihlen eine Zerlegung der Eins {hy, he, hs} zu {U, V, K\ supp(g)}.
Dann gilt g = ghy + gho und damit ¢(g) = ¢(gh1) + ¢(ghs). Wir schliefen, daf

p(UUV) < pu(U) + pu(V) -

Sei jetzt (A;)ieny eine Familie von Teilmengen von K. Wir wéhlen ¢ > 0 und offene
U; ¢ K so dal
A, CU;, ,U(Ul) < ,LL(AZ) + 2 % .

Wir setzen U := U;U; und wihlen f € C(K,R) mit 0 < f < xy. Da supp(f) kompakt
ist, gilt supp(f) C U ,U; fiir ein n € N. Wir erhalten

n n

o(f) < n(JU) <30 <3 p(A) +e.

i=1 i=1

Lemma 2.45. Ist W C K kompakt, so ¢gilt W C 'R und

p(W) =inf{o(f) | xw < f} .

Proof. Sei 0 < xw < f. Dann gilt K C {f > a} und ag < f falls nur g < x{fsq}. Folglich
gilt
p(W) < u({f > a}) = sup{o(9) | 9 < Xqr>ay} < @7 '0(f) -
Also
u(W) < o(f) .

Auf der anderen Seite gibt es fiir jedes € > 0 ein offenes V mit W C V und u(V) <
w(W) + e und ein f mit 0 < yyp < f < xv. Also ¢(f) < pu(W) + e. Daraus folgt
p(W) = inf{e(f) |0 < xw < f}. O

Lemma 2.46. Jede offene Teilemenge U von K gehért zu R.

Proof. Sei ¢ > 0. Wir wahlen 0 < f < xp derart, dak &(f) + ¢ > p(U). Fiir je-
de offene Teilmenge V mit supp(f) C V gilt 0 < f < xy. Also gilt ¢(f) < p(V)
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und damit p(suppf) > &(f). Wir schlieken, dafs p(suppf) + € > p(U). Daraus folgt
w(U) = sup{u(K) | W C U kompakt}. O

Lemma 2.47. Sei (A;)2, eine paarweise disjunkte Familie von Teilmengen aus R. Dann
gilt A:=J2, Ai € R und

plA) =3 u(4)

Proof. Seien Wy, W5 disjunkte kompakte Teilmenge. Wir zeigen zuerst, daf
(Wi UWa) = p(Wh) + p(W2)

gilt. Sei f € C(K,R) derart, dak fiju, = 0 und fijw, = 1. Sei € > 0 und xw,uw, < g derart,
daf p(Wy UWs,) + € > ¢(g) (Lemma 2.45). Dann gilt

XW1§<1_f)gu XWQng

und p(Wh) + u(Wa) < (W, UWs) +e. Da € > 0 beliebig war und wir die Subaddditivitét
von p schon gezeigt haben (Lemma 2.44), gilt (W, U W) = u(Wh) + u(Ws).

Wir wihlen kompakte Teilmengen W; C A; derart, dal u(W;) + €27 > p(A;) . Dann
gilt

p(A) = p(Uica W) = (W) 2> pu(A;) — € .
i=1 i=1
Da n > 0 und € > 0 beliebig sind, folgt aus Lemma 2.44, dafs

plA) = > (A

Insbesondere ist p(A) = sup,, u(Ui<,W;) und damit erst recht pu(A) = sup{u(W)|W C
A, W kompakt}, also A € R. O

Lemma 2.48. Sei A € R. Dann gibt es fir jedes € > 0 eine kompakte Teilmenge W C A
und eine offene Teilmenge A C U mit u(U \ W) < e.

Proof. Weil A € R ist, gibt es ein Kompaktum W C A mit u(W) + ¢/2 > u(A). Weiter
gibt es eine offene Menge A C V' mit pu(A) + €/2 > p(V). Damit ist V' \ W offen, also in
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R nach 2.46. Dann gilt aber nach 2.47 p(W) 4+ p(V\ W) = pu(V) < (W) +e. O

Lemma 2.49. R st eine Algebra.

Proof. Seien Ay, Ay € R. Sei e > 0 und W; C A; C V; derart, dafs W; kompakt, V; offen
und u(V; \ W;) < €/2. Dann gilt

Al\AQC%\WQC%\WlUWl\‘/QU‘/Q\WQ.

Damit nach 2.44
(A \ Az) <e+p(Wi\ Va) .

Nun ist Wi\ Vo C A; \ Ay komkakt. € > 0 war beliebig. Also gilt A; \ A; € R.

Weiter gllt nach 2.47 Al U AQ = A1 \A2 U A2 € R und A1 N AQ = Al \ (Al \Ag) eR. O

Lemma 2.50. R ist eine a-Algebra, welche alle Borelmengen enthdlt. p ist ein reguldres

Maf$ auf R.

Proof. R enthélt abzdhlbare disjunkte Vereinigungen nach 2.46 und ist eine Algebra nach
2.49. Also ist R eine o-Algebra. Weiterhin enthélt R die offenen Mengen. p ist o-additiv
nach 2.46 und reguldr nach 2.48. O

Lemma 2.51. Es gilt ¢, = ¢.
Proof. Es reicht zu zeigen, daf fiir jedes f € C(K,R) ¢(f) < ¢,(f) gilt. Dann ist ndmlich
auch —(f) = o(—f) < bu(—f) = ~B,(f), also 6(f) = B, (f). Wir fixieren m € N und

setzen E; = f~1((im™, (i + 1)m~']) Wir wihlen N und E; C V; derart, daf V; offen
ist und p(V;) < wu(E;) + N~1 gilt. Weiter wihlen wir eine Zerlegung der Eins (h;). Sei
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a < inf(f). Es gilt wegen h;f < (i + 1)m~'h; und Y, ¢(h;) = (1) = u(K)
o) = D o(hif)
< D (i+Dm (k)

i

= > ol + G+ Dm™)d(hs) =Y |ale(h:)

K3 K3

< Z(|a\ + (i + )m (Vi) — Z |alo(hi)

(2 (2

< D (lal+ G+ Dm ) ((E) + N7 =D lalé(hy)

7 7

= > im (Vi) +m T u(K) + N7 (Jal + (04 Dm )

i 7

< | fdp+m T u(K)+ N (la] + (i + 1)mTY)

K i

Da wir nun zuerst N und dann m beliebig grof wéhlen kénnen, gilt ¢(f) < ¢,(f). O

Aufgabe 2.35 (*). Sei X ein lokalkompakter metrisierbarer Raum. Identifiziere den
Raum der stetigen Funktionale auf C.(X) mit einem topologischen Vektorraum Raum von

komplezen Mafien.

Aufgabe 2.36. Wir betrachten K = [0,1]. Sei M := {J, | x € [0,1]}. Zeige, dafi M in
der schwachen Topologie kompakt ist. Zeige weiter, daf$ das Lebesguemafl im schwachen

AbschlufS der konvexen Hiille von M, aber nicht in deren starkem Abschluf liegt.

Aufgabe 2.37 (*). Sei K ein kompakter metrisierbarer Raum. Sei (f,) eine Folge in
C(K) und (c,) eine Folge komplezer Zahlen. Zeige, dafs es ein requldres komplexes Maf
W mat

((fn) = cn

genau dann gibt, wenn ein A > 0 existiert, so dajf$ fiir jede Folge (\,) komplexer Zahlen

k k
Y el A ALl
n=1 n=1

gilt.
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2.8 Hahn-Banach

Thema dieses Abschnittes ist die stetige Fortsetzung von Funktionalen.

Satz 2.52. Sei V' ein reeller Vektorraum, p eine Halbnorm auf V., M C V ein linearer
Unterraum und ¢ : M — R ein lineares Funktional mit ¢(m) < p(m) fir alle m € M.
Dann gibt es eine Fortsetzung von ¢ zu einem linearen Funktional 1 aufV mit p(v) < p(v)
fir alle v e V.

Proof. Wir zuerst, daf wenn M # V und y € V' \ M ist, man ¢ immer zu ¢ auf M @ Ry
mit ¢(v) < p(v) fortsetzen kann. Wir wihlen € € R und setzen

d(m + Ay) = d(y) + AE .

Um die Zusatzbedingung g?)(v) < p(v) zu erfiillen, miissen wir £ speziell wihlen.

Wir behaupten, dafs

sup (é(m) —p(m —y)) < nf (p(y +m) - ¢(m))

gilt. In der Tat ist ¢(m1) + ¢(ma) = G(my +ma) < p(my +ms) < p(my —y) +plme +y),

also
¢(m1) — p(my —y) < p(ma +y) — d(mz) .

Wir wihlen nun £ € (sup,,ca(¢(m) —p(m —y)), infenr (p(y +m) — ¢(m)). Dann gilt fiir
A>0

p(m+Ay) = ¢(m)+A¢
AMo(A'm) +€)
Ap(y + A71m)

IA

= p(m+2Xy)

Fuar A < 0 haben wir

pm—+Ay) = ¢(m)+ ¢
MDA y) =€)
IAlp(JA[~'m —y)
= p(m+\y)

IN
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Eine Ausdehnung von ¢ ist ein Paar (N, gz~5) mit M C N, QE‘M = ¢ und gz;(n) < p(n) fir
alle n € N. Die Menge der Ausdehnungen ist halbgeordnet nach dem Definitionsbereich
N.

Ist A eine Kette von Ausdehnungen, so setzen wir N := UvgjealN und o(n) == ¢(nn)
fiir ein (¢, N) mit 7 € N. Dann ist (NN, ¢) ein Supremum der Kette.

Nach dem Lemma von Zorn existiert eine maximale Ausdehnung (N, 1). Dann mufs

aber N =V gelten. O

Satz 2.53. Sei V' ein komplexer Vektorraum, p eine Halbnorm aufV, M C V ein linearer
Unterraum und ¢ : M — R ein lineares Funktional mit |p(m)| < p(m) fir alle m € M.
Dann gibt es eine Fortsetzung von ¢ zu einem linearen Funktional ¥ auf V' mit | (v)] <

p(v) fir allev e V.

Proof. Es gilt Im(¢)(v) = —Re(¢)(iv), also ¢(v) = Re(¢)(v)—iIm(¢)(iv). Es gilt |Re(¢)(v)| <
p(v). Wir setzen Re(¢) zu einem reell linearen Funktional x auf ganz V fort, so daf

|k(v)] < p(v) fiir alle v € V' gilt. Dann setzen wir

() = k(v) —ik(w) .

Dies ist ein komplex-lineares Funktional auf V' mit ¢jn = ¢. Sei ¥(v) = wfy(v)]| fiir
u € S'. Dann gilt

()] =u"p(v) = Pu'v) = Kk(u"'v) = |k(u"v)| < plu”'v) = p(v) .

Satz 2.54. Sei (V,|.|v) ein normierter Raum, M C V ein abgeschlossener linearer

Unterraum und y € V '\ M. Dann existiert ein stetiges Funktional 1 € V' mit {jpr = 0
und P(y) = 1.

Proof. Wir betrachten (V/M, ||.||v/a) mit |[v + M||v/p := d(v, M). Da M abgeschlossen
ist, ist dies eine Norm. Weiter ist y + M # 0. Wir betrachten das Funktional ¢ : C(y +
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M) — C, ¢(Ay+ M)) := X und die Halbnorm

v+ M|y
pv+ M) = ————"— .
WA M) = o e

Dann gilt |¢(v+ M)| < p(v+ M) fir v = Ay. Dieses Funktional dehnen wir nun auf ganz
V/M aus, so dab |¢(v + M)| < p(v + M). Dann setzen wir ¢(v) := ¢(v + M). Es gilt

[v + Mlvyn
ly +Mllvne = Iy + Mllvm

[Y(v)] <

[v]lv -

Also ist 1) stetig. Weiter gilt ¢)(m) = ¢(m—+ M) =0 fir m € M und ¥(y) = ¢(y+ M) = 1.
O

Aufgabe 2.38. Sei K ein kompakter metrisierbarer Raum und p ein auf der o-Algebra
R definiertes endliches Maf. Wir nehmen an, daff B C 'R. Zeigen Sie, daf

Ou(f) = /deu

ein Element ¢, € C(K)" definiert. Das Integral ist offensichtlich auf L>°(K, R, j1) definiert
und definiert eine stetige Ausdehnung des Funktionals auf diesem Raum. Zeigen Sie, daf

es im allgemeinen auch andere Ausdehnungen von ¢,, auf L>°(K, R, ) gibt.

3 Matrizen, kompakte Operatoren, Fredholmoperato-

ren

3.1 Uberblick

Alle lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen lassen sich durch
Matrizen représentieren. Die ist fiir stetige Operatoren zwischen z.B. Banachrdumen nicht
mehr der Fall. Vielmehr gibt es Matrixdarstellungen nur noch fiir eine Teilmenge aller
Operatoren, der kompakten Operatoren. Auf diese Menge lassen sich viele Aussagen iiber
Operatoren zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen iibertragen. Dies ist der Inhalt

dieses Kapitels.
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3.2 Konvergenzbegriffe - Prinzip der gleichmafiigen Beschrankt-
heit

Seien VW topologische Vektorrdume. Dann gibt es eine Reihe von Mdéglichkeiten, auf
dem Raum der stetigen linearen Abbildungen Hom(V, W) eine Topologie zu definieren.

Wir geben hier mogliche Konvergenzbegriffe an:
1. schwache (Operator) Konvergenz : A — 0 falls fiir jedes v € V und w’ € W’ gilt
w(Av) — 0.
2. starke (Operator) Konvergenz : A — 0 falls fiir jedes v € V' gilt Av — 0.

3. gleichmifge (Operator) Konvergenz auf beschréankten Mengen : A — 0 falls fiir jede
stetige Halbnorm ¢ von W und beschrankte Menge B C V gilt

sup ¢(Av) — 0 .
veEB

Alle diese Konvergenzbegriffe konnen durch Halbnormen beschrieben werden. Offensicht-

lich gelten folgende Inklusionen:
schwach C stark C gleichméfig. .. .

Die schwache und die starke Operatorkonvergenz darf nicht mit der starken und schwachen
Konvergenz in Dualrdumen verwechselt werden. Deshalb der Zusatz “Operator”, welchen

wir jedoch oft weglassen werden.

Aufgabe 3.1. Finde fiir alle drei Konvergenzbegriffe Familien von Halbnormen, die die

Topologie erzeugen.

Ist V' endlich-dimensional, dann stimmen alle diese Begriffe {iberein. Im allgemeinen

sind diese jedoch verschieden. Hier sind Beispiele aus dem Hilbertraumkontext.

Sei V' ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (e;).

o0

1. Die Folge (A,), An(z) :== > 7", < €n,V > €y4m konvergiert schwach gegen Null,

aber nicht stark.

2. Die Folge (A,), A,(x) :=< e;,v > e; konvergiert stark gegen Null, aber nicht gleich-

makig.
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Aufgabe 3.2. Zeige diese Aussagen.

Wir betrachten jetzt einen Banachraum V. Sei p eine Halbnorm auf V. Sei P :=
SUp|y<1 P(v). Dann gilt p(v) < P|lv|| fiir alle v € V. Weiterhin ist p halbstetig nach oben,
d.h. fiir jedes v € V und € > 0 existiert 6 > 0 derart, dak ||w —v|| < § p(w) — p(v) < €
impliziert. In der Tat gilt p(w) < p(w —v) + p(v) < p(v) + P|lw — v|.

Lemma 3.1. Ist eine Halbnorm stetig nach unten, so ist sie stetig.

Proof. Ist p auf {||v|]| < 1} nicht beschrénkt, so ist p auf keiner Kugel beschrénkt. Wire
némlich v € V und § > 0 derart, dak supy,_,<s = C' < 00, so wiirde fiir [jv — w|| < ¢

plv —w) < p(v) + p(—w) = p(v) + plw) < 2C .

Wenn ||z]| < 1, dann gilt fir w = v 4 dx dak ||jv — w|| < § und

Wiére nun das Lemma falsch, dann gibt es ein v; € {||v]] < 1} mit p(v;) > 1. Dann gibt
es ein 1/2 > §; > 0 derart, daf p(w) > 1 fiir alle w € {[jv; —w]|| < 61}

Wir nehmen an, daf v; € V und 9; > 0 schon gefunden worden sind. Dann existiert ein
Uny1 € {|Jw — vy|| < 8,} mit p(v,41) > 2" Dann gibt es 16, > 6,11 mit p(w) > 2" fiir

alle w € {||w — vypi1|| < Sng1}-

Die Folge (v,) ist eine Cauchyfolge und damit konvergent. Sei v = lim,,_,+, v,,. Dann ist

p(v) > n fir alle n € N. Das geht aber nicht. O

Lemma 3.2. Sei H eine Menge von stetigen Halbnormen derart, dafs fir jedes v € V' die
Menge der Werte {p(v) |v € H} beschrdnkt ist. Dann ist q(v) := sup,cy p(v) eine stetige
Halbnorm auf V.

Proof. q is eine Halbnorm. Wir zeigen, dafs ¢ von unten halbstetig ist. Dann wére q stetig
nach Lemma 3.1.

Sei v € V und € > 0. Sei p € H mit g(v) — p(v) < 5. Sei & > 0 derart, dak aus
|w — || < ¢ folgt, dak |p(w) — p(v)| < §. Dann gilt fiir [jw —v|| < J, dak g(w) — q(v) >
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p(w) = q(v) > p(v) = q(v) = § > —€ O

Satz 3.3 (Prinzip der gleichméiRigen Beschrinktheit fiir Funktionale). Jede

schwach beschrankte Teilmenge in V' ist beschrankt.

Proof. Sei A C V' schwach beschrankt. Wir betrachten die Menge von Halbnormen H auf
V', welche durch p(v) := |p(v)], ¢ € A gegeben sind. Dann ist nach Voraussetzung fiir jedes
v € V die Menge {p(v) | p € H} beschrénkt. Folglich ist nach Lemma 3.2 ¢ := sup,cy p
eine stetige Halbnorm. Damit ist ¢(v) auf der Einheitskugel von V' beschriankt. Wir haben
firpe A

6]l < sup [6(v)] < sup p(v) < sup q(v)

floll<1 ol <1 vl <1

Seien V, W Banachridume.

Satz 3.4 (Prinzip der gleichmifRigen Beschrinktheit fiir Operatoren). Jede schwach-
beschrinkte Teilmenge in Hom(V, W) ist beschrinkt.

Proof. Sei B C Hom(V, W) schwach beschrénkt. Wir betrachten die Menge H der stetigen
Halbnormen p(v) := ||Av|| auf V. Die Menge {Av|v € V'} ist schwach beschrankt in W”.
Nach Satz 3.3 ist sie beschriankt in W”. Da W — W” eine isometrische Einbettung ist,
ist {Av | v € V} C W beschrankt. Damit ist fiir jedes v € V' die Menge {p(v) |p € H}
beschrénkt. Nach Lemma 3.2 ist dann q := sup,cy p stetige Halbnorm und damit auf der
Einheitskugel beschrankt. Das bedeutet jedoch, dafs

sup || Av[| = sup [|A[| < oo .
lv]|<1,A€B AeB

Aufgabe 3.3. Sei C'(R),e, der Raum der stetigen periodischen Funktionen mit Periode
1. Zeige, daf$ es Elemente in C(R),e, gibt, deren Fourierreihen nicht in jedem Punkt kon-

vergieren. Hinweis: Nimm das Gegenteil an. Betrachte die Auswertung der nten

/

Partialsumme im Punkt z € R als Element in C(R),.

Zeige dafl diese Folge von
Funktionalen beschriankt sein mufs. Berechne dann die Norm dieser Funktionale

explizit.
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3.3 Approximation durch Matrizen

Definition 3.5. Fine lineare Abbildung A : V. — W heifit endlich-dimensional, wenn
A(V') endlich-dimensional ist. Sei F(V,W) C Hom(V,W) der Unterraum der endlich-

dimensionalen Abbildungen.

Sei A € F(V,W). Wir wiihlen eine Basis (w;)?_; in A(V). Sei (w?) eine duale Basis.
Wir dehnen die w® zu Elementen in W’ aus. Weiter definieren wir Funktionale v* € V.

v'(v) := w'(Av). Dann kénnen wir A durch seine Matrixkoeffizienten darstellen.

Av) = Zwivi(v) :

Umgekehrt, wenn die w; € W und v € V' vorgegeben werden, dann ist durch A(v) =

>, wv'(v) ein endlich-dimensionaler Operator gegeben.

Wir wollen dies nun auf unendliche Summen ausdehnen. Dabei ist zu beachten, in

welcher Topologie man die Konvergenz verstehen will.

Hier ein Beispiel. Sei V' ein separabler nicht endlich-dimensionaler Hilbertraum, (v;)

eine Orthonormalbasis und P, der Projektor auf span{v; |i =1,...n}.

Lemma 3.6. Es gilt P, — 1 in der starken, aber nicht in der schwachen Topologie.

Proof. Sei v € V. Dann ist

00
v o= E < Vi,V >0
=1

n

= lim E < U, 0 > v
n—oo 4 ;
1=

= lim P,(v)

n—o0

Es gilt jedoch || P, — 1|| = 1 fiir alle n. O

Fiir jeden Operator A gilt offensichtlich P,A — A in der starken Topologie. Folglich 1afst
sich jeder Operator auf einem Hilbertraum stark durch endlich-dimensionale Operatoren

approximieren.
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Lemma 3.7. If V' ein unendlich-dimensionaler Banachraum, dann lifit sich die Identitdt

nicht gleichmdfig durch endlich-dimensionaler Operatoren approximieren.

Proof. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es ein endlich-dimensionales A mit
|A—1|| < 1. Dann ist aber A = 14 (A — 1) invertierbar. Damit wére aber V' endlich-

dimensional. O

Seien V und W Banachraume.

Definition 3.8. Ein Operator A € Hom(V, W) heifit kompakt, wenn A(B(0,1)) C W
prakompakt ist. Mit K(V, W) bezeichnen wir den Raum der kompakten Operatoren

Aufgabe 3.4. Zeige, dafy K(V,W) ein linearer Unterraum ist.

Aufgabe 3.5. Zeige, daf$ das die Komposition eines kompakten Operators mit einem

stetigen Operator wieder kompakt ist.

Aufgabe 3.6. Seien V,W Banachriume und Hom(V, W) der mit der Operatornorm ver-
sehene Banachraum. Sei A € Hom(V, W) kompakt. Sei A die durch B — AB gegebene
Abbildung Hom(V, V') — Hom(V,W). Untersuche, ob diese Abbildung kompakt ist.

Lemma 3.9. Es gilt F(V,W) C K(V,W).

Proof. In der Tat ist fiir A € F(V,W) die Menge A(B(0,1)) eine beschrankte Teilmenge

eines endlich-dimensionalen Banachraumes und damit prakompakt. O

Lemma 3.10. K(V,W) C Hom(V, W) ist abgeschlossen in der gleichmdfigen Topologie.

Proof. Sei (A,) eine Folge in K (V, W), welche in Hom(V, W) gegen A konvergiert. Sei (v;)
eine Folge in B(0, 1). Wir miissen zeigen, daf (Av;) eine konvergente Teilfolge besitzt. Wir
withlen induktiv Teilfolgen aus. Im n-ten Schritt ersetzen wir (v)*~') durch eine Teilfolge,
fiir welche (A,v!") konvergiert. Dann setzen wir w,, := v. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir

wihlen n so grof, daf ||A — A,|| < €/3. Dann ist
| Aw,, — Aw|| < ||Awn — Apwn|| + ||Anwnm — Anwy|| + || Anwy — Awy|] <€,
wenn nur [,m >> 0. Damit ist (Aw,,) eine Cauchy-Folge, also konvergent. O
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Insbesondere gilt

FV,W)c K(V,W) .
Die Gleichheit gilt hier im allgemeinenen nicht.

Lemma 3.11. Ist B kompakt und gilt A, — 0 in der starken Topologie, so gilt A,B — 0
gleichmdyfig.

Proof. Sei € > 0 gegeben. Sei C' = sup,,cy ||A4n]|. Es gilt C' < oo nach dem Prinzip der
gleichméfigen Beschrianktheit. Wir wéhlen ein endliches ¢/2C-Netz (w;)i_, in B(B(0, 1)).
Wir wihlen nun ng >> 0 derart, daf ||A,w;|| < ¢/2 fir alle ¢ = 1,...r. Dann gilt fiir alle
v e B(0,1), dab ||A,v|| < e ist, falls nur n > ny.

Folgerung 3.12. Wenn es eine Folge (P,) in F(W, W) gibt mit P, — 1 im starken Sinne,
dann gilt F(V,W) = K(V,W). Dies ist also insbesondere richtig, wenn W ein separabler

Hilbertraum ist.

Proof. In der Tat kann gilt P, B — B im gleichméfigen Sinne fiir alle B € K(V,W). O

Satz 3.13 (Schauder). A € Hom(V, W) ist genau dann kompakt, wenn A" € Hom(W’, V")
kompakt ist.

Proof. Sei A kompakt. Wir betrachten die kompakte Teilmenge K := A(By(0,1)) C W.
Die Menge resk(By(0,1)) C C(K) ist gleichgradig stetig und nach dem Satz von Arzela-
Ascoli prekompakt in C(K). Sei nun (w},) eine Folge in By (0,1). Nach Wahl einer Teil-
folge konnen wir annehmen, daf (resg(w)) gleichméfig konvergiert. Damit konvergiert

aber (A'w}) in C(By(0,1)) gleichméfig.

n

Wir schliefsen, dak A" kompakt ist.

Sei nun A’ kompakt. Dann ist A” kompakt. Mit der Einbettung iy : V' — V” und
A" oty = iy o A sehen wir, dafs iy o A kompakt ist. Da iy (W) C W” ein abgeschlossener
Unterraum ist, ist auch A kompakt. O
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3.4 Typische kompakte Operatoren

Wir besprechen zuerst das Hilbertraumtensorprodukt. Seien (X, R, i) und Y, S, v) Mak-
rdume und V := L*(X, u), W = L?(Y, v). Wir haben eine bilineare Abbildung

X:VxW—=L*XxY,uxv),

(¥, @) = & x 1, ¢ x(x,y) := ¢(2)¥(y). In der Tat gilt nach Fubini ||y x ¢|| = [|¢[[[[¢ ]
Die Abbildung x faktorsiert iiber das algebraische Tensorprodukt V @ W. Wir definieren

ein Skalarprodukt auf V @ W durch < ¢ ® 1, ¢' ® ¢ >=< ¢, ¢’ >< 1,9)" >. Dieses ist

gerade das durch x induzierte Skalarprodukt.
Aufgabe 3.7. Zeige diese Aussage.

Definition 3.14. Das Hilbertraumtensorprodukt von V und W ist der Abschluf VW
von V@ W mat dem Skalarprodukt

<PRY, P QY >=<¢,¢ >< P, >

Die Abbildung ® dehnt sich stetig auf V@W aus. Wir erhalten also eine isometrische
Einbettung I : VW — L*(X x Y, X v).

Lemma 3.15. Die Abbildung I ist ein Isomorphismus.

Proof. In der Maftheorie hatten wir gesehen, daf die lineare Hiille der Menge der ein-
fachen Funktionen yaxp mit A € R, B € S, so daf pu(A) < oo und v(B) < oo gilt, in
L*(X x Y, x v) dicht liegt. Dies impliziert die Dichtheit des Bildes von 1. O

Wir bilden nun ein partielles adjungiertes dieser Einbettung. Wir betrachten a € L?(X x
Y, u x v). Wir wollen einen Operator A € Hom(W, V) mit dem Integralkern a definieren
durch

(@) = [ awy)oay)
X
Um dieser Formel einen Sinn zu geben, kann man wie folgt vorgehen. Wir definieren ein
stetiges Funktional o € V' durch a(¢) :=< a,¢ ® ¢ >. Dieses Funktional wird durch

einen Vektor A(¢) € V representiert, a(¢) =< A(¢), ¢ >. Offensichtlich ist A linear in ¢
und es gilt [| < A(¢), ¢ > [| < [lall[[¢[ll¢]l, also [[A]l < [|al|.
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Definition 3.16. Der eben definierte Operator A ist der Integraloperator mit Kern a.

Aufgabe 3.8. Untersuche, unter welchen Umstinden d||A| = ||a|| gilt.

Der abstrakte Gehalt der obigen Konstruktion ist der folgende. Wir haben a € VQW.
Dazu konstruieren wir A € Hom(V, W) durch die Formel

<A@W),p >=<a,p @ p > .

Lemma 3.17. Wenn V und W separabel sind, dann ist A kompakt.

Proof. Seien (v;) und (w;) Orthonormalbasen von V und W. Dann ist (v; ® w;) eine

Orthonormalbasis von VQW. Sei

Ay = Z < QWj,a > v; QW

L,j<n

und A,, der dazugehorige Operator. Dann gilt dim(imA,) < n. Wegen ||la, — a|| — 0 gilt
| A, — Al — 0. Damit ist A € F(V,W) und damit kompakt. O

Wir betrachten den Raum C*°(R),., der glatten periodischen Funktionen mit Periode
1 auf R. Wir definieren Skalarprodukte

<fig>= / F()g(x)ds
und .
< f,g>1=</fg> +/0 f'(x)g'(x)dx .

Seien H°(S') und H'(S!) die dazugehorigen Hilbertrdume. Da || f]| < ||f]l1 gilt, gibt es
eine stetige Einbettung R : H'(S') — H°(S!). Die folgende Aussage ist ein Spezialfall

des Rellich-Lemmas:

Lemma 3.18. R ist kompakt.

Proof. Wir betrachten die Orthonormalbasis f,(z) = e*™"* n € Z von H°(S'). Sei P,

der Projektor auf span{f,, | |m| < n}. Es reicht aus, zu zeigen, daf

P,R— R
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gleichmafig. Es gilt
P,RG—Rp =Y < fu,¢> fm .

|m|>n

Wir haben fiir ¢ € C®°(R),,

L g < fnn @ >

2mim 2mm

Da nun ¢/ € H°(S') und ||¢'|| < [|¢||; gilt, haben wir

< fm @ >=

IP.RS = ROI> < D | < frioo >

m|>n
< X D < hed P
|m|>n |m|>n
14]l1 1
< — —_— .
- 27 Z> m?

Also gilt ||P,R — R|| < 5= > ml>n . Da D mez\{0) -5 < oo gilt, sehen wir, daf || P,R —
R|| — 0 fiir n — oo. O

3.5 Fredholmoperatoren

Sind V, W endlich-dimensionale Vektorrdume und A € Hom(V, W), so kann man iiber die
Losbarkeit der Gleichung Az = b, © € V' gesucht, b € W gegeben, folgendes sagen.

1. Die Gleichung ist genau dann l6sbar, wenn b € im(A).

2. Es gilt b € im(A) genau dann, wenn b € ker(A’), .

3. Wenn die Gleichung l6sbar ist, dann ist die Losungsmenge ein affine Unterraum von

V' der Form xy + ker(A), wobei Az = b gilt.
4. Es gilt index(A) := dimker(A) — dim(W/im(A4)) = dim (V') — dim(W).

5. Ist V} ein Komplement von ker(A) und sucht man die dann eindeutige Losung von

Az = b in Vi, dann hingt diese stetig von b € im(A) ab.
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Hier kann dim(W/im(A)) als Anzahl der Bedingungen an b interpretiert werden, welche

die Losbarkeit sichern.

Seien nun V und W Banachrdume. Diese Aussagen 1. und 3. sind algebraischer Natur
und deshalb allgemein richtig. 2. gilt, wenn im(A) abgeschlossen ist. Die Aussage von
4. wird sinnlos, aber der Index von A ist eine wichtige Invariante. Die Aussage 5. gilt,

wenn im(A) abgeschlossen ist. Das geforderte Komplement gibt es zum Beispiel, wenn

dimker(A) < oc.

Definition 3.19. Sei A € Hom(V,W). Eine linke (rechte) Parametriz von A ist ein
Operator Q; € Hom(W, V') (Q, € Hom(V, W) ) derart, daff QA—1 € K(V,V) (AQ,—1 €
K(W,W)) gilt. A heifit Fredholmoperator, wenn er eine linke und eine rechte Parametriz
besitzt. Mit Fred(V, W) bezeichnen wir die Menge der Fredholmoperatoren.

Aufgabe 3.9. Zeige, dafy wenn A ein Fredholmoperator ist, jede linke Parametriz auch

eine rechte Parametriz ist, und umgekehrt jede rechte auch eine linke Parametrix ist.

Lemma 3.20. Ist A ein Fredholmoperator, so gilt:

1. dimker(A) < o0
2. im(A) ist abgeschlossen

3. dim(W/im(A)) < oo

Proof. Die Einschrankung des kompakten Operators ;A — 1 auf ker(A) ist die Identitét.

Diese ist aber nur dann kompakt, wenn ker(A) endlich-dimensional ist.

Sei V =ker(A) @ U. Sei (v,) eine Folge in U derart, dafs Av,, — w. Wir wollen zeigen,
daf w € im(A). Sei K + 1 := @Q;A fiir einen kompakten Operator K. Es gilt Q;Av, =
Kv, + v, = Quw. Sei v° = v, /||v,||. Wenn ||v,|| — oo (nach Wahl einer Teilfolge), dann
gilt Kv? + 0% — 0. Nach Wahl einer Teilfolge gilt Kv? — u, also v2 — u. Es gilt aber
Aw;y = 0, also wy € ker(A) N U, also u = 0. Das ist nicht moglich, dafs [Jw;| = 1.

Also ist (||v,||) beschrinkt. Nach Wahl einer Teilfolge gilt Kv,, — u;. Also v,, = Qw —

u =: v und Av = w.

Mit A ist auch A’ ein Fredholmoperator.

Aufgabe 3.10. Zeige diese Aussage.
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Damit gilt

dim(W/im(A)) = dim(W/im(A)) = dim(ker(A)) < 0o .

Sei A ein Fredholmoperator. Wir wihlen ein Komplement V; von ker(A) und im(A).
Dann ist Ay := A}y, : Vi — im(A) ein stetiger Vektorraumisomorphismus von Banachrau-
men. Wir wollen daraus schliefen, dafs das Inverse stetig ist. Dies liefert der Satz von der
offenen Abbildung:

Satz 3.21 (Satz von der offenen Abbildung). Sei A : V — W ein stetiger Vektor-

raumisomorphismus, dann ist A~1 stetig.

Proof. Eine Abbildung zwischen metrischen Raumen heifst offen, wenn die Bilder offener
Teilmengen offen sind. Ein offene Bijektion hat dann ein stetiges Inverses. Wir miissen also
zeigen, dafs A offen ist. Da A linear ist, reicht es aus, folgende Eigenschaft nachzuweisen:
Es gibt € > 0 derart, dafl By (0,¢) C A(By(0,1)).

Aufgabe 3.11. Begriinde diese Reduktion.

Wir zeigen zuerst die Existenz von ¢y > 0 derart, daft
Bw(o, 60) C A(Bv(o, ].)) .

Wir schreiben W = U,enA(By (0, n)). Es gibt nach dem Baireschen Kategoriensatz (W ist
nicht eine abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener Teilmengen ohne inneres) ein ng derart,
daf A(By(0,ng)) einen inneren wy Punkt besitzt. Sei B(wg,€) C A(By (0, n0)). Dann ist
B(—wy,€) € A(By(0,ng)). Fiir ||w]| < e gilt wo +w, —wy +w € A(By(0,n0)), und damit
wegen der Konvexitiit von A(By(0,7n)) auch 3 (wy+w)+ (—wo+w) = w € A(By(0,ny)).
Also gilt By (0,¢) € A(By(0,n0)). Mit €, := ¢/N gilt demnach

Bw(o, 60) C A(Bv(o, ].)) .

Wir zeigen nun, dafs sogar By (0, €) C A(By(0,1)) gilt. Sei [|w|| < €. Sei |Jw]] < 0 < €
und w := Qw. Dann gilt immer noch ||[w|| < ¢ und w € A(By(0,1)). Sei 1 > a > 0 so

klein, daf ﬁia) < lund vy € By(0,1) derart, daB || Avy—w|| < €. Sei wy := L (w—Avy).
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Dann gilt ||w; || < €9. Wir wahlen v, € By (0, 1) derart, daf ||w; — Av;|| < aep und setzen
wy := a (w — A(vy + avy)). Wir setzen diese Konstruktion fort. v, € By(0,1) erfiille
W — Avp, || < €gav und wyny1 = ™ Hw— A3, avy,)). Wir erhalten auf diese Weise
fortfahrend eine Folge (v;) derart, daf ||w — A(X"  a™v,)|| < o™ e. Wir sehen, daf
mit v := Y~ a"v, auch w = A(0) gilt. Dann ist aber w = 2w = Av fiir v := %T). Es

gilt |Jv|| < %ZZO:O a’ ||, || < 60(15770[) < 1. Also ist w € A(By(0,1)). O

Satz 3.22 (Satz von Baire). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und (U, )nen

eine Folge offener dichter Teilmengen. Dann ist N,enU, eine dichte Teilmenge.

Proof. Sei D := NpenU,. Sei zp € X und € > 0. Wir miissen zeigen, daf B(zg,e) N D # ().
Nun ist Uy N B(zg, €) offen und nicht leer. Sei 1€ > €; > 0 und z; € Uy N Bz, €) derart,

dalk B(xy,€1) C UyNB(xg,€). Nun ist Us N B(xy, €;) offen und nicht leer. Wir weiderholen

die Konstruktion und erhalten induktiv eine Folge (e,) mit 0 < €,41 < 36, und (),

Tni1 € B(wp, €,), mit B(x,,€,) C Np<,U,. Die Folge (z,) ist eine Cauchyfolge und hat
den Grenzwert z € X. Es gilt « € D N B(x, €). O

Folgerung 3.23. Seien A € Hom(V, W) und V; C ker(A) derart, daff im(A) abgeschlos-
sen und Vi ein Komplement zu ker(A) ist. Dann ist Ay, : Vi — im(A) ein topologischer

Isomorphismus.

Lemma 3.24. Fin stetiger Operator A :V — W st genau dann Fredholm, wenn

1. dimker(A) < o0
2. im(A) ist abgeschlossen
3. dim(W/im(A)) < oo

gilt.

Proof. Wir miissen nur noch zeigen, daft diese Bedingungen die Existenz einer Parametrix
implizieren. Sei V; ein Komplement von ker(A) und W; ein Komplement von im(A). Sei

Q1 := A"‘% :im(A) — V4. Wir definieren @ := @ o P, wobei P : W — W die Projektion
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ist. Ist 1 — @ o A die Projektion auf ker(A) und P=1—- A
circ@. Beider Projektionen sind endlich-dimensional und deshalb kompakt. Also ist @)

eine Parametrix von A. O

Satz 3.25. Die Menge der Fredholmoperatoren Fred(V, W) C Hom(V,W) ist offen. Ist
K € K(V,V), so gilt index(1+ K) = 0. Die Abbildung index : Fred(V, W) — Z ist stetig.
Fiir A € Fred(Vp, V1) und B € Fred(Vi, V) gilt Bo A € Fred(Vj, V2) und index(Bo A) =
index(A) + index(B).

Proof. Sei A € Fred(V,W) und @ eine Parametrix. Ky = QA — 1, K; := AQ — 1 sind

kompakt. Wir zeigen, daf B(A, m C Fred(V,W). Sei ||T]| < @ Dann ist (1+QT)7'Q

eine linke Parametrix von A + T und Q(1 + T'Q)~! eine rechte.
1+QT)'QA+T) = (1+QT)"(QA+QT)
= (1+QT)'(1 - Ko - QT)
= 1-(1+QT7) 'K,
(A+T) QU +TQ)" = AQ+TQ(1+TQ)™*
= (Ki+1+TQ)(1+TQ)™"
= Ki(1+TQ)*+1
Dies zeigt die Offenheit von Fred(V, W). Sei jetzt A € Fred(Vy, V1) und B € Fred(V, V3).
Seien P eine Parametrix von A und () eine Parametrix von B. Dann ist P o () eine
Parametrix von B o A in der Tat gilt (~ bedeutet gleich bis auf kompakte Operatoren)
BoAoPo(@Q ~BoQ ~1
PoQQoBoA~PoA~1

Wir berechnen mit Hilfe von Folgerung 3.23
dim(ker(B o A)) = dim(ker(A)) + dim(ker(B) N im(A))

und
dim(coker(B o A)) = dim(coker(B)) + dim(V;/ ker(B) + im(A)) .

Nun ist

dim(Vy/ ker(B) + im(A4)) = dim((V1/im(A))/((ker(B) + im(A))/im(A))
= dim(coker(A)) — dim(ker(B) N im(A)) .
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Setzt man diese Rechnung ein, so ergibt sich
index(B o A) = index(A) + index(B) .

Wir zeigen nun, daf die Indexfunktion lokal konstant ist. Sei A € Fred(V, W). Wir wihlen
Zerlegungen V = ker(A) & V4 und W = im(A) & W;. Seien P und @ die Projektoren auf
V1 und im(A). Dann sind P € Fred(V, V) und @ € Fred(W, W) und es gilt index(P) = 0,
index(Q) = 0. Wir schreiben fiir S € Hom(V, W)

index(Q o (A+ S) o P) = index(Q) + index(A + S) + index(P) = index(A + 5) .

Wir kénnen QQ o (A+ S)oP=QoQ o (A+ S)o Po P aber auch in der Faktorisierung

v Ay O ) Sw

mit P € Fred(V,im(P)) und Q € Fred(im(A), W) verstehen, wobei dann index(P) =
dim(ker(A)) und index(Q) = — dim(coker(A)) gilt. Da fiir geniigend kleine S der Ope-
rator Q o (A + 5) o P € Hom(V},im(A) als kleine Storung des invertierbaren Operators

QAP invertierbar ist, gilt offensichtlich

index(A + S) = index(P) + index(Q o (A + S) o P) + index(()) = index(A) .

Sei nun K € K(V,V). Dann ist (1 + tK),cp] ein stetiger Weg in Fred(V, V) von 1 + K
nach 1. Wir schliefien, daf index(1 + K) = index(1). O

Aufgabe 3.12. Zeige: Ist A € Fred(V,W) und P € Hom(W, V') eine Parametriz von A,
so ist P € Fred(W, V') und es gilt index(A) = —index(P).

Aufgabe 3.13. Zeige: Ist A € Fred(V,W) und K € K(V,W), dann gilt A+ K €
Fred(V, W) und index(A) = index(A + K).

3.6 Ein Beispiel : Toeplitzoperatoren

Wir betrachten L?(S') mit der orthonormalen Basis f,,(z) = exp(2mimx), m € Z. Sei

H :=Span{f,, |m >0}

der Hardyraum und P : L?(S') — H der Projektor. Fiir eine stetige Funktion f € C*°(S1)
sei My der Multiplikationsoperator mit f.
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Aufgabe 3.14. Zeige, daf [P, My] ist kompakt ist. (Hinweis: f kann gleichmdfig durch
endliche Linearkombinationen der Basisvektoren approximiert werden. Zeige dann, daf

[P, My, ] endlich-dimensional ist. Schliefle daraus auf die Kompaktheit von [P, M|
Wir nehmen nun an, daR f : S* — C* gilt, also f nirgends verschwindet.
Definition 3.26. Der zu f gehdrige Toeplitzoperator ist durch
Ty := PM;P € Hom(H, H)

gegeben.

Der Toeplitzoperator T} ist ein Fredholmoperator mit Parametrix T%-1. In der Tat gilt
modulo kompakter Operatoren TyTj-1+ = PHPMy+P ~ PM;M;1P = P und analog
Ty1Ty ~ P, wobei hier P als idy interpretiert wird.

Wir berechnen explizit aus f,,f, = finin, daf

0 >0
dimker T}, = =
-m m<0
und
) m m=>10
dim cokerT}, =
0 m<0
Wir erhalten
indexTy, = —m .

Eine Abbildung f : S — C* hat eine wohldefinierte Windungszahl deg(f) € Z beziiglich
0eC.

Aufgabe 3.15 (*). Zeige, daf$ index(Ty) = —deg(f) gilt.

3.7 Spektralsatz fiir kompakte Operatoren

Sei V' ein topologischer Vektorraum und A € Hom(V, V).

Definition 3.27. Das Spektrum von A is die Teilmenge
o(A) :={\ € C| X — A besitzt kein stetiges Inverses}
von C. Die Resolventenmenge ist p(A) := C\ o(A).
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Hier sind zwei einfache Anwendungen der Neumannschen Reihe.

Aufgabe 3.16. Sei V' ein Banachraum. Zeige, daff o(A) abgeschlossen ist. Zeige dazu,
daff wenn X € p(A), auch B(A, m) C p(A).

Aufgabe 3.17. Sei A € p(A) derart, daff B(\ €) C p(A). Zeige, daf$ dann X € p(B) fir
alle B € Hom(V, V) mit ||A — B|| < e gilt.

Definition 3.28. Fin Figenwert von A ist eine Zahl X\ € C derart, daff ker(A— A) # {0}.

Die Eigenwerte gehoren zum Spektrum. Im allgemeinen ist das Spektrum jedoch gréfer.

Aufgabe 3.18. Sei V = C([0,1]) und A := M, die Multiplikation mit einer Funktion
¢ € C([0,1]). Bestimme das Spektrum von A sowie die Figenwerte und Eigenrdume.

Unter welchen Umstdnden ist A kompakt.

Sei jetzt A kompakt.

Lemma 3.29. Ist dim(V) = oo, so gilt 0 € o(A).

Proof. Wére A invertierbar, so wire 1 € K(V, V) und dim(V) < oc. O

Lemma 3.30. Ist A\ € o(A) \ {0}, so ist A\ ein Eigenwert endlicher Vielfachheit und
AL < [IA]l

Proof. Wenn |\| > A, dann ist A\(1—A71A) = (A — A) invertierbar und deshalb A € p(A).
Wenn A € (A), so ist A — A nicht invertierbar. Da A — A die Parametrix A™! — A be-
sitzt, ist A — A ein Fredholmoperator. Es gilt index(\ — A) = index(1 —A"'A) = 0. Wire
ker(A—A) = 0 so wire (A — A) auch surjektiv und damit stetig invertierbar und A ¢ o(A).
Es gilt dim(ker(A — A)) < oo. O

Die Zahl 0 € C muf nicht notwendig ein Eigenwert von A sein. Sei V' ein separabler

Hilbertraum mit Orthonormalbasis (v;). Wir setzen

Av) = Zn_l < U,V > ;.

neN
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Aufgabe 3.19. Zeige, daf§ A kompakt ist. Berechne o(A) und bestimme alle Figenwerte.

Wir haben gesehen, dafs das Spektrum o(A) C B(0, ||A||) aus dem Punkt 0 und weiter
aus den Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Wir nehmen jetzt an, daf V ein
Hilbertraum und A = A* gilt.

Lemma 3.31. Ist u # X, so gilt < ker(u— A), ker(\— A) >= 0. Weiterhin gilt c(A) C R
und ||A]| € o(A) oder —||A|| € o(A). Ist u € C ein Haufungspunkt von o(A), dann gilt
w=0.

Proof. Sei Av = pw, ||v|| = 1. Dann gilt p = p < v,v >=< v, Av >=< Av,v >= 1 <
v,v >= 1. Folglich p € R. Sei zusétzlich Aw = A\w, A # u, dann gilt

O=<(A—p)v,w>=<v, (A= A+ A= pw>=AN—p) <v,w >,
also < v,w >= 0.

Sei (A,,) eine Folge in o(A) verschiedener Eigenwerte mit A, — . Sei v, € (ker(\, — A))
und ||v,|| = 1. Dann gilt v,, — 0 schwach. Wir schliefen, daf Av, — 0 also A\,v, — 0, im

starken Sinne gilt. Also muf A\, — 0 gelten.

Sei nun weder ||A|| noch —||A|| ein Eigenwert von A. Wir kénnen eine orthonormale
Folge (v,) wahlen derart, dak ||Av,| — [|A]].

Aufgabe 3.20. Zeige diese Behauptung unter der Voraussetzung, daff A € Hom(V, V)

1st.

Es gilt v, — 0 schwach und deshalb Av,, — 0 stark. Also ||A]| = 0 und A = 0. Dies ist
ein Widerspruch. O

Wir nehmen weiterhin an, dal A ein kompakter selbstadjungierter Operator auf einem
Hilbertraum ist. Sei (\,) die (eventuell endliche ) Folge der betragsméfig geordneten

von Null verschiedenen Eigenwerte von A. Zu jedem n wahlen wir eine Orthonormalbasis

N dim(ker(An—A))

Ay = Z Z < Upm, U > Upm -
n=1

m=1
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Satz 3.32 (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). FEs gilt
An — A gleichmdfig, d.h.

oo dim(ker(A,—A))

A = Z Z An < Un,ms - = Unm

n=1 m=1

Proof. In der Tat gilt fir M > N dab || Ay — An|| < |[An|. Entweder ist 0(A) und damit
die Summe endlich, oder es gilt Ay — 0 fiir N — 0. Daraus folgt die Konvergenz von
(An) gegen Ay € K(V,V).

Sei V) = im(A). Es ist klar, daB Ay, = (Aoo)p; - Weiter gilt (Ao)jry, = 0. Ist v € £V,
dann gilt < Av, V) >=< v, AV} >C< v, V] >= {0}. Also gilt A(*V}) C +Vi. Da Ay,
auch kompakt und selbstadjungiert ist, aber keinen von Null verschiedenen Eigenwert hat,

gilt o(Ajy,) = {0} und folglich A1y, = 0. O

3.8 Eine Anwendung auf Schrodinger-Operatoren

Wir betrachten den Operator

d2
VeCx (R,R)

da?’ per

H=A+V, A=
auf den 1-periodischen Funktionen auf R. Sei ()\,) die dem Betrage nach geordnete Folge
von Eigenwerten von H.

Lemma 3.33. Die Eigenwerte haben endliche Vielfachheit. Es gilt A\, — oco. Es gibt eine

Orthonormalbasis von L*(S') aus Figenvektoren von H.

Proof. Sei C > inf,cg1 V(). Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, daR fiir all f € H?(S!) gilt <
(V+O)f, f>>c|lf||* Es gilt weiterhin < Af, f >= fol |f'|dz > 0. Wir schliefen daraus,
dal < (H+C)f, f >> c||f||? fiir eine ¢ > 0. Offensichtlich ist H + C' : H*(S') — L*(S)
ein stetiger Operator. Es gilt weiterhin ker(H + C') = 0.

Der Operator A + C': H*(S') — L*(S') ein Isomorphismus.

Aufgabe 3.21. Zeige diese Aussage. (Man kann die Wirkung auf der Basis f,(x) =

exp(2minx) betrachten).
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Der Operator V : H?(S') — L?(S') ist kompakt, da er eine Faktorsierung
H2(SY) B 12(shy 5 12(sh)
iiber die kompakte Einbettung R zuldft. Folglich ist H + C : H?*(S') — L?(S') ein
Fredholmoperator mit index(H + C') = 0. Wir schlieRen, daf im(H + C) = L?*(S'). Wir
definieren
—1
R_g(C): L2(8Y) " m2(shy & p2(shy.
Dieser Operator ist kompakt, weil R kompakt ist.

Aufgabe 3.22. Zeige, daff R_y(C) selbstadjungiert ist.

Wenn R_z(C)f = pf gilt, dann gilt auch f € H*(S') und (H + C)f = p~Lf. Folglich
ist f ein Eigenvektor von H zum Eigenwert p~! — C. Weiterhin ist u # 0.

Aufgabe 3.23. Schliefie aus Hf = \f und f € H*(SY), daff f € C*(S) gilt.

Wir sehen also, daf wenn (u,,) eine entsprechend geordnete Folge der Eigenwerte von
R H(C ) iSt,
A=t = C
gilt. Weiterhin gilt
ker(H — \,) = ker(R_y(C) — py) -
Dieser Raum ist als Kern eines Fredholmoperators endlich-dimensional. Die restlichen

Aussagen des Lemmas folgen aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Ope-

ratoren. O

3.9 Funktionen selbstadjungierter kompakter Operatoren - Po-

larzerlegung

Sei A ein selbstadjungierter Operator. Nach dem Spektralsatz schreiben wir
oo dim(ker(A,—A))

A.:; mz

(
An < Unjm, - > U
=1

Als Teilmenge von C besitzt o(A) eine Topologie. Sei Cy(c(A)) C C(c(A)) die Algebra
der stetigen Funktionen mit f(0) = 0.
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Definition 3.34. Fir f € Cy(c(A)) setzen wir

oo dim(ker(A,—A))

Z Z FAn) < Vnm, - > Vpm,

Aufgabe 3.24. Zeige, dafl die obige Summe gleichmdfiig konvergiert und einen kompakten
Operator f(A) definiert. Zeige weiter, daff f — f(A) ein stetiger Algebrahomomorphismus
Co(0(A)) — Hom(V, V) ist.

Definition 3.35. Ein selbstadjungierter Operator A heifit nicht-negativ, falls < Av,v >>
0 fiir alle v € V' gilt. Wir schreiben in diesem Fall A > 0.

Aufgabe 3.25. Zeige, daff > eine mit der Addition vertrdgliche Halbordnung definiert.
Zeige weiter, daff fir A € Hom(V,V) immer A*A > 0 gilt (dies gilt auch umgekehrt:
Wenn A >0, dann ist A=), BIB;).

Eine Vertraglichkeit mit der Multiplikation gibt es nicht, da i.a. A o B fiir selbstadjun-

gierte A, B nichteinmal selbstadjungiert sein mufs.
Aufgabe 3.26. Ist A kompakt, selbstadjungiert und nicht-negativ, dann gilt o(A) C
[0, [[Al]

Sei nun A kompakt. Dann ist A*A kompakt und selbstadjungiert. Es gilt 1/(.) €

Definition 3.36. Flir einen kompakten Operator setzen wir

A = VAA .

Wir definieren U : im(|A|) — im(A) durch U|A|v := Av. Es gilt | Av||? =< v, A*Av >=<

v, |A|?v >= |||A|v]|?>. Daraus sehen wir, daR erstens, daf U wohldefiniert ist, und zwei-

tens, daf U sich zu einer Isometrie von U : im(|A|) — im(A) ausdehnt. Wir definieren
Ui gaqap = 0. Dann gilt A = UlA|.

Definition 3.37. Die Zerlegung A = U|A| heifst Polarzerleqgung von A.

Wir werden spéter sehen, dafs jeder Operator A € Hom(V, V') eine Polarzerlegung be-

sitzt, indem wir die Definition von |A| verallgemeinern.
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Sei

oo dim(ker(A,—A))
|A| - Z Z )‘n < Un,m; - > Un,m
die durch den Spektralsatz gegebene Darstellung. Dann gilt

oo dim(ker(Ap,—A))

A=>" Y A < v > Ulvnm) -

n=1 m=1

Beachte, daf (U(vy,)) eine Orthonormalbasis von im(A) ist. Wir haben damit den fol-
genden Satz gezeigt.

Satz 3.38. Ist A eine kompakter Operator auf einem Hilbertraum, dann gibt es Ortho-
normalbasen (v,) und (w,) sowie eine Folge (u,) nichtnegativer Zahlen (die charakteri-

stischen Zahlen von A) mit p, — 0 derart, dafs
= i < Un,. > wy

qgilt.

Aufgabe 3.27. Zeige, daff die Zahlen p, (einschliefilich ihrer Vielfachheit) eindeutig

bestimmt sind.

Aufgabe 3.28. Sei K(z) = 220Ny betrachten den Integraloperator

sin(7x)

Af(z) = / exp(10miz) K (z — ) [ (y)dy

auf L*(S'). Bestimme die charakteristischen Zahlen von A. Stelle A in der im obigen Satz

angegebenen Form dar.

4 Spektrum und holomorphe Funktionen von Operato-

ren

4.1 TUberblick

Das Spektrum eines Operators A ist die Menge derjenigen komplexen Zahlen p, fiir welche
R(p) := (A — p)~! nicht existiert. Wir studieren hier grundlegende Eigenschaften dieser
Menge.
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Eine typische Aufgabenstellung ist die Losung des Anfangswertproblemes

d
SH@ = AL, £0) = o

wobei f eine Funktion einer reellen Verdnderlichen ¢ mit Werten in einem Banachraum

ist. Formal kann man die Losung etwa in der Form

ft) =e fo

A

hinschreiben. Es ergibt sich die Aufgabe, Ausdriicken wie e’ einen Sinn zu geben.

Inhalt diese Kapitels ist ein Funktionentheoretischer Zugang, welcher auf dem Cauchy-

Integral beruht, wobei R(u) die Rolle des Kernes (2 — p)~! spielt.

5 (C*-Algebren - stetige Funktionen von Operatoren

5.1 Uberblick

C*-Algebren sind abschlossene selbstadjungierte Algebren von Operatoren auf Hilber-
traumen. Typische kommutative Beispiele sind die Algebren beschrankter Funktionen auf
topologischen Rdumen. In der Tat, wie wir sehen werden, sind alle kommutativen C*-

Algebren von dieser Form.

Andererseits erzeugt jeder normale Operator auf einem Hilbertraum eine kommutative
C*-Algebra. Wir werden diese mit der Algebra der Funktionen auf dem Spektrum von A
identifizieren. Dies wird es uns ermdglichen, fiir jede beschrénkte stetige Funktion f einer

Verdnderlichen den Operator f(A) zu erkldren.

5.2 Spektraltheorie in Banachalgebren

Definition 5.1. Fine Banachalgebra A ist eine komplexe Algebra mit 1, deren unterlie-

gender Vektorraum ein Banachraum ist fir welchen
IABI| < [[A[[IBI| VA,B e A

und
1] =1
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qgilt.

Sei X ein topologischer Raum. Dann ist (X ) mit eine kommutative Banachalgebra.
Ist V ein Banachraum, so ist B(V') := Hom(V, V) eine Banachalgebra.

Sei ab jetzt A eine Banachalgebra.

Definition 5.2. Gibt es fiir B € A ein Element C' € A mit der Eigenschaft BC = CB =
1, so heifit B~! := C das Inverse zu B und B FEinheit in A. Die Menge der Einheiten in
A sei GL(A).

Aufgabe 5.1. Zeige, daff GL(A) offen in A ist.

Die Begriffe Spektrum, Resolvente und Resolventenmenge lassen sich auf Banachalge-

bren iibertragen.

Definition 5.3. Sei A € A. Die Resolventenmenge von A ist durch
p(A) :=={p € C| (u— A" existiert in A}

Das Spektrum von A ist das Komplement o(A) := C — p(A).

Aufgabe 5.2. Zeige, daf$ fiir A € A gilt:

~

. p(A) ist offen in C.

o

a(A) < B(O, [[Al])

Qo

Co(A)#£0

RV > dist(\, 0(A))?

BN

5. Die Resolvente A\ — R4 (\) ist eine holomorphe Funktion auf p(A).

Definition 5.4. Der Spektralradius von A € A wird durch
r(A) i= T /A7)

definiert.

Es gilt offensichtlich r(A) < || A]l.

Lemma 5.5. Fir A€ A gilt r(A) = lim {/[|A"|| und sup |o(A)| = r(A).
n—oo
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Proof. Sei
fN) = NEL
k=0
Diese Reihe konvergiert fir A > r(A) (Wurzelkriterium) und liefert R4(\). Damit folgt

sup |o(A)| < r(A).

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt fiir € > 0 mit r := sup |o(A)|

Ak:i, f 2K f(2) dz .

2mi
|z|=r+e

Sei C. = sup|,—, .. ||[Ra(z)|. Dann gilt ||A*[] < C.(r +¢)*. Es folgt {/[|A¥|| < /C(r +¢)
und r(A) < r+e¢, da vVC. — "% . Dac beliebig klein gewéhlt werden kann, ergibt sich
r(A) <sup|o(A)].

Es bleibt noch zu zeigen, daf klim VAR = lim /|| A¥||. Sei A € o(A). Dann ist (A—A)
—0 k—o0

nicht invertierbar und damit auch (\* — A*) nicht, da
(A — ARy = (A= A) W NF2A 1 AR,

Daraus folgt \* € o(A¥) Demnach ist [\F| < ||A¥||, also [A] < &/||A¥| fiir alle k. Wir
schliefen, dafs [A| < lim, , . +/[|A*||. Dies zeigt, daf sup |o(A)| < lim, , /|| A¥|]. O

Aufgabe 5.3 (Resolventengleichung). Seien A, u € p(A). Dann gilt fiir die Resolven-
ten von A die Identitdt

R(N) = R(u) = (1 — NR(R(p)

5.3 Abstrakte C*-Algebren

Sei V' ein Hilbertraum. Dann haben wir den #-Operator % : Hom(V, V) — Hom(V, V). Er
erfiillt

(i) (A+ B)* = A* + B*
(i) (AB)* = B*A*
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(iii) (MA)* = AA*
(iv) [14%] = |14
(v) (A7) = A
Lemma 5.6 (C*—Eigenschaft). Sei A € Hom(V, V). Dann gilt

1A Al = || A’

Proof.

|A* Al = sup | < A*Az,y>|= sup |< Az, Ay > |
llzlI=1,llyll=1 lzl=1 llyll=1

= sup | < Az, Az > | = sup ||Az|* = || A|%
[|lz]|=1 |lz||=1

|

Wir erinnern daran, daf eine Banachalgebra ein Banachraum mit einem Produkt ist
derart, daft die Norm eines Produktes kleiner als das Produkt der Normen der Faktoren

1st.

Definition 5.7. (i) Fine Banachalgebra mit einer x—Operation, die den erwihnten Ei-

genschaften (i) - (v) geniigt, heifst involutive Banachalgebra.

(i1) Eine involutive Banachalgebra mit C*—FEigenschaft heifft C*-Algebra.

Hier sind einige Beipiele von C*-Algebren.

1) Sei V ein Hilbertraum. Nach obiger Diskussion ist Hom(V, V') eine C*-Algebra.

2) Jede topologisch und unter % abgeschlossene Unteralgebra von Hom(V, V') ist eine
C*—Algebra.

3) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Mit f*(z) := f(x), ||f|| :== sup |f(x)
reX
wird C'(X) zu einer C*-Algebra.

Man kann zeigen, daf jede C*-Algebra eine topologisch und x-abgeschlossene Unteralgebra

von Hom(V, V) fiir einen geeigneten Hilbertraum V ist.
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Aufgabe 5.4 (*). Zeige, daf$ fir jeden kompakten topologischen Raum X die Algebra
C(X) eine solche Darstellung als Unteralgebra hat.

Ist A eine Banachalgebra mit 1 € A, so kénnen wir das Spektrum o(A) und die Re-
solventenmenge p(A) fir A € A dann kénnen genau wie frither definieren, wenn wir fiir
A € p(A) verlangen, daf (A — A)~! € A existiert.

Aufgabe 5.5. Zeige, daff 0(A) C B(0, ||A||) abgeschlossen ist.

Lemma 5.8. Sei A eine C*—Algebra, A € A. Dann gilt

(i) o(A") = 3(A)

(i) A*=A=o0(A) CR

Proof. Die erste Behauptung folgt aus:

AEp(A) & (M- A)! € A existiert
s (A=A =[(A=-A)T=(— A" € A existiert
& e p(AY)

Wir zeigen nun die zweite Behauptung. Sei o+ i € o(A). Wir miissen 5 = 0 zeigen. Fiir
AeRgilt a+i(B+N) € a(A+i)N). Aus

la+i(B+N)|* < [|[A+iA]* da allgemein o(A) C B(0, || A])

= |[(A+iN)*"(A+iN)|| (C*-Eigenschaft)
|(A—=dX)(A+iN)|| (da A= A%

= A%+ X
< JIA|I> +|A\* (Dreiecksungleichung)
folgt
26A < |A|? —a® — 5% VAER.
Dies ist nur fiir g = 0 erfiillt. O

65



5.4 Raum der Charaktere - Satz von Alaoglu

Sei A eine Banachalgebra und I C A ein abgeschlossenes Ideal. Dann hat der Banachraum

A /I eine Algebrastruktur. Es gilt

I(A+D(B+D| = inf |AB+C]
< inf_ A+ C(B+C)l
_ -
< it A+ COIIEB + G
= A+ TIB+ 1

Damit ist A /I auch eine Banachalgebra.

Definition 5.9. FEin Charakter auf A ist ein stetiger Algebrenhomomorphismus A — C.
Die Menge der Charaktere X (A) wird als Teilmenge von A’ betrachtet und mit der durch

die schwache Topologie induzierten Topologie versehen.

Satz 5.10. Sei x : A — C ein Charakter und A € A. Dann gilt:

(i) x(A) € o(4)

(i) [IxIl =1

Proof. Sei X\ := x(A) € p(A). Dann gilt

1 = x(1)
= x(A=A)7' (A= 4)
= x((A=A)x(A - 4)
= xX(A =AM —x(4))
= x((A =A™\ = x(4))
= 0.

Dies ist ein Widerspruch. Es gilt wegen (i) weiter, dafs

X[l = sup [x(A)|
A<t

< sup sup|o(A)]
All<1

= 1.
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Damit ist ||x|| < 1. Wegen x(1) = 1 gilt ||x|| = 1. =

Nach der Definition der schwachen Topologie konvergiert eine Folge von Charakteren (y;)

gegen in A € A’ genau dann, wenn x;(A) — A(A) fiir alle A € A.

Aufgabe 5.6. Zeige, dafi A € X(A).

Damit wird X (A) C Sa/(0,1) eine abgeschlossene Teilmenge. Es gelten folgende Sétze:

Satz 5.11 (Alaoglu). Sei B ein Banachraum. Dann ist die mit der schwachen Topologie

versehene Einheitskugel in B' prakompakt.

Proof. Wir betrachten die Abbildung

I:Bp(0,1)— [] Bc(0.1),

veBR(0,1)
1(¢9)= ][ ¢
veBR(0,1)
I ist injektiv. Die Komposition von I mit der Projektion auf die Komponente mit Index
v € Bp(0,1) ist die Auswertung in v und damit stetig. Da die Komposition von I mit
allen Projektionen stetig ist, ist I selbst stetig. Die inverse Abbildung ist stetig, da die
Komposition von I~! mit der Auswertung in v € Bg(0, 1) als Projektion fiir alle v stetig
ist. Also ist I ein Homdomorphismus auf das Bild. Das Produkt [,z 1) Be(0,1) kom-
pakter Rédume ist kompakt. Folglich ist Bp/(0,1) kompakt. O

Satz 5.12. Sei B ein separabler Banachraum. Dann ist Bp/(0,1) mit der schwachen

Topologie metrisierbar.

Proof. Sei E = {e; |1 € N} eine abzihlbare dichte Teilmenge von Bg(0,1). Wir setzen

d(¢, ) =Y 27 |0(er) — wler)] -
ieN
Diese Reihe konvergiert und definiert einen Abstand auf Bp/(0,1). Fiir festes ¢ ist die
Abbildung ¢ — d(v, ¢) stetig. In der Tat, sei ¢g € Bp/(0,1) und € > 0 vorgegeben. Wir
withlen N so grof daf 27V+2 < ¢, Dann ist

U={¢¢c Bp0,1)]]6(e;) — doles)| < % Vie {l,...N}}
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eine schwach offene Umgebung von ¢g mit |d(¢), U) — d(¢, ¢o)| C [0, ¢€).

Sei e € Bp(0,1) gegeben. Dann ist die Halbnorm ¢ — |¢(e)| stetig in der metrischen
Topologie. In der Tat, es mége ¢; — @ in der metrischen Topologie gelten. Dann gilt
|pi(ej) — ¥(e;)] — O fiir alle j € N. Sei nun j so gewéhlt, dak ||e — e;|| < e. Dann gilt

limsup [¢;(e) — ¥ (e)| < 2e .

Da e > 0 beliebig ist, gilt |¢;(e) — ¢(e)| — 0. O

Folgerung 5.13. Der Raum der Charaktere X (A) ist kompakt. Wenn A separabel ist,

dann ist X (A) auch metrisierbar.

Aufgabe 5.7. Zeige, daf$ wenn V' ein separabler Banachraum ist, auch Hom(V, V') sepa-

rabel ist.

Definition 5.14. Sei A eine kommutative Banachalrebra. In diesem Fall heifit die Menge
der Charaktere X (A), versehen mit der schwachen Topologie, das Spektrum von A.

5.5 Die Gelfandtransformation

In diesem Kapitel ist A eine kommutative Banachalgebra.

Satz 5.15 (Gelfand/Mazur). Ist A ein Korper, dann ist A isometrisch isomorph zu
C.

Proof. Sei A € A. Da o(A) # () ist, gibt es ein A € o(A), also ist A — A nicht invertierbar.
Weil A ein Koérper ist, gilt A = A. Damit ist aber 0(A) = {A}. Um die Abhéngigkeit von

A hervorzuheben, bezeichnen wir diesen Punkt mit 4. Die Abbildung
A—-C A=\ A

ist deshalb wohldefiniert, isometrisch und ein Isomorphismus von Algebren. O

Definition 5.16. Sei A € A. Die Funktion
Ga: X(A)=C, Galx) = x(4)
heifst Gelfand—Transformierte von A.
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Satz 5.17. (i) Die Abbildung
G:A—C(X(A), A Ga
i1st ein Homomorphismus von Banachalgebren.

(ii) Ga(X(A)) =o(A) VAecA

Proof. Die Abbildung x — x(A) ist stetig, deshalb ist G4 € C(X(A)). Da

GarB(x) = X(A+ B) = x(A) + x(B) = Ga(x) + Ga(x)

und analog
Gas(x) = Ga(x)Gs(X)

gilt, ist G ein Algebrenhomomorphismus. G ist stetig, denn

|G all = sup)\GA(XH: sup [x(A)] < [ 4]

YEX(A XEX(A)

Daraus folgt ||G|| < 1. Wegen ||G1|| = 1 gilt sogar |G| = 1.

Es wurde schon bewiesen, daf Ga(x) = x(A) € o(A) gilt. Daraus folgt G4(X(A)) C
o(A). Sei A € o(A). Wir zeigen, daf es ein x € X(A) mit x(A) = A gibt. Da A — A nicht
invertierbar ist, ist J := A(X — A) ein echtes Ideal in A. Die Menge der J enthaltenden
echten Ideale ist eine durch Inklusion halbgeordnete Menge. Wir zeigen mit Hilfe des

Zornschen Lemmas, das es ein maximales echtes J enthaltendes Ideal gibt.

Sei K eine Kette J enthaltender echter Ideale von A. Dann gilt fiir I € K, dak I N
GL(A) = 0.

Aufgabe 5.8. Die Vereinigung K := |J I ist wieder ein Ideal und obere Schranke der
I€K

Kette. Zudem ist K echt.

Nach dem Zornschen Lemma gibt es somit zu J ein echtes maximales Ideal J C Iy,

das zudem abgeschlossen ist, sonst wire I,,u; C Lnae und deshalb nicht maximal.

Der Quotient A /I,y ist ein Kérper und mit der Quotientennorm eine Banachalgebra.
Nach dem Satz von Gelfand/Mazur folgt daraus: A /I, = C.

Nach Konstruktion ist (A — A) im Kern des durch y : A — A /I, — C gegebenen
Charakters. Insbesondere gilt x € X(A) und x(A) = A O
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Satz 5.18 (Gelfand /Naimark). Sei A eine C*—~Algebra. Dann ist die Gelfandtransfor-
mation

G:A = CX(A), Ae Gy

ein 1sometrischer Isomorphismus von C*—Algebren.

Proof. Wir sehen zuerst ein, dafs GG ein ein Homomorphismus von C*—Algebren ist. Sei

A € A. Dann gilt Ao A A
pa-ats A = Ay +1i Ay,
2 21

wobei A; und A, selbstadjungiert sind. Wegen x(A;) € 0(A) C R gilt folglich
X(A7) = x(Ar) —ix(As)
X (A1) 4+ ix(A2)
= x(4)
Also gilt G 4- = G 4. Wir zeigen nun, daf G5 dicht in C(X(A)) ist. Es gelten némlich die

Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstrak:

e (a trennt die Punkte von X (A)
o 1= G1 € GA
° G—A: Gy € Ga

e X(A) ist kompakt.

Schlieflich zeigen wir, daft GG isometrisch ist. Sei B € A selbstadjungiert. Dann gilt:
r(B) = lim 3/||B%

k—00

— lim 4 |B||** (C*-Eigenschaft)

k—oo
= |B].
Damit erhalt man
|Gll = sup |x(B)]
XEX(A)
= sup|o(B)|
= r(B)
= |B]
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Fiir ein allgemeines A € A folgt die Behauptung aus der Selbstadjungiertheit von A*A,
da

IGAI? = [GaGall = [Gaall = [IAA]l = [AJ?

Da A vollstédndig und G isometrisch ist, ist das Bild von G abgeschlossen in C'(X(A)).

Da es zudem dicht sein sollte, mufs G' surjektiv sein.

Die Injektivitat von G ist klar. O

5.6 Der Kalkiil fiir stetige Funktionen

Sei A eine C*—Algebra.

Definition 5.19. FEin Operator A € A heifit normal, wenn A A* = A*A gilt.

Sei A € A ein normaler Operator. Wir betrachten die kommutative Polynomalgebra
Clz, y] mit der x-Operation z* := y, y* = x. Durch ®(A) : C[z,y] 3 P — P(A,A*) € A

wird ein *-Homomorphismus von *-Algebren definiert. Wir setzen C'(A) := im(®). Dies

ist (als Abschluf einer kommutativen % Algebra) eine kommutative C*-Algebra.

Beispiele normaler Operatoren sind selbstadjungierte und unitdre Operatoren.

Satz 5.20. Set A € A normal. Dann gibt es einen isometrischen Isomorphismus

T:C(a(A)) — C(A).

Proof. Nach dem Satz von Gelfand-Naimark ist G : C'(A) — C(X(C(A)) ein Isomorphis-

mus. Es wurde schon bewiesen, dafs
Ga: X(C(A) —0o(A), x— x(A) €a(A)
surjektiv ist. Daraus folgt die Injektivitdt und Isometrie von
G G-1

T:C(c(A)) = C(X(C(A)) = C(A)

wobei G*%(f) := f o G4. Wir zeigen, dak T" auch surjektiv ist.
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Fiir die Inklusion I : 0(A) — C gilt:

Ga()(x) = ToGalx) = I(x(4) = x(4) ,
also T'(I) = A. Analog erhilt man T'(I) = A*.

Da T ein Homomorphismus ist, folgt fiir P € C[xz, y] dak T(P(I,I)) = ®(P). Da C(z, 2)
(als stetige Funktionen auf o(A) aufgefaft) dicht in C(o(A)) liegt (0(A) ist kompakt),
und 7" isometrisch ist, ist T(C(c(A))) = C(A). O

Lemma 5.21. Sei A € A normal. Wenn T" : C(c(A)) — C(A) ein stetiger C*— Al-
gebrenhomomorphismus mit T'(I) = A ist (I : 0(A) — C ist die Inklusion), dann gilt
T="T.

Proof. Die von I und I erzeugte Unteralgebra liegt dicht in C(o(A)). Aus dem Beweis

des vorigen Satzes folgt die Behauptung. O

Definition 5.22 (Stetiger Funktionenkalkiil). Sei A € A normal, T : C(c(A)) —
C(A) sei wie oben definiert. Fir h € C(o(A)) setzt man

(ah + BR)(A) = ah(A)+ BH/(A)
hi'(A) = h(A)N(A)
h(A) = h(A)
o(h(A)) = h(o(A))
g(W'(A)) = goh'(A), firge Cla(h'(A)),

wobei o, 5 € C, h,h' € C(a(A))

Proof.
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Aufgabe 5.9. Beweise diesen Satz.

5.7 Beispiele und Anwendungen

Sei A eine C*-Algebra.

Aufgabe 5.10. Zeige, dafS der stetige Funktionenkalkil mit dem Funktionenkalkul fiir

kompakte selbstadjungierte Operatoren tibereinstimmdt.

Aufgabe 5.11. Zeige, daf8 jeder Operator A € A eine Polarzerlegung A = U|A| mit
|A| = VA*A und einer partiellen Isometrie U besitzt.

Aufgabe 5.12. Sei A € A normal. Sei zy € 0(A), 0(A) C Be(zo,7) und f € C(Be(20,7)
eine holomorphe Funktion. Sei f(z) = . an(z — 20)" die Potenzreihenentwicklung von

[ in zy. Zeigen Sie, daff dann f(A) =30 an,(A — z)" gilt.

Aufgabe 5.13. Sei A € A normal. Sei W eine Zusammenhangskomponente von o(A).
Zeigen Sie, daff xw(A) ein mit A kommutierender Projektor und o(PA) =W ist.

Aufgabe 5.14. Sei A = C(X) fiir einen kompakten topologischen Raum X. Sei f €
C(X). Zeigen Sie, daff dann o(f) = f(X) und fir h € C(o(f)) auch h(f) = ho f gilt.

Sei V. = L*(S') und V € C°°(S'). Wir hatten gesehen, daf fiir grofe C' € R das
Inverse R_g(C') des Operators H + C' = A+ V + C' als selbstadjungierter Operator auf
L*(S') eine sinnvolle Definition hatte. Es gilt o(R_g(C)) C [0, ¢|. Wir kénnen mit Hilfe
des Funktionenkalkiils zeigen, daf das Anfangswertproblem der Schrodingergleichung (mit
imaginérer Zeit)

O (t) = —Hy(t)

fiir jedes ¢» € L?(S!) eine Losung besitzt. Dazu interpretieren wir diese Gleichung zuerst

als
Oy(e () = —(H + C) (e~ (1)) -

Die formale Losung dieser Gleichung ist dann e~“*)(t) = e *H+)4(0). Sei nun fi(z) :=
e~x. Dann ist f € C(o(R_y(C)) und f(R_;(C)) cine sinnvolle Definition von e~{H+C).
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Wir erhalten die Losung des Anfangswertproblems als
b(t) = e fu(R-(C))(0).
Die eigentliche Schrodingergleichung lautet
Op(t) = iHY(t) .

Aufgabe 5.15. Warum kann man zur Losung des Anfangswertproblems dieser Gleichung

nicht analog zu dem oben beschriebenen Fall vorgehen.

6 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren auf Hil-

bertraumen - mefltbare Funktionen

6.1 Uberblick

Wir werden die Feinstruktur des Spektrums eines selbstadjungierten Operators A auf
einem Hilbertraum im Detail untersuchen. Wir werden den Operator durch ein projek-
torwertiges Mafs beschrieben. Letztlich werden wir in der Lage sein, fiir wesentlich be-

schrankte mefbare Funktionen f den Operator f(A) zu definieren.

6.2 Projektorwertige Malie

Sei V ein Hilbertraum. Ein (orthogonaler) Projektor auf V' ist ein Operator P € Hom(V, V')
mit P = P* und P? = P. Dann ist P genau die Projektion auf den Unterraum PV be-
ziiglich der orthogonalen Zerlegung V = PV & (1 — P)V. Die Menge der Projektoren auf
V werde mit P(V') bezeichnet.

Sei (X, R) ein mefsbarer Raum.

Definition 6.1. Fin projektorwertiges MafS auf (X, R) ist eine Abbildung
E:R—PV)

mit
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(i) E0) =
(i) E(X)=1 (Zerlegung der Eins)
(1)) EUNV)=EWU)EV)
(iv) EUUV)=EU)+EV)-EUNYV)
(v) E ( U U ) N2 | (U U, ) im starken Sinn, wobei die Folge (Uy,,) aus paarweise
dzsyunkten Teilmengen besteht (starke o—Additivitdt).
Hier ist ein Beispiel. Sei y ein positives MaR auf (X,R) und V := L?(X, ). Durch
E(U)f =xuf, UER, feL (X, p)
wird ein projektorwertiges Mak auf X definiert.

Sei nun B(X) :={f : X — C beschrinkt und mefbar}. Mit

[f]:= sup [ f ()]
zeX

und f*(x) := f(x) wird B(X) eine C*-Algebra.

Wie in der komplexen Maftheorie mochte man die Integration von Funktionen aus B(X)
beziiglich projektorwertiger Mafe definieren. Das Ergebnis der Integration liegt dann in
Hom(V, V). Dazu nutzt man aus, dafs jede solche Funktion durch eine Folge von einfachen
Funktionen gleichméfig approximiert werden kann. Das Integral einer Treppenfunktion

hat eine offensichtliche Definition

Definition 6.2. Ist f € B(X) einfach, f =) a; xa,, so definiert man

E(f) = / £(s) E(ds)
= > a; B(A).

Mit Hilfe der Eindeutigkeit der reduzierten Darstellung von f iiberzeugt man sich leicht
davon, daf diese Definition unabhéngig von der Wahl der Darstellung von f ist.

Lemma 6.3. Die Menge der einfachen Funktionen liegt dicht in B(X).
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Proof. Sei f € B(X) und £ > 0 beliebig. Setze

Ay = [ ((e(k - %), e(k + %)]) fir k € Z
und
fe = Z ek Xxa,-
kEZ
Da f beschrinkt ist, ist f. einfach (d.h. die Summe ist endlich) und auflerdem gilt nach
Konstruktion || f — f.|| <e. O

Lemma 6.4.

1. Fiir ein einfaches f € B(X) gilt ||E(f)|| < ||f]]-
2. E besitzt eine stetige Ausdehnung zu einer Abbildung auf E : B(X) — Hom(V, V).

3. E st ein x—Homomorphismus.

Proof. Sei f = ".a;xa,, wobei die Mengen A; paarweise disjunkt angenommen werden.

Man erhalt:

IO = s (£
= ”51”1p1 < Z a; E(A))zx, Z a; E(Aj)x >
2ll = i i
= ”31”1p1 Z a;a; <z, E(A)E(A)j)x >
all=1%;
= ”s1”1plz la;|* <z, E(A)z > wegen A; N A; =0 fiir i # j
< ”Shll_)l mzlax|ai|2 Z <z, E(A)x >
< |IfIP |

Die Linearitdt der Abbildung FE ist klar. Damit hat E eine stetige Ausdehnung auf ganz
B(X). Um einzusehen, daf diese Abbildung ein x-Homomorphismus ist, geniigt es ein-
zusehen, daf E(fg) = E(f)E(g) und E(f*) = E(f)* fir einfache Funktionen gilt. Die
zweite Identitét ist klar wegen F(A)* = E(A) fir alle A € R.
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Zwei einfache Funktionen f und g lassen sich mittels eines gemeinsamen Systems von

paarweise disjunkten Mengen {A4;| i € I} C R darstellen:

f:ZfiXAia gzzgiXAi

el el
Damit ergibt sich fiir die Multiplikation:

E(fg) = E(Z figixa) = Z figi E(A;) = E(f)E(g).

el i€l

Seiv e V.
Aufgabe 6.1. Zeige, daff R 3 A =< v, E(A)v >€ C ein positives Maf$ v, auf X ist.
Zeige weiter, daf fir f € B(X) gilt

/ fd,uv,v =< U,E(f)v > .

6.3 Der Kalkiil fiir wesentlich beschrankte, mefibare Funktionen

Sei (X, R) weiterhin ein mefsbarer Raum und £ : R — P(V) ein projektorwertiges Maf

mit Werten in den Projektoren auf dem Hilbertraum V.

Definition 6.5. Eine mef$bare Funktion f : X — C' heifit E—wesentlich beschrdnkt, falls

= inf <00 .
Iflle = nf - sup|f(s)] < oo

Lemma 6.6. Sei f : X — C eine wesentlich beschrinkte meflbare mefbare Funktion.
Dann gibt es eine beschrankte mefbare Funktion f' € B(X) mit E({f # f'}) = 0.

Proof. Es gibt es U € R mit E(U) = 1, so daf sup | f(s)| < oo ist. Wir definieren f” durch
seU

f/‘U = f‘U und f/‘XfU = 0. O

Definition 6.7. Zwei wesentlich beschrinkte meflbare komplezwertige Funktionen f, f’
auf X heiffen E—dquivalent (wir schreiben f ~g f'), falls | f — f'||e = 0. Die Menge der

Aquivalenzklassen werde mit EB(X) bezeichnet.
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Man priift in der Tat leicht nach, daf E-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation ist.

Wir definieren die Norm einer Klasse [f] € EB(X) durch ||[f]||g := ||f||g. Dies ist
unabhéngig von der Wahl des Vertreters . In Zukunft werden wir die Elemente [f], [g] von
EB(X) einfach (wie in der Maftheorie iiblich) durch ihre Représentaten f, g bezeichnen.
Der Raum EB(X) wird mit ||.||g zu einem Banachraum (dies ist vollig analog zu der
Konstruktion von L>®(X, R, u) fiir einen Mafraum (X, R, p)).

Sind f, f' € B(X) und gilt || f — f'||z = 0, dann gilt offensichtlich auch E(f) = E(f’).
Sei N :={f € B(X) | |[flle = 0}. Da f — || f|lg stetig ist, ist N ein abgeschlossener
linearer Unterraum. Man iiberzeigt sich leicht, daff N ein Ideal in B(X) ist. Damit ist
EB(X) = B(X)/N als Banachalgebra.

Der Homomorphismus F : B(X) — B(V) faktorisiert zu einem stetigen Homomorphis-
mus iiber B(X)/N = EB(X). Daraus folgt auch ||E(f)| < ||f|&-

Satz 6.8. Die Abbildung E : EB(X) — B(V) ist ein stetiger, isometrischer Isomorphis-

mus auf eine abgeschlossene kommutative Unteralgebra von B(V').

Proof. Wir zeigen, daf die Abbildung £ : EB(X) — B(V) eine Isometrie ist. Sei
EB(X) > f=0.Fire>0gilt E({f > [flle—¢}) # 0. Wihle p € E({f = |[fl[e—c})V
mit [|¢]] = 1. Dann ist

IEDI > <o E(fe>
- / £(5) < o, B(ds)p >

> (I1flz—e) / < ¢, E(ds)p >
{f>Iflle—<}
= (fle—2) < 0. EUF = [flz — Do >

= (Iflle=e)-

Da ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, gilt ||E(f)|| > || f||z. Zusammen mit der schon
bewiesenen umgekehrten Ungleichung ergibt sich letztlich ||E(f) = || f|| g fiir nichtnegative

f-

Fiir eine beliebige Funktion f € FB(X) gilt f*f > 0. Wir schliefen weiter

I£IE = 1 fle = IEGHI = 1EG)ED] = [EWI
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Dies zeigt, dak F : EB(X) — B(V) eine Isometrie ist. Damit ist £ ein Isomorphismus

auf das Bild, welches eine abgeschlossene kommutative Unteralgbera von B(V) ist. O

6.4 Der Spektralsatz fiir normale beschrankte Operatoren

Sei A € Hom(V,V) ein normaler Operator und o(A) C C sein Spektrum. Sei B die
Borelalgebra auf o(A).

Satz 6.9. Es gibt ein eindeutig bestimmtes projektorwertiges MafS E : B — P (V') derart,
daf fir alle x,y € V das kompleze Maff B 3 U — p,,(U) =< x, E(U)y > reguldr ist
und fir f € C(o(A)) die Relation E(f) = f(A) gilt.

Definition 6.10. Man nennt dieses projektorwertige Maf§ das Spektralmaf von A und

schreibt dafiir oft E a4, wenn man die Abhdngigkeit von A hervorheben mdchte.

Proof. Seien z,y € V. Durch C(0(A)) > f —< z, E(f)y > wird eine stetige Linearform
Gzy € C(0(A)) definiert. Da o(A) kompakt ist, gibt es nach dem Rieszschen Darstel-

lungssatz 2.39 ein eindeutig bestimmtes reguldres komplexes Mafs fi,,, auf B mit

bon(f) = / T

Sei U € B. Dann ist (z,y) + ft5,,(U) eine hermitische Sesquilinearform auf V. Wir zeigen,
dak sie stetig ist. Zundchst wird gezeigt, daf diese Sesquilinearform ist positiv semidefinit

ist. Die Linearform ¢, , ist positiv, denn fiir f > 0 gilt

G2a(f) = =<z, f(A)z >
= <z, (VIVH(A)z >
= <z, VA Vf(A)z >
= < Vf(Az, V/f(Az >

> 0.

Daher ist auch das Mafs p, , positiv, d.h. fir U € B ist u,,(U) > 0. Die quadratische
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Form zu dieser Sesquilinearform ist beschrankt, da

toalU) = / Yoditns

< / dfly o
o(A)

= [l=|* .
Daraus folgt die Stetigkeit der Sesquilinearform.

Die stetige hermitische Sesquilinearform (z,y) — p,,(U) sich durch einen eindeutig
bestimmten selbstadjungierten beschrankten Operator darstellen, den wir mit E(U) be-
zeichnen werden. Wegen p, .(U) < ||z||? ist [|[E(U)|| < 1.

Wir zeigen die folgenden Eigenschaften.

(ii) E(0) =0 und E(c(A)) = 1
(iii) [EO)] <1
(iv) BUUU") = E(U)+ E(U") — E(UNU")

(v) E ist schwach o—additiv, d.h. fiir eine Folge paarweise disjunkter Borelmengen

{Upn}nen und alle z,y € V gilt

N 00
&g;<xJﬂgy@w>:<xJﬂg¥%w>.

(vi) B(U)E(U") = BE(UNU')
(vil) E(U) € P(V)

(viii) F ist stark o—additiv, d.h. fiir eine Folge paarweise disjunkter Borelmengen {U,, },en

und fiir alle z € V gilt

N 00
$mﬂUmm%ﬂUmm
o n=1 n=1

Die Eigenschaften (i) und (éi7) sind ist klar nach Konstruktion. Die Eigenschaften (ii),

(iv) und (v) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von p,, als komplexes Mak.
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Die Relation (vi) wird unten gezeigt werden. Aus (vi) folgt direkt (vii). Die Eigenschaft

(viii) ergibt sich aus

IE(J Uz - E(J U)=I* = 1EC | Uzl
n=1 n=1 n=N+1

= <z E( G Up)z >

n=N+1

wobei der letzte Term wegen (v) fiir N — oo gegen 0 konvergiert.
Wir zeigen nun (vi). Seien f,g € C(0(A)). Die Gleichung

@ fdum,g(A)y = <uz, f(A)g(A)y >
= <z, (f9)(A)y >

besagt

Nun ist

Daraus schlieften wir, dafs
BREU)zy = XUMzy -

Damit erhdlt man (vi):
<x, EEU)Yy> = <EU)x, E(U)y >
= 1EW)ey(U)

= / XU’d,uE(U)m,y
o(A)

= / XU XU dfhz,y

= /XU’ﬁUdMJ:,y
= <z, EUNU)y> .
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E : B — P(V) ist also ein projektorwertiges Mak. Es gilt fir f € C(0(A)) und alle
z,y €V dal

<, f(A)y >= / | Jdtny =< (>

also f(A) = E(f). O

6.5 Beipiele

Wir betrachten den Raum V = L?(R,|A|). Wir betrachten den Integraloperator A &
Hom(V, V'), welcher durch den Kern

a(z,y) = e 7Y
gegeben ist, also
Af@) = [ e fg)dy.
R
Aufgabe 6.2. Zeige, daff A € Hom(V, V) ist. Zeige weiter, dafi A selbstadjungiert und
nicht-negativ ist.
Es gilt fiir f € C°(R) dak
(A+DAf=AA+1)f

gilt, wobei Af = —f”.

Aufgabe 6.3. Zeige diese Gleichung.

In anderen Worten, A = R;(—A) nach einer entsprechenden Definition der rechten
Seite. Wir wollen das Spektralmaf F von A bestimmen. Da o(A) C [0, co) gilt, kann man
E als Mak auf [0, 00) betrachten. Wir behaupten, dak E((A,00)) = 0 fiir A > 1 und fiir
A € (0,1) der durch den Kern

2sin((A~ — 1)(y - 2))

e y) = -

gegebene Operator ist. Daraus kann durch bilden Differenzen der Kern des Projektors

E(a,b) gewonnen werden.
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Aufgabe 6.4. Zeige diese Behauptung. (Hinweis: Zeige zuerst, daff E (durch den ange-
gebenen Kern definiert) ein projektorwertiges Maf ist, A mit E kommutiert und fir alle
e>0

A =AE(XA+ )] <€

gilt.)

Ein einfacherer Weg, diese Aufgabe zu bearbeiten, ist es, die Fouriertransformation zu

benutzen.

Wir betrachten nun V := L?(S!). Fiir ¢ € R ist der Translationsoperator definiert als

Ay € Hom(V,V), (A f)(8) = f(t—q).
Ay ist unitdr und daher normal. AuRerdem gilt A7 = A_,. In unserer ONB f,(t) =
exp(2minz) gilt

Aqfn — ef2m'ann )

Daraus erhélt man das Spektrum von A,.

g (=1 geRr/

! {e?™ma|neZ} qeQ.

Wenn g € Q, so ist das Spektrum endlich. Fiir U € B ist E(U) der Projektor auf den von

{fn|n € Z mit e 2™ € U} aufgespannten abgeschlossenen Unterraum in L*(S%).

7 Harmonische Analysis - Fouriertransformation - ex-

plizite Spektraldarstellungen

7.1 Uberblick

Nachdem die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren auf der abstrakten Ebene

geklart ist, ergibt sich die Frage, wie man diese in Beispielen explizit verstehen kann.

Dieses Problem soll fiir invariante Operatoren, welche auf L?-Réumen iiber abelschen
Gruppen wie RY, S, Z/nZ erkirt sind, mit Methoden der harmonischen Analysis studiert
werden. In den Beispielen werden wir Rahmen der Fourieranalysis (Bestimmung der dua-
len Gruppe, Haarsches Maf, Fouriertransformation, Plancherelsatz) explizit entwickeln

und anwenden.
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