Ulrich Bunke*

23. Marz 2003

Inhaltsverzeichnis

1 Integrationstheorie 3
1.1 Aspekte des Integralbegriffs . . . . . ... ... 0oL 3
1.1.1 Das Riemann Integral . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 3

1.1.2  Tteriertes Integral . . . . . . . . .. .. ... oL )
1.1.3 Ansétze zur Verbesserung des Integralbegriffs . . . . . . . .. . .. )

1.2 Mafe . . . . . . L 6
1.2.1  Algebren und Préamake . . . . . . . ... ... oL 6

1.2.2 o-Algebren und Mafe . . . . . . .. . ... 11
1.2.3  Aufere Make, Ausdehnung von Pramafen zu Mafen, Vollstandigkeit 16

1.3 Das Integral, Mefbarkeit . . . . . . . .. ..o oo 22
1.3.1 Das Integral positiver Funktionen . . . . . . . . .. ... ... ... 22
1.3.2 Approximationssitze . . . . . . .. .. ... 27

1.3.3 Grenzwertsatze fir das Integral . . . . .. ... ... ... ... 30
1.3.4 Integrierbare Funktionen . . . . . . . .. ... o000 33

1.3.5 Differenzieren unter dem Integral . . . . . ... ... ... .. ... 37

1.4 LP-Raume . . . . . . .. o 39
1.4.1 Definitionen . . . . . . ... Lo 39
1.4.2 Vollstandigkeit . . . . . . .. .. oo 43

1.4.3  Weitere Eigenschaften . . . . . .. ... ... ... .. ... ..., 45

1.5 Produkt von Mafraumen, Satz von Fubini . . . . . .. . ... ... . ... 47
1.5.1 Produkt von Mafrdumen . . . . . . . ... ..o L 47
1.5.2 TIterierte Integrale . . . . . . . .. ... Lo oo 20
1.5.3 Mehrfache und abzahlbare Produkte . . . . . .. .. .. ... ... 53

*Gottingen, bunke@uni-math.gwdg.de



1.6 Der Satz von Radon-Nikodym . . . . . ... ... . ... ... ... .... %)

1.6.1 Dichtefunktionen . . . . . . ... ... 5}
1.6.2 Signierte Mafke, Hahnsche Zerlegung . . . . . . . ... .. .. ... 57
1.6.3 Der Satz von Radon-Nikodym . . . . . ... ... ... ... .... 59
1.7 Imstruktive Argumente . . . . . . . ... 62
Differentialformen und der Satz von Stokes 65
2.1 Vektorfelder und 1-Formen . . . . . . . . . . ... ... 65
2.1.1 Analysis versus Algebra . . . . . ... 65
2.1.2  Grundlegende Definitionen . . . . . . . ... ..o 66
2.1.3 Integration iiber Wege . . . . . . . . . ... L. 69
2.1.4 Koordinaten . . . . . ... 70
2.1.5 Derivationen . . . . .. ..o 71
2.2 Multilineare Abbildungen . . . . . . ... ..o o 72
2.2.1  Definition von APV* . . . ... 72
222 Das A-Produkt . . . .. ..o 73
2.2.3 Innere Multiplikation . . . . . . ... . ... oL 75
2.2.4  Differentiale und Derivationen . . . . . . . . .. ... ... ... .. 78
2.3 Differentialformen . . . . . . ... 79
2.3.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . . .. ... 000 79
2.3.2 Integral iiber p-Fachen . . . . . . . ... ... 0oL 80
2.3.3 Das Differential . . . . . .. ..o 81
2.3.4 Ketten und der Satz von Stokes . . . . . .. ... 85
2.3.5 Innere Multiplikation und Lieableitung . . . . . . . . .. .. .. .. 87
Untermannigfaltigkeiten 90
3.1 Untermannigfaltigkeiten . . . . . .. . ... .. ... 0oL 90
3.1.1 Definition, Darstellung als Graph, Tangentialraum . . . . . . . . . . 90
3.1.2 Abbildungen, Karten, Vektorfelder . . . . . .. ... .. .. ... .. 93
3.1.3 Formen . . . .. 97
3.2 Integration von Formen iiber Untermannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . .. 100
3.3 Berandete Untermannigfaltigkeiten, Satz von Stokes . . . . . . . . ... .. 103
3.4 Satze der Vektoranalysis . . . . . . . . ... .o 105



1 Integrationstheorie

1.1 Aspekte des Integralbegriffs

1.1.1 Das Riemann Integral

Der Einfachheit betrachten wir das Riemann-Integral auf ganz R fiir reell-wertige Funk-

tionen.

Definition 1.1. Eine einfache Funktion auf R is eine endliche reelle Linearkombination
charakteristischer Funktionen halboffener Intervalle der Form [a,b). Sei E(R) die Menge

der einfachen Funktionen.

Wir definieren das Intgeral [, : £(R) — R durch [; Xja) := b — a und lineare Ausdeh-

nung. Fir eine beliebige reellwertige Funktion f auf R definieren wir das Unterintegral

/ = sup / [0)
*R PeER),p<f JR
= inf
/R / ¢65(R),¢2f/R¢

Hierbei ist das Infimum bzw. Supremum iiber eine leere Menge definitionsgemafs gleich

und das Oberintegral durch

00 bzw. —oo.

Definition 1.2. f heifit Riemann-integrierbar, falls das Oberintegral von f endlich und
gleich dem Unterintegral von f ist. Dieser gemeinsame Wert ist das Integral fRf =
Jg f(x)dx von f. Mit R(R) bezeichnen wir den Raum der Riemann-integrierbaren Funk-

tionen.
Es gilt :

1. [p : R(R) — R ist eine lineare Abbildung.
2. C.(R) C R(R).

3. Kompakt getragene Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen liegen in
R(R).



4. Positivitat : Das Integral nichtnegativer Funktionen ist nichtnegativ.

5. Stetigkeit : Konvergiert eine Folge (f;); in R(R) gleichméfig gegen f, dann ist f €
R(R), und das Integral von [; f = lim; [, fi.

6. Transformationsformel : Ist ® : U — V ein Diffeomorphismus offener Teilmengen

von R und gilt fiir eine stetige Funktion supp(f) C V, dann gilt

[ 1= [ roaiw.

7. Hauptsatz : Ist f € R(R) stetig, dann ist durch F(z) := [, fX(—c0e €ine Stamm-

funktion von f gegeben.
Diese Integralbegriffe haben u.a. folgende Schwéchen

1. Wenn f € R(R), so ist f beschrankt und hat kompakten Tréger.

2. Auf C.(R) mochte man fiir p € [1,00) eine Norm

1= ([ 1rv) ”

betrachten. Insbesondere kommt ||.||2 von einem Skalarprodukt

<f,g>:=/ng-

Allerdings ist (C.(R), ||.||,) nicht vollstdndig. Die Natur der Elemente der abstrakten

Vervollstandigung ist zu kléaren.

3. Sei f(x) := 1 falls = rational und |z| < 1 und f(z) = 0 sonst. Dann ist das
Oberintegral gleich 2 und das Unterintegral gleich 0. Sehr irreguldre Funktionen
sind also auch nicht Riemann-integrierbar Allerdings existiert eine Folge (f;) in

R(R), welche punktweise monoton von unten gegen f konvergiert mit fR fi=0.

Aufgabe 1.1. Zeige die Behauptungen 1. bis 3.

Sinngemaf kann man auf diese Weise ein Riemann-Integral auf R” definieren mit &hn-

lichen positiven Eigenschaften und Schwéchen.



1.1.2 TIteriertes Integral

Definition 1.3. Fir f € C.(R") definieren wir [, f(z)dx durch iterierte eindimensio-

nale Integration :

[t ::/R.../Rf(:cl,...,xn)d:cn...dxl.

Dieses Integral stimmt mit dem Riemann-Integral iiberein. Sie ist besonders gut geeig-
net, die Transformationsformel zu beweisen. Ist ® : U — V ein Diffeomorphismus offener

Teilmengen des R™ und gilt fiir eine stetige Funktion supp(f) C V, dann gilt

o f(z)dx = - f(®(x))| det JO(z)|dz .

Eine Schwéche dieser Definition wird hierbei noch deutlicher. Ist A C R™, so mochte
man das Volumen von A definieren durch [, xa(z)dz. Leider ist die charakteristische

Funktion nicht stetig.

1.1.3 Ansitze zur Verbesserung des Integralbegriffs
Ziele betreffen :

e Die Vergroferung der Menge der Integrierbaren Funktionen.

e Die Verbesserung der Stetigkeitssaussagen : Limes unter das Integral ziehen unter

schwécheren Voraussetzungen

Ein Ansatz ist der folgende. Fiir n € N und i € Z sei a;(n) := 55 und bj(n) = S

Ferner setzen wir I;(n) = [a;(n), bi(n)).
Fiir eine stetige monotone Funktion f : [0, 1] — R setzen wir

S(fin) =Y ai(n)vol(f ' (Li(n))) -

1EZ
In der Tat ist f~!(I;(n)) ein Intervall.

Aufgabe 1.2. Zeige, daf fiir m > n gilt

0< S(f,m)— S(f,n) §2—1n .



Eine alternative Definition des Integrals von f : [0,1] — R wire dann also

n—oo

/0 f(x)dz := lim S(f,n) .

Um mit dieser Definition allgemeinere Funktionen zu integrieren, muf vol(A) fiir allgemei-
nere Teilmengen A C [0, 1] definiert sein. Will man alle stetigen Funktionen integrieren,
so sollten alle offenen Mengen ein Volumen haben. Fiir unbeschriankte Funktionen oder

Integrationsgebiete mufs die Definition noch verbessert werden.

Wir werden anders vorgehen. Die Idee ist die folgende. Wir werden eine Teilmenge
R C R(R) (die Lebesgue o-Algebra) finden, welche u.a. alle offenen oder abgeschlossenen
Mengen enthélt. Auf R werden wir ein Volumen (das Lebesgue Maf) vol : R — [0, oo] defi-
nieren. Unter einer einfachen Funktion verstehen wir eine endliche relle Linearkombination
von charakteristischen Funktionen von Elementen aus R. Wir definieren ein Integral fﬂé
fiir einfache Funktionen durch fﬂé Xa := vol(A) und lineare Fortsetzung. Fiir beliebiges

f : R — R betrachten wir das Unterintegral

[r=sm[o

wobei ¢ einfache Funktionen durchlauft. Auf allen Funktionen betrachtet hat dieses keine
guten Eigenschaften. So ist es nicht einmal linear in f. Deshalb fiihren wir den Begriff der
MeRbarkeit ein : Wir nennen f mefbar, wenn f~1(U) € R fiir alle offenen U C R. Auf
dem Unteraum L(R, R) der mefbaren Funktionen hat das Integral gute Eigenschaften.
Auf der anderen Seite ist L(R, R) sehr umfassend : man kann keine Funktion explizit

angeben, welche nicht darin enthalten ist.

1.2 Mafe
1.2.1 Algebren und Pramaliie

Sei Q) eine Menge. Eine Volumen ordnet Teilmengen X C 2 Zahlen vol(X) € R zu.

Natiirliche Forderungen an ein Volumen sind

1. vol(X) > 0 wegen der Volumeninterpretation.
2. Fiir eine endliche disjunkte Zerlegung X = U; X; gilt > . vol(X;) = vol(X).
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Diese Bedingungen kann man in eine ganz allgemeinen Rahmen stellen und charakteri-

sieren Pramalfse. Zuerst betrachten wir die potentiellen Definitionsbereiche von Pramafien.

Mit P(Q2) bezeichnen wir die Potenzmenge von (.

Definition 1.4. Eine Algebra auf ) ist eine Teilmenge R C P(Q) mit :

1.0 e R, QeR.
2. R st stabil unter Bildung endlicher Vereinigungen.
3. R ist stabil unter Bildung von Komplementen.
Aufgabe 1.3. 1. Zeige, daff {0,Q} und P(Q2) Algebren auf Q sind.

2. Sei R eine Algebra. Zeige, dafi R abgeschlossen unter der Bildung endlicher Durch-
schnitte und Komplemente der Form A\ B fir A,B € R mit B C A ist.

3. Zeige, daf fir eine Famile (R;) von Algebren der Durchschnitt (), R; auch eine
Algebra ist.

4. Sei (R;)ien eine aufsteigende Famile von Algebren. Zeige, dafs |J; R; eine Algebra

ist. Gilt diese Aussage, wenn man die Voraussetzung aufsteigend wegldfst ¢

Um Algebren zu beschreiben, ist die folgende Konstruktion sehr hilfreich. Sei S eine

beliebige Teilmenge der Potenzmenge von (2.

Lemma 1.5. Es gibt eine eindeutig bestimmte minimale Algebra R(S), welche S enthilt.

Proof. Der Durchschnitt von beliebigen Familien von Algebren ist eine Algebra. Die P((2)
ist eine S enthaltende Algebra. Wir erhalten also R(S) als Durchschnitt aller S enthal-
tenden Algebren. O

1. Auf R haben wir die Algebra R(Int), welche von der Menge Int := {[a,b) | a < b}

erzeugt wird.

2. Fir r € N haben wir die dyadische Algebra D, der Stufe r, welche von der Menge

der Intervalle der Form [, p;il), p € Z erzeugt wird. Es gilt fiir s > r, dak D, C D,.
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. Auf R" haben wir die Algebra R(Int), welche von der Menge der Produkte der Form
H?:1 la;, b;) erzeugt wird.

. Die dyadische Algebra D, der Stufe r € N auf R" wird durch Produkte der Form

[T, (2, 2t p; € Z, erzeugt.

. Die Vereinigung D := |, D, ist die dyadische Algebra.

. Wir betrachten auch die beschrinkte dyadische Algebra D,, welche von den Pro-

dukten [, [5, pgl) mit p; € Z, —2% < p; < 2% erzeugt wird. Es gilt fiir s > r

dak D, C D;.

Aufgabe 1.4. Zeige, daff |, D, = D gilt.

. Sei (2,7) ein topologischer Raum. Dann kénnen wir die von 7 erzeugte Algebra

berachten.

. Seien Zy, := lim, Z/p"Z die p-adischen ganzen Zahlen. Fiir » € N sei mit . : Z, —
Z/p"Z die Projektion bezeichnet. Wir betrachten die Menge R C P(Z,) welche aus
allen Mengen der Form p'(A) mit A C Z/p"Z und r € N besteht.

Aufgabe 1.5. Zeige, daf§ R eine Algebra ist.

. Wir betrachten eine endliche Menge A und setzen ) := X,;cnyA. Fiir r € N definieren
wir die Menge S, C P(2), deren Elemente die Menge der Teilmengen

M(xi_qa;) = {Xienb; | b; = a; Vi < r}

fur alle x]_ja; € xI_A. Es gilt R(S,) C R(S,4+1). Wir betrachten die Algebra
R:=, R(S,).

Definition 1.6. Fin Paar (), R) einer Menge mit ausgezeichneter Algebra heifit pramefs-

barer Raum.

Definition 1.7. Fin Pramafl i auf einem pramefbaren Raum (£, R) ist eine Abbildung

p: R — [0,00] mit der Eigenschaft, daf8 fir jede paarweise disjunkte endliche Familie
(X;) in R gilt :

PIICORNIGROR



Im allgemeinen ist es kompliziert, ein Pramaf auf allen Elementen des Ringes anzugeben.
Wird ein Ring von S erzeugt, so ist es giinstig, ein Pramak zundchst nur auf S vorzugeben
und es dann auf R(S) in eindeutiger Weise auszudehnen. Problematisch ist dabei im
allgemeinen, daf die Elemente von R(S) in verschiedener Weise aus den Elementen von

S gebildet werden konnen.

Problem : Man mochte ein Pramafk p auf R™ definieren mit dem Definitionsbereich

R(Int), so dak p([]:—,[a:, b;)) = [1;=,(b; — a;). Das geht, aber ist nicht einfach.

Besonders einfach ist die Situation, wenn S eine Partition von {2 ist.

Definition 1.8. FEine endliche Teilmenge von S C P(Q) \ {0} heifit Partition, wenn die
Elemente von S paarweise disjunkt sind und die Vereinigung der Elemente von S ganz €2

erqgibt.

Lemma 1.9. Ist S = (S;) eine Partition, dann hat jedes Element A € R(S) eine eindeu-

tige Darstellung als Vereinigung von endlich vielen Elementen aus S.

Proof. Wir zeigen zuerst, daf die Menge R(S) die Menge aller endlichen Vereinigungen
von Elementen aus S ist. In der Tat ist diese abgeschlossen unter der Bildung endlicher

Vereinigungen und der Komplemente.

Sei jetzt U, Si = Uy S Dann gilt T = J. O

Lemma 1.10. Sei S eine Partition und p: S — [0, 00] vorgegeben. Dann besitzt p eine

eindeutige Ausdehnung zu einem auf R(S) definierten Pramay.

Proof. Sei A € R. Dann ist A = |J,.; S; fiir eine eindeutig bestimmte Indexmenge I. Wir
definieren ju(A) == >, pu(S5). O

Wir benutzen dieses Lemma um das Lebesgue Prama$ auf D zu definieren. Die D, er-

zeugende Menge S, welche aus den Produkten [7 [2, 255) mit —227 < |p,| < 2% und

R™ \ TIi,[—2",2") besteht, ist eine Partition von R™. Wir definieren g auf S, durch

p(TT, (2, 22ty o= oL und p(R™ \ []7,[~27,2")) := oo. Dann hat u eine eindeutige

Ausdehnung p, auf D,.



Aufgabe 1.6. Zeige, daf fiir s < r die Einschrinkung dieser Ausdehnung auf Dy mit jug

uberein stimmd.

Damit erhalten wir ein Pramaf$ auf D = U, D,.
Definition 1.11. Das so definierte Pramaf ist das Lebesque Pramaf$ auf (R™, D).

Definition 1.12. Sei x € Q. Das Dirac Pramafl mit Zentrum x auf (2, P(S2)) ist durch
0:(A) :==1 falls x € A und 6,(A) := 0 sonst gegeben.

Aufgabe 1.7. Zeige, daf$ 0, in der Tat ein Prdimaf3 ist.

Auf (Z,, R) betrachten wir p(X) := z%jjA, wenn X :=p 1A fir A C Z/p"Z ist.

Aufgabe 1.8. 1. Zeige, dafi p ein wohldefiniertes Pramafs ist.

2. Zeige, dafl fir v € Z, und A € R gilt p(x + A) = p(A) (d.h. p ist Translationsin-

variant).
3. Sei A € R. Zeige, daf u(pA) = p~tu(A) gilt.
4. Berechne p(nA) fir beliebiges n € N.

5. Berechne p(Z,).

Wir nennen dieses Pramaf das Haarsche Pramaf.

Wir betrachten nun das Beispiel 9. Sei p : A — [0, 1] eine Abbildung so dak > _, p(a) =

1. Wir definieren p, : S, — [0, 00] durch p,(M(x!_a;)) := [];—, p(a;). Dann dehnen wir
p, auf R(S,) aus.
Aufgabe 1.9. Zeige, daff die Einschrinkung von p,..1 auf R(S,) mit u, tubereinstimmt.
Zeige weiter, daf$ es ein eindeutig bestimmtes Pramaf$ p auf R gibt, welches sich zu i,
auf R(S,) einschrankt. Sei T : Q — Q gegeben durch T(Xx;a;) = X;a;41. Zeige, dafs
T7Y(R) C R und pn(T7Y(X)) = u(X) fir alle X € R gilt.

Der so entstehende Pramafraum (€2, R, i) heift Bernoulli Pramafraum. Die Abbildung
T ist der Schift.

Definition 1.13. Ein Tripel (2, R, i) bestehend aus einer Menge mit Algebra und Primajs

heifst PramafSraum.
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Man konnte die Frage stellen, ob es auf R" ein auf allen beschrinkten Teilmengen

definertes “Pramals” p gibt mit den folgenden Eigenschaften :

1. Normierung : pu(x?,[0,1]) =1
2. Invarianz : Sind A, B C R" kongruent, so gilt u(A) = u(B).
3. p ist additiv.

Satz 1.14 (Banach). Ist n =1 oder n = 2, dann gibt es ein solches p. Es ist aber nicht

eindeutig bestimmt

Satz 1.15 (Hausdorff). Ist n > 3, so gibt es kein solches p.

Proof. Die Idee hierbei ist es, die Kugel B? in vier Teilmengen Z U AU B U C zu zerle-
gen, wobei Z eine abzéhlbare Vereinigung von Strahlen ist und damit p(Z) = 0 gilt, und
A, B, C paarweise kongruent sind, aber auch A kongruent zu B U C' ist. Siehe [?] O

1.2.2 o-Algebren und Mafse

Sei (2, R, ) ein Pramafraum. Wir kommen jetzt zum Integralbegriff zurtick. Sei f :
Q) — R eine Funktion. Wir miissen sichern, daff immer f~!([a,b)) € R gilt. Wir nennen
eine Funktion mit dieser Eigenschaft R-mefbar. Je kleiner die Algebra ist, umso stirker
wird diese Bedingung. Betrachten wir zum Beispiel R = €. Beziiglich R(7) ist jede
stetige Funktion oder charakteristische Funktion einer offenen Menge mefibar. Beziiglich
R(Int) sind wenigstens monotone Funktionen mefsbar. Die Mefbarkeit beztiglich D ist
sehr Einschrinkend, und fiir D, sind nur bestimmte Stufenfunktionen mit endlich vielen

Werten meRbar.

Wir haben bisher das Lebesguesche Pramak auf D, aber nicht auf R(7). Damit koén-
nen wir noch nicht einmal alle stetigen Funktionen integrieren. Die Idee ist es nun, eine
Bedingung aufzustellen, welche eine eindeutige Ausdehnung des Lebesgue Pramaf auf
beispielsweise R(7) sichert. Man kann zum Beispiel offene Teilmengen A C R als ab-
zdhlbare disjunkte Vereinigungen von Elementen A; von D darstellen. Dann mdchte man
p(A) = > . 1(A;) fordern. Dies legt die folgende Verschirfung des Begriffs der Algebra

nahe.

11



Definition 1.16. Eine Algebra R ist eine o-Algebra, falls sie abgeschlossen unter abzdhl-

baren disjunkten Vereinigungen ist.

Aufgabe 1.10. 1. Zeige, dafS eine o-Algebra abgeschlossen unter der Bildung abzdihl-

barer Durchnitte ist.

2. Sei (R;) eine Familie von o-Algebren. Zeige, daff (), R; eine o-Algebra ist.

Es ist sehr schwierig, interessante o-Algebren explizit zu beschreiben. Deshalb ist des

folgende Lemma sehr hilfreich.

Lemma 1.17. Fir jede Teilmenge S der Potenzmenge von ) existiert eine eindeutige
kleinste o-Algebra R°(S) welche S enthilt.

Proof. Ein Durchschnitt von o-Algebren ist eine o-Algebra. Die Potenzmenge ist eine
S-enthaltende o-Algebra. Die kleinste S-enthaltende o-Algebra ist also der Durchschnitt
aller S enthaltenden o-Algebren. O

Definition 1.18. Ist (2,7) ein topologischer Raum, so ist die Borelsche o-Algebra B
durch R°(T) gegeben.

Aufgabe 1.11. Zeige, daff R°(Int) = R°(D) = B auf R™ gilt.

Aufgabe 1.12. Sei R die oben betrachte Algebra auf Z,. Zeige, daff R invariant unter

den Ringoperationen in Z, ist.
Aufgabe 1.13. Gilt B=P(R)?

Definition 1.19. Ein mefibarer Raum ist ein prdmefibarer Raum, dessen Algebra eine

o-Algebra ist.

Wir kommen nun zu den Préamafen zuriick. Sei (€2, R, pt) ein pramefbarer Raum.

Definition 1.20. p heifst o-additiv, falls fiir jede paarweise disjunkte abzahlbare Familie
(Az)z mit A; € R, A =U;A; € R gilt

plA) = 3 (A

Aufgabe 1.14. Zeige, daff das Diracmaf 0, o-additiv ist.
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Lemma 1.21. Das auf (R™, D) definierte Lebesquesche Pramafs ist o-additiv.

Aufgabe 1.15. Beweise das Lemma. O

Aufgabe 1.16. Beweise, daff das Haarsche Primaf jv auf Z,, o-additiv ist.

Aufgabe 1.17. Zeige, dafi das Prdmajf des Bernoulli Pramafraumes o-additiv ist.

Es gibt jedoch auch nicht o-additive Pramafie. Hier ist ein Beispiel.

Definition 1.22. Fine Teilmenge F C P(N) heif$t nicht-trivialer Filter, wenn sie folgende
FEigenschaften hat.

1. 0¢F

2. A€ F und A C B impliziert B € F.

3. Fiir jede endliche Familie (A;) in F ist (), A; € F.
4. Fiir jeden Punkti € N gibt es ein A € F miti & A.

Die Menge der Filter ist durch Inklusion halbgeordnet und nicht leer. Zum Beispiel ist
die Menge der Komplemente {{1,...,n}|n € N} ein Filter.

Definition 1.23. Ein mazimaler nicht-trivialer Filter heifst nicht-trivialer Ultrafilter.

Die Existenz von Ultrafiltern zeigt man mit dem Zornschen Lemma. Sei (F;);er eine
Kette von nicht-trivialen Filtern. Dann ist | J, F ein nicht-triviales Filter und eine obere

Schranke der Kette. Dies zeigt die Voraussetzung des Zornschen Lemmas.

Lemma 1.24. Sei nun F ein nicht-trivialer Ultrafilter. Dann gilt fir eine Partition
{A, B} von N entweder A € F oder B € F.

Proof. In der Tat, wenn A und B in F enthalten wéren, so auch ) = A N B. Sei

nun weder A noch B in F. Dann gilt fiir alle U € F, dal U N A # (). Wir bilden
F':=FU{U CN|AcCU}. Dann ist ' ein Filter und F wére nicht maximal. O

13



Wir definieren nun ein Wahrscheinlichkeitspramaf p auf P(N) durch pu(A) = 0 fir
A¢ Fund u(A)=1fir A e F.

Aufgabe 1.18. Zeige, daff p additiv, aber nicht o-additiv ist.

Definition 1.25. Ein Mafs ist ein o-additives Pramaf$ auf einem meffbaren Raum (€, R).
Das Tripel (Q, R, ) heifst Mafraum.

Sei (€2, R, ) ein Pramafraum und F' € R. Wir setzen Rp := {ANF | A € R}.

Aufgabe 1.19. Zeige, daf$ Rp eine Algebra auf F ist und (F, Rp, jyr,.) ein Primafraum.
Wenn (2, R, 1) sogar ein Mafsraum ist, dann auch (F, Ry, tr,)-

Definition 1.26. Wir nennen (F, Ry, pyr,) die Einschrinkung von (2, R, i) auf F.

Wir hatten gesehen, dak man ein Pramall von einer Partition S auf die von S erzeugte
Algebra R(S) ausdehnen kann. Wir wollen nun die Frage studieren, ob man ein auf einer
Algebra R gegebenes Pramaf zu einem Mafs auf R” := R’(R) ausdehnen kann, und ob
diese Ausdehnung eindeutig ist. Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit der Fortsetzung ist
der folgende Begriff niitzlich.

Definition 1.27. Ein Primafraum (, R, 1) heifit o-endlich, wenn es eine aufsteigende
Folge (F;) in R gibt mit Q = J, F; und p(F;) < oo fir alle i € N.

Wenn beispielsweise p(€2) < oo gilt, so ist (2, R, u) o-endlich.
Aufgabe 1.20. Zeige, dafS der Lebesquesche Pramafraum (R™, D, |.|) o-endlich ist.

Aufgabe 1.21. 1. Sei R die Algebra auf R, welche von allen endlichen Teilmengen
erzeugt wird. Zeige, daff (R, R, u) mit u(A) = (AN N) ein nicht o-endlicher Pri-

mafraum ist.

2. Sei R? := R°(R). Wir definieren fiy auf R® durch ig(A) = 4(ANN). Zeige, daf fig
ein Maf auf R” ist, welches p ausdehnt.

3. Wir definieren iy durch fi;(A) := fio(A) fiir héchstens abzihlbare A € R° und
fi1(A) == oo fiir iberabzihlbare A. Zeige, dafi auch fi; ein Maf ist, welches j aus-
dehnt. Zeige, daf [fig # [i1-

Diese Aufgabe zeigt, dak man die Voraussetzung der o-Endlichkeit im folgenden Satz

nicht weglassen kann.
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Satz 1.28. Sei (2, R, 1) ein o-endlicher Pramafraum. Wenn p eine Ausdehnung auf R”

besitzt, so ist diese eindeutig.

Proof. Wir zeigen zunéchst :

Lemma 1.29. Die Aussage des Satzes gilt unter der Voraussetzung pu(2) < oo.

Proof. Seien p;, 1 = 0, 1 zwei solche Ausdehnungen. Wir betrachten 7' := {A € R |uo(A) =
p1(A)}. Klar ist dal R C T. Wenn wir zeigen, daf 7" eine o-Algebra ist, so gilt T = R
und deshalb pg = p;.

Offensichtlich ist ) € T und Q2 € T. Sei (4;); eine abzéhlbare Familie paarweise disjunk-
ter Elemente von 7" und A := U;A;. Dann ist

po(A) = ZMO(Ai) = ZMl(Az‘) = (4) .

Folglich gilt A € T. Sei A € T'. Dann gilt wegen p(2) < oo, dafs 110(A°) = p0(2) —po(A) =

Wir beweisen nun den Satz im allgemeinen Fall. Seien p;, i = 0,1, wieder zwei Ausdeh-

nungen. Sei (F},) eine aufsteigende Folge in R von Mengen endlichen Priamafses.

Sei
T:={ACQ|ANF, € (Rg,)° fiir alle n € N} .
Wir zeigen, dakt R C T. Erst einmal gilt R C T. In der Tat, wenn A € R ist, so gilt
ANF, € R, C (Rg,)? fir alle n. Sei jetzt (A;) eine abzéhlbare Familie in 7. Dann
gilt fiir jedes n und ¢, daf A; N F, € (Rp,)? und damit fiir jedes n, dak (|, 4i) N F, =
U;(4; N F,) € (Rp,)?. Also ist T abgeschlossen unter abzdhlbaren Vereinigungen. Sei
A € T. Dann ist fiir jedes n A°NF,, = F,\ (ANF,) € (Rp,)?. Damit ist T abgeschlossen

unter der Bildung von Komplementen. T' ist also eine o-Algebra welche R enthélt, und
folglich gilt R C T.

Wegen Rp, C (R7)F, gilt auch (Rg,)” C (R7)p,. Damit sind (F, (Rp, )7, pi(ry, ) ) Aus-

dehnungen von (F, Rp,, it|r,, ). Mit dem Lemma schliefsen wir, daf pioj(r,, o = th1|(Rp, ) -

Sei jetzt A € R?. Dann gilt A € T, also fiir jedes n € N, dak AN F,, € (Rr)°. Wir
schliefsen aus der o-Additivitat der p;, dafs

po(A) = h,l;n uo(ANE,) = liyrln pi(ANE,) =pui(A) .
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Die Frage der Existenz einer solchen Ausdehnung ist etwas komplizierter und wird im
folgenden Untersucht. Notwendig ist sicherlich, dafs p schon o-additiv ist. Wir werden erst
jedem Pramafk ein dufseres Mafs zuordnen, un dann jedem &ufseren Mafs ein Mafs auf einer

assoziierten o-Algebra. Dies liefert dann die Existenzaussage.

1.2.3 AuRere MaRe, Ausdehnung von PriamafRen zu Mafen, Vollstindigkeit

Definition 1.30. 1. Eine Abbildung i : P(Q) — [0, 00] heifst monoton, falls aus A C
B ji(A) < ji(B) folgt.

2. [u heifit (o-)subadditiv, falls p(J; A) < >, i(A;) fir jede endliche (abzihlbare) Fa-

milie (A;) von Teilmengen gilt.
3. Eine monotone und o-subadditive Abbildung fi : P(2) — [0, 00] mit a(0) = 0 heifft
aufleres Mayjs

Sei (Q, R, i) ein Pramafraum.

Definition 1.31. Fiir A € P(QQ) definieren wir die duflere Erweiterung i(A) von p durch
A(A) = {3 p(F)} |

wobei das Infimum tber alle abzihlbaren Familien (F;); mit F; € R fir allei und A C |, F;
gebildet wird.

Lemma 1.32. Die duflere Erweiterung ist ein dufleres Mafs.

Proof. i ist monoton und erfiillt () = 0. Die dukere Erweiterung i ist o-subadditiv: Sei
(A;) eine abzdhlbare Familie von Teilmengen, A := J; A;. Seien F;; € R mit A, C F};.
Fir Fj:=J, Fi; gilt A C |, F;. Folglich

AA) <D AF) .

Wir bilden nun das Infimum der rechten Seiten iiber alle Wahlen der F;; und erhalten
fi(A) <57 i(A:). O
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Aufgabe 1.22. Bestimme die duflere Erweiterung des Prdamafles in Aufgabe 1.18.

Aufiere Mafe kénnen auch auf ganz andere Art gewonnen werden. Sei € ein Vektorraum
von R-wertigen Funktionen auf €2 und A : & — R ein positives lineares Funktional,
d.h.f > 0 impliziert A(f) > 0. Wir definieren

A(A) = inf  A(f).

f€g7XASf

Aufgabe 1.23. Zeige, daf it ein dufSeres Maf ist.

1. Diese Konstruktion kann man beispielsweise anwenden auf € := R", £ := C.(R"),

M) = [gn f(2)da.

Aufgabe 1.24. Zeige, dafi i mit dem aus dem Lebesque Pramafraum (R™, D, u)

erhaltenen dufferen Mafs tibereinstimmd.

2. Ist (Q, R, 1) ein Pramafkraum, nimmt man fir £ =: £(R) den Raum aller Linear-
kombinationen f := ) c;xa, charakteristischer Funktionen von Elementen aus R,
und setzt man A(f) := [’ fdu = 3, c;p(A;), dann ist i das aus p konstruierte
aufsere Mak.

Aufgabe 1.25. Beweise, dafi X in 2. ein wohldefiniertes positives lineares Funktio-
nal st und verifiziere die Behauptung, dafs beide Konstruktionen des dufleren Mafles

ubereinstimmen.

Sei jetzt [i ein auferes Mak auf €.

Definition 1.33. Fine Menge S € P(Q)) heifit zerlegend (bez. fi), falls fir alle A € P(2)
qilt :
A(A) = J(ANS) + (AN S°) |

Mit Rj; bezeichnen wir die Menge aller zerlegenden Mengen (bez. fi).

Aufgabe 1.26. Zeige, daff S genau dann zerlegend ist, wenn
A(A) > (AN S) + (AN S)
fir alle A € P(Q) gilt.
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Satz 1.34. Sei i ein dufleres Maf$ auf Q. Dann ist (Q, Ry, fir,) ein Mafraum.

Proof. Wir zeigen zuerst daf Rj; eine Algebra ist. Mit S € R; ist offensichtlich auch
5S¢ € Rj;. Seien nun S, T € Rj. Wir zeigen, dak SNT € R;. Fir A € P(Q) setzen wir

A1 :AﬁSﬁT, A2 Z:AﬁSﬂTc, Ag I:AQSCHT, A4 =ANsS‘NTe.
Diese Mengen sind paarweise disjunkt. Da S,T" € R;; ist, schliefien wir

(AU Az) = [i(Ar) + f(Az)
[i(As U Ag) = [i(As) + [i(Ag)

Wir schreiben A; U Az U Ay als
[(ANSUANSNT)NSIU[(ANSUANSNT) NS

und schlieften weiter, dafs

[i(A2 U A3 U Ay) = ji(As2) + [i(A3 U Ay) = Zﬁ(Ai) : (1)
Es gilt auch
i(A) = (A1 U Az) + i(As U Ay) = Z i(A;) -

Damit wird

Dies zeigt SNT € R;.

Wir zeigen jetzt, dak fip, additiv ist. Sei S,T € Rz mit SN T = (). Wir wihlen
A:=SUT. Dann folgt aus (1), dak a(SUT) = u(S) + a(T).

Sei jetzt (S;) eine abzéhlbare Familie in R;. Wir zeigen, daf S := |, S; € R;. Dazu
setzen wir T; := Ujgz‘ S;. Dann ist (7;) eine aufsteigende Familie in R; und es gilt | J, T; =
S. Es gilt i(A) = ((ANT;) + f(ANTY). Da fi monoton ist, gilt

A(A) > AANT) + (AN S°) (2)
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Es gilt weiter, dafs
ANT) =W ANTNTia) + W(ANT,NTE ) = (AN Tia) + p(AN (T \ Tima)) -
Induktiv schliefsen wir, daf
ANT) =Y AN (T\Tiy)) -
j<i

Unter Benutzung der o-Subadditivitdt erhalten wir

lim i(ANT;) =) A(AN (T \ Ti-1)) > i(ANS) . (3)

1—00 -
1€N

Es folgt
A(A) = (AN S) + (AN S°) .

Da A beliebig war, gilt S € Rj;.

Wir zeigen nun, daf i auf Rj; auch o-additiv ist. Sei (.S;); eine abzéhlbare Familie paar-
weise disjunkter Elemente aus R;. Wir setzen in (2) A = S und erhalten fiir jedes 4, daf
f(S) > a(T;). Damit gilt fi(S) > lim oo fi(T5) = D °,cn A(S;). Wegen der o-Subadditivitést
haben wir auch die Ungleichung in der anderen Richtung. Also fi(S) = >, i(S;). O

Satz 1.35. Sei (Q, R, ) ein Pramafraum und p o-additiv. Dann besitzt u eine eindeutige
Ausdehnung zu einem Maf auf R°.

Proof. Die Eindeutigkeit hatten wir schon gesehen. Sei ji die dufsere Erweiterung von .
Wir zeigen dak R” C Rj. Dazu miissen wir nur R C Rj nachpriifen. Sei S € R. Sei (F});
eine abzihlbare Familie aus R mit T' C | J, F;. Dann gilt

D uE) =3 p(FnS)+ 3 p(Fnse).

Wir bilden das Infimum iiber alle Wahlen von (F;). Die linke Seite ergibt fi(7"), wiahrend
die Summen auf der rechten Seite von unten durch a(7°NS) und f(7°U S€) abgeschatzt
werden. Also gilt f(T) > a(T'NS) + (T N S°). Da T beliebig war,folgt S € Rj.

Sei S € R. Es ist klar, daf i(S) < u(S). Nehmen wir an, daf diese Ungleichung
echt wire. Dann gibt es eine Familie (F;) paarweise disjunkter Elemente aus R mit
w(U; Fi) = >, 1u(Fy) < p(S) und S C |, Fi. Letztes impliziert aber p(S) < u(lU; F).
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Das ist ein Widerspruch. O

Definition 1.36. Der Lebesgue Mafraum (R™, Ry, |.|) ist der MafSsraum, welcher aus der

aufleren Erweiterung des Lebesque Pramaf konstruiert wird.

Aufgabe 1.27. Zeige, daff B C R gilt.

Somit ist die Einschrénkung des Lebesguemafies auf B ein Maf. Wir haben damit ins-

besondere jeder offenen oder abgeschlossenen Teilmenge von R™ ein Maf zugeordnet.

Aufgabe 1.28. Wir betrachten (R, R}, |.|).

1. Zeige, dafs |[a,b)| =b— a.

2. Sei C C [0,1] die Menge der reellen Zahlen x, welche eine triadische Entwicklung
T =)0 % mit der Bedingung k; € {0,2} fir alle i zulassen (C' ist die Kantor-
menge). Zeige, daff C' € B gilt und berechne |B|. Zeige, daf$ C keine inneren Punkte

enthdlt und tberabzahlbar ist.

Aufgabe 1.29. Wir betrachten (R* Ry, |.]). Zeige, daf |D?* = m gilt, wobei D* der

Einheitsball in R? vom Radius 1 um 0 ist.

Aufgabe 1.30. Wir betrachten (R™, R, |.|).

1. Zeige, daf$ fiir eine abzdihlbare Teilmenge A C R™ gilt : |A] = 0.

2. Seix € R" und T, : R" — R™ durch T,(y) := x +y gegeben. Zeige, daf T, *(R)) C
Ry und fir jedes A € Ry gilt |T7'(A)| = Al

Wir zeigen nun, dak es nicht Lebesgue-mefshare Mengen gibt.
Satz 1.37. Wir betrachten (R, R, |.|). Es gilt R | # P(R).
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Proof. Auf A :=[—1/2,1/2] betrachten wir die Relation :  ~ y, falls x —y € Q. Diese ist
eine Aquivalenzrelation. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung f: A/ ~— A
derart, dak f([z]) € [z]. Wir betrachten nun K := f(A/ ~) C A. Wir werden zeigen, dafs
K ¢ R,

Wir nehmen das Gegenteil an. Sei d := |K]|. Sei B := [-1,1]N Q. Fir 0 # r € B
gilt T.(K) N K = 0 und |T,(K)| = d. Weiterhin gilt A C |J,.5T-(K). Da B abzéhlbar
und |A| = 1 ist, muf d > 0 gelten. Andererseits ist | J, .5 7;.(K) C [=3/2,3/2]. Also gilt
> rep d <3, woraus d = 0 folgt, da §B = oo. Das ist ein Widerspruch. O

Das Haarsche Maf auf (Z,, R,) ist das Maf ;1, welches man durch die Ausdehnung des

Haarschen Pramafses erhalt.
Wendet man die Ausdehnungskonstruktion auf das oben konstruierte Pramafs auf dem
Schiftraum {iber der Zustandsmenge A an, so erhélt man ein Maf auf (€2, R,,).

Aufgabe 1.31. Sei T : Q — Q der Schift. Zeige, daff T-'(R,) C R, und fiir jedes
X € R, die Gleichung u(T—1(A)) = p(A) gilt.

Aufgabe 1.32. Sei B C A eine Teilmenge und X := X;enB der Schiftraum tber B.
Dann betrachten wir ¥ als Teilmenge von Q. Zeige, daf$ ¥ € R,,. Berechne pu(X).

Der Unterschied zwischen (R™, B, |.|;5) und (R", R}, |.|) ist relativ unwesentlich und wird

durch den Begriff der Vervollstandigung geklért.

Definition 1.38. Sei (Q, R, 1) ein MafSraum. Ein Element A € R heifit Nullmenge, wenn
u(A) =0 gilt.

Aufgabe 1.33. Sei Z C Z, vermége der Abbildung z — ([2],r), aufgefaft. Zeige, dafl Z

eine Nullmenge beziiglich des Haarschen Majes ist.

Aufgabe 1.34. Wir betrachten den Bernoullischen Schiftraum (2, R, p) dber A, wobei p
aus p: A —[0,1] mit ) ., p(a) = 1 konstruiert wird.

1. Seiw = (a;) € Q ein Punkt. Kann p(w) # 0 gelten?

2. Seip(a) = ﬁLA. Gibt es in S eine tiberabzihlbare Nullmenge ¢
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Definition 1.39. Fin Mafsraum (€2, R, i) heifit vollstindig, falls fir jede Menge A € P(Q)
mit A C |J; N; fiir eine abzihlbare Familie von Nullmengen gilt daf8 A € R.

Lemma 1.40. Der zu einem duferen Maf$ assoziierte Mafsraum ist vollstandig.

Proof. Sei fi ein dufseres Maf auf Q. Sei A C Qso daf A C |J; IV; fiir eine abzéahlbare Fami-
lie von Nullmengen (N;). Aus Monotonie und o-Subadditivitét folgt i(A) < >, i(N;) = 0.
Damit gilt aber A € Rj;. O

Wir konstruieren nun die Vervollstdndigung eines Mafraumes (€, R, 11). Wir definieren
R* als die Menge derjenigen A € P(1), fiir welche ein F' € R und eine abzihlbare Familie
(N;) von Nullmengen existiert, so daf AAF C |J, V;. Hierbei ist AAF := ANFCUF N A"
Wir definieren ferner ji(A) := u(F).

Aufgabe 1.35. 1. Zeige, daf ji : R* — [0, 00] wohldefiniert ist.
2. Zeige weiter, daf (Q, R*, i) ein vollstindiger Mafraum ist.

Definition 1.41. Die Vervollstindigung eines Mafraumes (Q, R, u) ist der Mafraum
(Q, R*, i),

Aufgabe 1.36. Zeige : Der Lebeguesche Mafraum (R", Ry, |.|) ist die Vervollstindigung
von (Rn,B, ||\B)

1.3 Das Integral, Mefibarkeit
1.3.1 Das Integral positiver Funktionen

Wir fixieren einen Mafraum (2, R, p). Mit € bezeichnen wir den Vektorraum der einfachen

Funktionen, d.h. der Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen y 4, A € R.

Aufgabe 1.37. Sei f € £. Zeige, dafs es dann ein eindeutig bestimmtes r € N, paarweise
verschiedene Zahlen ¢; € R und paarweise disjunkte Mengen A; € R, 1 =1,...,r gibt, so

da]g f = Z;:l CiXA;-
Definition 1.42. Sei f € €. Die Darstellung f =Y., ¢;xa,, in welcher die A; paarweise

disjunkt sind, heifst kanonische Darstellung von f.
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Definition 1.43. Fir f € £, f > 0, mit kanonischer Darstellung f = >"._, ¢;xa, defi-

nieren wir
/ r
/ fdp = ZQ’M(Ai) :
i=1

Aufgabe 1.38. Zeige, dafs wenn f := Zj djxB, 1rgend eine Darstellung von [ ist, gilt :
J fdp =32, diu(By).
Aufgabe 1.39. Wir betrachten den Mafraum (Z,, R, p), welcher aus dem Haarschen

Pramafraum gewonnen wurde. Sei E¢ := ERQrC der Raum der komplexwertigen einfachen

Funktionen.

1. Zeige, dafs sich f’ ...dp eindeutig zu einem linearen Funktional Ec — C ausdehnen

lipt.

2. Seip, : Ly, — LJ/p"Z die Projektion. Sei j eine p"-te Einheitswurzel. Wir definieren
¢ Zy — C durch ¢, (x) = pPr@. Zeige, daf ¢, € Ec wohldefiniert und unabhingig

von r st (u ist auch p"-te Finheitswurzel).

3. Zeige, dafs pr Gudrdp =1 genau dann gilt, wenn p = X ist, und sonst pr Guordp =
0 gult.

Definition 1.44. Fir A C Q und f : Q — [0, 00] definieren wir

/
/fduz sup /cbdu-
A $EE.B<Fxa

Aufgabe 1.40. Sei (2, R, i) der Lebesgue Mafraum (R, Ry|,|.|) und A = [a,b]. Zeige,
daf fir f € C(R) gilt : [, fdl|.| = f:f(az)da: (Riemann-Integral).

Aufgabe 1.41. Zeige, daf fir das Dirac Maf gilt :

| i~ s0).

Aufgabe 1.42. Verifiziere die folgenden Aussagen :

1. Fiir ¢ € € mit ¢ >0 gilt [ pdp = [ ¢dp.

2. Seien A, B € R disjunkt und ¢ € £, ¢ > 0. Dann gilt

/AUBWAL:/AWH/BMM-
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3. Firr >0 und ¢,v € & mit ¢, > 0 gilt

| rordu= [ wdpr [ o

Aufgabe 1.43. Verifizieren Sie die folgenden Aussagen. Seien f,g nichtnegative Funk-
tionen auf 2 und A, B C Q) .

1. Wenn p(A) =0, so gilt [, fdu=0.

2. Wenn {f > 0} eine Nullmenge ist, so gilt [, fdu = 0.
8. Wenn f < g, so gilt [, fdu < [, gdp.

4. Firr >0 gilt [,rfdp=r[, fdu.

5. Wenn A C B, so gilt [, fdu < [, fdp.

Beachte, daft das Integral im allgemeinen nicht additiv ist. Fiir ein Beispiel betrachten
wir den folgenden Mafkraum : Q = {z,y}, R = {0,Q}, p = 0. Sei f = x{u) und
9= X{y}-

Aufgabe 1.44. Zeige, daf [, fdp = [, 9dp =1, aber auch [,(f + g)dp = 1.

Der Grund ist, da f und g nicht mefbar sind. So ist zum Beispiel f~1({1}) = {z} € R.
Eine weitere Motivation fiir die Einfiihrung des Begriffes der Mefsbarkeit kommt von der

Betrachtung von Transformationen. Sei (€2, R, p) ein Mafraum und (X, S) ein weiterer
mefkbarer Raum. Sei 7' : 2 — ¥ eine Abbildung.

Aufgabe 1.45. Zeige, daff T—1(S) eine o-Algebra auf € ist.

Wenn T7!(S) C R, dann kann man T,pu : S — [0,00] durch T,u(U) := u(T~H(U))

definieren.

Aufgabe 1.46. Zeige, daff T,y ein Mafs ist.

Definition 1.45. Wir nennen T mefbar (bez. (R, S)), falls T~1(S) C R.
Aufgabe 1.47. Zeige, dafl die Komposition mefSbarer Abbildungen mefbar ist.

Aufgabe 1.48. Zeige, dafs eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen mefsbar

beziiglich der Borelschen o-Algebren ist.
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Aufgabe 1.49. Zeige, daf$ jede Abbildung T : Z,, — X, welche tiber eine der Projektionen
pr : Ly — L/P" L faktorisiert, mefsbar ist (fiir jede o-Algebra auf ).

Aufgabe 1.50. Zeige fiir den Bernoullischen Mafraum € = x;A, daf8 jede Abbildung
T : Q — X, welche iber eine Projektion der Art x;A > X;a; — Xj_ja; € Xj_;A
faktorisiert, meflbar ist (fir jede o-Algebra auf ).

Aufgabe 1.51. Sei (2, R, 1) ein Mafsraum und € der Raum der einfachen Funktionen.
Zeige, dafl jede einfache Funktion (R, B)-mefbar ist, wobei B die Borelsche o-Algebra auf
R ist.

Um die Mefsbarkeit von Abbildung nachzupriifen, ist folgendes Kriterium niitzlich. Seien
UcCP(Q) und V C P(X) erzeugende Teilmengen von R und S.
Aufgabe 1.52. Zeige, daff aus f~H(V) C U folgt, daf f mefbar (bez. (R, S)) ist.

Fiir die Integrationstheorie besonders wichtig sind mefbare Abbildungen mit Werten in

(R, B), wobei R die Vervollstindigung von R mit 4-oo ist.

Aufgabe 1.53. Sei f : Q — R so dafi {f > a} € R fiir alle a € R. Zeige, dafi dann gilt:
feLR).
Definition 1.46. Mit L(Q), R) bezeichnen wir die Menge der (R, B)-mef$baren Abbildun-

gen von Q nach R.

Zur Definition der Rechenoperationen machen wir folgende Konventionen.
0+, —00=—00+,00=7, 0co=0.
Satz 1.47. 1. Fir f,g€ L(Q,R) undr € R gilt {f >r— g} € R.
2. Fir f,g € L, R) gilt f+,g € L(Q,R).
3. FirreRund f e LI, R) gilt rf € L(Q, R).
4. Fir f € L(Q, R) gilt + € L(Q, R).
5. Fir f € L(Q,R) mit f >0 und firr >0 gilt 7 € L(Q, R).
6. Fir eine endliche oder durch N indizierte Familie (f;); aus L(Q, R) gilt
sup fj, irjlf fj, lim ir;f fj, limsup f; € L(Q, R) .
j j
Wenn lim; f; =: f (punktweise) existiert, dann ist f € L(Q, R).

25



7. Es gilt fir f,g € L(Q, R) auch fANg, fVg,|fl,fg€ L(Q,R).

Proof.
Aufgabe 1.54. Zeige 3., 4. den iii. und iv. Teil von 6. und 7.
1. folgt aus
{f>r—g}=Upel{fza}n{r—g<q}.

Um 2. zu zeigen, setzen wir f(z) := f(z), §(x) := 0 fir « & Nyy ={f =00} N{g =
—oo}U{g =00} N{f=—00} und f(x) :=r, g(z) := 0 sonst. Dann sind f,§ € L(Q, R)
und f +, g = f+ g. Wir wenden nun 1. an auf

{(ftrg>ay={f+i>a}={f>a—3}.

Wir sehen 4. unter der Bedingung f > 0 ein durch

{7 >at={f<1/a}
Der allgemeine Fall folgt nun durch Kombitation mit 2. und 3. Wir zeigen in 6., daf

sup; f; € L(§2, R) durch
{sup f; > a} = J{f; > a} .

Wir betrachten nun den Mafraum ([a, b], R| |8, |.|), der sich durch Einschrénken von
(R, Ry, |.|) auf das Intervall [a, b ergibt. Sei R([a, b]) der Raum der Riemannintegrierbaren

Funktionen.

Satz 1.48. FEs gilt R([a, b]) C E([a, b], R|.||[a,b})-

Proof. Sei U := {z € [a,b] | f unstetig in z}. Wir zeigen, dak U eine Nullmenge ist. Wir
setzen w(f)(z) :=infy 6(f(U)), wobei 6(f(U)) der Durchmesser der Menge f(U) ist und

U alle Umgebungen von = durchlauft.

Aufgabe 1.55. Zeige, daff f in x genau dann stetig ist, wenn w(f)(x) =0 gilt.
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Dann ist U = |J, Uy,. Wir fixieren k. Sei € > 0 gegeben und a 1=ty < t;--- < t, = b eine
Zerlegung von [a,b] derart, dafs die Differenz der assoziierten Ober- und Untersummen
kleiner als € ist. Sei T := {j|[t;, t;41) N Ux # 0}. Dann gilt € > k%l > jer(tjt1 —t;) und
Ur C Ujerltj, tj+1)- Da € beliebig war, verschwindet daf dulere Lebesguemak von U.

Folglich ist auch U Lebesgue-meftbar und es gilt |U| = 0.

Die Einschréinkung fj,s\v ist stetig. Sei jetzt V' C R offen. Dann gilt f~'(V) = f~1(V)N
vuf=t(vV)n(la,b]\U). Nunist f~1(V)N([a,b]\U) = f|[_a1,b}\U(V) offen in [a, b]\ U, also von
der Form W N ([a, ] \ U) fiir eine offene Teilmenge W C [a, b]. Weiterhin ist f~*(V)NU
eine Nullmenge. Also sind beide Mengen (f~1(V)NU und f~*(V)N([a,b]\U)) Lebesgue-
mefbar. Folglich ist f~!(V') meRbar.

Da dies fiir alle offenen V' C R gilt, ist f mefbar. O

1.3.2 Approximationssitze

Wir betrachten einen mefsbaren Raum (£2, R).

Lemma 1.49. 1. Ist f € L(Q, R) beschrinkt, so existiert eine Folge (¢;) einfacher

Funktionen, welche gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

2. Eine Funktion f : Q — R ist genau dann mefbar, wenn es eine Folge einfacher

Funktionen (¢;) gibt, welche punktweise gegen f konvergiert.

3. Sei f € L(Q, R) nichtnegativ. Dann ezistiert eine monotone Folge einfacher Funk-
tionen (¢;) mit lim; ¢; = f.
Proof. Zu 1.: Fiir i € Z und n € N sei I;(n) = [, %) € R. Wir setzen ¢, :=
Y oien Q%Xf_l(li(n)). Da f mefsbar und beschrinkt ist, ist diese Summe endlich und defi-
niert eine einfache Funktion. Es gilt supq, |f — ¢, < 27"

Zu 2.: Ist f punktweiser Grenzwert einer Folge mefsbarer Funktionen, dann ist f mefbar,
wie oben schon gezeigt wurde. Sei jetzt umgekehrt f € L(€, R) gegeben. Wir definieren
In = fXqp<ny + n(X{f=} — X{f=—oc}) Die Folge (f,) von beschrinkten Funktionen
konvergiert punktweise gegen f. Wir finden nach 1. Folgen einfacher Funktionen (¢(n);)

27



fiir n € N, welche gleichméiRig gegen f, konvergieren so dak supg |f, — ¢(n);| < 27% Die
Folge (¢(n),) konvergiert dann punktweise gegen f.

Zu 3.: Wir setzen

2201 .
J i
(bi = ixf_l([gii’jg#)) + 2 X f-1([2i,00]) -
=0
Fiir z € Q gilt f(x) > ¢i1(x) > ¢i(x) > f(x) — 27 falls f(x) < 2°. Wenn f(z) > 2¢, so

Aufgabe 1.56. Wir nehmen an, daf§ wir einen sequentiellen Computer haben, welcher
mit reellen Zahlen arbeiten kann und die arithmetischen Operationen sowie die Relationen
<, >,>,< beherrscht. Er arbeitet ein Programm ab, welches als Input eine relle Zahl x
bekommt. Falls das Programm abbricht, dann setzen wir P(x) =" 42". Andernfalls sei
P(z) =" Erde". Zeigen Sie, daf$ die Menge {P(x) =" 42"} C R Borel-mefibar ist.

Sei jetzt (2, R, u) ein vollstdndiger Mafkraum.

Definition 1.50. 1. Se: P : Q — {“wahr”)” falsch”} eine Figenschaft der Punkte
von Q). Wir sagen, daf fast alle (bez. ) Punkte die Eigenschaft P haben, wenn
pw({P =" falsch"}) = 0.

2. Zwei Funktionen f,g auf Q stimmen fast dberall (bez. ) dberein, falls fast alle
Punkte x € Q die Eigenschaft f(x) = g(x) haben, also u({f # g}) = 0 gilt. Wir

schreiben diese Relation als f =, g.

3. Sei X ein topologischer Raum. Eine Folge von Abbildungen (f;), fi: Q@ — X kon-
vergiert fast iberall (bez. u) gegen f : Q — X, falls fast alle Punkte x € Q die
FEigenschaft lim; fi(x) = f(x) haben. Wir schreiben diese Relation als f; —, f.

Eine fast {iberall konvergente Folge kann viele Genzwerte haben.

Aufgabe 1.57. Sei (2, P(2),0,) ein Mafiraum mit Dirac-Maf. Beschreibe alle fast iiber-

all (bez. d,) konvergenten Folgen von Abbildungen in einen topologischen Raum X .

Aufgabe 1.58. Sei (2, R) ein mefbarer Raum und (f;) eine Folge mefbarer Abbildungen
fi: Q= X, wobei (X, d) ein metrischer Raum ist. Zeige, dafy die Menge

A:={x € Q| (fi(x)) konvergiert}
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eine mefbare Menge ist. Gilt diese Aussage auch dann, wenn man den metrischen Raum

durch einen topologischen Raum ersetzt ¢

Die gleichmaéfige Konvergenz einer Funktionenfolge ist nicht durch lokale Betrachtungen

festzustellen. Deshalb brauchen wir hier einen neuen Begriff.

Definition 1.51. 1. FEine Figenschaft P der Elemente von R gilt beinahe fiir Q0 (bez.
w), wenn es fir jedes € >0 ein A € R gibt mit P(A) =" wahr” und p(A°) < e.

2. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (f;) von Abbildungen f; : Q@ — X
konvergiert beinahe gleichmdfig gegen f : Q — X, wenn die Eigenschaft P(A) =
{(fija) konvergiert gleichmdapig gegen fia} beinahe fiir Q (bez. j1) gilt.

Lemma 1.52. 1. Wenn (f;) beinahe gleichmdf$ig gegen f konvergiert, dann konver-
giert (f;) fast iberall gegen f.

2. Wenn p(2) < oo, so gilt auch umgekehrt, daff (f;) beinahe gleichmdfig gegen f

konvergiert, wenn (f;) fast iberall gegen f konvergiert.

Proof. Moge (f;) beinahe gleichméfig gegen f konvergieren. Wir wéhlen Teilmengen Ay €
R derart, daks (f;a,) gleichméfkig gegen f|4, konvergiert und p(Ag) < % Sei A := U Ag.
Dann konvergiert (f;4) punktweise gegen fia, und es gilt p(A°) = 0.

Sei jetzt p(€2) < oo und (f;) fast iiberall gegen f konvergent. Sei N eine Nullmenge so
dafs (fijne) gegen (fine) punktweise konvergiert. Wir setzen

Aj(k) = ﬂ}{d(fj,f) <271

Aufgabe 1.59. Zeige, daff A;(k) mefbar ist.

Die Folge (A;(k)); ist aufsteigend und es gilt N© C |J; A;(k). Fiir e > 0 wihlen wir j (k)
derart, da p(A;(k)°) < e27%7! fiir alle j > jo(k). Dann setzen wir A, = (), A;.x)(k). Es
gilt pu(A¢) < e. Sei nun k € N. Dann gilt fiir alle j > j.(k), dak sup,c,_d(f;(z), f(x)) <
27k 1, ]

Die Aussage 2. gilt nicht mehr, wenn man die Endlichkeit des Gesamtmafes nicht voraus-

setzt.
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Aufgabe 1.60. Wir betrachten den Mafraum (N, P(N), u), wobei u(A) = #(A). Sei
fi : N = R durch fi(z) = 75 gegeben. Zeige, daf8 (f;) fast iberall punktweise aber nicht
beinahe auf N gleichmdf$ig konvergiert.

Hier ist eine weiterer Konvergenzbegriff, welcher sich direkt aus der Konvergenz in

Integralnormen ablesen lafst.

Definition 1.53. Sei (f;) eine Folge von Abbildungen von § in einen metrischen Raum

(X, d). Dann konvergiert die Folge stochastisch (bez. 1) gegen f, falls fir alle e > 0 gilt :

Tim p({d(f, fn) > €}) =0 .
Aufgabe 1.61. Sei (f;) eine Folge in C.(R) und f € C.(R) derart, daf lim;_, || fi—fll, =
0. Zeige, dafl dann (f;) stochastisch gegen f konvergiert. Gilt auch die Umkehrung ?

Aufgabe 1.62. 1. Zeige durch ein Gegenbeispiel, dafS die stochastische Konvergenz

nicht notwendig die punktweise Konvergenz (fast tiberall) nach sich zieht.

2. Zeige durch ein Gegenbeispiel, daf$ die punktweise Konvergenz (fast tiberall) nicht

notwendig die stochastische Konvergenz nach sich zieht.

3. Zeige, dafs die gleichmajfige Konvergenz beinahe auf () die stochastische Konvergenz

nach sich zieht.

Aufgabe 1.63. Wir betrachten auf (R, R}, |.|) Abbildungen mit Werten im metrischen
Raum R (mit irgend einer geeigneten Metrik). Untersuche die folgenden Folgen auf Kon-
vergenz fast tberall, auf gleichmdafige Konvergenz beinahe auf €2 und auf stochastische

Konvergenz.

L fi = Xpiir
2. fl = X[j27k7(j+1)27k}7 U}Obei Z = 2k +j mZt] - [O, 2k), k: € N

3. fi(x) = xpy(z)a’

1.3.3 Grenzwertsatze fiir das Integral

Satz 1.54 (Lemma von Fatou, 1906). Sei (f;);en eine Folge mefbarer nichtnegativer
Funktionen auf Q). Es gilt

/lim inf f;dp < lim inf/ fidw .
Q J 7 Ja
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Proof. Wir setzen g; := inf;>; f;. Sei ¢ € € mit 0 < ¢ < liminf; f;. Wir miissen zei-
gen, dalt dann fQ ¢dp < liminf; fQ fidp gilt. Die Mefsbarkeit von f; und ¢ sichert die

Mefsbarkeit von g und aller unten gebildeten Mengen.

Wir betrachten zuerst den Fall, dafs fﬂ ¢dp = oo. Dann gibt es ein @ > 0 derart, dafs
fir A= {¢ > a} gilt u(A) = oco. Wir setzen Ay := {gx > a}. Die Folge (Aj) ist monoton
aufsteigend, da (g) monoton steigt. Weiter ist A C J,, Ax. Es gilt also limy, p(Ay) = oo.
Nun ist fir j >k [, fidp > [, gedp > ap(Ay). Damit gilt liminf; [ f;dp = oo,

Sei jetzt [, ¢dp < 00, 0 < € < 1 und P := {¢ > 0}. Dann gilt u(P) < co. Wir setzen
Py = {gx > (1 — €)¢}. Die Folge (Fy) ist aufsteigend und es gilt P C |J, P. Es gilt
limy (P \ Px) = 0. Sei ky derart, dafs pu(P \ Py) < € fiir alle & > k.

Dann gilt fir £ > k;
/ grdp > / Irdp
Q Py
> / (1= €)gdu
Py

= (1-¢ [ odu

Py,

— (-9 [/Pwu—/mm}

> (1= [ odu- [, o

/Pcbdﬂ—e/Pcbdu—esuw

v

Daraus folgt

liminf/fjd,uZIiminf/gjd,uZ/gbdu—e {/ ¢du+supgb} .
i Ja i Ja Q P

Das € beliebig klein sein darf, gilt liminf; [, f;dp > [, ¢dp. O

Aufgabe 1.64. Zeige, daf$ die Aussage des Lemmas von Fatou im allgemeinen falsch

wird, wenn man die Forderung, daf$ die f; mefbar seien, fallen lift,

Die Ungleichung im Lemma von Fatou kann nicht zu einer Gleichung verschérft werden.
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Aufgabe 1.65. Auf (R, Ry, |.|) betrachten wir die Folge (f;)

) Xy J=12)
fi= o
Xtz J=0(2)

Berechne und vergleiche fQ liminf; f;dp und liminf; fQ fidp.

Satz 1.55 (Lebesguescher Satz iiber monotone Konvergenz, 1902). Sei (f;) eine

monoton wachsende Folge mefSbarer nichtnegativer Funktionen auf Q2. Dann gilt

[t =i [ g

Q J 7 Ja

Proof. Nach dem Lemma von Fatou gilt

/ lim f;dp = / liminf f;dp < lim inf/ fidp .
Q 7 Q J 7 Ja
Wegen fi, < lim; f; gilt [, frdp < [, lim; fdp und damit
limsup/ frdp < / lim fdu .
E Ja Q J

Es folgt fQ lim; f;dp = lim; fQ fidp. O

Aufgabe 1.66. Zeige durch ein Gegenbeispiel, daf$ die Voraussetzung der Monotonie der

Folge im Satz iiber monotone Konvergenz nicht weggelassen werden kann.

Satz 1.56. Seien f,g € L(), R) nichtnegative Funktionen.

/Q(erg)du:/ﬂfdwr/ﬂgdu-

2. Wenn f < g fast iberall (bez. u), dann gilt

/Qfd,ué/ﬂgd#-

Proof. Zu 1.: Wir wiahlen monotone Folgen einfacher Funktionen (¢;) und (¢;) mit lim; ¢; =
f und lim; ¢p; = g. Dann ist (¢; 4+ ;) monoton und es gilt lim;(¢; + ¥;) = f + g. Mit dem

1. Es gilt
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Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz schliefsen wir, dafs

/Q(f+g)du = th/Q(ﬁbi+¢i)dﬂ

= lim/@uﬂim/%dﬂ
i Ja i Ja

= /Qfdwr/ﬂgdu

Zu 2.: Sei U :={f < g}. Dann gilt (2 \ U) = 0. Es gilt

/Qfdu _ /deu+/Q\den

Satz 1.57 (Levi, 1906). Sei (f;) eine Folge nichtnegativer Funktionen auf Q). Dann gilt
fQ Zj fidp = Ej fQ fidp.
Aufgabe 1.67. Zeige diesen Satz.

1.3.4 Integrierbare Funktionen

Sei (2, R, i) ein Mafraum.

Definition 1.58. Sei A € R und f € L(, R). Dann heifit f iber A integrierbar,
falls fA |fldu < oo gilt. Im Fall A = Q sagen wir einfach, daff f integrierbar sei. Mit

LY, R, 1) bezeichnen wir die Menge der integrierbaren Funktionen.

Fiir f: Q — Rsei fT = Ixgr=oy und f~ == — fx(r<o}-

Aufgabe 1.68. Sei f € L(Q, R). Zeige, daf f genau dann integrierbar ist, wenn [, fTdp <
oo und [, f~dp < oo gilt.

Aufgabe 1.69. Sei f € LY(Q, R, p) und A € R. Zeige, daf8 fia € L(A, Ria, pr,,) gilt.
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Aufgabe 1.70. Wir betrachten (R, Ry, |.|). Welche der folgenden Funktionen sind inte-

grierbar.

Lf(r) = s

2. f(2) = i sin(a).

3 f(x) = 2X o (@)

4 f(@) = gmxe Lo ().

Aufgabe 1.71. Wir betrachten den Haarschen Mafraum (Z,, R, ). Zeigen Sie, daf je-
de beschrinkte Funktion in L(Z,, R) integrierbar ist. Geben sie eine nichtintegrierbare

Funktion auf Z, an.

Definition 1.59. Sei A C Q. Wir definieren [, : L(Q, R, p) — R durch

/Afdﬂ :z/Af*du—/Afdu-

Wir verabreden fiir 7,y € R daR 2 +y := 2 +¢ ¥.

Satz 1.60. 1. Wenn f,g € LY, R, p) und r € R, so gilt auch rf + g € LY, R, ).

2. Sei A € R. Dann gilt fir f,g € L'(Q,R,p) und r € R, daf [,(rf + g)dp =
r [y fdu+ [, gdp.

8. Ist f € LY(Q, R, ) fast tiberall gleich Null oder A eine Nullmenge, so gilt [, fdu =
0.

4. Wenn A, B € R disjunkt sind und f € L*(Q, R, i) ist, so gilt

AUde“:/Afd“Jr/de”'

5. Gilt fir f,g € LY R, 1) daff f <, g, dann ist fir jedes A € R

AfdMSAgdﬂ-

6. Fir f e LY R, 1) und A € R gilt | [, fdu| < [, |fldu. Gleichheit gilt hier genau

dann, wenn f fast iberall nichtnegativ oder fast iiberall nichtpositiv ist.
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Proof. Zu 1.: Wenn f € LY(Q, R, ), so ist fiir r € R wegen [, |rf|dp = |r| [, |f|dp < oo
auchrf € LY(Q, R, p). Sind f, g € L1, R, n), so gilt [ f+g] < |f[+]gl, also [, [f+gldu <
Jo [fldp+ [, lgldp < oo. Folglich ist f + g € LY(Q, R, ).

Zu 2.: Es gilt fiir r > 0, dafs

[t~ [epyan—[epyan=r [ srau=r [ 5au=r [ an.

Der Fall 7 < 0 geht analog. Seien f,g € L}(, R, ). Sei N := {|f] = oo} U {|g| = oo}.
Dann ist N eine Nullmenge. Auf Q\ N gilt

(frg) +f +g =(+g9 +f +g".
Daraus schliefien wir

/A(f"'_g)er,U‘i‘/Afdﬂ+[49dﬂz/4(f+g)dﬂ+/4f+dﬂ+/4g+dﬂ.
Es folgt

Juraran [ 7+ du- ( [t | fdu) ; ( [t~ [ gdﬂ) |
Aufgabe 1.72. Zeige 3. und 4.

Zu 5.: Sei N := {f < g}. Dann ist N eine Nullmenge. Auf Q — N gilt dann f+ < ¢
und ¢~ < f~. Wir schliefsen, dafs

/ fdp =/ f*dﬂ—/ fdp S/ g+dﬂ—/ g du =/ gdp .
A\NNA A\NNA A\NNA A\NNA A\NNA A\NNA

Da die Integrale iiber A N N verschwinden, folgt die Behauptung.

Aufgabe 1.73. Zeige 6. O

Aufgabe 1.74. Warum ist (trotz der Aussage 1.) LY(, R, i) kein Vektorraum?

Aufgabe 1.75. Zewge :

1. Sind f,g € LY R, ) und gilt f =, g, so gilt [, fdu= [, gdp.

2. Sei f e LY, R, ) und h € L(Q,R). Wenn f =, h, soisth € LY(Q, R, p).
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3. Sei f € LYUR,p), f >0 und h € LI, R). Zeige, daf aus |h| <, [ folgt :
helY(Q R, pu).

4. Sei (f;) eine Folge in L(S, R). Zeige, daff {x € Q| lim, f(x) existiert nicht} eine
mefsbare Menge ist.

5. Sei (f;) eine Folge in L(Q, R), f: Q@ — R und gelte fi —,, f. Ist (, R, p) vollstindig,

so ist f mefbar.

Satz 1.61 (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (f;) eine Folge
in LQ,R), [:Q =R, g€ LY, R, ), und gelte | f;| <, g und fi =, f. Ist (Q, R, )
vollstindig oder gilt f € L(2, R), so ist

i [ g [ g

1. fe LY R, 1) und

2. lim; [|f — fildu = 0.

Proof. Zu 1.: Wir zeigen zuerst, daft wir ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit annehmen
konnen, dafs |f;] < g und f; — f gilt. Sei A; = {|fi] > g} und A := {f; 4~ f}. Dann
ist N :== AUJ; A; eine Nullmenge. Wir setzen f= fxao\w und fi = fixa\w. Diese
erfiillen die stdrkeren Voraussetzungen. Die Behauptung fiir f , ( fz) impliziert sofort die
Behauptung fir f, (f;).

Wir nehmen jetzt |f;| < g und f; — f an. Es folgt f; € £Y(Q, R, 1) und die Mefbarkeit
von f. Weiterhin gilt |f| < g, womit f € £}(Q, R, u) gilt. Wir schlieRen mit dem Lemma

/diw/ﬂfdu = /Q(ngf)du

= /liminf(g+ fi)dp
Q

(2

von Fatou, daft

< liminf / (g+ f3)dp
v Q

= /gd/,t—l—liminf/fidu.
Q ! Q
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Weiterhin

/diﬂ—/gfdu = /Q(g—f)du

= /liminf(g — fi)du
Q

7

< liminf/(g—fz-)du
Q

2

= /gdu—limsup/fidu.
Q ¢ Q

Aus diesen beiden Ungleichunge folgt wegen [, gdu € R, dak

iimsup [ fu < [ fdp <timint [ fidy
v Q Q ¢ Q

i [ gan= [ san.

Zu 2. Esgilt |f — fi| € LY, R, p), |f — fil =, 0und |f — fi] <, g. Nach 1. gilt

lim/|f—fjldu:/0dﬂz0-
tJa Q

also

Aufgabe 1.76. Zeige, daf$ folgender Satz im allgemeinen falsch ist : Sei (f;) eine Folge
in LY(Q, R, ) mit fi —, f und f € LY, R, ). Dann gilt

lim /Q fdp = /Q Fdu .

Aufgabe 1.77. Sei f € LY, R, ). Zeige, dafs

lim  sup / fdpu=0".
€20 AcRpu(A)<eJ A

1.3.5 Differenzieren unter dem Integral

Sei (Q, R, 1) ein Makraum. Wir betrachten eine Funktion f: U x Q@ — R, wobei U C R

eine zusammenhéngende offene Umgebung von 0 ist. Wir nehmen an, dafs fiir jedes u € U
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die Funktion , f : Q@ = R, ., f(z) = f(u, x) integrierbar ist. Dann kénnen wir die Funktion
F:U — R durch

F(u) := / of dp
Q
definieren. Fiir z € Q sei f, : U — R durch f,(u) := f(u,x) gegeben.

Satz 1.62. Wenn f, fir fast alle x € Q differenzierbar ist, so ist die Funktion . f', welche
durch
fi(u) f, differenzierbar
uf/(x) = {
0 sonst
gegeben ist, mefbar. Wenn es ein g € LY(, R, i) gibt mit sup,, |.f'| < g, dann ist F in

u = 0 differenzierbar, o f' integrierbar und es gilt
FO) = [ ofdn.
Q

Proof. Sei N := {f, ist nicht differenzierbar}. Nach Voraussetzung ist NV eine Nullmenge.
Auf Q\ N gilt
W =1im o f —uf) .

n—oo

Damit ist ., f’ als punktweiser Limes mefsbarer Funktionen auf © \ NV selbst mefsbar.

Sei (h;) eine Nullfolge. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir 2 € Q\ N dak |, f(z) —of (z)] <
g(x)|h;|]. Damit gilt fiir alle i € N dafs \h%(hf —of)|] <, g. Wir wenden nun den Satz {iber

majorisierte Konvergenz an.

= /Qof/d,u

Aufgabe 1.78. Zeige durch ein Gegenbeispiel, dafs es im zweiten Teil des obigen Satzes
nicht ausreicht, nur of' € LY(Q, R, 1) zu fordern.

Aufgabe 1.79. Berechene fiir s € (0,1) und p € R[z| die Funktionen F,(s) =) p(n)s"
und Gp(s) := [ p(x)s®dx explizit in Termen von Fy(s) =777 oder G4(s) =777.
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1.4 LP-Raume
1.4.1 Definitionen

Wir betrachten einen Makraum (€2, R, 11). Ziel dieses Abschnittes ist es, Banachrdume von

zur Potenz p integrierbaren Funktionen auf 2 zu definieren.

Definition 1.63. 1. Fiir p € (0,00) setzen wir
Lo R, p) = A{f € L R) | |fI" € LY R, )}
Fir f € LP(Q, R, 1) setzen wir
11 = 1P
2. Fir f € L(Q, R) definieren wir das wesentliche Supremum
esssupf :=sup{r e R| f <, r} .
Weiter setzen wir
LZ(Q R, p) :=A{f € L, R) | esssup|f| < oo} .

Aufgabe 1.80. 1. Zeige: Wennp € (0,00) und f € LP(Q, R, i), dann ist f~'({—00, 00})

eine Nullmenge.

2. Zeige : Wenn f € L2(Q, R, 1), dann ist {|f| > esssup|f|} eine Nullmenge.

Aufgabe 1.81. 1. Zeige : Wenn pu(Q2) < 0o, so gilt fir 0 < ¢ < p < oo, dafs

L2 R, ) C LYQ, R, ) -

2. Zeige weiter, daf$ die Voraussetzung pu(§2) < oo i.a. nicht weggelassen werden kann.

Aufgabe 1.82. Sei Q) :=R, R die von allen endlichen Mengen erzeugte o-Algebra und p
eine Erweiterung von u(A) := A fir jede endliche Menge. Zeige, daff aus f € LP(Q, R, 1)
folgt, dafs f an hochstens abzihlbar vielen Stellen nicht verschwindet.

Aufgabe 1.83. Zeige, daff die Relation f =, g auf L(C2, R) eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 1.64. Fir p € (0, 00] setzen wir

LP(Q, R, p) == LP(QL R, )/« =, “ .
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Wir werden jetzt schrittweise erst eine Vektorraumstruktur auf diesem Raum einfiihren,
dann einsehen, daf ||.||, eine Norm induziert und schliefslich die Vollstdndigkeit in dieser

Norm zeigen.
Aufgabe 1.84. Sei u =9, das Diracmaf in x € Q2. Bestimme LP(Q), R, ).

Lemma 1.65. Jede Klasse [f] € LP(Q, R, 1) enthilt einen endlichen Vertreter f.

Proof. Sei p < oco. Dann setzen wir f(x) = [Xf-1({=o0,00}¢). Dann ist f endlich, f =, f,
und es gilt [, |f|Pdu = [, |f|Pdu < oo. Also f € [f].

Sei nun p = co. Wir setzen f = IX{f|>esssup|fye- Dann ist f endlich, f =, f,und es
gilt ess sup| f| = esssup|f| < co. Also f € [f]. O

Aufgabe 1.85. Zeige : Die Begriffe “endlich” und “beschrinkt” sind fir mefbare Funk-

tionen auf (2, R) genau dann dquivalent, wenn R endlich ist.

Wir erkldren nun die Vektorraumstruktur auf LP(Q2, R, ).

Definition 1.66. Seien [f], [g] € LP(2, R, ), wobei f,g € LP(Q), R, i) endlich sind. Dann

definieren wir firr € R
[f1+rlgl = [f +rgl .

Lemma 1.67. Diese Operationen sind wohldefiniert und bilden eine Vektorraumstruktur
auf L(Q, R, 1),

Proof. Sei p € (0,00). Dann gilt |f +rg|? < (|f] + [r[|lg])? < QIf]V [r[lg])P < 2P(]f|P +
|7|P|g|P). Damit gilt f +rg € LP(Q, R, ).

Ist p = o0, so gilt esssup|f +rg| < esssup(|f|+ |r|lg]) < esssup|f|+ |r|esssup|g|. Also
ist auch in diesem Fall f +rg € LP(Q), R, ).

Seien f € [f] und § € [g] andere endliche Vertreter. Dann gilt f(z)+rg(z) = f(x)+rj(z)
auf dem Komplement der Nullmenge {f # f} U {g # §}. Also [f + rg] = [f + rg].

Aufgabe 1.86. Zeige, daff LP(Q, R, ) ein Vektorraum ist. O
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Wir studieren nun die Norm. Die folgenden Eigenschaften sind einfach zu zeigen.
Aufgabe 1.87. 1. Zeige, daf ||.||, : LP(Q, R, 1) — [0,00) durch ||[f]ll, := || f|l, wohi-
definiert ist.

2. Zeige, da |[r[f)ll, = |rllILA)l, fir alle v € R gilt.

3. Zeige, daf$ ||[f]|l, =0 genau dann gilt, wenn [f] = 0.

Lemma 1.68. (L*(2, R, ), ||.||) ist ein normierter Vektorraum.

Proof.

Aufgabe 1.88. Zeige die Dreiecksungleichung fir ||.|| - O

Satz 1.69 (Holderungleichung). Seien q,p € [1,00] mit % +% = 1. Sei weiter [f] €
LP(Q, R, 1), [g] € LY(Q, R, 1), wobei f, g endliche Vertreter sind. Dann ist [fg] eine wohl-
definierte Klasse in L*(2, R, ), und es gilt

1791l < LA Mgl -

Proof. Sei p =1und ¢ = oo. Dann gilt | fg| <, esssup|g||f|. Folglich ist fg € L}(Q, R, p),
und es gilt

gl < lgllsoll £l -

Sei jetzt p € (1,00). Wenn f =, 0 oder g =, 0, dann ist fg =, 0, und es gilt fg €
LY R, ), (I fglli = 0 < || fllpllgllq- Sei also f #, 0 und g #, 0.
Aufgabe 1.89. Zeige, daf fiir alle a,b € (0,00) gilt

a?
ab< — + — .
p q

Es gilt
fllol _11AP 1 lglt
1fllllglle = 2 IfIB g llglla

Wir schlieen, daf fg € £}(€, R, 1) und nach Integration und Multiplikation mit || f||,||¢]|,

L Npllgllq LI lpllglly
Ifgll < = A5+ =
po B a gl

11
lglla < £ lpllgllaC; + ) = 1 /llpllglls -
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Sind f € [f] und § € [g] andere Vertreter, so gilt f§ = =, [fg und somit 3] = [f9).
Damit ist die Klasse [fg] wohldefiniert. O

Aufgabe 1.90. 1. Fir welche p € [1,00) und a € R liegen

() f(z) = 2"X[1,00) (7)
(b) g(x) = 2"x(0,(x)
in LP(R, Ry, |.]).
2. Sei % + % # 1. Zeige, dafi man dann im allgemeinen aus f € LP(Q, R,p) und
g € LY, R, 1), wobei f,qg endlich sind, nicht fg € LY(, R, u) schlieflen kann.

Satz 1.70. Firp € [1,00) ist (LP(2, R, w), ||.|lp) ein normierter Vektorraum.

Proof. Wir miissen die Dreiecksungleichung zeigen. Der Fall p = 1 ist klar. Sei jetzt
p € (1,00) und ¢ € (1, 00) derart, dak % + % =1 gilt.

Seien [f], [g] € LP(S2, R, pu) mit endlichen Vertretern f, g. Es gilt (beachte, dak 25 = ¢
ist) (|[f+gP™h9 = |f +g|P € LY, R, p). Wie schlieRen, daR |f + g[P~! € LY, R, p).
Nach der Hélderungleichung gilt (|f] + |g))|f + 9|~ € £Y(, R, 1) und

If+glk = /Qlf+g||f+g|”1dﬂ

< [0r1+1abls+ o

— AL + gl + gl + g~

< A IIE + o171y + lgllLf + g,
= (Il + Nglo) 1 f + g3~

Daraus schliefsen wir || f + gll, < || fll, + [|g]lp- O

Aufgabe 1.91. Zeige, dafs die Dreiecksungleichung fiir ||.||, mit p € (0,1) im allgemeinen
nicht gilt.

Aufgabe 1.92. Sei ([fi]) eine 0-Folge in LP(), R, ). Zeige dafy dann f; — O stochastisch
(bez. 1) gilt.
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1.4.2 Vollstindigkeit

Sei (Q, R, ) ein Mafraum.

Folgendes Kriterium ist zum Nachweis der Vollstandigkeit eines normierten Vektorrau-

mes (V, ]|.]|) niitzlich.

Lemma 1.71. (V|.||) ist genau dann vollstindig, wenn jede absolut konvergente Reihe

in 'V konvergiert.

Proof. Sei (v;) eine Folge in V. Die Reihe ), v; konvergiert definitionsgeméf absolut, falls
> llvill < oo gilt.

Wenn (V,||.]|) vollstandig ist, so konvergiert jede absolut konvergente Reihe in V. Wir

zeigen die andere Richtung.

Sei (f;) eine Cauchyfolge in V. Wir wihlen fiir jedes € > 0 N(e) derart, dafs fir alle
n,m > N(e) gilt || f, — fm|l < €. Wir setzen nun vy := fy(/2) und weiter induktiv

Vi 1= fN(infl) - fN(Q*i) .
Dann gilt ||v;|| < 27 Die Reihe ), v; ist absolut konvergent. Sei f := . v; der Genzwert
dieser Reihe, welcher nach Vorraussetzung existiert. Sei € > 0 gegeben. Dann wéhlen wir
j € Nso daf 277%! < e. Es gilt dann || 37, vi — fI| <277 < e, also || fye-5-1) — fI| < €
Fir alle m > N(277) gilt dann ||f,, — f|| < e. Wir haben also gezeigt, daf lim f; = f. O

Satz 1.72 (Fischer, Riesz 1907). Fir p € [1,00] ist LP(Q, R, 1) ein Banachraum.

Proof. Sei ([fi]) eine Folge in LP(Q, R, ) derart daf ) .[f;] absolut konvergiert. Sei F, :=
Zz‘gk | fie|. Dann existiert F' := limy, Fy, € £(, R). Es gilt || Fy||, < Zigk Wl < Do Ml =
M.

Sei vorerst p = oo : Fiir jedes k ist {F}, > M} eine Nullmenge. Es gilt {F > M} C
Up{Fr > M} und damit F' € £2°(Q, R, ). Wir definieren f(z) := ), fi(x) fir x € {F >
M} und f(x) := 0 sonst. Dann ist f € £®(Q, R, u) und || f|lco < M.

Sei jetzt p € [1,00). Es gilt nach dem Satz tiber monotone Konvergenz, daf
/de,u:lim/ FPdu < MP .
Q k- Ja
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Damit ist A := F~!({oo}) eine Nullmenge. Fiir € Q\ A definieren wir f(z) := >, fi(z),
und wir setzen f(x) := 0 fir x € A. Dann ist f als punktweiser Grenzwert mefkbarer
Funktionen mefbar. Wir schliefen weiter |f|? < FP und damit f € £P(Q, R, ) und
1Fllp < M.

Wir zeigen nun, dah [f] = > ,[fi] gilt. Sei € > 0 gegeben. Wir wihlen L € N derart, daf
Yisr I filly <€

Sei p € [1,00). Dann gilt fiir alle m > L nach dem Lemma von Fatou :

- S0 = [ 17 =i

i<m i<m

= /Q | Zfz‘\pd/i

i>m

- / liminf| > fi[Pdu
[¢) n

i=m-+1

lim inf / | Y fildu
n Q .

i=m-+1

IA

= liminf | > £l

i=m+1

< lminf( Y £l
i=m-+1
< .

Fiir p = oo gilt fiir alle m > L und x € {F < M}, daf

[f(@) =Y file)l = lim|) fil2)]

i<m i>m
< hylan\fz(fUﬂ
i>m
< Z\fz(xﬂ
i>L
Dann gilt fiir = im Komplement der Nullmenge {F > M} U U Afi > |fill~}, daf
|f(z) — Zz‘gm fiz)| <e Also [|f — Zigm fillo <€ o

O
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1.4.3 Weitere Eigenschaften

Aufgabe 1.93. Zeige, daf$ das Bild von €N LP(Q, R, u) — LP(Q, R, 1), ¢ — [¢], dicht

1st.

Aufgabe 1.94. Seip € (1,0).

1. Zeige, daf8 C.(R) in LP(R, Ry,|.|) dicht liegt. (Zeige dazu : R < X3 |a < b >
ist dicht in LP(R, Ry, |.|). Approzimiere dann X[ durch stetige Funktionen mit
kompakten Trager.)

2. Zeige, dafi C°(R) in LP(R, Ry, |.|) dicht liegt.
3. Ist Cc.(R) dicht in L™®(R, Ry, |.|).

4. Dehne obige Aussagen von R auf R™ aus.

Zur Erinnerung :

Definition 1.73. Ein metrischer Raum heif$t separabel, wenn er eine abzdihlbare dichte

Teilmenge besitzt.

Definition 1.74. Sei (Q, R, p) ein Mafraum, ji: P(Q2) — [0, 0] die dufere Erweiterung
von p und S C P(Q). Der Raum (2, R, p) heifst von innen S-reguldr, falls fir jedes A € R
gilt

inf p(A\B)=0.

BeS,BCA

Aufgabe 1.95. 1. Zeige, daff (R, Ry, |.|) von innen D-reguldr ist.

2. Zeige, daff der Haarsche Mafsraum (Z,, R, 1) von innen S reguldr ist, wobei S die
durch die Urbilder p,'({z}), x € Z/p"Z, r €N, p, : Z, — Z/p"Z erzeugte Algebra

15t.
3. Zeige, daff der Bernoullische Schiftraum iiber A mit Verteilung p : A — [0, 1]
(Q, R, pu) beziiglich der Algebra der Zylindermengen von innen requldr ist.

Aufgabe 1.96. Sei (0, R, ) von innen S requldr und S abzdhlbar. Zeige, daf$ dann fiir
p € [1,00) der Raum LP(Q, R, 1) separabel ist.

Aufgabe 1.97. Seip € [1,0).
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1. Zeige, daf8 LP(R, Ry, |Al) separabel ist.
2. Zeige, daf$ LP(Z,, R, 1) separabel ist.
3. Zeige, daf8 fir den Bernoullischen Schiftraum LP(Q, R, 1) separabel ist.

Aufgabe 1.98. Unter welchen Umstinden ist L™ (2, R, ) separabel.

Sei (Q, R, 1) eine Erweiterung des Mafraumes (€2, R, 11). Dann haben wir eine natiirliche
Einbettung
L R)— LIO,R) .

Wir nehmen an, daf (2, R, i) von innen R-regulir ist.

Aufgabe 1.99. 1. Zeige, daf fiir jede nichtnegative einfache Funktion ¢ € E£(, R)
und jedes ¢ > 0 eine nichtnegative einfache Funktion ¢ € E(Q, R) existiert mit

¢ < ¢ und
/Qasdn—es/ﬂédusfgasdu

2. Zeige, daj$ fiir jede nichtnegative Funktion f € L(S, R) gilt

/Qfduzfﬂfdﬂ.

3. Mégen [f] und [f] die Aquivalenzklassen beziiglich =, und =, bezeichnen. Sei p €
[1,00]. Zeige, daf8 [f] — [f] eine lineare Abbildung I : LP(Q, R, u) — LP(Q, R, 1)
definiert.

4. Zeige, daf$ I injektiv und isometrisch ist.

5. Zeige, daf I auch surjektiv ist. (Hinweis : Sei [f] € LP(Q, R, i) gegeben. Approwi-
miere f in der ||.||,-Norm durch eine Folge einfacher Funktionen in E(Q, R). Ap-
proximiere dann jede dieser einfachen Funktionen in der ||.||,-Norm durch einfache

Funktionen aus £(Q), R). Bilde eine geeignete Diagonalfolge, deren Grenzwert einen
Vertreter € [f] mit f € LP(Q, R, p) liefert.)

6. Zeige, dafs die Aussagen 2. bis 5. dieser Aufgabe richtig bleiben, wenn man statt der
inneren R-Regularitit annimmt, daff (Q, R, i) die Vervollstindigung von (Q, R, )

ist. Wie muf$ 1. modifiziert werden ?

Aufgabe 1.100. Zeige, daf fir jedes p € [1,00] die Banachrdume LP(R™, R|,|.|) und
LP(R™, B, |.|) natirlich isomorph sind.
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Seien p,q € (1,00) mit %+%:10derp:1undq:oooderp:ooundq:l. Wir
definieren eine Abbildung

I:LYQ R, p) — LP(Q, R, p)f

durch
Io)(f):= [ af do

Q
(hierbei ist V' der duale Raum zu V). Die Holderungleichung zeigt, daf [I(g)(f)] <

llgllgll I, gilt. Damit ist I(g) tatséchlich eine stetiges Funktional auf LP(Q, R, pt). Weiter
sehen wir, daf ||I|| < 1. In der Tat gilt nun folgendes:

Satz 1.75 (ohne Beweis). 1. Wenn p € (1,00), dann ist I ein isometrischer Iso-

morphismus.
2. Wenn p =1 und (2, R, u) o-endlich ist, so ist I eine isometrischer Isomorphismus.

3. Wenn p = oo, dann ist I eine isometrische Einbettung.

1.5 Produkt von Mafsraumen, Satz von Fubini
1.5.1 Produkt von Mafirdumen

Sei ((€, R;)) eine Familie mefsbarer Rdume und (7;) eine Familie von Abbildungen 7; :

Definition 1.76. Die von (T;) erzeugte o-Algebra ist die kleinste o-Algebra R auf €
derart, dafS T; fiir alle i meffbar (bez. (R, R;)) ist.

Aufgabe 1.101. Zeige : Die von (T;) erzeugte o-Algebra ist die von |J, T, '(R;) C P(Q)

erzeugte o-Algebra.

Sei Q :=[[, Q; und p; : Q@ — Q; die Projektionen.

Definition 1.77. Das Produkt der Familie meffbarer Riume ((€;, R;)) ist der mef$bare
Raum (£, R), wobei R die von (p;) erzeugte o-Algebra ist.

Aufgabe 1.102. Sei (2, R) der meflbare Raum, welcher dem Bernoullischen Schiftraum
tber der endlichen Menge A zugrunde liegt. Zeige, dafS dieser mef$bare Raum das Produkt
der Familie (A;, R;) mit A; = A und R; = P(A) ist.
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Aufgabe 1.103. Zeige, dafi (R™,B) das Produkt von n Kopien des mefbaren Raumes
(R, B) ist.

Wir betrachten nun zwei Mafkrdume (€;, R;, p;), i@ = 0,1. Sei (2, R) := (Qo, Rp) X
(1, Ry) das Produkt der unterliegenden mefibaren Riume. Es stellt sich die Frage, ob
und wieviele Mafe p auf (€, R) existieren mit pu(Ag x A1) = po(Ao)p1 (A1) fir A; € R;.
Beachte, dafs hier R von Produkten der Form Ay x A; erzeugt wird.

Satz 1.78. Solche Mafle existieren.

Proof. Sei Fy der von den charakteristischen Funktionen x 4,x4, aufgespannte Unterraum
von L(Q, R). Fiir jedes wy € Qp ist 1 3 wy — Xagxa, (Wo,w1) = Xa,(Wo)Xa, (w1) mekbar.
Weiter ist fiir B € R; die Funktion

Qo > wy — / X Agx Ar (Wo, w1)dptg (wr) € R
B
durch wy — x4, (wo)u1 (B N Ay) gegeben und deshalb auch mefbar. Wir betrachten nun
den Raum F; C L£(Q2, R) der beschrénkten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:
1. fiir jedes wp € Q ist die Funktion ; > wy — f(wg,wy) in LYy, Ry, 1)
2. fiir jedes B € R, ist die Funktion

Qo S Wo > / f(wo,wl)dul(wl)
B

melbar

Offensichtlich ist F; ein Vektorraum. Wir setzen
Fo={fe€L(Q,R)| fge Fi Vge Fund sup|f| < oo} .
Dann ist F; ein Ring. Man priift weiter leicht nach, dak Fy C F; gilt.

Wir setzen jetzt U := {A € P(Q) | xa € Fa}. Diese Teilmenge ist eine Algebra, da F
ein Ring ist. Wir definieren p : U — [0, 00| durch

ue = [ ([ | Xl ) () ) dien)

Wir zeigen nun, dafs U eine o-Algebra und pu ein o-additives Mafs ist. Die Additivitét von
u folgt aus der Additivitat des Integrals.
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Wir betrachten die o-Additivitét. Sei (Ay) eine aufsteigende Folge in U und A := |J,, Ay
Sei g € F;. Dann ist fiir jedes wy € 2y die Funktion

wy — Xa(wo, wr)g(wo,wr) = h}f X4, (wo, w1)g(wo, wr)

als Grenzwert einer Folge mefbarer Funktionen mefkbar. Weiter ist |(xag)(wo,w1)| <
|g(wo, w1 )| und damit die Funktion €2; 5 w; — (xag)(wo, wr) fur jedes wy € € integrierbar.
Fiir jedes B € R; ist die Funktion

Qo 2 wo — / h}f XAy, (Wo, wi) g(wo, wi)dpn (wr) = li;n/ XAy, (wo, wi)g(wo, wi)dpu (w1)
B B

mefsbar (hier haben wir den Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz mit

Majorante |g| angewendet). Wir schliefen, daf x4 € F> und A € U.

Wir sehen, daf U abgeschlossen unter der Bildung von abzéhlbaren Vereinigungen und

folglich eine o-Algebra ist.

Weiterhin gilt nach mehrfacher Anwendung des Satzes iiber monotone Konvergenz :

) = (e ondinon ) dnten

= /QO lim (/Ql XAy (wo,wl)dﬂl(wl)) dpio(wo)
= lim o (/Ql XAk(w07w1>d,u1(w1)) dpio(wo)

k

= limp(Ay) .
Dies zeigt die o-Additivitat von pu.

Es folgt nun direkt aus der Definition, daf pu(Ag x A1) = po(Ao)u(Ay). Wegen R C U

haben wir damit den Beweis der Existenz von Mafen mit dieser Eigenschaft erbracht. O

Um die Eindeutigkeit zu erzwingen, machen wir eine zuséatzlich Voraussetzung.

Satz 1.79. Wenn (2, R;, p;) o-endlich sind, dann gibt es genau ein Mafs auf (2, R) mit
(Ao X A1) = po(Ao)p(Ar).

Proof. Die Mengen der Form Ay x A; erzeugen eine Algebra R°. Das PramaR auf RO ist
durch p(Ag x A1) = po(Ao) (A7) und Additivitét eindeutig bestimmt. Der Pramafsraum
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(Q, R°, fro) ist o-endlich und o-additiv. Damit besitzt ;1 eine eindeutige Ausdehnung auf
R. O

Aufgabe 1.104. Zeige, daf$ (R", Rja|,|Al]) die Vervollstindigung des Produktes von n
Kopien von (R, Ry, |.|) ist.

Seien A;, i = 0,1 endliche Mengen und p; : A; — [0,1] so dak > ., pi(a) = 1. Seien
(Q, Ry, p;) die dazugehorigen Bernoullischen Schiftréume.

Aufgabe 1.105. Zeige, dafs (o, Ro, o) X (21, Ry, p11) wieder ein Bernoullischer Schift-

raum ist. Welches sind die unterliegenden endlichen Mengen und Verteilungen.

Wir ziehen nun eine Folgerung aus dem Beweis des Existenzsatzes. Sei U die o-Algebra,

welche im Beweis konstruiert wurde.

Folgerung 1.80. Wenn f € L(,U), dann ist fir jedes wy € Qg die Funktion 1 3 wy —

f(wo,wq) mefibar.

Proof. Nach Konstruktion gilt diese Eigenschaft fiir die einfachen Funktionen auf (2, U).
Fiir allgemeine f folgt die Aussage durch Darstellung von f als punktweiser Grenzwert

einer Folge einfacher Funktionen. O

1.5.2 Iterierte Integrale

In diesem Abschnitt nehmen wir an, daf (€2, R, u) das Produkt zweier o-endlicher Maf-
raume (€, R, p;), 1 = 0,1 ist.

Lemma 1.81. Sei f € L(2, R) nichtnegativ. Dann ist
Qo D wo f(wo,wl)dul(wl)
1971

mefsbar und es gilt

[ra= [ ( i o)) ) dafen)
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Proof. Es gibt eine Folge (¢;) einfacher nichtnegativer Funktionen welche monoton wéchst
und punktweise gegen f konvergiert. Es gilt nach dem Satz {iber monotone Konvergenz
fwo, wi)dpr(wr) =lim [ ¢;(wo, wi)dp(wi) -
Ql v Q1

Da die Funktionen

0 > wo — ¢i(wo, wi)dpa (wr)
951

mefbar sind, ist es auch

QO D Wo f(wo,wl)dul(wl) .
1951

Die Formel

/Q<Z5dﬂ = /QO ( o ¢(w0,w1)dl~t(wl)) dpio(wo)

gilt fiir charakteristische Funktionen ¢ = x4, A € R, und damit fiir alle einfachen Funk-

tionen ¢. Weiter gilt wieder mit dem Satz iiber monotone Konvergenz, dafs

/Q fdp = lim /Q dudy

/QO lim ( o Gbi(wo,wl)d,ul(wl)) dyio(wo)

(2

- [ ( i )i 1)) )

Satz 1.82 (Satz von Fubini). Sei f € L(2, R). Die Funktionen

Qo D wy > fi(wo, wl)dul(wl)
951

sind genau dann in L£Y(Q, Ro, po), wenn f € LYQ, R, u). Es gilt in diesem Fall

/Qfdﬂ = /QO ( o f(woawl)d/i(wl)) dpio(wo) -

Proof. Wir nehmen zunichst an, daR f € £1(Q, R, p). Wir wenden das obige Lemma auf
f* an und sehen, dafl

Qo 2wy — fi(wo7w1)dﬂl(w1)
951
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in £1(Qq, Ro, pto) sind. Insbesondere ist damit fiir fast alle wy € Qg die Funktion Q; >
w1 +— f(wp,wq) integrierbar. Dies begriindet die Richtigkeit der folgenden Rechnung.

/Qfdu = /Qf+du—/ﬂf‘du
_ /Q ( A f+(wo,wl>dm<w1>) dpiolwo)
(L nndintn) ) duen
-/ (f (o) - I (e (n) ) o)
= [ (] senndmon ) duofen
Seien nun die Funktionen

Qo S Wo > fi(wo, wl)dul(wl)
Q1

in £(Qq, Ry, tto). Dann gilt nach dem Lemma

/ind,u = /QO < o fi(woawl)dul(w1)> dpo(wo) < 00,

also f € LY(Q, R, p). O

Wir halten als Folgerung fest.

Folgerung 1.83. Wenn f € LY(Q, R, i1), dann gilt

/Qfd,u = /QO ( o f(wo,wl)d,ul(wl)) dpio(wo) = /91 ( Qof(wo,wl)dﬁo(wo)) dpir(wr)

Aufgabe 1.106. Berechne (unter Verwendung des Satzes von Fubini und Induktion nach
n) die Mafle |D"| fir die Einheitskugeln D™ = {||z|| <1} C R"
Aufgabe 1.107. Fir welche o € R st

1

T
Lt [|f[
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Aufgabe 1.108. Fir f € L'(R? Ry}, |.|) mdchten wir gerne die Identitit

/RQ fd|.|:/R(/Rf(:E,y)d|y|) d|z|

haben. Kann man den Satz von Fubini hier direkt anwenden (Die Antwort ist : “nein”,

aber warum ?). Finde einen Ausweg, dieser Gleichung dennoch Giiltigkeit zu verschaffen.

1.5.3 Mehrfache und abzahlbare Produkte

Wir haben das Produkt zweier o-endlicher Mafiraume konstruiert. Die Konstruktion er-

weitert sich leicht auf endlich viele Faktoren.

Aufgabe 1.109. Sei ((, R;, 1;)) eine endliche Familie von Mafiraumen und (€, R)
dafs Produkt der unterliegenden meflbaren Rdume. Man kann nun ein Produktmafl u auf
(Q, R, i) konstruieren, indem man die Produktmafi-Konstruktion fir zwei MafSrdume ite-

riert. Zeige, dafl das Ergebnis nicht von der Reihenfolge abhdingt.

Sei nun ((€2;, R;, i1;))ier eine abzéhlbare Familie von Mafrdumen mit p;(£2;) = 1 und

(Q, R) dafs Produkt der unterliegenden mefbaren Réume.

Satz 1.84. Es gibt genau ein Maf$ v auf (Q, R) mit der Eigenschaft, daf fiir jede endliche
Familie (Ag)ses, S C I, As € Ry, gilt

el seS

wobei wir A; == Q; fir allei € I\ S gesetzt haben.

Proof. Fiir jede endliche Teilmenge S C I sei R® C R die o-Algebra, welche von den
Projektionen pg : €2 — €, s € S, erzeugt wird. Weiter sei

Ry:= |J R%.

SCI,tS<oco

Aufgabe 1.110. 1. Zeige, daf8 R° eine Algebra ist.
2. Zeige, dafi R°(R") = R gilt.
Wir konstruieren p zuerst als ein Pramaf auf R° und zeigen, daf dieses eindeutig be-

stimmt ist. Wir zeigen dann, dafs p o-additiv ist. Daraus folgt die eindeutige Ausdehnung

zu einem Mal auf R.
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Fiir eine endliche Teilmenge S C I sei (Qg, Rg, pus) das Produkt von (€, Ry, fts)ses- Sei
Ts : 2 — Qg die Projektion. T ist mefbar.

Seien p und g/ zwei verschiedene solche Pramafe auf R°. Dann existiert U € R® mit
w(U) # (/' (U). Sei S C I endlich derart, daf U € R®. Nun sind Ts,.p und Ts,pu' zwei
Préamafe auf (Qg, Rg).

Aufgabe 1.111. Verifiziere, daf$ Ts.pu = Tsupt' = pg gilt.

Nun ist U = T '(U) fiir U € Rg. Damit gilt aber u(U) = pus(U) = p/(U). Widerspruch.
Folglich ist das Pramafl 1 eindeutig bestimmt.

Jetzt zeigen wir die Existenz. Sei S C I endlich. Wenn A € R® so ist es von der Form

T4'(A) fiir ein eindeutiges A € Rg. Wir setzen
KS(4) = ps(A)
Aufgabe 1.112. 1. Zeige, daf} p°(A) nicht von der Wahl von S mit A € R® abhdngt.

2. Zeige, daf 11° additiv ist.

Aus diesen beiden Fakten folgt die Existenz von p. In der Tat setzen wir u(A) := p¥(A),
wobei S C I geeignet mit A € R gewihlt wird.

Wir zeigen nun die o-Additivitdt von p. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dak I = N. Sei (A4;)
eine disjunkte Familie in R° derart, dak |J; A; € R°. Sei B, := U;>,A;. Dann gilt N, B,, =
(. Wir miissen zeigen, daf lim,, u(B,) = 0 gilt. Sei S,, C N derart gewihlt, daf B, € RS
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf S,, = {0,...,m,} fiir eine monoton wachsende Folge
(my,) ist. Sei B, € Rg, derart, dak T '(B,) = B,. Dann gilt 1(B,) = ps, (Bx).

Wir nehmen nun an, daf nicht lim,, u(B,,) = 0 gilt. Da die Folge (u(B,,)) monoton féllt,
gilt dann lim,, u(B,,) > 0. Nach dem Satz von Fubini gilt

w(Bn) = /Ql </an\{1} XBn($1,f)dMsn\{1}(f)> dp (1) -

Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz gibt es einen Punkt x; € {2; mit

lim XB, (1, Z)dps,\(13(T) # 0 .
Qs (1}
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Wir wenden wieder Fubini an und schreiben fiir grofe n (mit m,, > 2)

/ XBn(SUhf?)d/iSn\{l}(i’) = / (/ XB,L(JH,SUzaf)dMSn\{l,z}(i’)) dﬂz(l’z) .
Qsn\{1} Q2 Qsn\{1,2}

Wir finden wieder mit dem Satz iiber monotone Konvergenz ein x5 € {25 mit
lim XB, (%1, T2, T)dps,\(1,21(T) # 0 .
" Qs 1,2y

In der gleichen Weise verfahren wir weiter und finden eine Folge (z,,) mit
lim X5, (T1,- - Tm, T)dpis,\q1,...m} (T) # 0 .
Aufgabe 1.113. Schliefle daraus, dafs
{z1} X X {xm, } X Qa1 X Qg2 X -+ C By,
qgilt.

Damit ist aber [[, z; € (), B;. Widerspruch! O

Aufgabe 1.114. Sei (0, R, i) der Bernoullische Schiftraum tber einer endlichen Menge
A mit Dichte p : A — [0,1]. Wir betrachten das Maf8 X = 3 _,p(a)d,. Zeige, dafs
(Q, R, 1) das Produkt von abzdihlbar vielen Kopien des Mafiraumes (A, P(A), \) ist.

1.6 Der Satz von Radon-Nikodym
1.6.1 Dichtefunktionen

Sei (2, R, ) ein Mafraum. Ist f € £(£2, R) nichtnegativ, dann definieren wir

Definition 1.85.
fui R [0.0) fuld)i= [ s

Lemma 1.86. fu ist ein Maf$ auf (Q, R).
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Proof. Aus den elementaren Eigenschaften des Integrals folgt die endliche Additivitéat.
Wir miissen zeigen, dafs fu auch o-additiv ist. Sei (A;) eine aufsteigende Familie in R
mit A := (J, A;. Dann ist (x4, f) eine aufsteigende Familie nichtnegativer Funktionen in

L(2, R). Nach dem Satz tiber monotone Konvergenz gilt

Fu(A) =tim [ xafdp =tim f(A)

Aufgabe 1.115. Zeige, daff fu(A) =0 fir jede Nullmenge A € R gilt.

Definition 1.87. Ein Mafi v auf (2, R) ist absolutstetig beztiglich p, falls fir jedes A € R
mit v(A) < oo gilt

lim sup v(B)=0.
€0 BeR, BCA,u(B)<e

Aufgabe 1.116. Zeige, dafi fu absolutstetig beziiglich v ist. (siehe Aufgabe 1.77).

Aufgabe 1.117. Seiv o-endlich und absolutstetig beziglich u. Zeige, daff dann v(A) = 0
fiir alle p-Nullmengen gilt. Zeige, daf$ diese Aussage falsch wird, wenn man die Voraus-

setzung, daff v o-endlich ist, weglaf$t (vergl. Aufgabe 1.21).

Der Satz von Radon-Nikodym besagt nun im wesentlichen, daf die Bedingung “u(A) =
0 = v(A) = 0” impliziert, da v = fu fiir ein geeignetes f € L(£2, R) ist.

Aufgabe 1.118. Zeige, dafi die Gleichung v = fu die Klasse [f] beziiglich der Aquiva-

lenzrelation “=,” eindeutig festlegt.

Aufgabe 1.119. Sei (Z,, R, i) der Haarsche Mafiraum auf den p-adischen ganzen Zahlen
und x € Z,. Sei T(x) : Z, — Z, die Multiplikation mit x. Zeige, daff T'(x).pu absolutstetig
beziiglich v ist. Bestimme f(x) € L(Zy, R) derart, daf$ T'(z).pu = f(x)p.

Aufgabe 1.120. Sei ¢ > 0. Wir betrachten h : R — [0,00), h(z) := e . Seien
T(z), M(r) : R = R die Abbildungen T'(x)(y) := = +y und M(r)(y) := ry, wobei x € R
und r € (0,00). Zeige, daff T(x).h|.| und M(r).h|.| absolutstetig beziiglich h|.| sind. Be-
stimme t(x), m(r) € LR, Ry) derart, daf$ T'(x).h|.| = t(z)h|.| und M(r).h|.| = m(r)h|.|.
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1.6.2 Signierte Malte, Hahnsche Zerlegung

Bisher hatten wir immer positive Mafse betrachtet. In der Physik beschreibt man zum
Beispiel Ladungsverteilungen als Mafe. So wird ein Elektron am Punkt z € R?® durch ed,
beschrieben, wobei e < 0 die Ladung des Elektron ist. Nun gibt es auch positiv geladene
Teilchen. Ein System aus endlich vielen solchen Ladungen e; an den Orten x; ist dann

durch ), e;0,, modelliert, wobei die e; € R verschiedene Vorzeichen haben.

Dies ist ein typisches Beispiel eines signierten Mafses. Sei (€2, R) ein mefbarer Raum.

Definition 1.88. Eine o-additive Funktion p : R — R mit u(0) = 0 heifit signiertes
Mayfs.

Bei der Betrachtung signierter Mafse entsteht das folgende Problem. Sei pu(A) = oo und
pu(B) = —oo fiir disjunkte A, B € R. Was ist dann u(A U B) = oo — co? Damit der die
o-Additivitat beschreibende Ausdruck iiberhaupt definiert ist, mufs also p genau in eine

der folgenden drei Klassen fallen

1. pe M, falls u(A) > —oo fiir alle A € R und p(Q) = oc.
2. pe M, falls p(A) < oo fiir alle A € R und pu(2) = —o0.
3. |u(A)| < oo fiir alle A € R.

Aufgabe 1.121. 1. Sei (9, R, i) ein Mafraum und f € LY(Q, R, ). Zeige, daf dann
fu ein signiertes Maj$ in M ist, wobei

fu(A) :Z/fdu-
A
2. Sei f € L(Q, R) nichtnegativ. Zeige, daff +fu ein signiertes Maf in M= ist, wobei
=fu(A) :Zi/Afdu-

Sei p ein signiertes Maf auf (€2, R).

Definition 1.89. Eine Partition {S,T} C R von Q heiffit Hahnsche Zerlegung von € zu
i, falls fiir alle A € R gilt

wWANS) <0, wund p(ANT)>0.
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Aufgabe 1.122. Sei (9, R, 1) ein Mafraum und f € L£(Q, R). Bestimme eine Hahnsche
Zerlegung von fu. Ist diese eindeutig ?

Satz 1.90. Sei p ein signiertes MafS auf (2, R). Dann besitzt p eine Hahnsche Zerlegung.

Proof. Wir nehmen 0.B.d.A. an (ersetze notfalls ;1 durch —u), daf p(A) > —oo fiir alle
A € R. Wir definieren

pr(A)== sup u(B).
BER, BCA

Wegen (@) =0 gilt ut(A) > 0. Weiter gilt fiir B C A, dak p™(B) < ut(A).

Wir setzen
R = {AER|M+(A):O}.

Dann gilt fiir A € R™, dak u(A) < 0. Sei a := inf 4cg- u(A). Dann ist —oo < a < 0. Sei
(S!) eine Folge in R~ derart, daf p(A;) monoton fallt und lim; (S} = a gilt. Wir setzen
Sj =8\ Ui, Si- Sei ferner S :=J; S; und T := Q\ S.

Fir A € R gilt nun (beachte, daf AN S; C S})
pANS) = pAn USZ-)
= Z p(ANS;)
< i#*(sé)
= Oi.
Es bleibt zu zeigen, daf auch u(AN7T) > 0 gilt.

Sei
F:={AeR|ACTund pu(A) <0} .

Wir miissen zeigen, dak F' = (). Wir nehmen das Gegenteil an.

Zuerst zeigen wir, dak fiir alle A € F die Ungleichung pu*(A) > 0 gilt. Es gilt u(S) =
p(S\ S;)+ u(S;). Folglich gilt pu(S) < pu(S;) fiir alle ¢ und damit —oo < u(S) < a. Aus der
Definition von ¢ und a > u(S) > pu(A)+p(S) = u(AUS) folgt, dak AUS ¢ R~. Damit ist
pt(AUS) > 0.Sei B C AUS mit 0 < p(B). Dann gilt 0 < pu(BNA)+u(BNS) < p(BNA).
Also ist u*(A) > 0.
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Wir konstruieren nun induktiv eine absteigende Folge (4;) in R. Sei Ay € F beliebig.
Eine solche Menge existiert nach unserer Annahme. Seien jetzt die A; fiir ¢ < n schon

konstruiert. Wir wéahlen B,, C A,, derart, daf

1
H" (An)

Wir setzen A, 1 := A, \ B,. Es gilt dann

N(Bn) > {

0> u(Ao) = u(A) + ) u(By) = p(A) > —oo .

Damit ist A € Fund 0 < u*(A) < pt(A4,) fur alle n. Nun gilt wegen der Konvergenz der
Reihe )", pn(B,,), dak lim,, (B,) = 0. Daraus folgt aber auch lim,, p*(A,) = 0. Also gilt
pt(A) = 0. Dies ist ein Widerspruch. O

1.6.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir betrachten einen Mafraum (€2, R, ut). Sei A ein signiertes Maf auf (€, R).
Definition 1.91. 1. Eine Menge T C R heifst Triger von X, falls N(A) = 0 fiir alle
meflbaren A C T¢ gilt.
2. X heifit singuldr zu u, falls A eine Tragermenge besitzt, welche eine p-Nullmenge ist.
Aufgabe 1.123. Zeige, daf o singulir zu |.| auf (R™, R).|, |A]).

Aufgabe 1.124. Sei (Q, R, u) ein Mafiraum. Zeige : Ist f € LY, R, 1), so ist {f # 0}

eine Tragermenge von fu.

Aufgabe 1.125. Sei (2, R, ) ein Mafsraum und (\,) eine Folge von zu p singuldren
Mafen. Zeige, daf$ Y. A\; ein zu p singuldres Mafs ist.

Aufgabe 1.126. Sei (2, R, i) ein o-endlicher Mafiraum. Zeige, daff es hichstens abzdhl-
bar viele Punkte x € Q gibt mit u({x}) # 0. Zeige weiter, daff es ein eindeutig bestimmtes
Map v gibt, welches zu 0 := Y o u({x})d, singuldr ist, so daff v+ o = p gilt.

Aufgabe 1.127 (Etwas in Richtung des Riemann-Stieltjesschen Integrales). Se:

f R — R eine monoton wachsende Funktion. Wir ordnen jedem Intervall (a,b) C R die
Zahl u((a,b)) = f(b) — f(a) zu. Zeige :
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. 1 dehnt sich eindeutig zu einem Maf$ auf (R, B) aus.
2. Ist f stetig, so ist p({x}) =0 fir alle v € R.

3. Ist f differenzierbar, so gilt = f'|.|.

4. Wenn [ stetig ist, dann gilt u = f71].|.

5. Ist f stetig, so gilt fir jedes g € L(R, B) mit g > 0, dafs

/fgdu /Rgdl-\ :
/Rgdﬁz—/Rg’fdl-l-

7. Sei f = X(0,,)- Zeige, daf = dy gilt.

6. Ist g € CL(R), so gilt

Satz 1.92. Sei (Q, R, ) ein o-endlicher Mafiraum und v ein weiteres o-endliches Maf
auf (Q, R). Dann existiert ein nichtnegatives f € L(Q, R) und ein zu p singuldres Maff \

derart, daff v = fu+ A. Dabei sind v eindeutig und f bis auf " = eindeutig bestimmd.

Proof. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeitsaussagen. Seien f; und \;, ¢ = 0,1, wie im
Satz. Seien Z; Tragermengen von \; mit u(Z;) = 0. Wir setzen Z = Zy U Z;. Dann
ist Z eine p-Nullmenge und damit auch eine fu-Nullmenge. Es gilt fir A C Z, dak
Mo(A) = v(A) = M (A). Fiir A C Z¢ haben wir A\g(A) = 0 = A\;(A). Damit gilt \g = A;.
Weiter gilt fiir solche Menge fou(A) = v(A) = fiu(A). Damit gilt foze =, fijze. Da Z
selbst eine p-Nullmenge ist, gilt fo =, fi.

Wir erbringen nun den Existensbeweis. Zunéchst nehmen wir an, daf v(2) < oo ist.
Sei F:={f € L(Q,R)|f>0und fu < r}. Diese Menge ist halbgeordnet durch folgende

Relation :
f">"ge fu>gp.

Wir zeigen, dafs F ein maximales Element enthélt, welches wir mit f bezeichnen werden.

Seien h, g € F. Dann ist auch hV g € F. In der Tat gilt fiir alle A € R, dafs
Vo) = [ (v g

_ / hdp + / "
An{h>g} An{h<g}
< v(An{h=g}) +v(An{h <g})

= v(A).
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Sei (g,,) eine aufsteigende Folge in F. Dann ist auch lim,, g, =: g € F. Sei A € R. In der
Tat gilt g,u(A) = [, gn dp < v(A). Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz schliefen
wir

gu(A) = / gdp = / lim g, dp = lim/ gn dpp < v(A) .
A A" nJA
Sei nun K := supgcrgu(2). Klar ist K < v(Q) < oo. Sei (h,) eine Folge in F mit
lim,, h,p(2) = K. Wir setzen g, := \/Z.Sn h;. Dann gilt wegen h,, < g,, auch lim,, g,u(£2) =
K. Dann ist (g,) monoton wachsend. Wir setzen f := lim, g,. Es gilt

oo>1/(Q)ZK:lim/gnd,u:/fd,u.
noJo Q
Sei jetzt g € F und A € R. Dann gilt

gu(A) + fu(A%) < (g Vv [)u(A) + (g V fu(A9)
K

fu(A) + fu(A°) .

IA

Da fu(A°) < oo ist, gilt gu(A) < fu(A). Wir schlieen, dafs g” <” f ist. Dies zeigt, daf

f maximal in F ist.

Wir definieren nun das Maf A := v — fu. Wir miissen zeigen, dak A zu p singular ist.
Wir betrachten dazu die signierten Make o, := *p — X = (f + =)pu — v. Sei (S,, Ty)
eine Hahnsche Zerlegung zu «,,. Wir setzen S := |JS,. Wir werden zeigen, dak S eine

Tragermenge von A mit u(S) = 0 ist. Es gilt fiir A € R, dafs

(F+ xs.)u(A) = fu(A)+ - u(ANS,)

fu(A) + A(A NS,) +an(ANS,)
fu(A) +A(A)
(4).

IN

Il
<

Damit ist f + +xg, € F. Wegen der Maximalitit von f gilt xs,p = 0, also u(S,) = 0.
Wir sehen, daf p(S) = 0.

Sei (€2;)ien eine Ausschépfung von Q mit durch mefbare Mengen mit 1(€2;) < oo. Wir
betrachten A C S¢ =, T},. Dann gilt a,,(AN;) = a,(ANQ;NT,) > 0. Wir sehen, dafs
fiir alle n € N gilt :

1
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Wir schlieften, daft A(A N §2;) = 0. Damit gilt auch A(A) = lim; A(AN ;) =0.

Wir haben jetzt den Satz unter der Voraussetzung, dafs v endlich ist, gezeigt. Wir
nehmen nun an, daf v nur o-endlich ist. Sei (X,,) eine abzéhlbare paarweise disjunkte
Zerlegung von € mit v(X,,) < oco. Wir wenden den Satz auf v, := yx,» an und erhalten
Funktionen f,, und Mafe A, derart, daks v, = fppt + A Sei f:=>" found A =D \,.
Dann ist A zu p singuldr und es gilt v = fu + A. O

Folgerung 1.93 (Satz von Radon-Nikodym). Sei (2, R, 1) ein o-endlicher Mafraum

"

und v ein o-endliches beziiglich p1 absolutstetiges Mafs. Dann existiert eine bis auf " =}

eindeutig bestimmte nichtnegative Funktion f € L(, R) derart, dafl

v=fu.

Proof. Wir schreiben v = fu+ A, wobei A zu p singulér ist. Sei Z eine Tréagermenge von
A mit p(Z) = 0. Dann gilt A(Z¢) =0 und A\(Z) = v(Z) = 0. Damit gilt A = 0. O

Folgerung 1.94 (Lebesguesche Zerlegung). Seip ein o-endliches Maf auf (R™, Ry, |.|).
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes atomares Maf i, ein atomfreies zu |.| singuldres

Maf$ figing und ein f € LR, Ry)), f >0, so daff

W= fac + Msing + Hp

gilt, wobei .. = f|.| ist.

Proof.

Aufgabe 1.128. Zeige diese Folgerunyg.

1.7 Instruktive Argumente

Satz 1.95. Fir jedes endliche f € L'(R, Ry, |.|) gilt [, fd|.| =0.
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Proof. Wir betrachten die Funktion h : R x R — R, welche durch A(t, z) = xgy<i(z) f ()
gegeben ist. Fiir jedes t € R ist R 5 = +— h(t, ) integrierbar. Wir setzen

W(t) == /Rh(t,:c)d 2] .

Weiter gilt fiir jedes € R, daf lim;_,_ h(t,z) = 0 und lim;_,, h(t,z) = f(z). Dann gilt

nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (mit integrierbarer Majorante |f|) dafs

lim @Z)(t):/ lim h(t,z)d|lz] = 0
t——o00 RE—=7—
lim (1) = / lim h(t,2)dla| = / iz

Die Behauptung folgt nun sofort aus der folgenden Tatsache : Die Funktion %) ist in jedem
t € R differenzierbar und es gilt £1(t) = 0.

Sei ty € R gegeben. Dann gilt ¢(t) = fR\{tO} h(t,x)d|z| weil {to} eine |.|-Nullmenge ist.
Fiir jedes z € R\ {to} existiert ein Intervall (t, — €,to + €), so dak Lh(t,x) = 0 fiir alle
t e (to - €,t0+€).

Die Funktion h(t,x) ist also fiir jedes x € R\ {#o} in einer Umgebung von t, beziiglich
differenzierbar. Dabei ist die Ableitung gleich Null und hat insbesondere eine Majorante,
namlich die Nullfunktion, welche natiirlich integrierbar ist. Damit kénnen wir die Ablei-

tung unter das Integral ziehen. Es gilt

d d
il = — h dlx]=0.
(dt> |t=to dj(t) /R\{to} <dt) |t=to <t’ 1’) ‘1’| 0

Die Behautung folgt nun, da wir ¢, beliebig vorgeben koénnen. O

Satz 1.96. Fiir jedes reelle Zahl v € R gilt r = 0.

Proof. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir » > 0 annehmen. Wir betrach-

ten die folgenden beiden Mafrédume :

L (Q, Riy) = (R, Ry, |]),

2. (Qg, Ry, pi2) = (R, P(R), j12), wobei us(A) :=#A, A € P(R), das Zahlmafk ist .
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Sei nun (Q, R, p) = (4, Ry, p11) x (Qg, Ra, p12). Insbesondere gilt = R?. Wir betrachten
die nichtnegative Funktion f : {2 — R, welche durch

0 TF#Y
flz,y)=< 0 z=yundx & |0,1]
r r=yundz € [0,1]

gegeben ist. Diese Funktion nimmt nur zwei Werte an. Die Menge f~!({r}) = {(x,z) |z €
[0,1]} ist meRbar. In der Tat ist sie abgeschlossen. Sie ist mefbar, weil B(R?) C R. In der
Tat ist B(R?) sogar in der Algebra R von (R, Rj|) x (R, R|) = (R?, R) enthalten. Da nun
sicherlich R C P(R) gilt, haben wir B(R?) C R. Die Funktion f ist somit sogar einfach.

Wir berechnen nun

/Q1 ( o, f(x,y)d/@(y)) Ay (2) = 1

Das innere Integral ergibt

r x€[0,1]
0 = ¢&[0,1]

Q2

[, y)dua(y) = {

In der Tat, fiir x € [0,1] ist y — f(x,y) gleich 7x(,}. Sie ist gleich Null falls « ¢ [0, 1].
Es gilt aber ps({z}) = 1. Damit ist x fQQ f(x,y)dpa(y) gleich 7y 1. Diese hat Lebes-

gueintegral r.

Aus der Endlichkeit dieser Integrale schlieffen wir mit dem Satz von Fubini, dafs f €

L£YQ, R, 1) und
/ fdu=r
Q

gilt. Natiirlich konnen wir die Integrationen auch in der anderen Reihenfolge ausfiihren.

Es gilt
/QQ < o ““wdm(x)) dyin(y) = 0.

In der Tat ist fiir ein festes y € [0, 1] die Funktion « — f(x,y) gleich rxy,;. Sie ist Null
fiir y ¢ [0,1]. Da {y} aber eine [.| = y;-Nullmenge ist, gilt schon [, f(z,y)dui(z) = 0.

Damit haben wir
o- [ ( i Fedn(a) ) austs) = [ i

gezeigt. Folglich mufs » = 0 gelten. O
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Satz 1.97. Jedes o-endliche Maf$ ist atomar.

Folgerung 1.98. R ist abzdahlbar.

Proof. Sei (2, R, v) ein o-endlicher Mafkraum. Wir betrachten daf Zahlmaf p auf R mit
p(A) :=4(A). Dann gilt fiir jede Menge A € R, dak

pw(A)=0=A=0=v(A)=0.

Wir wenden nun den Satz von Radon-Nikodym an, welcher eine Darstellung v = fu

fiir eine mefsbare nichtnegative Funktion f liefert. Da p = (3 g

(Xreq F(2)02) - O

0g)r ist, gilt v =

Proof. (der Folgerung) Das Lebesguemafk ist o-endlich und damit atomar. Das es nicht
verschwindet, gibt es einen Punkt z € R mit ¢ := |{z}| # 0. Wegen der Translationsinva-
rianz gilt dann |[{z}| = ¢ fiir alle # € R. Da das Lebesguemak o-endlich ist, mufs also R

abzahlbar sein. O

2 Differentialformen und der Satz von Stokes

2.1 Vektorfelder und 1-Formen

2.1.1 Analysis versus Algebra

Wir betrachten eine offene Menge U C R™ mit 0 € U.

Lemma 2.1. Ist f € C®(U), so existieren glatte Funktionen f; i € {1,...,n} und ¢
derart, dafs

f(@) = f(0) + Z fix)a" + 4% (2) f(2)

wobei 0 & supp (1))
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Proof. Seir > 0 derart, dak B(0,7) C U. Seien ¢ und v glatte Funktionen mit ¢z = 1
und ¢ + 92 = 1. Wir setzen f = ¢ f.

Q.|Q‘

flz) = f(te)dt +4*(x) f (x)

Wir setzen also

o+ [
_ / ©)dt + () f ()
0= [ ait

Lemma 2.2. Sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum und X : U — W glatt mit
X(0) = 0. Dann gibt es endlich viele glatte Funktionen f* € C®(U) und Y; € C=(U, W)
mit X = >, fY; und f(0) =

Proof. Sei (w;) eine Basis von W und Y; € C*°(U, W) die konstante Funktion mit Wert w;.
Dann schreiben wir X = Y, f'Y;. Die Funktionen f* € C*°(U) sind eindeutig bestimmt
und es gilt f*(u) = 0 fiir alle i. O

2.1.2 Grundlegende Definitionen

Sei V' ein endlich-dimensional reller Vektorraum. Sei U C V eine offene Teilmenge.

Definition 2.3. Fin Vektorfeld auf U ist eine glatte Abbildung von U mit Werten in V.
Mit C*(U, V) bezeichnen wir die Menge der Vektorfelder auf U.

Die Menge der Vektorfelder ist ein reeller Vektorraum. Weiter kénnen Vektorfelder mit

Funktionen multipliziert werden :

Definition 2.4. Fir f € C*°(U) und X € C®(U,V) definieren wir fX € C*(U,V)
durch fX(u) = f(u)X(u).

Aufgabe 2.1. Zeige, dafy C>*°(U, V') ein Modul iber dem Ring C*°(U) ist.

Funktionen kénnen nach Vektorfeldern abgeleitet werden.
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Definition 2.5. Sei f € C°(U) und X € C>*(U,V). Dann definieren wir die Funktion
X(f) e C>=(U) durch

X(P)w) =5 flut ) = df(u)o)

Aufgabe 2.2. Zeige, daf

1. C=(U, V) x C>®(U) = C>(U), (X, f) — X(f) eine bilineare Abbildung ist.
2. X(fg) = gX(f) + fX(g) gilt.

3. (9X)(f) = gX(f) gilt.
Hierbei sind X € C(U,V) und f,g € C=(U).

Sei V* der zu V duale Vektorraum.

Definition 2.6. FEine 1-Form auf U ist eine glatte Abbildung w : U — V*. Mit C>=(U, V™)

bezeichnen wir die Menge der 1-Formen auf U .

Die Menge der 1-Formen ist ein reeller Vektorraum. Weiter kénnen 1-Formen mit Funk-

tionen multipliziert werden :

Definition 2.7. Fir f € C®(U) und w € C®(U,V*) definieren wir fw € C*(U,V*)
durch fw(u) = f(u)w(u).

Aufgabe 2.3. Zeige, dafi C>(U,V*) ein Modul iber dem Ring C*(U) ist.

Sei f € C°(U). Dann ist df (u) € V*.
Definition 2.8. Fir f € C*(U) sei df € C>(U,V*) diejenige 1-Form, deren Wert in u
durch df (u) gegeben ist. Eine 1-Form der Form df nennen wir exakt.

Aufgabe 2.4. Zeige : Fir g, f € C(U) gilt d(fg) = fdg + gdf .

Sei Homeeo (1) (C*(U,V),C>°(U)) der Raum der C*°(U)-linearen Abbildungen, d.h,
von R-linearen Abbildungen ® : C*(U,V) — C*°(U) mit &(fX) = f&(X) fir al-
le f e C®U), X € C®(U,V). Sei w eine 1-Form auf U. Dann definieren wir ®, €
Homeeo 1) (C*(U, V), C>(U)) durch ®,(X)(u) = w(u)(X(u)). Sei ¢ : C*(U,V*) —
Homeoe (1) (C=(U, V), C*(U)) die durch ¢ : w +— @, gebenen Abbildung.
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Lemma 2.9. ¢ : C°(U,V*) = Homeee 1y (C*(U, V), C>®(U)) ist ein Isomorphismus von

R-Vektorraumen.

Proof. Wir konstruieren die zu ¢ inverse Abbildung ¢ : Homeee (i (C*(U, V), C*(U)) —
C>(U,V*). Sei ® € Homgee () (C*(U, V), C*(U)) und v € U. Wir miissen ¢(®)(u) € V*
definieren. Sei A € V. Sei X4 das konstante Vektorfeld mit dem Wert A. Dann setzen
wir (@) (u)(A) := &(X4)(u). In der Tat ist die Abbildung A — X4 linear und damit
ist (®)(u) € V*. Die Abbildung V' 3> u — ¢(®)(u) € V* ist glatt, da V > u —
P(P)(u)(A) = ®(X4)(u) € R fiir alle A € V glatt ist. Also ist ¢(P) € C'nfty(U,V*).

Wir berechnen nun die Kompositionen ¢ o ¢ und ¢ o ¢. Es gilt

(@) ()(A) = p(®,)(u)(A)
= Pu(Xa)(u)
= w(u)(Xa(w))
= w(u)(4)

Wir schliefen, daf 1 o ¢ =id. Sei X € C*°(U,V) und v € U. Mit Lemma 2.2 schreiben
wir X — XX(u) = EZ fZY; mit fl(u) =0.

P(@)(X)() = (Xxq)(w)
= B(X ~ X)) + B(X) (1)

_ @(Zf%)(uH@(X)(u)
- Z Fiu)®(Y:) (u) + B(X) (u)

= O(X)(u)

Also gilt auch ¢ o = id. Wir miissen jetzt noch das Lemma zeigen. O

Aufgabe 2.5. Zeige, daf$ ¢(df)(X) = X (f) gilt.

Aufgabe 2.6. Finde eine linearen Isomorphismus

C*(U, V) 2 Homeo 1y (C (U, V*), C=(U)) .
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2.1.3 Integration iiber Wege

Definition 2.10. 1. Ein parametrisierter Weg in U ist eine glatte Abbildung~ : [0, 1] —
U.

2

2. Wir definieren eine Aquivalenzrelation " ~" auf der Menge aller parametrisierter

Wege in U durch : 9 ~ 1 genau dann, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : [0, 1] —

[0, 1] mit ¢(i) =i, 1 = 0,1, gibt mit v, = 7o © .

3. Ein Weg ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Wegen beziglich " ~". Mit

[v] bezeichnen wir die durch ~ reprasentierte Klasse.

Aufgabe 2.7. Zeige, daff " ~" eine Aquivalenzrelation ist.

Ist 7 ein parametrisierter Weg, so ist 7/(u) := %y(u) € V der Geschwindigkeitsvektor

von vy in u € [0, 1].
Wir kénnen 1-Formen iiber Wege integrieren.

Definition 2.11. Seiw eine 1-Form und [y] ein Weg in U. Dann definieren wir

t@W=lemm¢wmw

Lemma 2.12. fM w ist wohldefiniert.

Proof. Wir miissen die Unabhéngikeit von dem Représentanten von [vy] zeigen. Sei v =

~o 0 é. Dann gilt v, () = ¢ (u)h(w). Wir rechnen
t[meM%WMu:([wmwwmwmmwwmm
= [ oo wan
=(£w%@M%wMu

Aufgabe 2.8. 1. Zeige, daff fir f € C(U) gilt :
[}ﬁ:ﬂwm—fwmw
8]
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Das heifst, das Integral einer exakten 1-Form tber einen Weg hingt nur von den

Endpunkten des Weges ab.

2. Sei w eine 1-Form auf U mit der Eigenschaft, daf fM w nur von den Endpunkten
v(0) und (1) abhdngt. Zeige, dafS die 1-Form dann exakt ist. (Hinweis: Sei U bo-
genzusammenhdngend und ug € U. Wir definieren f(u) := f[v] w, wobei v irgend ein
Weg mit v(0) = ug und y(1) = w ist. Es gilt df = w.)

2.1.4 Koordinaten

Sei (v;) eine Basis von V. Dann erhalten wir konstante Vektorfelder 9; := X,,. Sei (v?)
eine zu (v;) duale Basis von V*. Wir erhalten konstante 1-Formen d'. Wir konnen v° als

lineare Funktion auf U auffassen.
Aufgabe 2.9. Zeige, dafi 00" = d' gilt.

Lemma 2.13. C*(U,V) ist ein freier C(U)-Modul, welcher von (0;) aufgespannt wird.
Analog ist C°°(U,V*) ein freier C°°(U)-Modul, welcher von (d*) aufgespannt wird.

Proof. Sei X € C*(U,V). Dann definieren wir Funktionen X’ := d'(X). Es gilt X =
>, X0;. In der Tat ist

X(u) = Z d (X (u))v; = Z d(X) (u)v; = Z X(u)d;(u) .

Also wird C*=(U,V) von (v;) erzeugt. Sei >, f'0; = 0 fir Funktionen (f*). Dann gilt
0 = d'(>_, f'9;) = f*. Folglich bildet (9;) eine Basis von C=(U,V) iiber C*°(U). Der
Beweis fiir C*(U, V*) geht analog.

Aufgabe 2.10. Seiw =Y, w;d" exakt. Zeige, dafy dann fir alle i,j gilt
@wi = 8Z-wj . (4)

Aufgabe 2.11. Die Umkehrung von 2.10 gilt nicht. Wir betrachten V- = R? \ {0}. Sei

w(x) = @(wlap — zodt). Zeige, daff w die Gleichungen (4) erfillt. Zeige, daff w nicht
1 2

exakt ist (Hinweis : Berechne das Integral von w tber einen Weg, welcher geschlossen ist

und 0 einmal umlduft.)
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2.1.5 Derivationen

Definition 2.14. Fine Derivation von C>®(U) ist eine R-lineare Abbildung D : C>(U) —
C>®(U) mit D(fg) = fD(g9)+gD(f). Sei Der(C>(U)) der R-Vektorraum der Derivationen
von C*(U).

Aufgabe 2.12. Zeige, daf fir jede Derivation D von C*°(U) gilt : D(1) = 0.

Aufgabe 2.13. Zeige, daff Der(C>(U)) ein Modul diber C*(U) ist.

Wir haben gesehen, daf ein Vektorfeld X € C°(U, V) eine Derivation Dy auf C*(U)
durch Dx(f) := X(f) definiert. Wir sehen, daf jede Derivation von einem eindeutig

bestimmten Vektorfeld kommt.

Lemma 2.15. Die Abbildung U : C*°(U,V) — Der(C>*(U)), X — Dx, ist ein Isomor-
phismus von C*(U)-Moduln.

Proof. Offensichtlich ist D eine Abbildung von C*°(U)-Moduln. Wir zeigen nun die Bi-
jektivitdt. Sei D € Der(C*°(U)). Wir fassen v® als lineare Funktion auf U auf durch
u > v'(u). Wir definieren X’ := D(v’) und setzen X := >, X'0;. Dann gilt

Dx(v)) = X'0,(v)) = X7 .
Folglich stimmen Dy und D auf den Linearkombinationen von 1 und v’ iiberein. Sei nun

f € C®U) und u € U. Wir schreiben f = f(u) + >, fi(v' — v'(u)) + ¢*f, mit glatten
Funktionen f; und v derart, daf u ¢ supp(#)). Dann ist

(Dx = D)f(u) = Z[(DX = D)((v" =" () fi () + [(Dx — D) (" f)](u)
= Z[(Dx — D)(v' —v'(w) fil(w) + [(Dx — D)(¥*f)](u)
= Z {[(Dx = D)(v" = v"(w))] () fi(u) + (v'(u) — v'(w))(w)[(Dx — D) fi](u)}

+*(w)[(Dx — D)(N))() + f(uw)[(Dx — D))} (u)
=0

weil [(Dx —D)(¥?)](u) = 2 (u)[(Dx—D)(¢¥)](u) = 0. Da u beliebig war, gilt offensichtlich
Df = Dxf. Dies zeigt die Surjektivitdat von U.
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Sei U(X) =0 fir X = >, X'0;. Dann gilt 0 = Dx(v') = X". Folglich ist X = 0. Dies
zeigt die Injektivitdat von U. O

Lemma 2.16. Sind A, B € Der(C*>(U)), so ist [A, B] := AoB—BoA: C*(U) — C*>(U)

wiederum eine Derivation.

Proof. Es ist klar, daf [A, B] eine lineare Abbildung ist. Wir rechnen

[A, B](g9f) = A(B(fg)) — B(A(fg))
A(fB(g) + 9B(f)) — B(fA(g) + gA(f))
(f/)B(g) + fA(B(9)) + A(9)B(f) + gA(B([))
—B(f)A(g9) — fB(A(g)) — B(9)A(f) — 9gB(A(f))
= flA, B](g) + g[A, BI(f) -

I
N

Definition 2.17. Fir Vektorfelder X, Y € C*(U,V') definieren wir das Vektorfeld [X,Y] €
COO<U, V) durch D[X7y} = [Dx,Dy] .

Aufgabe 2.14. Zeige :
1. [X,)Y] = -]V, X]
2. die Jakobiidentitat : [ X,[Y, Z]| +[Y,[Z, Y]]+ [Z,[X,Y]] =0
31X, fY]=fIX,) Y]+ X(f)Y

4. (XY =32(XP0Y7 = Y'0,X7)0;, wobei X =37, . X'0; und Y =37, Y'0;.
2.2 Multilineare Abbildungen

2.2.1 Definition von APV*

Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Mit Y,, bezeichen wir die Gruppe der

Permutationen der Menge {1,...,n}.
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Definition 2.18. Eine Abbildung ¢ : X!,V — R heifit multilinear, falls sie linear in je-
dem Argument ist. Den Raum dieser multilinearen Abbildungen bezeichnen wir mit T" (V™)
oder @;_, V*. Wir setzen ferner T°(V*) := R.

Der Raum 7™(V*) ist ein Vektorraum. Fir o € ¥, und ¢ € T™(V*) definieren wir
op € CT"(V*) durch

O'gb(Xl, e ,Xn) = gb(Xg(l), e ,Xg(n)) .

Aufgabe 2.15. Zeige, daff durch (o,¢) — o¢ eine Wirkung von 3, auf T™(V*) durch

lineare Transformationen definiert wird.

Definition 2.19. Eine multilineare Abbildung ¢ € T™(V*) heifit alternierend, falls c¢p =
sign(o)o fir alle o € %, gilt. Mit A"V* bezeichnen wir den Unterraum der alternierenden

multilinearen Abbildungen. Wir setzen ferner A°V* := R.

Sei A € Hom(V, W) fiir einen weiteren endlich-dimensionalen reellen Vektorraum W.
Fir ¢ € T"(W*) definieren wir T"(A*)¢ € T"(V*) durch

(T™(ANO) (X, ..., X)) = 6(AX), ..., AX,) .

Aufgabe 2.16. Zeige, daff sich T"(A*) zu einer linearen Abbildung A"A* : A"W* —
A"V* einschrinkt. Weise die Formel A"(A o B)* = A"B* o A"A* nach.

2.2.2 Das A-Produkt

Definition 2.20. Wir definieren ein Produkt
®:T"(V*) x T™(V*) — T*™(V*) |
n,m > 1, durch
(pRU)X1, ..., Xoim) = (X1, ..o, Xo)V(Xnat, -+ o, Xogm) -
Aufgabe 2.17. Zeige, dafi ® assoziativ ist ist. SchliefSe, dafs

T(V*) = P 1T(V")

n€eNp

eine R-Algebra ist.
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Definition 2.21. Eine Algebra A diber R heifst No-graduiert, falls A = ®en, A® als Vekto-
raum und A*A7 C A gilt. Eine Ny-graduierte Algebra heifit graduiert kommutativ, falls
fira € A und b e A’ gilt ab= (—1)Yba.

Die Tensoralgebra Algebra T'(V*) ist Ny-graduiert.

Es gilt A"V* @ A™V* C T""™(V*). Das Produkt ist aber nicht in A”*™(V*) enthalten.
Deshalb definieren wir ein neues Produkt A : A"V* x AmV* — Antmy/*,

Definition 2.22. Wir setzen

A== 3 sia(o)o(6 @)
o 0EX n+m

A"V* die Struk-

tur einer graduierten Algebra definiert. Diese Algebra ist graduiert kommutativ.

Lemma 2.23. A ist ein assoziatives Produkt, welches auf AV* := @y,

Proof. Die Abbildung (¢, ¢) — 1 A ¢ ist offensichtlich bilinear. Wir zeigen die Asso-
ziativitat. Fir 7 € X, sei (7,id,,) die natiirliche Fortsetzung in %,,,,. Beachte, daf

sign(7) = sign(7,1id,,) gilt. Analog definieren wir (id,,, 7) € ¥, fir 7 € ¥,,. Es gilt

A Aw = ——— 3 sign(0)ol((6 A y) 2 w)

(n+m)lr!
Uezn+m+r

Y sign(o) Y sig(n)o(r(¢ @) ©w)

062n+m+r TGEn+m

Ll > D sisu(n)sign(0)o(r(¢ ®v) ®w)

T€2n+m U€2n+mr7‘

Il Z Z sign(o o (7,id,))((o o (7,1id),)(¢ ® ¢) ® w)

(n +m)lrinlm!

)
1
)
1
)
1
m)

(n+m

( + 762n+m 062n+m+r
1 :
= o D sign(0)o(® (Y ew)
o ’ Uezn+m+r
= AW AW)

Damit wird AV* eine Ny-graduierte R-Algebra.

Sei nun ¢ € A"V* und ¢ € A"V*. Sei ferner u € %,,,,, die Permutation u : {1,...n +
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m}—{n+1,...,n+m,1,2...,n}. Es gilt sign(u) = (=1)¥. Wir rechnen

oA = > sign(o)o(o @)

0EX n4+m

— Z sign(o)o(u(y ® ¢))

Uezn+m

= Z sign(u)sign(o o u)(o o u) (1) @ ¢)

Uezn+m

= (=™ > sign(o)(v @ ¢)

U€2n+m

= (1" A G

Aufgabe 2.18. Zeige, daf$ fir A € Hom(V, W) die Abbildung ®,>oAP(A*) : AW* — AV*

ein Homomorphismus von Algebren ist (wobei A°(A*) := 1 gesetzt ist).

Aufgabe 2.19. Sei (dx,dy,dy) eine Basis von (R*)* dual zu der Basis (O, 0y,0,) von
R3. Berechne

1. (dx + 3dy) N\ (2dz + dz).

2. (de+dy +dz) A (de + dy + dz) A (dx + dy + dz)

3. ((dz + 2dy) A (dz + 5dy))(0z, 0,)

Aufgabe 2.20. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis (v;) und dualer Basis
(v'). Sei A = (A;;) eine antisymmetrische n x n-Matriz und w = 3 > At AT Zeige:

Wenn n = 2m ist, so gibt es eine in A polynomiale Funktion Pf(A) derart, dajfs

WA Aw=Pf(A)' A AV

mX

Es gilt weiter Pf(A)? = det(A).

2.2.3 Innere Multiplikation

Sei X e V.
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Definition 2.24. Die innere Multiplikation ix : APV* — AP~YV* mit X ist durch

gegeben.

ixw(Yl, c. ,Y;;_l) = W(X,Yi, c. ,Y;;_l)

Lemma 2.25. Seien w € APV* und o € AV*. Es gilt

ix(wAa)=(ixw) Na+ (—1)PwA (ixa) .

Proof. Die innere Multiplikation kann mit der gleichen Formel auch auf T?(V*) definiert

werden. Wenn o € ¥,,, die Gleichung o(n) = 1 erfiillt, dann sei ¢’ € X,;, 1 durch

o'(r)y=o(r)—1firr <nund o'(r) =o(r+1) — 1 fiir r > n gegeben.

Aufgabe 2.21. Zeige, daff sign(o’) = (—1)"sign(o) gilt.

Wir rechnen :

ix(wA )

1
plq!

Z sign(o)ixo(w ® «)

0€¥ptq

p!iq! Z Z sign(o)ixo(w ® a)

n=1oe¥,1q4,0(1)=n
p+q

+p!iq! Z Z sign(o)ixo(w ® a)

n=p+loeX¥,iq,0(1)=n

1 < . :
il Z Z sign(o)o’(ixw ® a)

n=1oe¥ ), q4,0(1)=n
p+q

+1%q! Z (—=1)P Z sign(o)o’ (w ® ixa)

n=p+1 0E€Xptq,0(1)=n

Z sign(o)o(ixw ® a)

L 0€8pig1

1 . .
ﬁ Z Slgﬂ(U)J(w &® ZXO[)
p<q 1> €Y ptq—1

(ixw) AN+ (—1)Pw A (ixa) .
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Wir betrachten nun die Abbildung

Q= v' Nyt AV* = AV*

i=1
Lemma 2.26. FEs gilt
Quve =p .

Proof. Wir rechnen

Qu(Xi,.... X)) = Y (v Niyw)(Xy,..., X,)

1=1 o€X)p
1 .
= (p — 1>' Z mgn(cr)w(Xo(l), XU(Q), . ,Xo(p))
oES,
= pw(Xy,...,X})
O
Sei M, die Menge der geordneten p-Tupel m; < --- < m, von Zahlen zwischen 1 und

n. Fir m € M, schreiben wir v :=v™ A --- A V™P.
Satz 2.27. Die Formen (v™)men, bilden eine Basis von APV*. Insbesondere ist

n!

dim APV = ——
pl(n —p)!

Proof. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach p. Fiir p = 1 ist offensichtlich die
Aussage richtig. Sei w € APV*. Wir schreiben w = iQw = %Z V' A w;, wobel w; = i,,w €
AP7IV* ist. Wir schreiben w; = > men, , bimv™. Damit gilt w = %ZZ D omen, . bimV" A
v™. Fiir m € M,,_; ist v Av™ entweder Null oder gleich +v" fiir ein eindeutig bestimmtes

r € M,. Folglich kann w als Linearkombination der v", r € M,, geschrieben werden.

Sei jetzt w = 7, ), byv". Sei s € M, Die Auswertung v"(vs,, ..., vs,) ist 1 fiir r = s
und verschwindet sonst. Deshalb gilt b, = w(v,,,...,v,,). Die Koeflizienten der Darstel-
lung sind also durch w eindeutig bestimmt. Damit ist (v™) linear unabhéngig. O
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Insbesondere ist also dim A"V* = 1.

Lemma 2.28. Die Abbildung A"(A*) : dim A"V* — dim A"V* ist durch Multiplikation
mit det(A) gegeben.

Proof. Wir erinneren an die axiomatische Definition der Determinante von A. Sei A;- die
Matrix von A beziiglich der Basis (v;), also A} = v*(A(v;)). Die Determinante ist charak-
terisiert als eine alternierende n-Linearform in den Spalten (oder Zeilen) von A derart,
daf det(id) = 1 ist. Wir weisen nach, daf die Zahl A"(A*) genau diese Eigenschaften hat.
In der Tat gilt A*(id*) = 1. Weiter ist

AT AN A A (on, o) = Y (O A AU (v, JAT AL

Diese Formel zeigt, daf A"(A*) eine alternierende n-Linearform in den Zeilen von A ist.
]

Wir kénnen an der letzten Gleichung die Entwicklungsformel ablesen.

2.2.4 Differentiale und Derivationen

Sei A = @,>0A" eine graduiert-kommutative Algebra iiber R.

Definition 2.29. Ein Differential d vom Grad r € Z auf A ist eine R-lineare Abbildung
d: A — A derart, dafy d(A™) C A", d* = 0 und d(ab) = (da)b + (—1)"adb gilt, wobes
ae€ A"

Lemma 2.30. Fir X €V st die innere Multiplikation ix : AV* — AV* ein Differential

vom Grad —1.

Proof. Esist klar, da ix : APV* — AP~'V* Wir haben die Leibnitzregel schon in Lemma

2.25 gezeigt. Wir miissen noch i% = 0 zeigen. Dies ist aber klar, da
ixw(Yi, ..., Y, o) =w(X, X,Y1,...,Y, 5) =0

wegen der Antisymmetrie von w. O

Differentiale sind spezielle Derivationen.
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Definition 2.31. FEine Derivation d vom Grad r € Z auf A ist eine R-lineare Abbildung
d: A— A derart, dafy d(A™) C A", und d(ab) = (da)b + (—1)"adb gilt, wobei a € A".
Sei Der"(A) der Raume der Derivationen vom Grad r und Der(A) := @,czDer"(A).

Die Derivationen bilden einen graduierte Liecalgebra. In der Tat gilt :

Aufgabe 2.22. Zeige, daf fiir X € Der"(A) und Y € Der®(A) gilt :
(X, Y]:=XoY — (=1)"Y 0o X € Der"™(A) .

Aufgabe 2.23. Wir nehmen an, dafp A® und A die Algebra A erzeugen. Zeige, daf
eine Derivation vom Grad r von A durch ihre Wirkung auf A° und A' bestimmit ist.

Insbesondere gibt es keine Derivationen vom Grad r < —1.

2.3 Differentialformen
2.3.1 Grundlegende Definitionen

Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und U C V offen.

Definition 2.32. FEine p-Form auf U ist eine glatte Abbildung von U nach APV*. Mit

C>®(U, APV*) bezeichnen wir den Raum der p-Formen.

Der Raum C*(U, APV*) ist ein C*°(U)-Modul. Fiir m € M,,, m = (m; < --- < m,) sei
d™=d™ N ANdT.

Aufgabe 2.24. Zeige, dafy C°(U, APV*) ein freier C(U)-Modul mit Basis (d™)menm,

15t.

Definition 2.33. Fir a € C®(U,APV*) und B € C*(U, AV*) definieren wir a A\ €
C>(U, AP*V*) durch (a A B)(u) := a(u) A B(u).

Aufgabe 2.25. Zeige, daff C°(U, AV*) eine graduiert-kommutative Algebra iber C*°(U)
ist. Zeige weiter, dafy C>(U, AV*) von C(U, A°V*) & C=(U, A\'V*) erzeugt wird.

Aufgabe 2.26. Jeder p-Form w € C*(U, A°’V*) ordnen wir eine alternierende C*°(U)-
multilineare Abbildung ®,, : C*(U,V) x --- x C®(U,V) — C*(U) zu durch

D, (X1, ..., Xp)(u) == w(u)(Xi(u),...,Xp(u)) .
Zeige, daff w+— D, einen Isomorphism von R-Vektorrdumen definiert.
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Sei U' C W eine offene Teilmenge eines weiteren endlich-dimensionalen Vektorraumes

und ¢ : U — U’ eine glatte Abbildung. Dann haben wir die Zuriickziehung
¢*: C*(U) = C=(U), [fro¢'f=[o0.

Beachte, dafs d¢(u) € Hom(V, W).

Definition 2.34. Wir definieren ¢* : C=°(U', APW*) — C>°(U, APV'*) durch

(0*w)(u) = AP(do(u)")w(g(u)) -

Aufgabe 2.27. Zeige, daff ¢* : C°(U', AW*) — C*>°(U, AV*) eine Homomorphismus von
Algebren (iber R bzw. ¢* : C°(U") — C*(U) ) ist.

Lemma 2.35. Sei U"” C Z offen in Z und 1y : U — U" glatt. Dann gilt (o p)* = ¢p* orh*.

Proof.

Wod)wu) = AP(d(y o ¢)(u))w(¥ o d(u))
( () )w (¥ 0 p(u))
= A(do(u)” o dy(¢ (u )" ( ° P(u))
(
(

2.3.2 Integral iiber p-Fachen

Eine p-Form kann iiber p-dimensional Flachen integriert werden.

Definition 2.36. 1. FEine parametrisierte p-Fldache in U ist eine glatte Abbildung -y :
[0,1]P7 — U.

2. Wir definieren eine Aquivalenzrelation " ~" auf der Menge aller parametriserter

p-Flichen in U durch : v ~ v genau dann, wenn es einen Diffeomorphismus
¢ : 0,17 — [0,1]7 gibt, welcher auf dem Rand die Identitat ist und v, = o © ¢
erfullt.
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3. Eine p-Fliche ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten p-Flichen beziiglich

"~ Mit ] bezeichnen wir die durch vy reprasentierte Klasse.

Aufgabe 2.28. Zeige, daf” ~" eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 2.37. Fir eine p-Form w und eine p-Fldche [y] definieren wir

/ w—/ (D1, 3)(s)]ds] -
[v] 0,1]»

Lemma 2.38. Das Integral f[“/] w s wohldefiniert.

Proof. Seien 71 = 79 0 ¢. Dann gilt

/[o,qp Yw(dy, ..., 0p)(s)|ds]
/ (Y0 © @) w(dh, . ..,0,)(s)|ds|
I

0,1]p

F W@y, .., 0,)(s)|ds|
= /[01 A(dd(s)") (vow)(9(5))(O1s - - -, 9p) (8)|ds]
_ / )N Drs - .. 3,)(s) det(de(s))|ds|

[0,1]P

_ / W@, ... 0,)(s)|ds

o

2.3.3 Das Differential

Wir hatten schon eine Abbildung d : C=(U) — C*°(U, A'V*) betrachtet.

Satz 2.39. Es gibt genau ein Differential d auf C*(U, AV*) vom Grad 1 derart, dafi d
auf C(U, A°V*) = C>(U) mit dem schon betrachteten Differential d iibereinstimmt.

Proof. Wir haben gesehen, dafs sich die p-Form w auf eindeutige Weise in der Form

w = Z Wrnd™

meMy
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dastellen 1dt. Nun ist nach Voraussetzung d(d™) = >0 (=1)"td™ A ...d(d™)--- A
d™ =0, da d(d") = d*z* = 0. Wir sind also gezwungen

dw = Z dw, \d™

meMp
zu definieren. Wir zeigen, dafs d die gewlinschten Eigenschaften hat. Die Abbildung d ist
sicherlich R linear. Wir zeigen nun d? = 0. Es reicht, d?w = 0 fiir w der Form w = fd™

fir ein m € M, zu zeigen.
d’w = d(df Nd™)
= d>_oifd nd™)
= > _d@if) Ad AT

= Y 9;(0)d nd Nd™

= L0 0@ Ad A
=0 "
weil [0;(0,f) — 0:(9; f)] = 0 gilt.

Es geniigt wiederum, die Leibnitzregel fiir ein Produkt a A § mit a = fd™ und g = gd",
m € My, n € M, zu zeigen. Es gilt

dlaAB) = d(fgd™ Nd")
= d(fg)nd" Nd"
= g(df)Nd" Nd"+ fdgNd™ Nd"
= (df ANd™) A (gd") + (=1)"(fd™) A (dg A d")
= daNB+(-1)Panp

Definition 2.40. Fine p-Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0 gilt. Sie heift exakt,
falls w = da fiir eine p — 1-Form « gilt.

Offensichtlich ist jede exakte Form geschlossem, da d(da) = d?a = 0 gilt. Die Umkeh-
rung gilt im allgemeinen nicht (sieche Aufgabe 2.11).
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Aufgabe 2.29. Priife, unter welchen Umstinden die Identitit d(w™) = ndw A w™ ! gilt.

Sei U € W offen und ¢ : U — U’ glatt. Sei ¢* : C®°(U',AW*) — C*(U,AV*) die

Zuriickziehung.

Satz 2.41. Es gilt do ¢* = ¢p* od

Proof. Sei f € C(U', A°W*). Dann gilt

¢*df (u) = df(p(u)) o dd(u)
= d(fo9)(u)
= do"f(u)

Es geniigt, die Identitét fiir Formen der Form w = fodfy A -+ A df, mit f; € C°(U’) zu
zeigen, da sich jedes andere Form als Linearkombination von derartigen Formen schreiben
laft.

dp*w = do*(fodfs A~ N dfy)
= d[(¢"fo) (@ dfr) A -+ A (@7 df,)]
= d[¢" fod(¢" fr) A= ANd(7 )]
= d(¢"fo) N f1) N+ Nd(d7fp)
= ¢ (dfo Ndfy A --- N dfy)
= ¢"d[fodfi N+ A [y
= o"dw

Manchmal ist es giinstig zu wissen, wie dw auf Vektorfelder wirkt.

Satz 2.42. FEs qilt

p

(dw)(Xo, -, X)) = > (1)’ Xi(w(Xo,..., Xi,. ., X))

~

1=0
+ Z <—1)Z+jw<[XZ,X]],X0,,XZ,7X

IR

Xp)

0<i<j<p

Proof. Wir sehen zuerst ein, daf beide Seiten in allen Argumenten C°°(U)-linear sind.

Auf der linken Seite ist das klar. Wir zeigen die C*°(U)-Linearitét der rechten Seite im

83



ersten Argument. Wir setzen anstelle von X, das Produkt fXj ein.

p
D (1) Xi(w(f X, Xiy . Xp)
=0
+ Z “L]w XZ,X] fXQ,...,XZ',...,Xj,...
0<i<j<p
+ Y (D w([fXe, Xp), X, X, X))
0<j<p
p . A
= > () Xw(Xo,... X, X))
=0
p . A
+ (1 Xi(flw(Xo, .. Xiy o, Xp)
i=1
+f Z (—1)i+jW([Xi,Xj],XQ,...,Xi,...,Xj,...
0<i<j<p
Hf Y (D w([Xo, Xj), Xa, o X X)
0<j<p
=) (X (fw(Xe, X, X X)
0<j<p

p

+ Z ZJF]LU XZ,X]X(),...,XZ'7...,X'...

0<i<j<p

Es reicht also, diese Identitdt fir X; = 0y, fiir alle m € My, und Formen der Gestalt

w = fd", n € M,, zu zeigen. Es reicht sogar, nur m = (0 < 1--- < p) zu betrachten. Beide

Seiten sind nur dann von Null verschieden, wenn n, < p gilt. Sei dann i € {0,...,p} der

eindeutige nicht in n enthaltende Index. Der Wert der linken Seite ist dann

dw(@o, Cey 8p) = (—1)10@]‘? .

Dies ist aber auch der Wert der rechten Seite.

Aufgabe 2.30. Leite folgende Spezialfille fiir 1- und 2-Formen ab.

1 (dw)(X,Y) = X(w(Y)) = Y (w(X)) = w([X,Y])

2. (dw)(X,Y,Z) = X(w(Y, Z2))+Y (w(Z, X))+ Z(w(X,Y))—w([X,Y], Z2)—w([Y, Z], X)—

w([Z,X],Y)
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2.3.4 Ketten und der Satz von Stokes

Das Integral einer exakten 1-Form w = df iiber einen Weg héngt nur von den Endpunkten

des Weges ab :
| =600 - 160).

Fiir p-Wege muft man anstelle der Endpunkte den Rand nehmen. Der Rand setzt sich aus
p — 1-dimensionalen Wegen zusammen. Im Fall p = 1 sind das die beiden 0-dimensionalen
Wege v(0) und ~(1). Wir miissen den Fakt formalisieren, daf in der obigen Formel Vor-

zeichen auftreten.

Definition 2.43. Die Gruppe der p-Ketten CP(U) ist die freie abelsche Gruppe, welche

von den parametrisierten Wegen erzeugt wird.

Eine p-Kette ist also eine endliche Linearkombination ), z;v;, wobei z; € Z und ~;

parametrisierte Wege sind.

Das Intervall [0, 1]” hat 2p Randkomponenten welche alle mit [0, 1]7~identifiziert werden
kénnen. Fiir jedes Element u = (I, e,) € {1,...,p} x {+, —} definieren wir 7, : [0, 1]P71 —
[0, 1]? durch

G (815 Sp1) = (S15 -+, Sl Cus Styt1s - - - Sp—1) -
Definition 2.44. Sei vy ein parametrisierter Weg. Firu € {1,...,p} x {+, —} definieren

wir 0,7y = 7y o iy. Weiter definieren wir die Kette

Dy = Y () e CPTHU)

u€{l,...ppx{+,—}
Der Operator 0 dehnt sich linear aus zu einem Homomorphismus
d:CPU) — CP1(U) .

Aufgabe 2.31. Zeige, daff 0o 0 =0 gilt.

Definition 2.45. FEine p-Kette C' heif§t geschlossen, wenn 0C' = 0 gilt.

Wir konnen p-Formen iiber Ketten integrieren, indem wir das Integral tiber p-Flachen

linear auf C?(U) forsetzen.
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Definition 2.46. Sei C' =), zy; € CP(U) und w € C*(U, APV*). Dann definieren wir

/Cw::;zi/[i}w.

Satz 2.47 (Satz von Stokes fiir Ketten). Sei w € C®(U, AP~'V*) und C € CP(U).

Dann gilt
/dw:/ w .
c aC

Proof. Es geniligt wegen der Linearitdt in C' beider Seiten, den folgenden Spezialfall zu

/dw:/w
¥ oy

Ausgeschrieben bedeutet diese Gleichung

/ Vdw (0, ..., 0,)(s) = Z (—1)lten / (70 tu) w(01,...,0p—1)(t)dt ,
0,17 0,171

ue{l,....p}x{+,—}

beweisen:

oder dquivalent dazu

/ dy'w(0n,...,0,)(s) = Z (—1)twten / iy w(0Oh, ..., 0,_1)(t)dt .
[0,1}7’ [0,1]17_1

ue{l,...p}x{+,—}

Wir schreiben nun vy*w = Y| fids'A.. .ds? - -AdsP. Dann ist dy*w = P (=1)*o; fidst A
e /\ dsp

/ dy*w(On,...,0,)(s)ds
[0,1]»

p ) 1 1
— Z(_wﬂ/ / Oifi(s1,...,8,)ds
i=1 N
pX

p 1 1
= Z(_l)H—l Z (_1)€+1/ / fi(tla"'atiaeati-i—l)'"7tp—1)dt
i=1 e€{0,1} N
p—1x
p
= Z(_l)l Z (_1)6/[‘ | lv*w(ala"'78i—1aaiaai+17'"7ap)(t17-"7ti767ti+17"'7tp—1)dt
i=1 ec{0,1} 0,1}P~

=Y (e /[0 R C RSO

ue{l,....p}x{+,—}
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Folgerung 2.48. 1. Das Integral einer geschlossenen Form tiber einen Rand verschwin-

det.
2. Das Integral einer exakten Form tiber eine geschlossene Kette verschwindet.

3. Das Integral einer exakten Form tiber eine Kette hangt nur vom Rand der Kette ab.

2.3.5 Innere Multiplikation und Lieableitung

Sei X € C*(U,V) und w € C=(U, APV*).
Definition 2.49. Wir definieren ixw € C®(U, AP~'V*) durch
ixw(u) =ixww(u) .
Aufgabe 2.32. Zeige, daf die Abbildung C°°(U, V) x C®(U, APV*) — C=(U, AP~1V*)

eine C°(U)-bilineare Abbildung ist.

Die Abbildung iy ist ein Differential auf C>°(U, AV*) vom Grad —1. Es ergibt sich die

Frage, welche Interpretation die Derivation [d,ix]| hat.

Ein Vektorfeld X € C=(U, V) erzeugt einen lokalen Fluf ®¥. Dieser ist durch folgende
Daten gegeben.

1. eine Familie von Intervallen (I,),cy, welches die Null enthalten.

2. eine Familie offener Umgebungen (U,.),cy mit U, € U

3. eine Familie von glatten Abbildungen ®* : I, x U, — U
Dabei ist fiir y € U, die Kurve I, 5 t — ®7(y) die eindeutig bestimmte Integralkurve von
X, welche in y beginnt. Es gilt die Relation ®¥(®7) = &%, (dort, wo alles definiert ist).

Sei nun w € C*°(U,APV*). Sei € U. Dann konnen wir die Familie von p-Formen
wy = (97)*w € C(U,, APV*) betrachten.

Lemma 2.50. Seien x,y € U und t € I, N I,. Dann stimmen die Formen w} und wi auf

U, N U, tberein.
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Proof. Es gilt ((IDf)|Umey = ((I)i/)\anUy- -

Definition 2.51. Wir definieren die Lieableitung Lw € C*°(U, APV*) von w in Richtung

X durch Lxwy, == %uzong'

Wegen Lemma 2.50 ist die Lieableitung wohldefiniert.
Lemma 2.52. 1. Die Lieableitung ist eine Derivation vom Grad 0 auf C®(U, AV*).
2. Es gilt [d,Lx] = 0.
3. Es gilt Lx(f) = X(f).

Proof. Es gilt
d

Lxlanf)o) = G (@) (@A)
- G @ran@ )@
— (G, Oand@F@n g (@1)8)@)

= (LxaAB)(x) + (N LxP)(x)

2. folgt aus der folgenden Rechnung:
d

d = 4= (@)
LXW|UIE dt‘t:O( t) W
d
- L gy
dt =0 SR
d
- - TY\* ]
dt|t:0( ) dw
= ﬁxw

Die Gleichung 3. ergibt sich aus der Definition des lokalen Flusses :

a
dt [t=0

(@) /) (@) = X(f)(z) -
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Satz 2.53. Es gilt fiir Vektorfelder X,Y und eine Funktion f

1. LX:[d,ix]:dOix—i—iXod

2. [Lx,ix] =0
3. E[X,y} = [EX,Ey].
4. Lxof=foLlx+X(f)

v

. £fX:fO£X—|—df/\OiX

Proof. Da eine Derivation auf C*(U, AV*) auf durch ihre Wirkung auf den 0- und 1-
Formen bestimmt ist, geniigt es, die Identitdten 1. und 3. fiir 0- und 1-Formen zu zeigen. In
der Tat ist jede 1-Form Linearkombination von Formen der Gestalt fdg mit f, g € C*°(U).

Da Lx mit d vertauscht, reicht es sogar, die Identitdten auf O-Formen zu zeigen.

Lxgle) = L (@)(9))

dt i=0
= X(9)(z)
= dg(z)(X(x))
= (doix +ixod)g(x)
Daraus folgt 1. Die dritte Identitat folgt aus
[Lx, Ly]f = X(Y(f)) =Y (X(f)) = [X,Y](f) = Lixn(f) -

Aufgabe 2.33. Zeige 2. 3. und 4.

Sei Y € C°°(U) ein weiteres Vektorfeld. Wir kénnen ein neues Vektorfeld £Lx(Y) durch

Lx(V)() = 5 d0 @) (Y (@F)(a)

definieren.

Lemma 2.54. Es gilt Lx(Y) = [X,Y].
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Proof. Wir rechnen

df (Lx(Y))(z) = %tzodf(:v)(d@”ﬁt(éf)(Y(fbf)(x))
- %tOdf(q)”it(@f(x)))(d@ft(fI)f)(Y(@f)(ﬂf))
_ % ()" df) (5 (x)) (Y (¥F)(x)

= (ﬁxdf)( )+ X(df(Y))
= —Y(X() + XX ()
— [X,Y]

Aufgabe 2.34. Zeige, dafs auch fir die Lieableitung Lx auf Vektorfeldern die folgende
Identitdt gilt :
‘C (X,Y] — [£X7 ‘CY]

3 Untermannigfaltigkeiten

3.1 Untermannigfaltigkeiten
3.1.1 Definition, Darstellung als Graph, Tangentialraum

Untermannigfaltigkeiten sind Teilmengen reeller Vektordume, welche sich durch Systeme
unabhéngiger Gleichungen beschreiben lassen. Beispiele sind etwa offene Teilmenge, affine

Unterrdume, die Spharen und viele andere.

Seien V und W ein n- bzw. m-dimensionaler reeller Vektorraume. Sei U C V offen,
feC®UW)und p e U.
Definition 3.1. Die Funktion f heifit im Punkt p reguldr, wenn df (p) : V- — W surjektiv
15t.

Definition 3.2. Eine Teilmenge M C V' heifit (requldre) (n — m-dimensionale) - Unter-
mannigfaltigkeit (der Kodimension m), falls jeder Punkt p € M eine Umgebung U besitzt,
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auf welcher eine in p requlare Funktion f: U — W definiert ist, so daff MNU = {f = 0}
gilt. Eine solche Funktion heifst definierende Funktion von M in p.

Im allgemeinen gibt es viele Funktionen, welche M in p definieren. Hier sind Beispiele

von Untermannigfaltigkeiten.

1. jede offene Teilmenge von V ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0.

2. Jeder affine Unterraum M C V der Dimension n —m ist Untermannigfaltigkeit von

V' der Kodimension m.

Aufgabe 3.1. Finde eine Funktion, welche einen gegebenen affinen Unterraum in
allen Punkten definiert.

3. Die Sparen
Sphi={llzll =r} CR"
fiir » > 0 sind Untermannigfaltigkeiten der Kodimension 1.

Aufgabe 3.2. Beweis !

4. Sei V = Vo @ Vi, dim(Vy) = m, Uy C Vp offen und h : Uy — Vi glatt. Wir be-
trachten den Graphen I'(h) := {(vo, h(vo)) | vo € Up}. Dann ist I'(h) eine regulére

Untermannigfaltigkeit der Kodimension m.

Aufgabe 3.3. Zeige, daff f : Uy x Vi — Vi, f(vo,v1) := h(vg) — vy eine I'(h)-

definierende Funktion ist.

5. Ist M eine regulédre Untermannigfaltigkeit und ¢ € V. Dann ist M +q := {m+q|m €

M} auch eine reguldre Untermannigfaltigkeit.
Aufgabe 3.4. Beweis !

Aufgabe 3.5. Zeige, dafi {xy = 0} C R? keine requlire Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 3.6. Zeige, dafs der Graph von h(x) = \/|z| keine regulire Untermannigfaltig-
keit ist.

Satz 3.3. Jede Untermannigfaltigkeit lGfst sich lokal als Graph darstellen.
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Proof. Durch Verschieben geniigt es, folgenden Spezialfall zu zeigen. Sei M Untermann-

nigfaltigkeit und 0 € M. Dann ist M in einer Umgebung von 0 als Graph darstellbar.

Sei f: U — W definierend fiir M in 0. Sei V; := ker(df(p)). Wir wéhlen ein Kom-
plentdren Raum V; so dafs V' = Vi @ Vp gilt. Fir (v, v1) € U gilt (vg,v1) € M genau
dann, wenn f(vg,v1) = 0. Es gilt im(do f(0,0)) = im(df (0, 0)). Aus Dimensionsgriinden ist
deshalb dyf(0,0) invertierbar. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen existieren also
Umgebungen Uy C Vo und U; C V; der Null und eine glatte Funktion ¢ : Uy — U; derart,
dak Uy x U; C U, ¢g(0) = 0 und fiir (vo,v1) € Uy x Uy die Gleichung f(vg,v1) = 0 genau
dann gilt, wenn v; = g(vg) ist. Wir sehen, daf

|

Zur Verkiirzung der Darstellung werden wir in Zukunft einfach sagen, da® (Vy, V1, Uy, Uy, g)

eine lokalen Graphendarstellung von M in 0 ist.

Definition 3.4. Der Unterraum T,M := ker(df (p)) C V heifst Tangentialraum an M in
p.

Lemma 3.5. Der Tangentialraum ist wohldefiniert.

Proof. Sei f' : U — W eine weitere definierende Funktion. Wir miissen zeigen, daft
ker(df’(p)) = ker(df (p)) gilt. Es reicht, ker(df (p)) C ker(df'(p)) nachzuweisen.

O.B.d.A ist p = 0. Sei (ker(df(0)), V1, Uy, Uy, g) eine lokale Graphendarstellung. Es gilt
dg(0) = —d; f(0)"t o dof(0) = 0. Weiter folgt aus f'(vo, g(vo)) = 0 fiir alle vy € Uy, dak
dof'(0,0) + d1 £'(0,0) o dg(0) = 0. Sei jetzt X € ker(df(0)) = V. Dann gilt

df'(0)(X) = df'(0)(X + dg(0)(X))
= dof'(0,0)(X) + dif'(0,0) o dg(0)(X)
= 0

Sei M C V eine Untermannigfaltigkeit.

Definition 3.6. Das Tangentialbiindel T M st die Untermannigfaltigkeit

TM :={(p,v)eVaV]ivel,M}.
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Wenn f defnierend fir M in p ist, so ist V@&V 3 (p,v) — F(p,v) := (f(p),df (p)(v)) €
W @& W definierend fiir M. In der Tat gilt

dF(pjv):<df(p) * )

0 df(p)

und diese lineare Abbildung V&V — W @ W ist sicher surjektiv, wenn es df (p) ist.

3.1.2 Abbildungen, Karten, Vektorfelder

Sei M C V eine Untermannigfaltigkeit. Sei Z irgend ein relleer Vektorraum endlicher

Dimension.

Definition 3.7. Eine Funktion f : M — Z heif§t glatt, wenn es eine Umgebung U von
M und eine glatte Funktion f : U — Z gibt, so dafs ﬁM = [ ist. Wir schreiben C*(M, Z)
fiir die Menge der glatten Funktionen auf M mit Werten in Z. Insbesondere ist C*°(M)
die Algebra der reellen glatten Funktionen auf M.

Eine dquivalente Beschreibung von C*°(M, Z), welche wir spéter auf Formen ausdehnen
wollen, geht wie folgt. Wir betrachten die Menge der Paare (U, f), f : U — Z, wobei U

eine Umgebung von M ist. Auf dieser Menge betrachten wir die Aquivalenzrelation :
(anfo) ~ (U17f1)7 falls (f0)|M = (fl)\M-
Dann ist C°°(M) gerade die Menge der Aquivalenzklassen.
Seien M; C V;, ©+ = 0,1, Untermannigfaltigkeiten.

Definition 3.8. Fine Abbildung f : My — M, ist eine glatte Abbildung, falls es eine
Umgebung U von My und eine glatte Abbildung f U — Vy gibt derart, dafs ﬁM = f.
Wir schreiben C°°(My, My) fir die Menge der glatten Abbildungen von My nach M.
Invertierbare glatte Abbildungen heiflen Diffeomorphismen.

Aufgabe 3.7. Zeige, dafi die Komposition von glatten Abbildungen wieder eine glatte
Abbildung ist.

Beispiele

1. Fiir jede Untermannigfaltigkeit M C V ist die Einbettung ¢ : M — V eine glatte
Abbildung.
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2. Die Abbildung 7 : TM — M, w(p,v) := p, ist eine glatte Abbildung. Wir kénnen
7:=V &V — V durch 7(p,v) := p definieren.

Sei M C V eine Untermannigfaltigkeit der Dimension k.

Definition 3.9. Eine Karte von M ist eine Paar (U, @), wobei U C M offen und ¢ :
U — ¢(U) C R* ein Diffeomorphismus von U und ¢(U) ist.

Wir werden oft das Symbol ¢ alleine benutzen, um Karten zu indizieren. Ist zum Beispiel
(U, ¢) eine Karte von M, so erhalten wir die Koordinatenfunktionen z, := ¢*z* € C*(U),
i=1,... k.

Lemma 3.10. Fir jeden Punkt p € M gibt es eine Kartenumgebung (U, ¢).

Proof. O.B.d.A sei p = 0. Sei (T,M, Vi, Uy, Uy, g) eine lokale Graphendarstellung von M
in 0. Wir setzen U := (Uy x U;) N M. Wir wihlen einen Isomorphismus i : T,M — R*
und setzen ¢ := i opry, . Diese Abbildung ist glatt. In der Tat ist gz~5 =dopry : V — R*
eine glatte Ausdehnung. Die zu ¢ inverse Abbildung ist (id,g) oi71 : ¢(U) — U. O

Mit Hilfe der Karten kénnen wir glatte Funktionen charakterisieren.

Lemma 3.11. FEine Abbildung f : M — Z ist genau dann glatt, wenn fir jede Karte
(U,¢) gilt : fo:=fog~t € C=(s(V), Z).
Proof. Wenn f glatt ist, so gilt sicher fo¢~! € C®(¢(U), Z).

Fiir die Riickrichtung wihlen wir eine lokal endliche Uberdeckung von M durch Karten
(U;, ;). Wir wahlen weitere offene Teilmengen U, C V derart, dak U; = M NU; und glatte
Abbildungen ¢; : U; — R existieren, welche die ¢; ausdehnen. Wir wéhlen eine glatte
Zerlegung der Eins, welche der Uberdeckung (UZ) untergeordnet ist. Wir definieren

F= Y b0 (6 ()

Dann ist f eine glatte Ausdehnung von f. O
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Ist (U, ¢) eine Karte von M und U’ C U offen, so ist auch (U’, ¢y) eine Karte. Diese
Karte ist die Einschriankung von (U, ¢) auf U’. Sind (U, ¢;), i = 0,1 Karten, so erhalten
wir einen Diffeomorphismus 1) := ¢; 0 ¢5* : ¢o(U) — ¢1(U) offener Teilmengen von R¥,

Dieser wir auch Kartenwechsel genannt. Ist f € C°°(M), dann gilt sicher

1/1*f¢1 = f¢0 :
Mit Hilfe dieser Relation kann man glatte Funktionen auch durch ihre Kartendarstellungen
beschreiben.
Folgerung 3.12. Sei fiir jede Karte (U, ¢) von M eine Funktion f, € C*(¢(U), Z) derart

gegeben, daf fo , = (fo)lew) fir jede Einschrinkung (U', ¢jur) von (U, ¢) und ¢~ fy, = f4,
fiir jeden Kartenwechsel gilt. Dann gibt es genau eine glatte Funktion f € C°(M, Z) mit

den gegebenen Kartendarstellungen fo.

Definition 3.13. Ein Vektorfeld auf M ist eine glatte Abbildung X : M — T M mit der
Figenschaft mo X = id. Mit C*°(M,TM) bezeichnen wir die Menge der Vektorfelder.

Aufgabe 3.8. 1. Zeige, dafs ein Vektorfeld auch als eine Abbildung M — V mit der
zusdtzlichen Eigenschaft, dafi X (p) € T,M fiir alle p € M gilt, beschrieben werden
kann. Insbesondere ist X Einschrinkung eines Vektorfeldes X € C>(U,V) auf M,

wobet U eine offene Umgebung von M ist.
2. Zeige, dafy C*°(M,TM) ein C*°(M)-Modul ist.

Definition 3.14. Fir f € C*°(M) und X € C*(M,TM) definieren wir die Ableitung
XfeC®M) durch X f = XﬂM, wobei X und f jeweils entsprechende Ausdehungen auf

eine geetgnete Umgebungen von M sind.

Lemma 3.15. Die Ableitung X f ist wohldefiniert.

Proof. Seien X’ und f” andere Ausdehnungen. Dann gilt fiir p € M, dak [(X'— X) f](p) =
df (p)(X(p) — X(p)) = 0.

Sei 0.B.d.A. p = 0 und (ToM, Vi, Uy, Uy, g) eine lokale Graphendarstellung von M. Dann
gilt wegen f'(vo, g(vo)) = f(vo, g(vo)) fiir alle vy € Uy, dak
Xf'(0) = df'(0)(x(0))
df'(0)(X(0) + dg(0)(X(0)))
= df(0)(X(0) + dg(0)(X(0)))
= X/f(p)
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Aufgabe 3.9. Zeige, daff C*°(M,TM) mit der Menge der Derivationen von C*°(M)

zusammengfallt.

Sei (U, ¢) eine Karte. Ein Vektorfeld X € C°°(M, T M) induziert durch f + (¢=1)* X (¢* f)
eine Derivation auf C*°(¢(U)) und damit ein Vektorfeld X, € C*(4(U), R¥). Dieses heifit

auch Darstellung von X in der Karte (U, ¢). Die Koordinatendarstellung von X, ergibt
sich durch

k
Xo=> X0, ¢ Xj=X(2)).

i=1
Seien nun (U, ¢;), i = 0,1 Karten und ¢ := ¢y0¢5" : ¢o(U) — ¢1(U) der Kartenwechsel.
Wir schreiben 0 ¢ := ¢*. Dann gilt 2, = 2’ 0 ¢; = 2’ 0 0 ¢g = ¢)’. Wir rechnen
k .
01X, = X(w,) = X (600" = 65 3 X}, 050"
j=1
Daraus lesen wir die Relation

k
VX = Z X3, 0,0
j=1

ab. In Kurzform kann man schreiben : 1, X, = X, Ahnlich wie bei Funktionen kénnen

wir Vektorfelder mit Hilfe dieser Relation durch ihre Kartendarstellungen beschreiben.

Satz 3.16. Sei fiir jede Karte (U,¢) von M ein Vektorfeld X, € C(U,R¥) gegeben, so
dafs fiir jede Einschrinkung (U’ ¢;) von (U, ¢)

Xop = (Xo) o)
und fiir jeden Kartenwechsel
k
WG, =Y X0
j=1

gilt. Dann gibt es genau ein Vektorfeld X € C°(M,TM) mit den Kartendarstellungen
Xop.
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Proof. Wir zeigen, daf die Daten eine Derivation von C*°(M) erzeugen. Sei f € C*(M).
Wir definieren Xf € C®(M) durch X fiy = ¢*X4((¢71)*f) fir Kartenumgebungen
(U, ¢). Dies ist mit Einschrankungen vertréglich. Wir zeigen die Vertraglichkeit mit Kar-
tentibergéingen. Sei fiy = ¢} f4,, © = 0,1. Sei k := ¢~ " der inverse Karteniibergang. Es gilt
Oy(K* foy = S Okl (D1 f4y). Aus k0 9p = id folgt

k
> 0ok = o) .
i=1

01 Xg, (o) = Z¢1 6105 fon]
= Zasaw*[xg;lai(n*f%)]
- Ya S Rae S o
— i =1
= Z% 5001 fo0]

= ¢OX¢0(f¢o) :

Man sieht leicht ein, daf X eine Derivation auf C'*°(M) ist. O

Definition 3.17. Wir definieren den Kommutator auf C°°(M,TM) durch [X,Y]f =
XY (f)) =Y(X(f)).
Aufgabe 3.10. Zeige, dafi die Kartendarstellungen der Relation [X,Y]s = [X4, Y] ge-

niugen.

3.1.3 Formen

Sei M C V eine Untermannigfaltigkeit. Sei p € M. Dann haben wir eine Einbettung
ip » TyM — V. Dual dazu ist die Projektion ¢, : V* — T M, wobei TyM := (T,M)*
bezeichnet. Diese induziert fiir £ € N eine Projektion q}’; UL GA VAR AkT; M

Definition 3.18. FEine k-Form auf M ist eine Abbildung w : M — |_|p€M A’“T;M derart,
daf w(p) € AFTXM fir alle p € M gilt und eine k-Form & € C®(U,A*V*) auf einer
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Umgebung U von M existiert, so daf ¢f(w(p)) = w(p) fiir allep € M. Mit C>(M, A*T*M)
bezeichnen wir die Menge der p-Formen. Sei C*°(M, ANT*M) 1= @,>0C>(M, APT*M)

Die Ausdehnung @ bestimmt w vollstdndig, dies gilt aber nicht umgekehrt.
Aufgabe 3.11. Zeige, daff C°(M,APT*M) ist ein Modul tiber der Algebra C*°(M).

Aufgabe 3.12. Zeige, daff das A-Produkt auf C>(M, NT*M) die Struktur einer graduiert-

kommutativen Ng-graduierten Algebra erzeugt.

Wir kommen nun zu den Kartendarstellungen. Sei (U, ¢) eine Karte von M und w €
O (M, APT*M).

Aufgabe 3.13. Zeige : Die p-Form wy := (¢~ 1)*® auf ¢(U) hingt nur von w ab. Fir
jeden Kartenwechsel 1 := ¢y 0 ¢y gilt Wey = YPrwy, .

Mit Hilfe dieser Relation kann man Formen auch durch ihre Kartendarstellungen be-

schreiben.

Lemma 3.19. Sei fiir jede Karte (U, $) eine p-Form wy € C®((U), (R*)*) gegeben, so
daf$ fiir jede Einschrinkung (U, ¢ju)

Wy = (W )lo(v)

und fiir jeden Kartenwechsel 1) = ¢, o wo_l

Weo = w*wdn

gilt. Dann gibt es genau eine p-Form w auf M mit den gegebenen Kartendarstellungen.

Proof. Wir withlen wir eine Uberdeckung von M durch Karten (U, ¢;). Wir wihlen weitere
offene Teilmengen U; C V derart, dak U; = M N U; und glatte Abbildungen ¢; : U; — R¥,
welche die ¢; ausdehnen. Wir kénnen annehmen, dak (U;) lokal endlich ist. Wir wihlen
eine glatte Zerlegung der Eins, welche der Uberdeckung (UZ) von U := |, U; untergeordnet

ist. Wir definieren
D= oilwe, () () -

Man rechnet leicht nach, dafs © eine p-Form w mit den vorgegeben Kartendarstellungen

definiert. O
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Aufgabe 3.14. Zeige, daff C°(M,ANPT*M) mit dem Raum der alternierenden p-fach
C>®(M)-multiplinearen Abbildungen

C®(M,TM) % - x C®(M,TM) — C™(M)

px

zusammengallt.

Definition 3.20. Wir definieren das Differentiald : C*° (M, APT*M) — C(M, APTYT* M)
derart, daf wenn w durch die Kartendarstellungen wy gegeben ist, dw die Kartendarstel-

lungen dwy hat.

Lemma 3.21. Das Differential d ist wohldefiniert. Wenn w die Ausdehnung @ hat, so ist

dw eine Ausdehnung von dw.

Proof. In der Tat ist fiir jede Einschrankung
dwe,,, = (dwg ) gwr)
und fiir jeden Kartenwechsel ¢ = ¢; o ;! gilt
dwy, = dp*wy, = Y dwy, .
Damit ist d wohldefiniert. Die zweite Aussage folgt aus

(071)"dw = d((¢™")'®) = duws -

Definition 3.22. Fir ein Vektorfeld X € C*(M,TM) und eine Form w definieren wir

die innere Multiplikation so, daf$ ixw die Kartendarstellungen ix,wg hat.

Lemma 3.23. Die innere Multiplikation ist wohldefiniert. Wenn w = [U,®| und X €
C>(U,V) eine Ausdehung von X ist ist, so gilt ixw = [U, i3]

Proof. In der Tat ist fiir jede Einschrankung

0X5 1, Wy = (1x,Wo)lo(07)
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und fiir jeden Kartenwechsel ¢ = ¢ 015" gilt

. _ . E3

IX,Woo = ZX%@/) We,
.

= ’l/} Zw*X¢OW¢1

= Q/J*ixdm (,d¢1 .
Damit ist die innere Multiplikation wohldefiniert.

Aufgabe 3.15. Zeige die zweite Behauptung.

Aufgabe 3.16. Zeige, dafS ix ein Differential vom Grad —1 auf C(M,ANT*M) ist.

Wir setzen ferner Lx :=doix +ix od.

Aufgabe 3.17. Beweise die Relationen :

1. Lx ist eine Derivation vom Grad 0 auf C* (M, NT*M).
2. Lx =[dyix] =doix+ixod

3. Lixy] = [Lx,Ly].

4. Lxof=foLlx+ X(f)

J. EfX:fO,Cx+df/\OiX

3.2 Integration von Formen iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M C V eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Definition 3.24. Eine Orientierung [or] von M wird durch eine p-Form or € C*(M, A¥T* M)
reprasentiert, welche nirgends verschwindet. Zwei solche p-Formen or,or’ reprdasentieren

dieselbe Orientierung, wenn or’ = for fir eine positive Funktion f € C*(M) gilt.

Wenn M eine Orientierung [or] besitzt, dann hat M genau zwei Orientierungen, ndmlich

[or] und die umgekehrte Orientierung [—or].
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Lemma 3.25. Wenn M eine globale definierende Funktion zuldfit, dann besitzt M eine

Orientierung.

Proof. Sei U C V eine Umgebung von M und f : U — W eine definierende Funktion. Sei
(w;) eine Basis von W und (v;) eine Basis von V. Wir wéhlen ein Skalarprodukt <.,.>auf
v. Wir definieren Vektorfelder X; derart, daf f*d'(A) =< X;, A > fiir alle A € V. Wir
setzen

or = in ...iXm(dl /\/\dn)‘M .

Dies ist sicherlich eine glatte p-Form auf M. Sie verschwindet nirgends. Wére or(p) = 0,

dann wihlen wir eine Basis (Uy) von T,M. Da
or(p)(Ur, ..., Up) = (W A= Av")(X1(p), ..., Xm(p),Us,...,Us) =0

gilt, ist (X1, ..., X,n(p), U, . .., Uy) linear abhéngig. Da jedoch < X;(p), U; >= w'(df (p)(Xi(p))) =
0 gilt, sind (X;(p), ..., Xk(p)) linear abhéngig. Sei >, ¢,X;(p) = 0. Dann gilt

AP(df(p)") > ad (f(p) =0

Da f in p regulér ist, gilt >, ¢d(f(p)) = 0. Das geht aber nicht, da (d*) in jedem Punkt

linear unabhéngig ist. o

Definition 3.26. Eine orientierte Untermannigfaltigkeit (M, [or]) ist eine Untermannig-

faltigkeit mit einer ausgezeichneten Orientierung.

Sei (M, [or]) eine orientierte Mannigfaltigkeit.

Definition 3.27. Eine Karte (U, ¢) heifit orientiert, wenn ory = fd* A--- A d* fir eine
positive Funktion f € C*(p(U)) gilt.

In der Tat gilt immer or, = fd' A --- A d* fiir eine nirgends verschwindende Funkti-
on. Sei U zusammenhéngend. Dann ist die Karte entweder orientiert oder f ist negativ.
Im letzteren Fall ist ¢’ := F o ¢ eine orientierte Karte, wobei 7' : R* — R¥ durch

T(zb 2%, .. 2%) = (—at, 22, ..., 2%) gegeben ist.

Wir sehen, dafs wir eine orientierte Untermannigfaltigkeit immer mit orientierten Karten

iberdecken konnen.
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Wir nehmen jetzt zusétzlich an, daff M kompakt ist. Dann koénnen wir eine endliche
Uberdeckung durch orientierte Karten (U;, ¢;) wihlen. Sei (x;) eine assoziierte glatte

Zerlegung der Eins.

Definition 3.28. Wir definieren [, ., + C(M, AFT*M) — R durch

/(M,[Or])w = ;Ak(in)¢i(81’ ., On)(s)ds

Lemma 3.29. Die Abbildung [, . * C(M, AFT*M) — R ist wohldefiniert.

Proof. Sei (W;, ;) eine weitere Familie von orientierten Karten, welche M iiberdecken
und (k;) eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Sei ¢;; : ¢; o z/Jj_l (W N ;) —
¢:i(W; N U;). Beachte, dafs fir jeden Diffeomorphismus f : A — B zwischen offenen
Teilmengen des R* und k-Form 3 € C°(B, A*(R¥)*) gilt:

B(Or,...,0)(s)ds = N [ B0, ..., 0)(s)ds .

Rk

Aufgabe 3.18. Verifiziere diese Formel.

Wir rechnen

> [ xdatn...a)is = > [ DO s
_ %:Z;égwwm@@h“wmx@@
- X% [ vienm)a @ o))
_ 2]: /R ;(innj)wj(al, 00 (s)ds

-y /R (), (01, 0)(5)ds

Dies zeigt die Unabhéngigkeit der Definition von der Wahl der Karteniiberdeckung und
der Zerlegung der Eins. O
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3.3 Berandete Untermannigfaltigkeiten, Satz von Stokes

Sei M C V eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Definition 3.30. Ein glattes berandetes Gebiet in M ist eine abgeschlossene Teilmenge
Q derart, dafl es eine Funktion f € C°(M) gibt mit Q = {f > 0} und df (x) # 0 fiir alle
re{f=0}

Die Funktion f heift definierende Funktion von 2 C M. Sei 02 := {f = 0} der Rand

von 2.

Lemma 3.31. 0¥ ist eine k — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Proof. Sei p € 09). Sei h : U — W eine lokale definierende Funktion von M in p. Sei
f € C®(U) eine Ausdehnung von f. Wir betrachten F : U — W®R, F(q) := (h(q), f(q)).
Dann gilt mit der Aufspaltung V =T,M © V;

0  dih(p)
dF = N .
) ( dfp) dufp) )

Offensichtlich ist dF'(p) surjektiv. Die Funktion F' definiert 02 im Punkt p. O

Wir betrachten den oberen Halbraum RY := {(2!,... 2%) € R* | 2* > 0}.

Definition 3.32. Eine Randkarte von ) ist eine Karte (U, ¢) von M derart daf3 (U N
Q) = ¢(U) NRE gilt. Insbesondere ist dann (02N U) = {z* =0} N (V).

Lemma 3.33. Fiir jeden Punkt p € 02 gibt es eine Randkarte.

Proof. Sei (U, ¢) eine beliebige Karte um p. Wir kénnen annehmen, daR 7,0Q = {z* = 0}.
Sei ¢ : U — RF! die Projektion von 1) auf die ersten k& — 1 Koordinaten. Wir definieren
¢ : U — R* durch ¢(q) = (¢'(¢), f(¢)). Dann ist sicherlich ¢(Q N T) = ¢(U) N RY. Wir
berechnen do(p) = (d¢'(p), df (p)). Nun stellt d¢/(p) eine Isomorphismus von 7,092 mit
R*~! her. Da df (p) einserseits nicht verschwindet und andereseits auf 7,092 Null ist, ist
d¢(p) surjektiv und damit bijektiv. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist die Ein-

schrankung von ¢ auf eine geeignete Umgebung U C U von p ein Diffeomorphismus. O
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Definition 3.34. Fin Vektorfeld X € C™(M,TM) heife positiv transversal zu OS2, wenn
die Funktion X (f) auf 02 negativ definit ist.

Lemma 3.35. Diese Bedingung hingt nicht von der definierenden Funktion f ab.

Proof. Zuerst sicht man, daf die Bedingung X (f)(p) = 0 dquivalent zu X (p) € 7,012 ist.
Also ist X(f) # 0 unabhéngig von f.

Sei nun f eine weitere  definierenden Funktion und X (f)(p) > 0. Dann gilt fiir ein
t >0, dak f(®X(p)) > 0 und f(PX(p)) < 0. Dies bedeutet ®X(p) € Q und X (p) & Q,

was unmoglich ist. O

Lemma 3.36. Es gibt Vektorfelder, welche positiv transversal zu 0§2 sind.

Proof. Gilt fiir Vektorfelder X;, dak X;(f) < 0 und fiir jeden Punkt p € 09, dak X;(f) <0
fiir mindestens ein ¢, dann ist X := ). X, positiv transversal zu 0€2. Ist (U, ¢) eine Rand-
karte, so definieren wir X¢ € C(U, TM) durch die Kartendarstelung X? = —0,,.. Dann
ist X¢ positiv transversal zu 92. Wir wihlen nun eine lokal-endliche Uberdeckung von 02
durch Randkarten (U, ¢;). Sei (x;) eine Familie von nicht-negativen Funktionen derart,
daf supp(x;) C U; und >, (xi)pe = 1. Wir setzen X := 3, X?;. Dann ist X positiv

transversal zu 0f). |

Sei [or] eine Orientierung von M und X ein zu 0f2 transversales Vektorfeld.

Lemma 3.37. Durch ixorjpq =: Oxor wird eine Orientierung dlor] auf 0 induziert,

welche nicht von der Wahl von X abhdngt.

Proof.

Aufgabe 3.19. Beweise diese Aussage.

Wir konnen nun den Satz von Stokes formulieren.
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Satz 3.38. Seiw € C°°(M,A*"1T*M). Dann gilt

/ dw = / w .
(92,[or]) (092,0]or])

Proof. Sei (U;, ¢;) eine Uberdeckung von € mit orientierten Karten und Randkarten. Sei

(x:) eine assoziierte Zerlegung der Eins. Dann ist

dw = / d(wxi)e; (01, ..., 0k)(s)ds .
/(Q,[or}) ; Rk

Wir schreiben das Differential aus:

d(Wxi)o, (01, -, 0)(s) = D _(—1)'0i((wXi)g, (D1, .-, Dry .., Oh))(s) -

i=1

Daraus sehen wir mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dafs
/Rk d(wxi)e; (01, ..,0k)(s)ds =0
fiir innere Karten gilt. Wir betrachten nun eine Randkarte. Dann gilt
/Rk d(wXi) g, (01, - .., Op)(s)ds = —(—1)F /]Rkl(in>¢i(al’ oy Op1)(8))ds" .

Wenn man nun beachtet, dal —ig d*A---Ad* = —(=1)*d" - - - Ad*~! gilt, dann kénnen wir

schliefsen, dafs die Summe dieser Integrale {iber die Randkarten gerade f( 99.0/or]) ¥ ergibt. O

3.4 Satze der Vektoranalysis

Sei < .,. > ein Skalarprodukt auf V. Sei U C V offen und f € C>(U).

Definition 3.39. Wir definieren den Gradienten grad(f) € C°°(U,V') durch die Bedin-

gung
< grad(f)(u), A >=df(u)(A) VAeV.

Beachte, dak grad(f) von der Wahl des Skalarproduktes abhdngt. Wir leiten nun eine

Darstellung von grad(f) in einer Orthonormalbasis (v;) von V' her.

Lemma 3.40. Es gilt grad(f) = >, 0:(f)0;.
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Proof. In der Tat

df (u)(4) = ) oif(u)d'(4)
= Z@,f(u) < partial;, A >

= <Y 0if(w)o, A>

Die Wahl Basis (v;) legt eine Orientierung von V' durch voly = d' A ... d" fest. Sei jetzt

Q) ein glattes berandetes Gebiet in V. Wir definieren eine Volumenform volyq wie folgt:

Sei p € Q2 und f : U — R eine Q definierende Funktion bei p. Sei grad”(f) das
zugehorige Einheitsvektorfeld (welches wir 0.B.d.A auf U als definiert annehmen kénnen).

Dann definieren wir @ := —i,,q0(pvoly. Sei i : 9Q — V.
Lemma 3.41. Die Einschrinkung ijyqpow € C>(U N O, A" IT*9Q) ist unabhingig
von der Wahl von f. Folglich gibt es eine Form volasg € C®(0Q, A"~ 1T*9Q) derart, daf

o -
(volgo) rnan = Yunaaw-

Proof. Sei f eine weitere definierende Funktion. Da T,0Q = ker(df (p)) = ker(df(p)) gilt,
muk df (p) = Mdf(p) fiir X # 0 gelten. Weiter ist klar, daf sogar A > 0 gilt. Folglich gilt
grad®(f)(p) = grad’(f)(p). Folglich stimmt die mit f definierte Form & mit der mit f

definierten iberein. O
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