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1 Analysis

1.1 Elliptische Differentialgleichungen
1.1.1 Physikalische und mathematische Beispiele

1.1.1.1 Stationdrer Warmeflu3' Wir betrachten eine stationdre Temperaturverteilung
in einem homogenen raumlich begrenzten Medium. Die Temperatur an den Begrenzugen
moge (zum Beipiel durch Kopplung mit Wéamereservoirs) vorgegeben sein.

3



Wir beschreiben die Geometrie unseres Mediums durch eine Teilmenge @ C R3. Die
Temperaturverteilung ist dann eine Funktion

T:Q—>R.

Die Temperatur ist bis auf einen Proportionalitatsfaktor (spezifische Warme) ein Maf}
fiir die Warmeenergiedichte. Temperturdifferenzen zwischen benachbarten Teilgebieten

tendieren durch Warmeaustausch ausgeglichen zu werden. Wir beschreiben den Warmeenergieflufl
durch ein Vektorfeld
F: Q>R

und die Vorstellung, dafl der durch ein orientiertes Flachenstiick A dringende Wérmeenergieflufl

durch
/ < F,N >
A

gegeben wird. Hierbei bezeichnet N das Normaleneinheitsvektorfeld. Den Zusammen-
hang zwischen der Temperaturverteilung und dem WarmefluB wird durch die plausi-
ble Annahme, dal der Warmeflufl proportional zur rdumlichen Variation der Temper-
atur sein sollte, festgelegt. Diese Annahme mufl entweder experimentell oder durch
eine mikroskopische Theorie der Warme begriindelt werden. Nach Wahl entsprechender
Mafeinheiten ist das die Gleichung

F = —gradl .

Unser Medium soll keine inneren Energiequellen besitzen. Ist U C €2 ein ganz im Inneren
liegendes Teilgebiet, dann soll sich also der Zu- und Abflufl von Wéameenergie ausgleichen.
Dies ist die Gleichung

O:/ <N, F > . (1)
ou

Wir konnen das nach dem Gaufischen Satz umschreiben zu

0= /U div(F) .

Da dies fiir alle in €2 enthaltenden Gebiete gelten soll, muf also
div(F) =0

im Inneren von €2 gelten. Wir driicken jetzt F' durch die Temperaturverteilung 7" aus und
benutzen den Laplaceoperator
A :=divograd .
Dann sollte T der Gleichung
AT =0

im Inneren von () geniigen. Sei 0 : 02 — R die vorgegebene Temperaturverteilung am
Rand. Dann sollte T" weiter

Tioo = 0 (2)
erfiilllen. Damit diese Gleichungen mathematisch sinnvoll werden, sollten wir folgende
Annahmen machen:



1. Das Teilmenge © C R? sollte abgeschlossen und Abschlul seines Inneren Q° sein.
Wir nennen solche Teilmengen Gebiete.

2. Die Funktion T sollte im Inneren des Gebietes zweimal differenzierbar sein.

3. Die Funktion T sollte eine Einschrénkung auf den Rand 92 zulassen. Wir sichern
das durch die Annahme der Stetigkeit auf 2. Damit mufl natiirlich auch 6 stetig
sein.

Die Bestimmung der stationaren Temperaturverteilung im homogenen Medium mit vorgegebener
Randtemperatur haben wir nun auf das folgende mathematische Problem reduziert.

Problem 1.1 Wir betrachten ein Gebiet Q@ C R3 und eine Funktion 0 € C(05). Wir
suchen eine Funktion
T cC*(Q°)NC(Q),

welche den Gleichungen

AT =0, Too=10
genugt.

Dies ist das Dirichlet Problem fiir die Laplace Gleichung.

1.1.1.2 Elektrisches Potential Wir betrachten das durch eine stationare Ladungsverteilung
hervorgerufene stationére elektrische Feld in einem raumlichen durch Leiter begrenztem
Gebiet.

Wir beschreiben dieses Gebiet wieder durch eine Teilmenge @ C R3. Das elektische
Feld in einem Raumpunkt x € 2° wird durch die auf eine in = angebrachte Probeladung
ausgeiibte Kraftwirkung definiert. Demnach kann es durch ein Vektorfeld £ : Q° — R3
beschrieben werden. Durch quasistatisches Verschieben der Probeladung entlang eines
geschlossenen Weges W sollte aus Energieerhaltungsgriinden keine Energie gewonnen wer-

den koénnen. In Gleichungen,
/ <W' E>=0,
W

wobei W’ den Geschwindigkeitsvektor des Weges bezeichnet. Daraus folgt die Existenz
eines Potentials U : Q2° — R derart, dafl

E = gradlU .

Wenn 2° zusammenhangend ist, dann wird U bis auf eine Konstante durch E bestimmt.
Die Ladungsverteilung in €2 sei durch eine Funktion p : 2° — R beschrieben. Die ex-
perimentellen Untersuchungen der Elektrostatik ergaben nun, dafl der Zusammenhang
zwischen F und der Ladungsdichte durch

divEk =p



gegeben wird. Dies ist ein Spezialfall der Maxwellschen Gleichungen. Wir driicken F
durch U aus und erhalten die Gleichung

AU =p.

In unserem Fall moge der Rand des Gebietes durch Leiter vorgegeben sein. Potentiald-
ifferenzen in einem Leiter wiirden sofort durch Stromfliisse ausgeglichen werden. Wir
konnen deshalb annehmen, dafl das Potential auf den Komponenten von 0f) konstant
ist. Wir nehmen an, dafl das Feld auf den Zusammenhangskomponenten des Randes
vorgegeben ist. Diese Vorgabe wird durch eine lokalkonstante Funktion ¢ : 02 — R
beschrieben. Damit die obige Diskussion mathematischen Sinn erhalt, machen wir fol-
gende Annahmen.

1. € sollte ein Gebiet sein.

2. Die Funktion U sollte im Inneren des Gebietes zweimal stetig differenzierbar sein.
Da impliziert die Stetigkeit von p.

3. Die Funktion U sollte auf 2 stetig sein.

Die Bestimmung des durch eine statische Ladungsverteilung hervorgerufenen elektrischen
Feldes haben wir damit auf das folgende mathematische Problem zuriickgefiihrt.

Problem 1.2 Wir betrachten ein Gebiet Q@ C R? und eine Funktion p € C(Q°). Wir
suchen eine Funktion

Ue )N O(Q)

welche den Gleichungen
AU=p, Upsa=¢

genugt.

Dies ist das Poisson-Problem fiir die Laplace Gleichung.

1.1.1.3 Stationdrer Warmeflufl mit chemischen Reaktionen und Kiihlung Wir
kommen auf das Beispiel des stationaren Warmeflusses zurtick. Wir nehmen jetzt an, dafl
im Inneren des Mediums chemische Reaktionen ablaufen, welche eine Energiefreisetzung

bewirken. Sei p: 2 — R die Rate der Energiedichteproduktion.
Die Bilanzgleichung (1) hat nun die Modifikation

/ <N,F>:/p.
ou U

Dies impliziert die lokale Beziehung

AT =divF =p.



Wir nehmen weiter an, daf§ der Rand des Systems gekiihlt oder beheizt wird, wobei die
Energieabgabe oder Energiezufuhr vorbestimmt ist. Die lokale Kiihl- oder Heizleistung
wird durch eine Funktion  : 92 — R beschrieben. Die Randbedingung (??7) modifiziert
sich zu

<gradT,N >=< F,N >=k .

Der Spezialfall, daf§ unser System isoliert ist, wird durch x = 0 beschrieben. Damit die
Randbedingung wohldefiniert ist, nehmen wir zunachst an, daf§ 7" bis zum Rand stetig dif-
ferenzierbar ist. Das mathematische Problem der Bestimmung der Temperaturverteilung
ist nun das folgende.

Problem 1.3 Wir betrachten ein Gebiet Q C R* und Funktionen p € C(Q°), k € C(09).
Wir suchen eine Funktion
T cC*(Q°)NC(Q),

welche den Gleichungen
AU =p, <gradlUp,, N >=k
genugt.

Der Unterschied zu 1.2 ist die Randbedingung. In 1.2 werden die Werte der gesuchten
Funktion vorgegeben (Dirichlet Randbedingungen). Hier wird die Ableitung der gesuchten
Funktion in Normalenrichtung vorgegeben (Neumann Randbedingung).

Noch kompliziertere Randbedingungen erhalt man, wenn man den Fall modelliert, daf3
der Wameabflul proportial zu der Differenz zu einer Umgebungstemperatur 6 ist. Die
Randbedingung ist dann

< grad Ujp,, N >=c(Ug, —0) .

Dies ist eine gemischte Randbedingung, welche die Normalenableitung und die Werte der
gesuchten Funktion koppelt.

1.1.1.4 Harmonische Funktionen Der n-dimensionale Laplaceoperator ist durch

gegeben. Sei U C R™ eine offene Teilmenge.

Definition 1.4 Fine Funktion ¢ : U — R heifit harmonisch, falls
1. ¢ € C*(U) und
2. Ap=01inU

gilt.



Harmonische Funktionen spielen insbesondere in der Funktionentheorie eine wichtige

Rolle.

Fact 1.5 Se: U C C offen und h : U — C holomorph. Dann sind Re(h) und Im(h)
harmonisch.

Problem 1.6 Sei Q) C R™ ein Gebiet und ¢ € C(0R2). Finde alle harmonischen Funktio-
nen f € C(2), welche im Inneren von Q harmonisch sind und floq = ¢ erfillen.

1.1.2 Allgemeine Fragen

1.1.2.1 Eindeutigkeit - Maximumprinzip Problemstellungen fiir partielle Differ-
entialgleichungen bestehen in der Regel aus zwei Teilen. Der erste Teile ist die Differen-
tialgleichung selbst, also etwa

AU =p.

Der zweite Teil sind zusatzliche Bedingungen wie Randbedingungen.
Die Menge der Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung

f™ =Rt f,..., [V

hangt in der Regel von n Parametern ab. Die Losung des Anfangswertproblems wird
durch die Vorgabe der n Werte

£(0),..., £ 1(0)

eindeutig (natiirlich unter geeigneten Regularitatsvoraussetzungen) festgelegt. Man kénnte
aber auch Werte

fta), s f ()

an n verschiedenen Punkten vorschreiben.
Der Raum der Losungen einer partiellen Differentialgleichung ist oft oo-dimensional.
Hier ein Beispiel.

Satz 1.7 Der Raum der Losungen der Gleichung
feC>®?), A(f)=0
i1st unendlich-dimensional.

Beweis: Die Funktionen z — 2" = (x + iy)" sind holomorph. Damit sind die Funktionen
fn(z,y) = Re(z + iy)" harmonisch. Sie spannen einen oo-dimensionalen Teilraum der
Losungen auf. [ |
Bei Randwertproblemen versucht man die Losungen durch Vorgaben fiir die Einschrankung
auf den Rand des betrachteten Gebietes oder Abfallbedingungen im Unendlichen festzule-
gen.

Eine wichtige Methode des Nachweises der Eindeutigkeit von Randwertaufgaben fiir
die Laplacegleichung und verwandte Gleichungen ist die Anwendung eines Maximumprinzips.
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Zur Herleitung des Maximumprinzips fiir den Laplaceoperator machen wir einige Vorbe-
trachtungen.

Die Gruppen SO(n) und R"™ wirken auf R™ und damit auf den Funktionen auf R"
durch

gf (@) = flg~'a) .

Lemma 1.8 Der Laplaceoperator A ist SO(n) und R™-invariant, d.h es gilt

A(gf) = gA(f) -

Beweis: Nachrechnen.
Eine SO(n)-invariante Funktion f auf R™ héngt nur von dem Parameter r := ||z|| ab.
Die Formel fiir den Laplaceoperator in Polarkoordianten liefert in diesem Fall

Afe) = e g

Lemma 1.9 FEine SO(n)-invariante harmonische Funktion f auf dem Ball B(0, R) ist
konstant.

Beweis: Fir r > 0 gilt

d d
2—n_ " (,n—2 " —
2l f(r)) = 0
Also gibt es eine Konstante C' € R mit
d
n—2 7
C=r drf('r’) :

Die Funktion f(r) ist auch in r = 0 differenzierbar und muf sich mit f(—r) := f(r) zu
einer glatten Funktion auf (—R, R) fortsetzen. Dann gilt aber < f(r),—o = 0. Daraus
schlieBen wir C' = 0. Also ist f(r) konstant. [ |

Sei U C R" offen und f € C(U). Wir definieren den Wert der Funktion
{zreU|B(x,r) CU} = M.(f)(z)

als den Mittelwert von f iiber die Sphéare vom Radius r um x € U:

1
Mrfx::—/ fbdb:/ f(z+ gy)dg
( )< ) VOl(&B(SL’,T)) 0B(z,r) ( ) SO(n) ( )
fiir einen beliebigen Punkt y € R™ mit ||y|| = r, wobei dg das normierte Haarsche Maf}

auf SO(n) ist.



Satz 1.10 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen) Ist f € C*(U) und har-
monisch, dann gilt fir alle x € U und r > 0 mit B(z,r) C U die Gleichung

M, (f)(x) = f(x) -

Beweis: Wir fixieren 0 < r < R derart, dafl B(z, R) C U. Auf B(z, R) definieren wir die
Funktion

F(y) = /S el

Wegen Lemma 1.8 ist die Funktion y — f(z + g(y — z)) fiir festes g, z harmonisch. Da
SO(n) kompakt ist, kann man A mit dem Integral vertauschen. Damit ist f auf B(z, R)
harmonisch. Nach Konstruktion ist diese Funktion rotationssymmetrisch. Nach Lemma
1.9 ist f konstant. Nach Konstruktion gilt fiir z € B(x, R) mit ||z — z|| = r, daf

f(@) = f(z) = f(z) = M,(f)(2) .

Weitere Informationionen findet man z.B. in [GT77, Ch. 2.1].

Satz 1.11 (Maximumprinzip) Sei() ein beschrinktes zusammenhdngendes Gebiet und
f € C*Q°)NC(Q) harmonisch. Dann nimmt f ihr Mazium und Minimum auf dem Rand
an:

maxqof =maxpof , mingf =minggf .

Beweis: Da €2 beschréankt, also kompakt ist, nimmt die stetige Funktion f ihr Maxi-
mum und Minimum auf 2 an. Wir diskutieren den Fall des Maximums. Fiir konstante
Funktionen ist die Aussage sicher richtig. Wir nehmen an, daf§ f nicht konstant ist. Sei
M = maxqof und z € Q mit f(x) = M. Wir nehmen an, da z € Q° und konstru-
ieren einen Widerspruch. Zunéchst sehen wir, da§ Q== {x € Q°| f(x) = M} C Q°
abgeschlossen ist2. Wir zeigen nun, dafl {2, auch offen ist. Sei y € 23, und § > 0 derart,
daB B(y,d) C Q°. Nach Lemma 1.10 gilt fiir alle 0 < € < § die Gleichung f(x) = M.(f)(z).
Das ist aber nur moglich, wenn B(x,d) C €2, ist. Damit gilt 2, = Q° und die Funktion
f ist konstant. Diesen Fall hatten wir aber per Annahme ausgeschlossen. [ |

.Mit Hilfe des Maximumprinzipes konnen wir zum Beispiel folgende Aussage iiber das
Poisson-Problem 1.2 beweisen.

Satz 1.12 Sei QO C R"™ ein beschranktes Gebiet, p € C(Q°) und ¢ € C(9). Dann
existiert hochstens eine Funktion f € C?(Q2°) N C () mit

Af =pauf Q°, flaa=1¢ .
Beweis: Seien f, f’ Losungen und h = f — f’. Dann ist A harmonisch auf €° und stetig
auf ). Weiter gilt hyo = 0. Mit Hilfe des Maximumprinzipes Lemma 1.11 schlieflen wir,
dal h = 0 gilt. |
Weiterfiithrendes findet man in [Joh78, Ch. 4.2], [GT77, Ch. 2.2].
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1.1.2.2 Existenz - Greenfunktionen In allen betrachteten Beispielen ergibt sich
die Frage nach der Existenz von Losungen. FEinige offensichtliche Obstruktionen gegen
die Existenz haben wir schon bei der Formulierung des Problems berticksichtigt. Wenn
im Inneren des Gebietes etwa U € C?(Q°) und die Gleichung AU = p gefordert wird,
dann muf p € C(€2°) gelten.

Weniger offensichtlich und tiefer ist die Obstruktion in 1.3. Sei Q beschrankt und
hinreichend glatt (so dafl die GauBische Integralformel gilt). Wenn U eine Losung ist, so
gilt nach dem Gauflschen Satz

/p:/divgradU:/ <gradU,N>:/ K .
Q Q o9 o9

Die Vorgaben p und s miissen also in dieser Weise kompatibel sein. Physikalisch ist diese
Bedingung klar. Wegen Energierhaltung und Stationaritat mufl sich der Gesamtabflufl an
Energie im System mit der Produktion ausgleichen.

Die Frage nach der Existenz von Losungen kann man in einigen Fallen durch eine
explizite Konstruktion beantorten. Wir erkéaren hier die Methode der Greenfunktionen
(siehe auch [GT77, Ch. 2.4))

Sei 2 C R" ein beschranktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand so dafi der Gauf3sche
Integralsatz gilt. Wir schreiben Oy f :=< N, gradf > fiir die Normalenableitung von f
am Rand. Fir f,h € C1(Q) N C?*(Q°) gilt die erste Greensche Formel

/hAf+/ < gradh, gradg >:/ hon f .
Q Q o9

Antisymmetrisieren in f, h ergibt die zweite Greensche Formel

/QhAf—/QfAh:/m(hﬁNf—faNh) .

Wir betrachten nun die Funktion

o In |z] n=2

G(x) := 1
(@) { C—n)on_1]a]" 2 nz=3

Man rechnet direkt nach, dafl diese Funktion fiir x # 0 harmonisch ist. Fir y € R" ist
Gy(z) == G(z —y) harmonisch fiir z # y (Lemma 1.8). Sei nun y € Q° und € > 0 so klein,
daB auch B(y,e) C Q° gilt. Wir wenden die zweite Greensche Formel auf das Gebiet
Q\ B(y,€)° und h := G(z — y) an:

/ G,Af = [ (G,0nf — fOnG,) + / (G,Onf — fONG,) .
Q\B(y,€) o0 OB(y,¢)

Wir betrachten den Fall n > 3. Der Wert von |gradf| ist in der Ndhe von y durch eine
Konstante C' beschrankt. Fiir gentigend kleine € > 0

1 Ce
G.On f| < Cvol(dB(y, < .
| OB(y.e) y Nf| > Lvo ( (y 6)) (’I’L . Q)Wn_1€n72 — (TL . 2)
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Folglich gilt
lim GyﬁNf =0.

<=0.JaB(y,e)

Diese Aussage ist auch im Fall n = 2 richtig. Es gilt weiter fiir £ 0 und n > 3, daf3

- aG(x) z d 1 1
radG(z), — >= — =
8 "] dr (2 —n)w,_1m2  w,_grn 1

Auch hier ist das Endergebnis fiir n = 2 richtig. Wir erhalten

1 1
JOnG, = / s _ / ;.
/83(%6) e 9B(y,e) Wy—1€" ! vol(&B(y,e)) OB (y,¢)

Da f stetig ist, gilt

liH(l] fonGy, = f(y) .
7Y JoB(y,e)
Wir erhalten
f0) = [ Gar+ | (Gowf - forG) 3)
Q a0

Die zweite Greensche Formel fiir ein harmonisches h liefert
[nar= [ (oxs~ son) (4)
Q a0

Sei (h,)yecqo eine Familie harmonischer Funktionen. Wir setzen G, := G, 4h, und erhalten
durch Addition von (3) und (4) die Gleichung

N—

)= [ Gar+ [ (G- ronG,

Falls (Gy)aq = 0, dann vereinfacht sich diese Gleichug wie folgt.

Korollar 1.13 (Greensche Darstellungsformel)

fly) = / éyAf "‘/ aNéyf . (5)
Q o0
Definition 1.14 FEine Familie von Funktionen (éy)yego heifit Greenfunktion von Q) falls
sie folgende Bedingungen erfillt:
1. Gy ist auf Q\ {y} definiert.

2. Fir jedes y € Q° dehnt sich éy — Gy zu einer auf Q0 definierten harmonischen
Funktion aus.

3. (Gy)jaa = 0 fiir alle y € Q°.
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Lemma 1.15 Die Greenfunktion ist eindeutig.

Beweis: Seien é’l und C?Q zwei Greenfunktionen. Wir betrachten y € €2°. Dann dehnt
sich G, — Gy, zu einer harmonischen Funktion H,, auf Q aus. Zusitzlich gilt (H,)ja0 = 0.
Nach Satz 1.12 gilt H, = 0 und damit G1 g = Ggy [

Die Kenntnis der Greenfunktion kann ausgenutzt werden, um die Existenz von Losungen
des folgenden Problems zu zeigen.

Problem 1.16 Sei Q) ein beschrdnktes Gebiet mit einem geniigend (fir die Gaufische
Integralformel) reguliren Rand. Seien weiter p € C () und ¢ € C(02) gegeben. Gesucht
ist f € C(Q)NC*HQ°) mit

Af=p, foa=09.

Wenn f eine Losung ist, dann kann f in der Form

_ / Gop+ / oGyt
Q [2)9]

geschrieben werden. Auf der anderen Seite liefert die rechte Seite immer einen Kandidaten
fiir die Losung. Daf} dieser jedoch wirklich das Problem 1ost, mufl aber noch verifiziert
werden. Im folgenden illustrieren wir diese Methode am Beispiel des Problems 1.6 im
Fall, da3 €2 der Einheitsball D™ C R" ist.

Fir z € R"\ {0} setzen wir # := Iz (Inversion am Einheitskreis). Weiter sei

0 := oo. Fir y € (D")° ist die Funktion H,(z) := G(||y||[(x — y)) ist harmonisch auf
(D™)°. Weiterhin gilt die Symmetrie Hy(x) = Hm(y) In der Tat gilt

lylPPlz —al* = lylP(l=]® -2 < 2,5 > +]37])
= [lzlPlyll* -2 < 2,y > +1
= |lzlP(lyl* =2 <y, 2 > +[z]*)
= |lz|*ly - z[|* -
Daraus folgt fiir z € S™°!, daB

Wir setzen

Korollar 1.17 Die Familie (Gy)ye(pnye ist eine Greenfunktion von D™
Wir berechnen fiir x € S™!

L— [yl
nwn 1|z =yl

OnG,y(z) =

Diese Funktion wird oft als Poissonkern bezeichnet.
Wir zeigen nun den folgenden Existenzsatz.
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Satz 1.18 Flir jede stetige Funktion ¢ € C(S™™') existiert eine Funktion f € C*((D™)°)N
C(S" 1) welche auf (D" 1)° harmonisch ist und deren Einschrinkung auf dem Rand mit
¢ tbereinstimmd.

Beweis: Die Losung ist durch

f(x) = dONGy = L / 1_7”$”2¢(b)db. (6)

gn-1 nwy Jen1 ||z —b||"

gegeben. Im folgenden priifen wir das nach.

Da S™! kompakt und die z-Ableitungen des Integranden ﬁ;ﬂggl'l'igb(b) stetige Funktio-

nen auf S"~! x (D")° sind, kann man beliebig viele Differentiationen unter das Integral
ziehen. Folglich ist f € C*((D")°).
Es gilt G,(b) = Gy(x) und folglich auch

Ay (OnGa)(b) = On(AGo)(z) =0 .

Damit ist f im Inneren von D™ harmonisch.
Wit studieren nun das Randverhalten von f, also den Genzwert lim,_;, f(z). Wir
fixieren by € S"~! und € > 0. Wir spalten das Integral (6) auf in

f(x):/ ...:/ ...+/ .
sn—1 beSn—1 ||b—bo||<e beSn—1 ||b—bo||>e

lim sup L[|zl
zbo |[€ = Ol"

¢(b) =0

gleichméBig auf {b € S"1,||b—by|| > €} (der Nenner ist gleichméBig von unten beschrankt
und der Zéhler konvergiert gleichméBig gegen Null) gilt, tragt der zweite Teil nicht zu
lim, ., f(z) bei. Es gilt also

lim f(z) = L/ 1_7|’:L,H2¢>(Z))alb :

z—bo nwny, bGS"_1,||b7b0||<€ ”x _ b”n
Wir beobachten jetzt, daf die Funktion ﬁ;ﬂi”i
Darstellungsformel (5) auf die harmonische Funktion f = 1 an und erhalten fiir alle

x € (D")°
T
nWn-1 Jgn-1 [l = bl

1 — 2
El

nicht negativ ist. Wir wenden die Greensche

Daraus folgt

lim
2=bo Jpegn—1 |[b—bo||<e ”55 - b”n
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Weil ¢ stetig ist, gibt es fiir jedes § > 0 ein € > 0 derart, dafl |¢(b) — ¢ (by)| < ¢ fiir alle
be S™ ! mit ||b— by|| < e. Folglich gilt

1— fl]? 1 — Jl?
gb(b)db—/ ————¢(bo)db| < 6 .
NnWn—1 ‘ /beS" L |lb—bo||<e ”55 - b”" beSm—1 ||b—bg||<e Hﬂf - bH"

Daraus folgt

| lim sup f(z) — ¢(by)| < 0 und |li1ri)%nff(x) —o(by)] <6 .

:1:~>b0

Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt
lim f(x) = ¢(by) .

x—)bo

Man kann die Argumentation aber auch umdrehen. Sei 2 C R” ein Gebiet fiir welches
bekannt sei, dafl man das Poissonproblem

Afie =0, fa=0¢, [feC*Q)NC(Q)

fir alle ¢ € C(09) eindeutig losen kann. In diesem Fall kann man fiir y € Q° die
Greenfunktion G, als Losung des Poissonproblems fiir ¢ := (G,)jsq erhalten.

1.1.2.3 Schwache Losungen - Grundlosungen -Distributionen Die in den Beispie-
len vorgestellten Probleme in Raumen stetiger oder entsprechend stetig differenzierbarer
Funktionen sind Fragen nach klassischen Losungen. In diesem Kapitel werden wir Losungen
in einem verallgemeinerten Sinne betrachten.

Als einfaches Beispiel betrachten wir das Poissonproblem auf dem ganzen R".

Problem 1.19 Gegeben ist p € C(R") und gesucht wird
FEC)RY :Af=p.

Die Gleichung A f = p kann man dquivalent umformulieren:

[onr = [ o0 ivoeczm
R?’L R?’L
—/ < grado, gradf > = op Vo e C(R")
n Rn
[ aor = [ o0 ivoeczm 7)
R7 R7
Die letzte Gleichung ist zum Beispiel sinnvoll unter der Annahme, da8 f,p € L, (R"),

also lokal integrierbar sind. Noch allgemeiner ist der Raum der Distributionen
D'(R™) := C*(R™) .
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Eine Detailierte Ausarbeitung der Theorie der Distributionen findet man zum Beispiel in
[Hor03, Ch. II.

Wir erkldren zunéchst den Konvergenzbegriff auf dem Raum der Testfunktionen D(R") :=
C>®(R™). Fiir eine k-fach stetig differenzierbare Funktion f : R" — R betrachten wir die
Normen

[ fllex () 7= maxosj<kiicr; sup [ D' f(x)]
rzeK

wobei K C R™ kompakt,

=1

die Menge der Multiindizes vom Grad [ und D = ailajain die zu i € I’ gehorige Ableitung
o

ist. Eine Folge (¢;);en konvergiert in D(R™) gegen Null, wenn es eine kompakte Teilmenge
K C R" gibt, so dal

1. suppgy; C K firalli e N
2. lim; o0 [|illcn(r) = 0
gilt.
Definition 1.20 Der Raum der Distributionen
D'(R™)
ist der Raum der stetigen Linearformen auf D(R™).

Hier sind einige typische Beispiele von Distributionen:

1. Eine stetige Funktion f € C(R) definiert die Distribution D(R™) 3 ¢ — f(¢) :=
fR" fo. Die gleiche Vorschrift 1at sich auf lokal integrierbare Funktionen, also

Elemente von L, (R™) verallgemeinern.

2. Ein Borelma$l 1 € M(R") := Cy(R")" definiert eine Distribution D(R") > ¢
(@) = Jgn Sdp.
3. Ein wichtiger Spezialfall ist dal Deltama8 6, € M (R"™), welches durch §,(¢) := ¢(x)

wirkt.

4. Ist i € D; ein Multiindex und f € D(R™)’, dann ist D(R") 3 ¢ — f(D'¢) auch eine
Distribution. Diese Distribution wird spéter mit (—1)? D’ f identifiziert.

Wir haben also ein Netz von Einbettungen

C*R") c C@R" C L' (R*)c D'(R")

loc

U U U U
DR C C.R") LY(R")C M(R")

16



Als néchstes dehnen wir Differentialoperatoren auf Distributionen aus. Sei U C R"
offen und
P = Z aij
0<j<k,icli

ein linearer Differentialoperator mit glatten Koeffizienten a; € C*°(U).

Definition 1.21 FEin Differentialoperator ) = Eogjgk’,ielf b; D7 mit glatten Koeffizien-
ten heifit formal adjungiert zu P (wir schreiben auch P'), falls

= P
/U(Q@w /U<Z5 (1)
fiir alle ¢, € C*(U) gilt.

Man kann zeigen, dafl jedes P einen eindeutig bestimmten formal adjungierten Oper-
ator besitzt. In der Tat ist

Q = Z (—1)|j‘Dj(lj .
0<j<k,ieli

Durch iteriertes Anwenden der Kettenregel kann man die Differentiale auf die rechte Seite
der Koeffizienten bringen. Daraus ergibt sich die Formel fiir die Koeffizienten b;. Man
rechnet leicht nach, dafi (PQ)" = Q' P gilt.

Definition 1.22 Sei P ein Differentialoperator auf ganz R™. Wir definieren die Forset-
zung von P auf D'(R™) durch P f(¢) := [2' f(P'9).

In der Tat, wenn f € D(R") C D'(R"), dann gilt
prrepio) = [ (Pepo= [ 1) = [ (P1O) = (PHE) .

Wir haben also das kommutative Diagram

D(R™) —£~ D(R")
D'(R") 2% D/ (R)
'forts

Von nun an lassen wir die Kennzeichnung . . weg.
Die Frage nach schwachen Losungen des Poissonproblemes ist nun die folgende.

Problem 1.23 Sei p € D'(R") gegeben. Finde alle Distributionen f € D'(R™), welche
der Gleichung

Af=p

gentgen.
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Die Rechnung 7 und die Beobachtung dafi A’ = A zeigen, dafl dieses Problem wirklich
eine Verallgemeinerung des Poissonproblems auf Distributionen ist.

Distributionen und schwache Losungen spielen durchaus auch in Anwendungen eine
Rolle. Betrachten wir beispielsweise das Feld, welches durch ein im Ursprung position-
iertes Elektron hervorgerufen wird. Die Ladunsgdichte p hat die Eigenschaft, dafl

] 1 fallsOeU
U'O 1 0 fallsO¢U
Dies kann man nicht durch eine Funktion, aber wohl durch ein Maf§ beschreiben, namlich

durch das Deltamaf3 dg.
Die Gleichung

AU = 6y
hat die Losung G € L}, .(R"),
L In|z| n=2
Gla) = { o I . ®)
T 23

In der Tat konnen wir fiir ¢ € D(R") die Gleichung (5) fiir das Gebiet B(0, R) anwenden,
wobel wir R so grofl wihlen, dafl supp(¢) C B(0,r) gilt. Wir mit A = A daB

5)
00)2 [ 620 = Glag) = (AG)()
Da dies fiir alle ¢ € D(R") gilt, besagt diese Gleichung AG = .

Definition 1.24 FEine Losung der Gleichung AG = dqg heifst Grundlosung der Laplace-
gleichung.

Da man zu einer Grundlosung eine beliebige harmonische Funktion addieren kann und
wieder eine Grundlosung erhélt, ist diese nicht eindeutig bestimmt. Man kann jedoch
leicht mit dem Maximumprinzip zeigen, daf§ die Grundlésung (8) die einzige ist, welche
im Unendlichen verschwindet.

Mit Hilfe der Grundlosungen konnen wir das Poissonproblem

Af=p

losen.
Um das Ergebnis effektiv auszuschreiben, fithren wir den Faltungsbegriff ein. Zuerst
definieren wir die Faltung von Testfunktionen ¢, € D(R").

ox0ly) = [ oayity ~a)da
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Es gilt ¢ x ¢ € D(R"). Die Faltung ist ein assoziatives Produkt. Desweiteren gilt

<K, x> =

=

()¢ * Y(y)

K(y)o(2)Y(y — x)dxdy

o(—t)k(z — ) (2)dtd>

= < xr,p>

/
[ 5oty - 2o(eidady
/

mit ¢'(z) := ¢(—x). Die Abbildung ¢ *--- : D(R™) — D(R") ist stetig, so daB wir die
Faltung einer Testfunktion mit einer Distribution wird durch

(6 f)(¥) = f(¢' *¥) ;4 € D(R")

definieren konnen. Dann kommutiert namlich

o2

D(R") —Z~ D(R")

o

D/(R") "~ D'(R")
Wir wollen jetzt sogar Distributionen miteinander falten. Das geht nicht uneingeschrankt.

Um die Voraussetzungen formulierenzu konnen, fiihren wir den Begriff des Tragers einer
Distribution ein.

Definition 1.25 Sei f € D'(R™). Wir sagen, daff f im Punkt x € R"™ verschwindet,
falls es eine Umgebung x € U C R"™ gibt, so daff f(¢) = 0 fir alle ¢ € D(R™) mit
supp(¢) C U gilt. Der Trager supp(f) C R™ von f ist die Menge der Punkte, in denen f
nicht verschwindet.

Der Trager ist nach Definition abgeschlossen.
1. Es gilt supp(d,) = {z}.

2. Fiir ¢ € C(R") gilt supp(¢) = supp(¢) (wobei die linke Seite der Trager im Sinne der
Distributionen und die rechte Seite den Trager im Sinnne der Funktionen bezeich-
net). Wegen dieser Gleichung kann man iiberhaupt das gleiche Symbol verwenden,
ohne in Notationsschwierigkeiten zu kommen.

Die Fortsetzung der Faltung auf zwei Distributionen beruht auf der folgenden Beobach-
tung.
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Lemma 1.26 Wenn supp(f) kompakt ist, dann ist ¢ = f € D(R") fiir alle ¢ € D(R")
und

-~ f: D(R") — D(R")
stetig.

SchlieBlich definieren wir die Faltung von zweier Distributionen f, g, wobei supp(g)
kompakt ist, durch

g*f(6) =f(¢"x9)") .

wobei g'(¢) := g(¢").
Die Faltung definiert auf den Distributionen mit kompakten Trager D.(R™) die Struk-
tur einer kommutativen Algebra und D(R") ist ein Modul unter dieser Algebra.

Die Distribution &, € D’(R") ist die Einheit:
Soxf=F.
Ist P ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten, dann gilt
P(fxg)=Pfxg=[f*(Pg).
In der Tat gilt
P(x¢) = PYx =1 % Po ,(Pp) = P'¢", ¢,¢ € DR
P g)(¢) = * g(P'¢) = g(' * P'¢) = g(P(V' * ¢)) = g((P¥) x ¢) , g€ D'(R")

also
P xg)=Ppxg=1xPg,
und schliefllich

P(fg)(¢) = fxg(P'¢) = f*((P'9) xg)") = f((¢'* Pg)') = f*(Pg)(®) -

Lemma 1.27 Ist p € D.L(R™). Dann lost f := G * p die Gleichung Af = p.
Beweis: Es gilt
Af=A(Gxp)=dxp=p.

1.1.2.4 Regularitatstheorie Es gibt verschieden Skalen, mit welchen man die Reg-
ularitat von Funktionen oder Distributionen messen kann. In der Regel wird die Regu-
laritat durch die Zugehorigkeit zu Funktionenraumen ausgedriickt. Hier ist eine Liste von
Beispielen.

1. C*(R") - Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen, k € Nj.
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2. C"*(R™) - Raum der Holderstetigen Funktionen, a € [0,1], es gilt f € C*(R"™),
wenn fir alle z € R” gilt

3. CH%(R") - Raum der k-fach stetig-differenzierbaren Funktionen, deren k-te Ableitun-
gen in C"*(R™) liegen.

4. WkP(R™) - Raum der Distributionen, deren Ableitungen bis zur Ordnung k in
LP(R™) liegen, k € Ny, p € [1,00]. In der Tat ist LP(R") C L} (R™) C D(R").

loc

5. Mit S(R™) bezeichnen wir den Raum der schnell-fallenden Funktionen. Es gibt eine
dichte Einbettung D(R™) C S(R"™). Der Raum der temperierten Distributionen
S'(R™) € D'(R™) bestht aus solchen Distributionen, welche sich stetig auf S(R™)
ausdehnen lassen. Mit H*?(R") bezeichnen wir den Raum der temperierten Distri-
butionen f € S'(R"), deren Fouriertransformierte f in LP(R", (1 + |£[P%)d€) liegen.
Hier ist s € (—o00,00) und p € [1,00]. Die Fouriertransformierte einer Funktion
f € LYR"™) wird durch

1
(2m)3

f(g) = /Rn e <" f()dx

definiert. Es gilt das Plancherel Theorem

/Rnfaﬁ:/wfa?-

Auf temperierte Distributionen kann die Fouriertransformation daher durch die
Formel

A ~

f(9):=[f(¢), ¢eSR)

fortgesetzt werden. Es ist diese Stelle, wo temperierte Distributionen gebraucht
werden. Die Fouriertransformation erhélt namlich S(R™), nicht aber D(R").

6. Die Regularitat von Distributionen mifit man mit den dualen Raume dieser Funk-
tionenrdume. Die Rdume H*P(R™) sind besonders geeignet (fiir p # 1) wegen

(H*P)(R") = H™*(R")
1,1
mit 5 + i 1.

7. Eine andere Methode, die Regularitit einer Distribution f zu beschreiben, ist eine
Darstellung von f in der Form P¢ fiir ¢ € C**(R") und ord(P) = I.
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Die Raume W*?(R") und H*?(R") sind globale Réume.
Der Ubergang von globalen zu lokalen Rdumen funktioniert wie folgt. Sei W (R™) ein
globaler Funktionenraum. Dann definiert man seine lokale Variante durch

Wiee(R") := {f € D'(R") | ¢f € W(R") V¢ € D(R")} .

Die Riaume C*(R") und C*%(R") sind lokale Riume. Durch die Forderung globaler
Schranken erhélt man globale Varianten CF(R™) und C/*(R") dieser Réume.

Alle diese Funktionen- und Distributionenraume kommen mit natiirlichen Topologien
und haben Vollstandigkeitseigenschaften

1. WkP(R") und H*P(R") und ihre dualen Ridume sind Banachriume. Zum Beispiel
Il = [ AP+ l)de

2. Besonders wichtig ist der Fall p = 2, weil H*?(R") and W*2(R") Hilbertriume und
damit geometrischen Methoden zuganglich sind.

3. Die Réume WEP(R™), HEP(R™) und C**(R") sind Fréchetraume. Thre Topologie ist

loc
durch eine Familie von Halbnormen definiert. Im Fall H;)?(R") sind die Halbnormen

ps(f) = llof|

ey ¢ € D(R") .

4. Die Dualraume der Fréchetraume sind duale Fréchetraume. IThre Topologie ist als
gleichmaflige Konvergenz auf beschrankten Mengen definiert. Eine Teilmenge in
einem Fréchetraum F ist beschrénkt, wenn p;p : B — [0, 0o) fiir alle Halbnormen p
von F' beschrankt ist.

Detailierte Darstellungen der Theorie findet man unter anderem in [Ada75], [Tri83].
Eine typische Frage der Regularitatstheorie ist nun die folgende.

Problem 1.28 Sei bekannt, dafi p € C*(R"™) und f € D(R") der Gleichung Af = p
gentigt. Fir welche m € Ny gilt f € C™(R™).

In diesem Beispiel ist die Antwort m = k + 2, da A elliptisch und von zweiter Ordnung
ist. Inbesondere, wenn p € C(R™) und f eine schwache Losung von Af = p ist (Problem
1.23), dann ist f ein klassische Losung, also eine Losung von 1.19.

Der Beweis fiir die C*-Réaume ist gar nicht so einfach. Viel einfacher dagegen ist der
Fall der H*P-Raume.

Satz 1.29 Ist p € H*?, erfillt f € D(R") die Gleichung Af = p und gilt f € H"P(R")
fiir ein t € R, dann gilt auch f € H*T*P(R").
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Beweis: Die Voraussetzung f € H'"P(R") zeigt, daB f durch eine lokal-integrierbare
Funktion gegeben wird. Die Gleichung

Af=p

ist zu R
& 1(€) = p(¢) (9)
dquivalent. Wegen der apriori-Annahme f € Lf (R") gilt

loc

/”  FOPQ €N ¢ e < oo

Mit Hilfe der Gleichung (9) erhdlt man

/ [FEPA+[g)rde = / BEPNIEN (1 + |&]) = 2Pdg
=1 leli=1

IN

2 H(E)[P(1+ |€])d
/”6”21 ORI+ gy rde

< o0

[ |
Die apriori Annahme, da f € H"P(R") liegen soll, ist notwendig. Zum Beispiel 16st
f(x) = x1 die Gleichung Af = 0, aber es gilt nicht f € H*P(R") fiir irgend ein p oder s.
Das Problem ist hier, daf} eine globale Rdume benutzt werden.
Besonders wichtig ist es, die Relationen zwischen diesen Funktionenraumen zu verste-
hen.

1. Es gibt triviale Inklusionen wie

CHR™) c CF*(R") ¢ C*(R™)

oder
Wk,p(]Rn) C WkJrl,p(Rn)
oder
H*P(R") C H“’(R”)
fiur ¢t < s.

2. Interessanter sind die Relationen zwischen den verschieden Skalen. Satze in dieser
Richtung heiflen Einbettungssatze. Bekannt ist unter anderem:

(a) H®P(R™) C WkP(R") fiir s > k.
(b) W2P(R™) C C*(R"), falls k < s — 2 (Sobolev-Einbettungssatz).

loc
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c JHit®") (10)

seR

fiir alle ¢ € D(R™).
(d)

l oc

c () HL(R") c C=(R") (11)

seR

In der Regel sind diese Inklusionen stetig.
3. Funktionen kann man multiplizieren.
(a) Zum Beispiel gibt das Produkt eine Abbildung
LP(R") ® L*(R") — L'(R")
11
falls St =1 sind.

(b) Die Algebra D(R™) wirkt auf allen diesen Funktionen-und Distributionenrédumen.

(c) Die Frage, unter welchen Voraussetzungen and s,t¢,u und p, q,r das Produkt
eine Abbildung
H™PYR"™) @ H™P*(R") — H"P(R")

liefert, wird vom Modulstruktursatz fiir Sobolevraume beantwortet.

Satz 1.30 Se:

n n n
d:'f’——, dl—'f’l——, ng:'f’Q——.
b1 D2
Set
1 1 1
r>0, —-<—+4—
p pP1 P2

und gelte einer der folgenden Bedingungssdtze:
0.
d<d1, d<d2, d<d+ds
d<dy, d<dy, d<di+d,
oder sei v = 0 und gelte einer der folgenden Bedingungssatze:

0.

1 1 1

d<dy, d<dy, d<di+dy, —-<—+—

p— pl  p
1. , )
dgdlu 0<d27 _S_
p M
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0<dy, d<dy, <

1
D2

=

Dann ist die Multiplikation eine stetige Abbildung

HISPH(RY) © H2P(R) — HiP(RY) .

loc loc loc

4. Wichtig und interessant ist auch die Frage, wann die in 1. betrachteten Inklusionen

dicht sind.

(a) Der Raum der Testfunktionen D(R™) ist in allen lokalen Raumen und W*»(R")
sowie H®P(R™) dicht.

(b) D(R™) ist nicht dicht im globalen Raum Cf(R").
Wir konnen damit zu Beipiel folgenden lokalen Regularitatssatz zeigen.

Satz 1.31 Sei p € C®°(R™) und erfille f € D'(R™) die Gleichung Af = p. Dann gilt
feC®R").

Beweis: Wir lokalisieren das Problem. Sei z € R" beliebig gewahlt. Wir werden zeigen,
dal ¢ f € C(R™) fiir alle ¢, € D(R™) mit supp(¢oo) C B(z, 1) gilt. Wir betrachten
die Folge der Balle

1

und eine Folge ¢; € D(R") mit ¢; = 1 auf B; und supp¢; € B;_;.
Fir ¢; € D(R") gilt

A(p1f) = dA(f)+2 < gradoy, gradf > +fA(¢1) = p1p+2 < gradoy, gradf > +fA(¢1) .

Wir wissen nach (10), daf ¢, f € H%?(R") fiir ein ¢ € R gilt. Dann ist aber < grad¢,, gradf >¢€
H=P(R™) und fA(¢1) € H*P(R™). Da auch ¢1p € D(R™) ist, gilt

Ao f) € HTPP(R™) .
Wir schlieflen mit 1.29, dal ¢, f € HT1P(R™) gilt.
Sei nun ¢;f € H'"TFLP(R") fur all i < j gezeigt. Dann gilt ¢;f = ¢;¢;1f €
H™P(R™). Mit dem obigen Argument schliefen wir induktiv
(b]f e Ht+j+1,p<Rn) )

Dann gilt ¢ f = Popj f € HTLP(R™) fiir alle j € N, also wegen (11) ¢ f € C°(R").
[

Wir betrachten ein Gebiet 2. Wir setzen
D(Q) :={¢ € D(R")|supp(¢) C Q°} .
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und
D'(Q) := D(Q)" .
Die Definition der lokalen Funktionenraume 1afit sich leicht fiir Gebiete verallgemein-
ern. Wenn f € D'(Q2) und ¢ € D() ist, dann definieren wir die Fortsezung durch Null
¢f € D'(R") durch ¢f () := f(d)).

Das Prinzip der Definition der lokalen Funktionenraume fiir 2 demonstrieren wir am
Beispiel.
Hype () :={f € D'(Q)|¢f € H*(R") Vo € D(Q) }

loc

Die globalen Raume verhalten sich komplizierter.

1. Die Definition von W*?(R") lit sich auch fiir Gebiete formulieren, indem man von
den Ableitungen nur fordert, daB sie in LP(€2) liegen.

2. Der Raum D(R™) ist dicht in W*P?(R™). Das ist nicht mehr richtig fiir Gebiete. Wir
definieren

Wy (Q) S W ()
als den Abschlufl von D(12).

3. Die Definition der Raume H*P()) ist noch komplizierter und extrinsisch.
HP(Q) == {¢pld € H*(R")}

mit der Norm

4]

Hs,p(Q) = lnf H(b’

Hs,p(Rn) .
peH*P(R™),¢jo=1)

Die Gleichung
W (Q) = H*(Q)

gilt unter Voraussetzungen an die Glattheit des Randes 0f).

1.1.2.5 Schwache Formulierung von Randwertproblemen Wir betrachten ein
Gebiet Q2. Die Gleichung auf €2°

Af=p (12)
ist aquivalent zu
/p(b = / Afp = —/ < gradf,grad¢ > ,Vo € D(Q) .
Q Q Q
Wir betrachten den Hilbertraum
Wy?(Q) = D)y -

Die quadratische Form Q(f) := — |, < gradf, gradf > ist auf VVO1 () wohldefiniert und

nicht-positiv. Sie bestimmt einen selbstadjungierten Operator L durch
—/ < gradf,gradg >=< Lf,g >wiq) -
Q
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Wir haben eine weitere quadratische Form
=</ [ >0
auf VVO1 2(Q) wird welche durch einen selbstadjungierten Operator J via
< f9>@=<Jf9>y12q)
reprisentiert wird. Fiir f,p € W, *(Q) kann die Gleichung (12) nun in der Form
Lf=Jp

geschrieben werden.
Die Bedingung f € VVO1 2(Q) ersetzt die Randbedingung flaa = 0.

Problem 1.32 (Schwache Formulierung des Poisson-Problems) Gegeben sei p €
Wol’Q(Q). Gesucht ist f € W&’Q(Q) welches der Gleichung Lf = Jp gendigt.

Wir zeigen nun mit Methoden der Hilbertraumtheorie, dafy daf§ die schwache Formulierung
des Poisson-Problems eine eindeutige Losung besitzt.

Satz 1.33 Wenn ) beschrdnkt ist, dann ist der Operator L is invertierbar. Insbesondere
ist f:= L7YJ(p) die eindeutige Losung der Problems 1.32

Beweis: Der Operator ist selbstadjungiert. Es reicht aus zu zeigen, dafl er negativ definit
ist. Dazu zeigen wir eine sogenannte

Lemma 1.34 (Poincaréungleichung.) Fs gibt eine Konstante C' € R derart, dafs
”(b”LQ(Q) < —C < L¢, (25 >W01’2(Q)
fiir alle ¢ € D(Q).
Beweis: Sei R € R derart, dal Q C [-R, R]" =: B. Wir setzen ¢ € D(2) durch Null auf
B fort. Es gilt
1
Pa) = | (6. )P
-R
1
< (@t B) [ Dol g
-R

R
S 2R/ [81(;5(51, To, ... ,l’n)]2d§

R

Also
R

R
/ ¢(§17 Loy ... 7xn)2d€1 S 4R2/ [algb(&, Loy ... ,l‘n)]zdg .

R -R

27



Integration beziiglich der restlichen Variablen liefert

611720 o117 25,

AR*||010]| 72

= 4R*||010]|72q

—4R? < L§, ¢ >y -

IN A

IN

Die Poincaréungleichung gibt die untere Abschatzung

1 1
= <L, ¢ >ynag 2 %”(b”%Q(Q) + §ngad<¢)H%2(Q)
> C||¢||%/V0172(Q)

fiir ein geeignetes ¢ > 0. |
Die Bedingung p € VVO1 2(Q) kann abgeschwécht werden. In der Tat dehnt sich J zu einem
Isomorphismus (die sogenannte Dualitétsabbildung)

I [We(Q)) = [We?(Q)

aus, so daf es reicht, p € [W,*()]" anzunehmen.
Die Losung des klassischen Poissonproblems

feCQNC*Q) ,Af =p, foa =0

kann nun in zwei Schritten diskutiert werden. Wir nehmen an, da8 p € C(Q°) C [Wy*(Q)]
liegt. Wir finden dann mit 1.33 eine Losung

FewWsQ), Lf=1Jp.

Insbesondere gilt die Gleichung
Af=p
in D'(€). Die lokale Regularititstheorie fiir die C*-Raume liefert f € C?(Q°). In einem

zweiten Schritt diskutiert man die Grenzwerte lim,_;, f(z) fiir b € 0. Dies ist {ibringends
ziemlich nicht-trivial.

1.1.3 Allgemeine Definitionen
Sei U C R? offen und n € Ny,

Definition 1.35 FEin linearer Differentialoperator der Ordnung n auf U wird durch einen

Ausdruck §
n 0
p_ Z Z @iy, znm

fur Funktionen a;,

.....
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Der Laplace operator A ist ein Differentialoperator der Ordnung 2.

Definition 1.36 Sei P ein linearer Differentialoperator der Ordnung n. Die Funktion
o(P):UXR" R ,0,(P)(2,8) = > ay (). .&"
heifit das Hauptsymbol von P.

Das Hauptsymbol des Laplaceoperators ist durch

a(A)(z, &) = [I€]I*
gegeben.

Definition 1.37 FEin Differentialoperator P der Ordnung n heif§t elliptisch, wenn
o(P)(x,§) =0=¢£=0
gilt.

Der Laplace operator ist elliptisch. In der Tat gilt o(A)(xz, &) = [|€]]2.

1.2 Parabolische Differentialgleichungen
1.2.1 Physikalische Modelle

1.2.1.1 Warmeleitung Wir betrachten wieder die Temperaturverteilung in einem

Medium, welches in einem Gebiet Q@ C R? ausgebreitet ist (siehe 1.1.1.1). Wir wollen

deren zeitliche Entwicklung ausgehend von einer Anfangsverteilung 7j : {2 — R studieren.
Im nicht-stationédren Fall verdndert sich die lokale Bilanzgleichung (1) zu

2/T:/ <N, F> .
ot Ju oU

Daraus folgt mit der Argmentation aus 1.1.1.1 die Differentialgleichung

0
=T =AT.
ot
Im Falle einer Energieproduktion (siehe 1.1.1.3) im Inneren von 2 (etwa durch chemische

Reaktionen) gilt

0

—T — AT =

ot P
wobei p die lokale Rate der Energieproduktion beschreibt.

Die Verhaltnisse am Rand werden durch Randbedingungen bechrieben.

1. Vorgegebene Temperatur 6§ € C(02) am Rand wird durch eine Dirichletbedingung
Tioo = ¢ modelliert.
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2. Vorgegebene Heiz- oder Kiihlleistung x € C'(952) wird durch eine Neumannbedin-
gung
6NT\aQ =K

modelliert.

3. Die Kopplung an ein Warmebad mit Temperatur § € C'(9€2 kann mit der gemischten
Bedingung
OnTioa = c(Tian — 0)

modelliert werden.

Die Modellierungsaufgabe ist also auf die Losung des der Gleichung

%T — AT = p ,Randbedingung ,7'(0) = Tj

zuriickgefiihrt.

1.2.1.2 Diffusion Wir betrachten die Diffusion eines Stoffes in einem Medium 2. Wir
interessieren uns fiir die zeitliche Entwicklung der raumlichen Konzentration p ausgehend
von einer Anfangsverteilung po. Ahnlich wie bei der Wérme fiihrt die Annahme, daf der
effektive lokale Flul proportional zum Konznetrationsgefalle ist, zu einem experimentell
gut bewahrten Modell. Alternativ kann man auch Begriindungen iiber die mikroskopis-
che Theorie der Diffusion (Brownsche Bewegung) finden. Weiterhin kénnten im Medium
chemische Reaktionen ablaufen, welche den Stoff mit einer lokal veranderlichen Rate pro-
duzieren oder verbrauchen. Am Rand kénnte man die Konzentrationen, den Abflufl oder
eine Kopplung an ein Reservoir vorgegeben. Die sich ergebenden mathematischen Modelle
sind die gleichen wie bei der Warmeleitung.

1.2.2 Die Exponentialfunktion des Laplaceoperators

Sei Q C R" ein Gebiet. Wir betrachten die Hilbertraum L?(2). Der Operator A : D(Q) —
L*(Q) ist dicht definiert. Er ist weiter symmetrisch und nicht-positiv definit. In der Tat
gilt fir ¢, € D(Q)

<AG, Y >p2)= —/ < grado, grady >=< ¢, Ay > .
Q

Wir erhalten somit eine auf D(R™) nicht negativ definite Quadratische Form

Q(¢) :=— <Ap, o> .

Diese Form besitzt einen Abschluf} Q E dom(Q) — R. Wir erhalten den unbeschrinkten
selbstadjungierten Operator A : dom(A) — L*(Q2), die Friedrichserweiterung von A. Es
gilt dom(()) = dom(v—A) und
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fiir ¢ € dom(A) und
Q(¢) = - <V-D2¢,V-A¢ >

fiir ¢ € dom(Q). Wir verstehen A¢ € L2(Q2) C D'(Q). Dann gilt fiir alle ¢ € D(Q)

A(@) (1) =< A, >=< ¢, A >=< ¢, Ap >= ¢(Ayp) = Ap(¥)) .

Folglich ist A¢ die Distributionenableitung von ¢.
Da A < 0 gilt, erhalten wir mit dem Funktionenkalkiil fiir unbeschrankte selbstad-
jungierte Operatoren fiir £ > 0 einen Operator

e L2(Q) = LX) .
Aus sup, e = 1 fiir folgt
le <1

Die Familie (¢/?);>¢ von Operatoren erfiillt die Halbgruppeneigenschaft

e(tJrs)A — etAesA

und .
lime'f = f, felL*Q).

t—0

Es gilt (Taylorformel mit Restglied) fiir festes s > 0

e—(t—l—s)a: eS| tre ST

| = o(t) .

su
xz%) | t

Dies zeigt ) . )
e(t—l—s)A _ esA _ tAeSA

t

(@) = o(t) .

Die Funktion .
(0,00) 3 5 = *2p € L*(Q)

ist also differenzierbar und erfillt

ieSA¢ = AeSA¢ )
ds

Die Familie von f(t) := "¢ 16st das Problem
O f-Af=0.70)=0
ot o -
Da fiir ¢ > 0 und fiir alle k > 0 die Funktionen z — zFe™* auf x € [0, 00) beschrinkt
sind, gilt

Abethp = AFf(t) € L2(Q) .
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Mittels Regularitatstheorie kann man zeigen, dafl f € C*°((0, 00) x §2°) gilt. Die Funktion
f(t) 16st also das klassische Anfangswertproblem der Warmeleitungsgleichung

0 .
Sf—Af=0, lmf(H)=0.

wobei die Ableitungen im klassischen Sinn und der Grenzwert im Sinne von L*(Q) ver-
standen werden mufl. Letzterer existiert ist auch gleichméfig, wenn etwa ¢ € C.(Q)
gilt.

1.2.3 Eindeutigkeit - Maximumprinzip

Eindeutigkeitsaussagen fiir die Warmeleitungsgleichung kénnen oft aus einem Maximumprinzip
abgeleitet werden. Sei {2 C R™ ein beschranktes Gebiet. Fiir 7" > 0 betrachten wir den
Zylinder Z :=[0,T] x Q C R"™!. Wir setzen 9'Z :=[0,T] x 9Q U {0} U Q.

Satz 1.38 (Maximumprinzip) Sei f € C(Z) derart, daf$ O, f und 0;,0,f,4,j =1,...,n,
auf Z° existieren und stetig sind. Wenn O, f — Af <0 gilt, so auch
maxyf = maxgzf .

Beweis: Wir nehmen zuerst 0;f — Af < 0 and. Fire > 0sei Z. = [0,T — €] x Q. Da Z,
kompakt ist, existiert ein Punkt (o, x¢) € Zc mit f(tg, o) = maxy_f. Wenn (o, x9) € Z2,
so wiirde in diesem Punkt 0, f(tg, o) = 0 und Af(to,z9) < 0 gelten. Dies widerspricht
o f —Af <0. Also ist (tg,z0) € 0Z..
Wire tg = T — €, so wiirde in diesem Punkt Af(tg, z¢) < 0 und 0, f(tg, zo) > 0 gelten.
Dies ist auch unméglich. Folglich gilt (o, zo) € 0Z. N d'Z. Damit gilt
maxyz, [ = maXozrozf <maxyzf .

Wir lassen jetzt € gegen Null streben. Da f auf Z stetig ist, erhalten wir im Grenzwert
maxy f =maxgzf .

Sei nun 0,f — Af < 0. Fpr k£ > 0 setzen wir g(t,x) := f(t,z) — tk. Dann gilt
0,9 — Ag < 0 und deshalb maxzg = maxy zg . Nun ist aber

maxy f =maxy(g + tk) <maxyg+ kT = maxgzg + Tk <maxg,f + Tk
Fir £ — 0 erhalten wir wie gewiinscht
maxy f < maxgzf .

Die andere Ungleichung
maxy f > maxyyf

ist trivialerweise erfiillt. [ |
Mit Hilfe des Maximumprinzipes konnen wir die Eindeutigkeit fiir Warmeleitungsgleichungen

zeigen. Sei Z = [0, T] x Q fiir ein beschranktes Gebiet  C R™. Die Daten auf dem Rand
0'Z kodieren Anfangsbedingungen und Randwerte in einem.
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Problem 1.39 Gegeben seien p € C(Z°) und ¢ € C(0'Z). Wir suchen Funktionen
f e C(Z) derart, daf$ Oyf und 0;,0;f, 1,5 = 1,...,n, auf Z° existieren und stetig sind,
und welche den Gleichungen

If—Af=p, foz=20¢
genugen.

Lemma 1.40 FEs gibt hochstens eine Losung des Problems 1.39.

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Losungen an. |

Die folgende Beobachtung ist wichtig, wenn man Diffusionsprozesse mit der Warmeleitungsgleichung
beschreibt. Einerseits sollten namlich Konzentrationen immer nicht-negativ sein. Ander-
erseits, wenn man keinen Ab- oder ZufluB erlaubt (Neumann-Bedingung Oy f = 0 auf
[0,7] x 02 und 0, f = Af), dann sollte

/Qf(t,:c)dx:/gf((),x)

gelten. Diese Gleichung folgt fiir hinreichend regulare Gebiete aus

0, /Q ft,2)de = /Q O f (1 ) da
_ /Q AJ(t, 2)dx

= Onf(t,x)dx
o9
= 0.

Fir die Positivitatsfrage betrachten wir den Fall, dafl der Rand den Stoff absorbiert.
Dies wird durch eine Dirichletbedingung fo7jxo modelliert. Desweiteren sei die An-
fangskonzentration ¢ auf {0} x Q nicht-negativ. Das Maximumprinzip (fiir —f) besagt
in diesem Fall

ming f =ming¢ >0 .

1.2.4 Die Grundlosung

Sei R x R” = R"" mit den Koordinaten (¢,z). Im folgenden wollen wir Losungen
f € S8'(R™1) der Gleichung
(0 — A)G =9y .
bestimmen. Sei p € C(R™"!) mit p(t,z) = 0 fiir ¢ < 0. Ein Anfangswertproblem
(O = A)f =p, [ropxrn = ¢ (13)

33



iibersetzen wir in
(O —A)f=p+do(t)p
und der Forderung f(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Wir suchen G mit G|(—o,0)xrr = 0. Dann 16st

f =G (p+8(1)0)

unser Anfangswertproblem (13).
Seien (7,£) die zu (¢, x) dualen Koordinaten. Nach Fouriertransformation erhalten wir

(i + ]G (7€) =

n+l °
2

(2m)

Wir fihren zuerst die Riicktransformation in der 7-Variablen aus und erhalten mit Hilfe
des Residuensatzes

. 1 - 1
Gt, = — ZTt»i
) = G | T
1

= G o(t)e el

Wir fithren jetzt die Riicktransformation in der £-Variablen durch:

Glt,z) = O(t)— / i< 6> o lelt e

(2m)m
- e

Diese lokal-integrierbare Funktion heiffit Gundlosung der Warmeleitungsgleichung. In der
Tat gilt fiir geeignete ¢, p

2
||ac yH llz—yll

G+ (p+ 800t )=o) [ oy + ol / [ s s

N

Diese Funktion 16st tatséchlich (13).

1.3 Hyperbolische Differentialgleichungen
1.3.1 Physikalische Beispiele

1.3.1.1 Schwingende Saite Wir betrachten eine an ihren Enden eingespannte Saite,
welche in der Vertikalen schwingen kann. In Ruhe mége die Seite durch das Intervall [0, L]
beschrieben werden. Die zeitliche Entwicklung der Auslenkung der Saite wird durch eine
Funktion h : R x [0, L] — R beschrieben, wobei die erste Koordinate die Zeit ist. Die
im Punkt z der Seite angreifende Kraft F'(x) ergibt sich aus dem Kraftegleichgewicht der
in beiden Richtungen wirkenden Zugkrafte. Wir betrachten den Fall kleiner Auslenkung.
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Ist die Saite nicht gekriimmt, heben sich diese Kafte genau auf. In erster Naherung
sollte die Kraft daher zur Kriimmung proportional sein. Da wir kleine Auslenkungen
annehmen, dann ist die Kraft in erster Ndherung vertikal ausgerichtet. Wir erhalten (bis
auf Proportionalitidtskonstanten)

F(z) ~ 0?h(x) .
Diese Kraft wirkt beschleunigend auf den Massepunkt = der Saite. Wir erhalten
cOth = 02h .

In die Konstante ¢ geht die die Saite spannende Zugkraft und die Massendichte (pro
Lénge) der Saite ein.
Die Saite ist an den Enden eingespannt. Das ergibt die Randbedingungen

h(t,0)=h(t,L) =0 ,teR.

Zur vollstdndigen Beschreibung gehort noch die Anfangsbedingung. Zum Beispiel kann
man die Saite in einer ausgelenkten Lage h( loslassen. Dies wiirde durch

h(0,z) = ho(x) , Oh(0,2) =0, Vzel0,L]
beschrieben werden. Oder man stéfte die Saite an. Dieser Anfang wiirde durch
Oh(0,2) = po(z) , h(0,t) =0, Vael0,L]

modelliert werden.
1.3.1.2 Trommel In dhnlicher Weise kann man eine schwingende Membran, zum
Beispiel ein Trommelfell, beschreiben. Die Membran in Ruhe wird durch ein Gebiet

Q) C R? modelliert. Deren horizontale Auslenkung wird durch eine Funktion h : RxQ — R
beschrieben, welche einer Differentialgleichung

cd}h = Ah
gentigt. Die Rander sind wieder eingespannt, woraus die Randbedingung
hrxan =0
folgt. Die Anfangsbedingungen sind wie bei der Saite
h(0,x) = ho(x) , Oh(0,2) = po(z) , Va €

fiir Funktionen hg, py € C(Q).

Wir kénnen auch zusétzlich annehmen, dafl weitere Krafte auf die Membran wirken,
zum Beispiel durch Anpusten mit einem Luftstrom. Diese Kréafte beschreiben wir durch
eine Funktion

p:RxQ—=R.
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Die Differentialgleichung modifiziert sich zu
cO’h — Ah = p .

Der Operator (wir setzen ¢ = 1)
O0:=07 - A

wird oft Wellenoperator genannt.

1.3.1.3 Elektromagnetisches Feld Die Differentialgleichung
UU =0

fiir ein zeitlich veranderliches elektisches Feld im Vakuum ist eine Konsequenz der Maxwell-
gleichungen.

1.3.2 Losungsmethoden und mehr

1.3.2.1 Fouriermethode Wir betrachten ein Gebiet €2 C R"™ und studieren die Wellen-
gleichung
Oh =0

auf R x 2 unter den Randbedingungen
hirxoa =0 .

In diesem Fall kénnen wir folgende Hilbertraummethode anwenden. Wir schreiben die
Gleichung in der Form

O?h = Ah

fur eine Funktion

h:R — dom(A)

wobei A die Friedrichserweiterung von A auf dom(A) = D() ist. Die allgemeine Losung
dieser Gleichung kann spektraltheoretisch in der Form

— - —1
h(t) = cos(tv/ —A)hg + sin(tvV —A)V —=A  py

geschrieben werden, wobei hy € dom(A) und py € dom([—A]'/?) liegen sollten. Dann ist

namlich
h(t) € C’Q(R, LQ(Q)) NC(R, dom(A))

(mit der Graphennorm ||.||r). Es gilt
h(O) = h() s @h(O) =DPo -

Wir nehmen nun an, dafl 2 beschrénkt ist. Aus der Regularitatstheorie fiir A auf
folgt die Aquivalenz der Normen

p[I7 == H‘bH%Q(Q) + HA¢”%2(Q)
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und der [[¢|lw22(q) auf D(£2). Damit gilt
dom(A) = W*(Q) .

Aus dem Rellich Lemma folgt, daB W:?(Q) — L*(Q) kompakt ist. Damit ist Rz (i)
kompakt. Folglich hat A reines Punktspektrum mit nicht-positiven Eigenwerten endlicher
Multiplizitat, welche sich in —oo haufen.
Sei
0>)\02)\12>\2

die Eigenwerte von A (mit Multiplizitit wiederholt) und ¢ eine Basis zugehoriger Eigen-

vektoren. Wir betrachten die Anfangsbedingung hy € dom(A) und py = 0. Dann haben
wir eine Basisdarstellung

h0:Z<¢z‘,ho>¢i

und konnen
h(t) = ZCOS(t —>\Z) < gbi, ho > QZSZ .
Diese Summe konvergiert in ||.||r, also in W22%(Q). Die Summe der Ableitungen kon-
vergiert immer noch in L?(Q). Damit ist h € C*(R, L*(Q)) N C(R, dom(A)) und erfiillt
die gewiinschte Differentialgleichung.
Wir fiithren nun die harmonische Analyse der Losung h(t)(z) durch, d.h. wir betrachten
die Fouriertranformierte h(€)(x) beziiglich der Zeitvariablen. Wir erhalten

> @ [0y=5:(6) +0=5:(8)] < ¢n, ho > Pu(2) -

Der Trager dieses Mafles besteht aus den Zahlen v/—\,,, welche auch Eigenfrequenzen des
Gebietes () genannt werden.

Betrachten wir zum Beispiel das Model fiir eine E-Gitarrensaite, deren Tonabnehmer
im Punkt x angebracht ist. Wir sehen also alle Eigenfrequenzen, deren zugehorige Eigen-
funktion im Punkt x nicht verschwinden.

Der zwei-dimensionale Fall fithrte zum dem bertthmten Problem ”Can you hear the
shape of the drum”. Dabei geht es um das Problem, ob das Gebiet () aus seinen Eigen-
frequenzen rekonstruiert werden kann. Diese Frage und deren Verallgemeinerungen wird
in der Spektralgeometrie studiert. Die konkrete Antwort ist im generischen Fall ja, aber
es gibt spezielle Beispiele von nicht-isometrischen Gebieten, welche jedoch die gleichen
Eigenfrequenzen (mit Multiplizitat haben).

1.3.2.2 Energiefunktional und endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit Wir be-
trachten R™™ = R x R™ mit den Koordinaten (t,z). Fir f € CL (R™) und ein
beschranktes Gebiet W C R"™ definieren wir das Energiefunktional

B0~ [ afep+Y af
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Wir nehmen nun an, da§ f € C?(R™"!) gilt, und da8 f die Wellengleichung
Ol f = Af .

erfillt. Wir rechnen

O Ew (f)(t)

2682f+/ 0,0, 0, f

— /W28tAf—/WQathf+/aW26nfatf
— 2/8W8nf8tf.

Wir betrachten jetzt ein zeitabhangiges Gebiet, welches sich mich Einheitsgeschwindigkeit
in Normalenrichtung zusammenzieht, also etwa W (t) := B(zg,r — t). Dann gilt mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

OB (F(1)) = /a v 200500 00 =0 <0,
t i=1

Insbesondere konnen wir daraus folgenden Satz schlielen.

Satz 1.41 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit) Wenn B(z,r)Nsuppf(0) =0
gilt, so fir 0 <t <r auch B(zg,r —t) Nsuppf(t) = 0.

Beweis: In der Tat ist ¢ — Epyr—s(f(t)) monoton fallend und Ep (g, ,—0)(f(0)) = 0.
Daraus folgt Ep(z,r—t)(f(t)) = 0 und 0, f(s)(x) = 0 fiir alle z € B(xo,r —t), s € [0,t].
Wegen f(0)(z) = 0 gilt dann auch f(t)(z) = 0. [ |
Der Lichtkegel eines Gebiets 2 C R™ ist die Menge
Ko = {(t,y) € R"" | 3z € Qmit ||z — y|| < |t]}
Korollar 1.42 [st f € C?*(R™"Y) eine Losung der Wellengleichung, so gilt fir alle t € R

suppf C Koupp(1(0)) -
Fiir (s,y) € R™"! sei der Riickwértslichtkegel durch
R(s,y) ={(t,z) eR"™ [t <s, [z—yl<(s—1)}
gegeben.

Korollar 1.43 (Eindeutigkeitssatz) Sei f € C? eine Losung der Wellengleichung auf
einer Umgebung von R(s,y)N{(t,x)|t > 0}. Dann ist f(s,y) eindeutig durch die Cauchy-
daten f(0,z) und O,f(0,x) fir x € B(y,s) bestimmdt.

Beweis: Sei f eine Losung mit trivialen Cauchydaten in B(y, s). Dann ist Epys— (f(1))
monoton fallend und Ep(, . (f(0)) = 0. Es folgt Epy(f(t)) = 0. Daraus folgt fiir
t€10,s) 0 f(t,y) =0. Wegen f(0,y) =0 folgt f(s,y)=0. |
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1.3.2.3 Losungsformeln - Huygenssches Prinzip Wir erinnern an den spharischen
Mittelwert M (t) € C(R?) C D'(R?)

1

M) f :=—
Of =~ son

Satz 1.44 Wenn hy € C*(R3?) und py € C*(R?) ist, dann ist
f(t) =tM(t) * po + Ot (M(t) * ho]
die Losung der Wellengleichung mit den Cauchydaten
f0,2) = ho(z) ,  9f(0,x) =po(z) .

Man kann das mehr oder weniger trickreich nachrrechnen. |

Insbesondere beschreibt die Distribution 0,(tM(t)) die Ausbreitung einer Anregung d
zur Zeit Null. Der Tréger dieser Distribution ist der Rand von R(t,0)N{s = 0} = B(0,1)..
Man sagt in diesem Fall, dafl das Huygenssche Prinzip gilt.

Man kann die Wellengleichung in zwei Dimensionen als Wellengleichung in drei Dimen-
sionen fiir Funktionen, welche von der letzten Koordinate nicht abhéangen, interpretieren.
Wir erhalten deshalb aus Satz 1.44 unmittelbar eine Losungsformel fiir den zweidimen-
sionalen Fall durch Mittelung. Sei

(=)

M) f = AN R
BOy) /1t — [|z]]?

Satz 1.45 Wenn hy € C*(R?) und py € C*(R?) ist, dann ist
F(t) = tM(t) % po + Oy [t(M(t) * o]
die Losung der Wellengleichung mit den Cauchydaten
fQ0,2) = ho(x) . 9uf(0,2) = po(x) -

Es gilt B
suppM (t) = B(0,1) .

Das Huygenssche Prinzip gilt nicht.
Ahnliche explizite Formeln gibt es fiir alle Dimensionen. Das Huygenssche Prinzip fiir
die Wellengleichung im R™*! gilt genau dann, wenn n ungerade ist.

1.4 Spektraltheorie

Dies ist eine Zusammenfassung des entsprechenden Inhaltes meines Skriptes.
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1.4.1 Beschrankte Operatoren

Sei H ein komplexer Hilbertraum und L(H) der Raum der stetigen linearen Operatoren

auf H. Sei A € L(H).

Definition 1.46 Die Resolventenmenge p(A) C C ist die Menge aller X € C fir die
Ra(N\):=(A—A)"' € L(H) existiert.

Da die Teilmenge GL(L(H)) C L(H) der invertierbaren Operatoren offen ist, ist auch
p(A) C C offen.

Definition 1.47 Das Spektrum von A ist das Komplement o(A) := C\ p(A) der Resol-
ventenmenge.

Das Spektrum o(A) von A ist abgeschlossen. Es gilt
a(A) € B(O, [|A]) -

In der Tat ist fiir |A| > ||A]|

> n
n=0
konvergent.

Besonders wichtig ist der Fall selbstadjungierter Operatoren.

Definition 1.48 A € L(H) ist selbstadjungiert, wenn A* = A gilt.
1. Fiir selbstadjungierte Operatoren gilt o(A) C R. In der Tat gilt fiir ||z|| = 1, daB
A= Az||> > | < A=Az, 2> =] < (Re(\) — A)z, 2 > —Im(\)|> > Im())?

Sei Im(A) # 0. Dann ist (A — A) injektiv Wegen Im(A — A) = ker(A — A) = 0 ist
RA()) dicht definiert und durch /\)I beschriankt. Folglich existiert R4(\) € L(H).

2. Fiir (nicht-notwendig selbstadjungierte) A € L(H) haben wir einen holomorphen
Funktionenkalkiil. Sei Oy4) der Raum der Keime holomorpher Funktionen auf
o(A). Ist f € Oy 4y auf einer Umgebung U von o(A) definiert, dann betrachten wir
einen Weg v in U, welcher ¢ einfach umlauft und definieren

- / F(2)Ra(2)dz

Es gilt
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3. Sei jetzt A = A*. Fiir P € C[z] gilt | P(A)|| < sup,e,(a) [P (). Dies ist eine Konse-
quenz des holomorphen Funktionenkalkiils. In der Tat, wenn [A| > sup,¢,a) [P(2)],
dann ist ;15 € Ou(a) und deshalb X € p(P(A)). Da Clz],(a) € C(0(A)) dicht ist
(0(A) ist beschriankt), kann man fiir f € C(0(A)) die Funktion f(A) := lim,, 0 Pn(A)
fiir einen Folge von Polynomen P, € Clz| definieren, welche f auf o(A) gleichméBig
approximieren. Wir erhalten den stetigen Funktionenkalkiil. Es gilt wieder

o(f(A) = f(o(A) . fA) = F(A), g(f(A) = (g0 f)(A),
Der stetige Funktionenkalkiil setzt den holomorphen Funktionenkalkiil fort.

4. Wir betrachten wieder einen selbstadjungierten Operator A € L(H). Seien ¢, €
H. Das Funktional

C(a(A)) 3 [ piP(f) =< ¢, f(A) >

ist ein komplexes Borelmafi auf o(A). Es gibt ein eindeutig bestimmtes Projektor-
wertiges Mafl F4 : B(c(A)) — Proj(H) derart, daf

pOU(f) = / (A)f(2) < b, dBa(x), 6 >

gilt. Hierbei ist B(o(A)) die Borelsche o-Algebra auf o(A) und Proj(H) die Menge
der orthogonalen Projektoren auf H, also Proj(H) :={P € L(H) | P* = P? = P}.
Ein projektorwertiges Maf ist eine Abbildung B(c(A)) — Proj(H) mit

() E0) =0  E(o(4) =1,

(b) Fiir U,V € B(o(A)) gilt E(U)E(V) = E(V)E(U) = E(VAU) und E(UUV) =
E(U)+ E(V) = EUNYV)

(c) Fiir eine paarweise disjunkte Familie (U, ),en gilt die o-Additivitat in starken

Sinn, d.h. fir jedes ¢ € H gilt

N

lim > EU)6 = E(J U)o -
n=1 neN

In der Tat ist dann B(o(A)) 5 U —< ¢, E(U)y > ein Ma$.

5. Das Projektorwertige Mafl bestimmt eine MaBklasse [E]. Ist f € L>*(0(A), B(c(A)), [E]),
so kann man

f(A) = f(x)dE(z)

o(A)

definieren (Konvergenz im schwachen Sinne). Dieser mefibare Funktionenkalkiil
setzt den stetigen und holomorphen Kalkiil fort.
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Das typische Beispiel ist das eines Multiplikationsoperators. Sei (X, R, ;1) ein Mafiraum
und H := L*(X, R, u). Sei weiter a € L®(X, R, [u]) und A € L(H) der durch a bestimmte
Multiplikationsoperator. Dann ist 0(A) = supp(a.u). Das Spektralmafl ordnet der Menge
U € B(o(A)) den durch die charakteristischen Funktion x,-1() datgestellten Projektor
E4(U) zu. Ist f € L®(o(A),B(c(A)),[E]), dann ist foa € L>®(X, R, [u]) und f(A) der
durch diese Funktion dargestellte Multiplikationsoperator.

1.4.2 Unbeschrankte Operatoren

Unbeschrankte Operatoren sind partiell definierte lineare Abbildungen. Dazu fiithren wir
die folgenden Begriffe ein.

Definition 1.49 1. Ein Operator (A, domA) ist eine lineare Abbildung A : domA — V|
wobet domA ein linearer Unterraum von V ist.

2. Die Gleichung (A,domA) = (B,domB) bsagt, dafi domA = domB und A = B gilt.
3. (B,domB) heifit Erweiterung von (A,domA), falls domA C domB und Bjgon 4 = A.
4. Der Graph von (A,domA) ist die Menge

['(A,domA) := {(x,Az) | z € domA} C H & H.

5. (A,domA) heifst abgeschlossen, falls T'(A, domA) abgeschlossen in H & H ist.

Mit der folgenden Definition legen wir Rechenregeln fiir Operatoren fest.
Definition 1.50 1. (A,domA) + (B,domB) := (A + B, domA N domB)

2. (A,domA) o (B,domB) := (AB,{z € domB | Bx € domA})

3. AM(A,domA) := (AA,domA), fir A #0

4. 0-(A,domA) := (0,V)

5. (A,dom A)~! := (A~ A(domA)), falls A injektiv ist.

Ab jetzt bedeutet A immer (A, domA), und eine Erweiterung B von A wird mit A C B
bezeichnet.

Lemma 1.51 Fir Operatoren A, B,C gelten folgende Rechenregeln:
1. (A+B)+C=A+(B+(C)
2. (AB)C = A(BC)
3. AB+ AC C A(B+ C).
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4. (A H 1 =A
Lemma 1.52 Ist A ein abgeschlossener invertierbarer Operator, dann ist auch A~ abgeschlossen.

Satz 1.53 (Theorem vom abgeschlossenen Graphen) FEin Operator A ist genau dann
in L(H), wenn er abgeschlossen ist und dom A =V gilt.

Definition 1.54 Sei A ein Operator.

1. Die Resolventenmenge von A ist

p(A) :={N€C | Ry(\) := (\— A)~" ewistiert, ist beschrinkt und domR4()\) = V}.

2. Das Spektrum von A ist
o(4) = C\ p(A).

Lemma 1.55 Fir einen Operator A gilt:

1. p(A) ist offen in C.

2. Die Abbildung p(A) — L(H), XA +— R(\) ist holomorph.
Definition 1.56 FEin Operator A heifst dicht definiert, falls domA C H dicht ist.

Definition 1.57 Sei A dicht definiert. Dann ist der adjungierte Operator A* definiert
auf
dom A" :={x € H : y — (x, Ay) ist stetige Linearform auf domA}

durch
(x,Ay) = (A*z,y) Vx € domA*, y € domA

Lemma 1.58 Sei A dicht definiert. Dann gilt:
1. A* ist abgeschlossen.
2. (A7)* = (A*)7, wenn A~ existiert.
3. (A+ B)* = A*+ B*, (BA)* = A*B*, wenn B beschrdnkt ist.
4. AC B= B*C A"
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Definition 1.59 1. Ein Operator A heifit symmetrisch, falls

(Az,y) = (x, Ay) Vx,y €dom A .

2. Fin dicht definierter Operator A heifit selbstadjungiert, falls A = A*.

Lemma 1.60 1. Wenn A selbstadjungiert ist, so ist A abgeschlossen.

2. Ist A symmetrisch und dicht definiert, dann ist A* eine abgeschlossene Erweiterung
von A.

Definition 1.61 FEin Operator A heifit abschliefibar, falls A eine abgeschlossene Er-
weiterung hat.  Nach Zornschen Lemma gibt es dann eine kleinste abgeschlossene Er-
weiterung A.

Lemma 1.62 FEin dicht definierter Operator A ist genau dann abschliefbar, wenn domA*
dicht in H ist. Dann gilt A= A* und A" = A*.

Definition 1.63 FEin symmetrischer, dicht definierter Operator A heifit wesentlich selb-
stadjungiert, falls A selbstadjungiert ist.

Lemma 1.64 Der Operator A sei wesentlich selbstadjungiert. Dann hat A genau eine
selbstadjungierte Erweiterung A.

Satz 1.65 Sei A :domA — V' ein symmetrischer Operator. Dann sind die unter (i) bzw.
(i1) stehenden Aussagen zueinander dquivalent:

(i) (a) A ist wesentlich selbstadjungiert.
(b) ker(A* £i) = {0}
(¢c) Im(AFi) CV ist dicht.

(i1) (a) A ist selbstadjungiert.
(b) A ist abgeschlossen, ker(A* +14) = {0}.
(c) Im(AFi)=V

Dabei gelten die Aussagen jeweils fir + und — gleichzeitig.

Lemma 1.66 Sei A selbstadjungiert. Dann gilt:
1. o(A) CR
2. Rs(i)* = Ra(—1) und Ra(i) = (1 — A)~! ist normal.
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1.4.3 Illustration

In diesem Abschnitt wollen wir die mit unbeschrinkten Operatoren zusammenhangenden
Begriffe illustrieren. Wir nehmen

H := L*([0,1])

und setzen

A= (0 02(0,1))

Da domA = C°((0,1)) € L*([0,1]) = H dicht ist, ist A dicht definiert. Durch partielle
Integration fiir ¢, € domA sehen wir

d

(0v) = [ dt@ivta)is = [ ol = (A0.0)

Der Operator A ist also symmetrisch. Die Gleichung (z’% Fi)¢ = 0 hat die Losungen
coi(r) = ce*®, c € C. Da

b = (A, pu) = /0 L@ - & /0 p(a)e*dr = £ilw, o)

ein stetiges Funktional auf H definiert, gilt ¢, € domA*. Damit ist A nicht wesentlich
selbstadjungiert.

Wir wollen die Definitionsbereich vergrofern. Die Auswertung f +— (f(0), f(1))
definiert eine Abbildung R : C*°([0,1]) — C@® C. Sei L € C @ C ein eindimension-
aler Unterraum. Wir stzen

dom(Ar) = {¢ € C=([0,1))|R(¢) € L}

und definieren Ay : domA; — H wieder durch Ap¢ = i%qﬁ. Dann gilt A C A;. Wir
testen Ay auf Symmetrie. Seien ¢, € dom(Ay). Dann gilt

/0 o ()u(e) = / Ha)imu ) — i6(1)(1) + iB(0)6(0)

Wir fiihren auf C @ C die hermitsche Form w((z1, 1), (z2,y2)) = iZ122 — i1y ein. Dann
gilt

(Ad,v) — (¢, AY) = w(R(¢), R(¥)) -
Der Unterraum L C C @ C heifit Lagrangesch, falls w(L, L) = {0} gilt. Wir sehen, dafl
Ay, genau dann symmetrisch ist, wenn L Lagrangesch ist. Fiir o € U(1) setzen wir

L, =C(l,a)cCaC.

Damit werden alle Lagrangeschen Unterrdume durch U(1) parametrisiert. Der Operator
Ay, ist also symmetrisch. Wir zeigen jetzt, dal er wesentlich selbstadjungiert ist. Dazu
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miissen wir nur einsehen, daf die Lésung ¢4(z) = e*z von (i-f F i)¢ = 0 nicht zu
dom(Aj} ) gehoren. In der Tat gilt

< AQ/% (b:t >= i < w7¢:|: > —H,d(’l/}, (b:t) .

Nun ist
W, d1) = —ip(1)e*! +id(0) = ip(0)(1 — ae™') .

Da (1 — ae*!) # 0 und ¢ — $(0) sicherlich nicht stetig in der L?>-Norm auf dom(Ay,) ist,
gilt ¢ & dom(A7 ).

Wir sehen, dal A;_ wesentlich selbstadjungiert ist. Sei Abschlu8 A;_ ist selbstad-
jungiert.

Um zu sehen, wie Ay, von o € U(1) abhéngt, bestimmen wir das Spektrum von Ay, .

Auf domA;_ definieren wie die Graphennorm

II1F = llellE + 1AL, o117 -

Dann gilt

domA; = domALa”'IIF :

Wenn ¢ € domAy, gilt, dann ist £¢ € L?[0,1]. Fiir [a,b] C [0, 1] schlieBen wir

d b d
|50 < 0= ) [ 150 < (b= )6l
Daraus folgt ¢ € C([0, 1]) und

[¢(a) — o(b)] < Vb —al|f|r -

Sei B := {¢ € domAy_|||¢|| < 1}. Dann ist B C L?([0, 1]) kompakt. In der Tat ist B eine
gleichgradig stetige Menge in C(]0,1]) und damit schon kompakt in C([0, 1]) nach dem
Satz von Arzela-Ascoli.

Da Ay, selbstadjungiert ist, existiert Rz, (i): H — domAy, — H. Die Faktorisierung
iiber die kompakte Einbettung Ay, — H zeigt, dal R AL, (1) kompakt ist. Ein kompakter
Operator hat aber diskrete Spektrum endlicher Multiplizitdt mit Haufungspunkt 0. Sei
(#tn)nen die Folge der Eigenwerte von Ry, (i). Daraus folgt, dal das Spektrum von Ap.
diskret ist. Weiter sind A\, := ¢ — ;%n die Eigenwerte von Aj_, die sich offensichtlich in
400 haufen.

Eine Losung der Gleichung

ALagb:)\gb, ngdomALa

ist offensichtlich insbesondere eine Losung der Differentialgleichung i%(b)\ = A¢y. Also
gilt ga(z) = cex. Diese Funktion ist glatt. Damit gehoren die Eigenfunktionen von
Ar,, sogar zu domAy . Die Bedingung R(¢») € L, besagt, dal a¢,(0) = ¢,(1), also

a=e ™
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gelten mufl. Diese Bedingung ist fiir A, := —arg(a) + 27n, n € Z erfiillt. Wir sehen, dafl
o(Ap,) = —arg(a) + 277

gilt und alle Eigenwerte haben einfache Multiplizitat.

1.4.4 Der Spektralsatz fiir unbeschrankte, selbstadjungierte Operatoren

Satz 1.67 Sei A ein selbstadjungierter unbeschrankter Operator auf H. Dann existiert
ein projektorwertiges Mafl E4 auf R mit:

1. 0(A) = suppEs C R,

2. domA={z e H| [ N(z,dEs(\)x) < oo},
o(A)

3. Ax = lim (f )\dEA(A)) x  fir x € domA.
n—oo \ °,

Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H, F 4 das zugehorige projektorwertige Maf3,
die Spektralschar von A.
In Kapitel 1.4.1 haben wir einen isometrischen Homomorphismus

(R, B,[E4]) — L(H) . ﬁ%ﬂﬁ:AﬂMMM)

konstruiert. Diese Abbildung soll auf unbeschrankte mefibare Funktionen erweitert wer-
den.

Definition 1.68 Sei f : R — C U {oo} eine mefbare Funktion gelte Ea(f~*{oo}) = 0

- o ) <
h“”:{o FN)] > n

wird der Operator f(A) durch folgende Vorschrift definiert:
domf(A) :={z € A| f.(A)x konvergiert fir n — oo}

f(A)z = lim f,(A)z  firz € domf(A) .

n—o0

Sei I : R — CU{oo} die Inklusion. Dann gilt I(A) = A.

Satz 1.69 Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H mit der Spektralschar E4 und
f:R—= CU{oo} mit Es(f~"{o0}) =0. Dann gilt:

1. f(A) ist dicht definiert und abgeschlossen.
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2. domf(A) —{ze€ V|f IFOP (2, dEA(\)z) < oo}
3. (@, f(A)y) = [ F\) (@, dEA(\)y) fiir y € domf(A)
4. Hf (A)z]* = flf (z,dEa(N)z) fir z € domf(A)
5. f(A) = f(A)

6 (

Ralp) = (0= A7 = [ ZA5dBa(N) fiir o € pl4).

1.4.5 Qudratische Formen und Friedrichserweiterung

Sei A ein symmetrischer dicht-definierter Operator auf H.

Definition 1.70 A heifit von unten halbbeschrankt durch eine Konstante ¢ € R, wenn
(A¢, ) = cl|o| fiir alle ¢ € dom(A).

Als Beispiel betrachten wir ein Gebiet Q C R™, den Hilbertraum H := L?(Q), eine
von unten beschrinkte Funktion V' € C(£2) und den Operator A := —A 4+ V auf C°(Q).
Sei ¢ ;= inf,cq V(z) € R. Dann gilt

(A¢, ¢) = |lgrad(9)[172(q) +/QV(SU)|¢($)I2dl“ > cf|g]|* .
Sei A von unten durch ¢ € R halbbeschrankt. Wir definieren die Norm

195 =< (A=), & > +l|ol

auf dom(A).
Wir haben den folgenden Satz von Krein iiber die Friedrichsche Erweiterung [AG8I1,
VIII, Satz 2]

Satz 1.71 Der Operator A besitzt genau eine selbstadjungierte Erweiterung A C A mit
dom(A) C dom(A)”'”Afc :

Diese Erweiterung ist die Friedrichserweiterung und es gilt dom(AY/?) = dom(A)”'”A_C.

Wir betrachten jetzt den Fall des puren Laplaceoperators A = —A auf L*(R") of
dom(A) = C°(R™). Dieser Operator ist von unten durch Null beschrankt.

Die Gleichung (A* +i)¢ = 0 hat keine Losungen in L*(R™). In der Tat wiirde die
Fouriertransformierte einer solchen Losung (||€]|244)$(€) = 0 erfiillen und es gilt |(]|€]|> £
i)] > 1. Damit ist A sogar wesentlich selbstadjungiert. Die Friedrichserweiterung A
stimmt also mit dem Abschlu8 A iiberein.

Die Fouriertransformation F : LQ(]R") — L*(R"),

FONO) = o [ o)

liefert eine Darstellung von A also Multiplikationsoperator. Es gilt

FoAoF(9)(€) = llElPe(E) -
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2 Topologie

2.1 Klassifikation von Hauptfaserbiindeln
2.1.1 Definitionen

2.1.1.1 Lokal-triviale Faserbiindel und G-Hauptfaserbiindel Sei X ein topolo-
gischer Raum.

Definition 2.1 FEin topologischer Raum 'Y tiber X ist eine stetige AbbildungY — X. FEin
Morphismus (Y — X) — (Z — X) von topologischen Rdumen tber X ist eine stetige

Abbildung Y — Z so dafs
X

Y

A

kommutiert.

Mit Top und Top/X bezeichnen wir die Kategorien der topologischen Réume und
topologischen Raume tiber X. FEine stetige Abbildung f : U — X induziert einen Funktor
f*:Top/X — Top(U), welche durch

(Y - X)=(UxxY —=>U)

definiert ist.
Wir betrachten topologische Raume F, X.

Definition 2.2 Das Objekt (X x F' — X) € Top/X heifst triviales Faserbindel tiber X
mit Faser F'.

Definition 2.3 Sei X ein topologischer Raum. Eine Ubderdeckung (Us)ier heifst nu-
merierbar, falls sie eine lokal-endliche untergeordnete Zerlequng der Fins zuldajfst.

Fiir einen parakompakten topologischen Raum ist jede Uberdeckung numerierbar.

Definition 2.4 Das Objekt (Y — X) € Top/X st ein lokal-triviales Faserbiindel mit
Faser F', wenn es eine numerierbare Uberdeckung (p; : U; — X)ier von X durch offene
Teilmengen gibt, so daf$ pi(Y — X) in Top/U; isomorph zu einem trivialen Faserbindel

mit Faser F' ist.

Wir betrachten eine topologische Gruppe G und einen topologische Raum X (mit
trivialer G-Wirkung).

Definition 2.5 Unter einem G-Raum dber X verstehen wir ein Objekt (Y — X) €
Top/ X, mit einem rechten G-Raum Y fiir welches die Abbildung Y — X dquivariant fir
die triviale Wirkung von G auf X st.
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Das typische Beispiel eines G-Raumes iiber X ist X x G — X. Mit Top® und Top®/X
bezeichnen wir die Kategorien der G-Raume und G-Raume iiber X. Fir f : U — X
haben wir einen Funktor f* : Top®/X — Top®/U.

Definition 2.6 Ein G-Hauptfaserbindel iber X ist ein Objekt (E — X) € Top“/X,
zu welchem es eine numerierbare Uberdeckung (p; : U; — X)ier von X durch offene
Teilmengen gibt, so dap p;(Y — X) in Top®/U; isomorph zu (U; x G — Uj) ist.

2.1.1.2 Beispiele

1. Das Tangentialbiindel TM — M einer glatten Mannigfaltigkeit ist ein lokal-triviales
Faserbundel mit Faser R™. Es hat zusatzlich noch die Struktur eines Vektorbiindels.

2. Sei £ — X ein n-dimensionales reelles Vektorbiindel, zum Beispiel das Tangen-
tialbiindel einer Mannigfaltigkeit. Dann kénnen wir das das Rahmenbiindel G1(E) —
X definieren. Ein Punkt ¢ € G1(F) iiber x € X ist eine lineare Isomorphie
¢ : R" — E,, wobei E, die Faser von E iiber z bezeichnet. Die Gruppe G1(n,R)
wirkt natiirlich von rechts auf G1(E) (durch Vorschalten). Mit Hilfe der Standard-
basis eq,...,e, von R" verstehen wir

GLE)C Exy - xxE, ¢ (d(er),...,0(en))

TV
n Faktoren

und erhalten in dieser Weise eine Topologie als Unterraum. Damit wird G1(E) — X
ein G1(n, R)-Hauptfaserbiindel auf X.

3. Ist M — N eine eigentliche Submersion zwischen zusammenhangenden Mannig-
faltigkeiten. Dann ist M — N ein lokal-triviales Faserbiindel mit Faser f~!(n) C M
fiir einen beliebigen Punkt n € .

4. Wir betrachten S?"*! c C"*! und die Projektion 7 : S$**~! — CP", welche je-
dem Punkt der Sphére die durch diesen Punkt laufende Gerade zuordnet. Dies
ist eine eigentliche Submersion von Mannigfaltigkeiten und damit ein lokal-triviales
Faserbiindel. Die Gruppe U(1) wirkt einfach transitiv auf den Fasern. In der Tat ist
S2n=1 5 CP" ein U(1)-Hauptfaserbiindel. Das Biindel S* — CP' heifit Hopfbiindel
und spielt eine besonders wichtige Rolle.

5. Sei G eine kompakte Liegruppe, welche frei von rechts auf einer Manngifaltigkeit M
wirkt. Dannist N := M /G eine Mannigfaltigkeit und M — N ein G-Hauptfaserbiindel.
In der Tat ist M — N eine eigentliche Submersion und damit eine lokal-triviales
Faserbiindel.

6. Sei X ein topologischer Raum, auf welchem eine diskrete Gruppe G eigentlich und
frei wirkt. Dann ist X — X/G ein G-Hauptfaserbiindel.
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7. Sei X ein wegzusammenhéangender topologischer Raum und zy € X. Mit P, X C
Map([0, 1], X') bezeichnen wir den Raum der Wege in X mit Anfang z,. Dabei be-
trachten wir Raume von Abbildungen immer mit der kompakt-offenen Topologie.
Die Auswertung im Endpunkt liefert eine Projektion e : P,, X — X. Auf P, X
fiir wir die Aquivalenzrelation ~ der Homotopie relativ zu den Entpunkten ein.
Zwei Wege 79,71 € P, X sind also aquivalent, wenn sie Endpunkte einer Familie
0,1] 3 t = v € Py, X mit 7,(1) = (1) sind. Sei X := P,, X/ ~. Die Endpunk-
tauswertung faktorisiert iiber p : X — X. Diesen Raum itber X nennt man die
universelle Uberlagerung von X. In der Tat hat p~'(x¢) die Struktur einer Gruppe
unter der Komposition von Wegen. Diese Gruppe heifit Fundamentalgruppe von
X und wird mit m (X, xo) bezeichnet. Die Gruppe (X, zo) wirkt auf X durch
Vorschalten. Auf diese Art erhalten wir ein 7 (X, z)-Hauptfaserbiindel X — X

2.1.1.3 Klassifikationsfragen Die typische Frage der Theorie ist die folgende. Seien
die Faser I’ oder eine topologische Gruppe G und ein Raum X gegeben.

1. Beschreibe die Menge der Isomorphieklassen von lokal-trivialen Faserbiindeln mit
Faser F'.

2. Beschreibe die Menge der Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindeln iiber X.

2.1.1.4 Pull-back und der Stack der G-Hauptfaserbiindel Sei (E — X) €
Top®/X ein G-Hauptfaserbiindel und f : Y — X eine stetige Abbildung. Dann ist
[*(E— X)= (Y xx E— X) € Top®/Y auch ein G-Hauptfaserbiindel. Moge Pg(X) C
Top/ X die Kategorie der G-Hauptfaserbiindel iiber X bezeichnen. Dann haben wir also

einen Funktor
Pg<f) = f* : Pg(X) — Pg(Y) .

Sei weiter g : Z — Y. Die Assoziativitit @, : (Z xy (Y xx F)) = (Z xx E) liefert eine
natiirliche Isomorphie Pg(g) o Po(f) = Pa(f o g). Wir haben also einen (laxen, da @, ¢
nicht die Identitat ist) Funktor

Pg : Top — Cat .

Dieser Funktor heifit Stack der G-Hauptfaserbundel.
Sei Pg(X) die Menge der Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindeln iiber X. Dann
induziert f:Y — X eine Abbildung

Wir koénnen auf diese Weise
X = Pe(X), [~ Palf)

als Funktor )
Pg : Top” — Sets

verstehen. Wir werden oft einfach f* fiir Pg(f) schreiben. )
Die Klassifikationsfrage ist nun die nach einer Beschreibung des Funktor FPg.
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2.1.1.5 Die Homotopiekategorie

Definition 2.7 Zwei Abbildungen fo, f1 : Y — X heiffen zueinander homotop genau
dann, wenn sie Endpunkte einer Familie von Abbildungen [0,1] > t — f; € Map(Y, X)
sind

Ein anderer Weg, die Existenz dieser Familie auszudriicken ist, dafl eine Abbildung f :
[0,1] X Y — X existieren soll, welche sich auf {i} x X zu f; einschrénkt, i = 0, 1.
Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf Top(Y, X) = Map(Y, X). Homotopie ist mit
der Komposition vertraglich. Wenn fy ~ f; und go ~ g1, dann auch ggo fo ~ g1 0 f1. In
der Tat kann man die Homotopien komponieren g; o f;.
Wir bilden nun die Homotopiekategorie hTop von Top. Sie hat die selben Objekten
wie Top und die Morphismen

[Y, X] := hTop(Y, X) := Top(Y, X)/Homotopie .
Wir haben einen Quotientenfunktor

Top — hTop .

Definition 2.8 Zwei Raume, welche in hTop isomorph sind, heiffen Homotopiedquivalent.

Zum Beispiel sind D™ und pt Homotopieaquivalent. In der Tat sei f : pt — D™ die
Einbettung des Mittelpunktes und ¢ : D™ — pt. Dann ist go f = id,, und f o g ~ idpn.
Als Homotopie kénnen wir heispielsweise h : [0,1] x D" — D" h(t,z) = tz nehmen.
Dann gilt hy = f o g und hy = idpn.

Definition 2.9 FEin Funktor F' : Top® — Sets ist homotopieinvariant, wenn er eine
Faktorsierung

Top? Sets
\ y
hTop®
zuldfst.
Um die Homotopieinvarianz von F zu priifen, miissen wir nur F(fy) = F(f;) fir

homotope fy, fi zeigen.

2.1.2 Homotpietheoretische Berechnungen

2.1.2.1 Homotopieinvarianz von Pg. Wir gehen wie in [Hus94] vor.

Satz 2.10 Der Funktor P is Homotopieinvariant.
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Lemma 2.11 Sei{ : E — B x I ein G-Hauptfaserbindel. Dann existiert eine numerier-
bare Ubderdeckung (U;)ies von B derart, daf Eyy,«; fir jedes i € S trivial ist

Beweis:
1. Wihle Zerlegung der Eins (vj);cs derart, dal Ejg,,~oy trivial ist.
2. Firr € Nund k = (k(1),...,k(r)) € J" defineren wir

<q;1)7g]}'

vp(x) = H min{vgg) (z,t) |t € |

1<q<r

3. Wir beobachten, dafl E|j,, 017 trivial ist. Dazu Verkleben wir die nach Vorausset-
zung existierenden Trivialiserungen von E auf den Intervallen {v, > 0} x [4=2 4],

r r

4. Wir zeigen nun, dafl die Mengen {v; > 0}, r € N, k € J” den Raum B {iberdecken.
In jedem Punkt (z,t) verschwinden hochstens endlich viele v; nicht. Da [0, 1] kom-
pakt ist, existiert eine Umgebung x € N C B und r > 0 mit

(a) Firalle g =1, ..., existiert k(q) € J mit N x [{=1, 1) C {wrq > 0}.

T

(b) Auf N x I verschwinden hochstens endlich viele v; nicht.

Aus (a) folgt, dal die Mengen iiberdecken. Aus (b), dafi die Familie {vy }re - fiir
jedes r lokal-endlich ist.

5. Wir verkleinern die Funktionen vy zu einer Zerlegung der Eins.

(a) Setze wy(x) == . > res Vu(2).
(b) Setze ug(x) :=max(0, vi(z) — rw,(x)).

(c) Die Familie {u; > 0} fiir » € N und k£ € J" {iberdeckt B. In der Tat sei
x € B. Dann gibt es ein minimales r € N fiir welches ein k € J" mit vg(x) > 0
existiert. Fiir dieses gilt ug(x) = v (x).

(d) Wir zeigen, daB {uy > 0},enresr lokal endlich ist. Sei z € B und r und k wie
in (c) gewdhlt. Sei m € N mit m > r und vg(2) > =. Dann ist mw,,(z) > 1,
und folglich auch mw,,(y) > 1 fiir y in einer Umgebung z. Fir diese y gilt
s > m gilt u,,(y) = 0.

(e) Die Zerlegung der Eins entsteht durch Normierung von {u; > 0},enker-

Sei r: B x I — B x I die Abbildung r(b,t) := (b, 1).

Lemma 2.12 Sei £ : E — B x I ein G-Hauptfaserbiindel. Dann existiert ein Isomor-
phismus & = r*€.
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Beweis: 'Wir miissen also ein Diagram

E—1-F

3 3
B—B

mit einer G-aquivarianten Abbildung g konstruieren.

1. Wahle numerierbare lokal-endliche Uberdeckung (U;)ies von B, so dafl By, «r trivial
ist. Wahle Trivialisierungen h; : U; X I X G — Ejy,«;-

2. Wihle Familie (u;);cs stetiger Funktionen mit {u; > 0} C U; und max;csu;(b) = 1
fiir alle b € B.

3. Wir definieren ¢; und r; fiir i € S wie angegeben und durch Forsetzung durch die
Identitat auBlerhalb von U; x I:

9i

E E

hot b,t,s)e>hi(byu; (b)Vt,s)
Eyxr—=U; x 1% b—>& X'T x G— Ejy,xr

o |

U x I U, x PRl OYe

UZ'X[

Ti

B xI B xI

4. Wihle Ordnung von S. Fiir b € B existiert U(b) derart, dal U, N U; # ) fir nur fiir
endlich viele (1) <i(2) < --- < i(n) in S. Wir definieren r := 75,y 0 - - - 0 731y auf
U(b) x I und g = gim) © - - 0 gi1y auf Ejyp)xs. Da auf dieser Menge alle anderen 7r;
(bzw g;) die Indentitét sind, kann man g : £ — F als unendliche Komposition iiber
alle @ € S definieren. Die Komposition der r; gibt 7.

[
Wir beenden jetzt den Beweis des Satzes 2.10. Seien fy, fi : ¥ — X homotop. Sei

f Y x I — X eine Homotopie. Seien ig,i; : ¥ — [ x Y die Einbettungen und
r:Y xI —Y xI durchr(y,t) = (y,1) gegeben. Dann ist fiir £ € Pg(X) wegen roiy = i,

fo€ =i [ =i ffE =i E= fi€.
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2.1.2.2 Erste Berechnungen Da D" & pt in hTop gilt, ist Po(D") = Pg(pt). Fol-
glich gibt es auf D" nur die Aquivalenzklasse des trivialen G-Hauptfaserbiindels.

Sei my(G) die Menge der Zusammenhangskomponenten. In der Tat ist die Zusammen-
hangskomponente Gy C G der 1 ein Normalteiler und mo(G) = G/Gy eine Gruppe. Die
Gruppe 7o(G) wirkt auf [ X, G] durch Rechtsmultiplikation (in der offensichtlichen Weise).

Satz 2.13 Furn > 2 gibt eine Bijektion
U:[S" 1 G m(G) = Pg(S™) .
Fiurn =1 gibt es eine Bijektion
G /conj = Pg(Sh) .

Beweis: Wir betrachten nun die Zerlegung der Sphare S™ = S Ugn-1 S™ in die obere und
untere Halbsphére. Seien iy : ST — S™ die Einbettungen. Sei (£ : E — S™) € P(S™).
Da S} = D" in hTop gilt, konnen wir Trivialisierungen von 71§ wahlen. Wir erhalten
damit eine Abbildung

St X G w2 571 x G Bt —= 5" x G—> 5" x G

Da diese Abbildung G-aquivariant und Fasererhaltend ist, gibt es eine eindeutig bestimmte
Abbildung ® : S"~! — G derart, dafl ¢(z,g) = (z, P(x)g) gilt. Umgekehrt, wenn wir &
vorgeben, dann kann man durch Verkleben mittels ¢ ein G-Gauptfaserbiindel ¢ : Fp —
5" konstruieren. Wir definieren die Abbildung U : Top(S"~!, G) — Pz(S™) durch ® — &,.
Die obige Diskussion zeigt schon, daf die Komposition Top(S" ™1, G) — Pg(S™) — Pg(S™)
surjektiv ist.

Eine analoge Konstruktion produziert fiir jedes G-Hauptfaserbiindel auf I x S™ mit
Wahl von Trivialisierungen der Einschrankungen auf I x S% (diese Ré&ume sind auch
homotopieaquivalent zu pt) eine Abbildung ¥ : I x S"! — G und umgekehrt fiir jedes
solche U ein Hauptfaserbiindel Fy — I x S™. Sei ¥ eine Homotopie von &, nach &;.
Dann gilt (Ey)qixsm = Es,, @ = 0,1 und deshalb Fg, = Eg,. Deshalb faktorisiert U iiber
die Homotopiekategorie

U : hTop(S™ ', G) — Pg(S™) .

Der Rest des Beweises sei Ubungsaufgabe. |

2.1.2.3 Isomorphismen, Cartesische Diagramme Seien £ — X und F — Y
beides G-Hauptfaserbiindel und

p-l.p
Xty

ein kommutatives Diagram derart, daf die Abbildung f auch G-Aquivariant ist.
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Lemma 2.14 Das Diagram ist cartesisch. Insbesondere ist E = X Xy F.

Beweis: Wir zeigen, daf fiir jeden Raum 7' € Top

Top(T', ) —— Top(T’ F)

| l

Top(T, X) —Top(T' Y)

ein cartesisches Diagram in Sets ist. Sei (¢,¢) € Top(7,X) x Top(T, F') derart, dafl
ihre Bilder in Tcip(T, Y') iibereinstimmen. Sei U CY derart, dall ry : Fjy U x G und
hy : Ejj-1qy = f7H(U) x G existieren. Sei vy : f~'(U) — G durch

ru o fohy(w,g) = (f(w),vo(w)g) .

Wir definieren (und haben nur diese Wahl) xy : ¢~ 1(f~1(U)) — E durch

K (t) = hy' (6(8), vy (6(1) 0 prg o Ty 0 U (1)) -

Wir {iberzeugen uns, daf} diese Definition nicht von der Wahl der Trivialisierungen abhangt
und eine global-definierte Abbildung s : T — FE definiert. [ |

Korollar 2.15 Jeder Morphismus von G-Hauptfaserbindeln uber X ist ein Isomorphis-
mus.

2.1.2.4 Darstellbare Funktoren Wir betrachten eine Kategorie C. Ein Objekt X €
C induziert einen Funktor
X :C? — Sets

durch

XY)=CY,X), X(f:Z-Y)=f:XY)>X(2).

Definition 2.16 Der Funktor X ist der durch X dargestellte Funktor.

Ist g € C(X,Y), dann haben wir eine natiirliche Transformation g, : X — Y, welche
durch g.(f) =go f € Y(2) fir (f: Z — X) € X(Z) gegeben wird. Durch

X=X ,9— g«

erhalten wir einen Funktor
Y : C — Sets®”

(der Buchstabe Y steht fiir Yoneda).
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Lemma 2.17 SeiC eine Kategorie und X,Y € C. DannistY : C(X,Y) — Sets®”(X,Y)
eine Bijektion.

Beweis: Seien f,g € C(X,Y) derart, daBl Y(f) = Y(g). Dann gilt ¢ = Y(g)(idyx) =
Y(f)(idy) = f. Damit ist Y injektiv.

Sei nun ¢ : X — Y gegeben. Wir setzen f := ¢(idx) € Y(X) = C(X,Y) und
behaupten, dafl ¢ = Y (f) gilt. In der Tat ist fir g € X(Z)

¢(g) = ¢(g"(idx)) = g"d(idx) = g"(f) = fog = fi(9) .

Definition 2.18 Ein Funktor S : C°? — Sets heifit darstellbar, wenn es ein Paar (die
Darstellung von S) (X, ¢) aus einem Objekt X € C und einem Isomorphism ¢ : X — S
von Funktoren gibt.

Sei F' : C? — Sets ein Funktor und z € F(X) ein Element. Dieses induziert eine
natiirliche Transformation ¢, : X — F durch

X(Y) > [ F(f)(x) e FY) .

Seien (X, ¢) und (Y,4) zwei Darstellungen von S. Dann gibt es einen eindeutigen
[somorphismus f : X — Y derart, dafl ¢ o f, = ¢.
Wir betrachten B € Top. Dieser Raum induziert einen homotopieinvarianten Funktor

B : hTop” — Sets ,

welcher durch B(Y) := hTop(Y,X) und B(f : Z — Y) := f* gegeben wird. Hierbei
ist f*(g) = go f € hTop(Y,X) fiir g € hTop(Y,X). Es ist nun klar, da8 B bis auf
Homotopieaquivalenz durch den Funktor B bestimmt wird.

Eine Moglichkeit, die Frage nach der Klassifikation von G-Hauptfaserbiindeln zu beant-
worten, ist eine Darstellung (BG, ¢) des Funktors Py : hTop” — Sets anzugeben.

2.1.3 Das universelle G-Hauptfaserbiindel

Mehr Details zu diesem Thema findet man in [tD87].

2.1.3.1 Joins Sei I eine Menge und (X;);cr eine Familie von Rdumen. Wir betrachten
die Teilmenge P C [[,.; I x X; derjenigen Tupel (t;, 2;);es, fiir welche hochstens endlich
viele ¢; von Null verschieden sind. Auf der Menge P fiihren wir eine Aquivalenzrelation

~ ein, in welcher (t;,z;) ~ (s;,v;) genau dann gilt, wenn t; = s; fir alle i € I und z; = y;
fiir alle ¢ € I mit t; = s; # 0 gilt. Die unterliegende Menge des Joins ist
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Die Funktionen
ti . *iEIXi — 1

und
pi t71(0,1] = X;

sind wohldefiniert. Die Topologie auf *;,c;X; wird als die grobste Topologie definiert,
beziiglich welcher diese Abbildungen stetig sind.

Sei G eine topologische Gruppe welche auf den Rdumen X; wirkt (mit der Wirkung ;)
Dann ist p @ %, X; X G — *;¢1 X, stetig. In der Tat sind ¢; 0 u Konstant und p;opu = p;op;
stetig.

Die Familie der Funktionen (¢;) definiert eine punktweise endliche Zerlegung der Eins.
Man kann durch Verkleinern dieser Funktionen eine lokal-endliche Zerlegung der Eins
konstruieren.

2.1.3.2 Ein Argument von tom Dieck Sei X ein G-Raum und F := *;cnyX. Seien
d,e : E — E die Abbildung, welche (t1z1,toxs,t3xs,...) auf (t1x1,0,tox9,0,t323,...)
bzw. auf (0,t1x1,0,taxs, 0, t323,...). abbilden.
Lemma 2.19 Es gibt G-Homotopien id ~ e ~ d.
Beweis: Wir betrachten id ~ d. Durch
(t1x1, taxe, taxs, ... ) > (tt1xy, tloxs, (1 — t)toxs, ttgxs, (1 — t)tsxs, . ..)
wird eine Homotopie von d nach
(t1x1, tawe, taxs, ... ) — (t1, 21, taxs, 0, t323,0, .. .)
gegeben. Komponiert mit der Homotopie
(t1x1, towa, taxs, ... ) > (t121, toxa, ttzxs, (1 — t)ttsxs, tlyxy, . .. )
erhalten wir eine Homotopie von d zu
(t1m1, tawe, taxs, ... ) > (t121, toxa, t3x3, 0, t424,0,...) .
Wir setzen diese Konstruktion fort und erhalten schliefllich eine Homotopie von d nach

id.
Die Homotopie von e nach id konstruiert man analog. |
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2.1.3.3 EG — BG Wir definieren
EG = %;enG

mit der von der rechtwirkung von G auf sich selbst induzierten G-Wirkung.
Wir setzen weiter

BG = EG/G .

Definition 2.20 EG heifit der universelle G-Raum. Der Raum BG heif§t klassifizieren-
der Raum von G.

Lemma 2.21 Die Abbildung 7 : EG — BG ist ein G-Hauptfaserbiindel.

Beweis: Die Funktionen t; : EG — [ sind G-dquivariant und induzieren Funktionen
t; : BG — I. Wir definieren auf {¢; > 0} eine Trivialisierung

(m,pi) - EG,50 = BGp»01 X G .

Die Uberdeckung von BG durch die Mengen {t; > 0} ist numerierbar. |

Lemma 2.22 Sei X ein G-Raum. Zwei G-Abbildung f,h : X — EG sind homotop.
Beweis: Es gilt f ~do f und h ~ e o h. In Koordinaten

dOf = (t1f1707t27f2707t3f37---)

und
eoh = (0,urhy,0,ushs,0,...) .
Durch
(tt1 f1, (1 = t)ushy, ttafo, (1 — t)ughs, . ..)
wird eine Homotopie von d o f ~ e o h gegeben. |

Lemma 2.23 Ist E — X ein G-Hauptfaserbindel, dann existiert eine G-Abbildung f :
E — EG.

Beweis: Wir wihlen eine Zerlegung der Eins (x;);en auf B und Trivialisierungen
(pi, hi) = Ejpyis0p = {xi >0} x G .
Dann definieren wir f : £ — EG durch

f(e) == (xi(p(e))hi(e), xa(p(e))hale),...)

Diese Abbildung ist wohldefiniert (da y;(p(e)) = 0 gilt, wenn h; nicht definiert ist, in
diesem Fall setzen wir 0 := x;(p(e))h(e)) und G-dquivariant.
Das Element (7 : EG — BG) € Pg(BG) induziert eine natiirliche Transformation

¢N:B_G_)PG

von Funktoren hTop” — Sets.
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Theorem 2.24 ¢, : BG — P ist eine Darstellung des Funktors P.

Beweis: Wir miissen zeigen, daBl ¢, fiir jeden Raum X € hTop injektiv und surjektiv
ist. Sei (P — X) € Pg(X). Dann gibt es eine G-Abbildung P — EG. Wir erhalten ein
automatisch cartesisches Diagram

r— g

L)

X —BG

und damit (P — X) = f*(7) = ¢«(f). Dies ist die Surjektivitét.
Wenn h : X — BG eine weitere Abbildung ist, so dal ¢.(h)(7) = (P — X). Dann
erhalten wir ein Diagram

P—-EG .

X~ pG
Nun sind f und h homotop als G-dquivariante Abbildungen. Folglich sind f und h ho-
motop. [ |

2.1.3.4 Charakterisierung von EG — BG Die Konstruktion von EG — BG durch
einen undenlichen Join ist recht kompliziert fiir explizite Betrachtungen. Deshalb ist eine
abstrakte Charakterisierung von EG — BG interessant.

Definition 2.25 Wir nennen ein G-Hauptfaserbindel § : E-— X universell, wenn § €
P (X) eine Darstellung des Funktors Pg induziert.

In diesem Sinne ist FG — BG universell.

Lemma 2.26 FEin G-Hauptfaserbindel E — X ist genau dann universell, wenn E ho-
motopieaquivalent zu pt ist.

Beweis: Siehe [tD91] Satz 4.9. Die Existenzaussagen fiir Schnitte benutzen [Dol63].

1. Da EG — BG Klassifizieren ist, haben wir ein cartesisches Diagramm

r—1-EG .

L

X —BG

2. Wir betrachten das Biindel EG xg E — BG mit Faser E. Als Biindel mit zusam-
menziehbarer Faser hat es einen Schnitt. Wir interpretieren diesen Schnitt als G-
aquivariante Abbildung FG — FE.
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3. Wir haben also auch ein cartesisches Diagramm

EG—2-F .

|

BG——F

4. Da wir schon wissen, dafl EG — BG universell ist, ist die Komposition fog: EG —
EG is G-aquivariant homotop zur Identitéit.

5. Das Biindel 0 x E xg E — 01 x X hat einen Schnitt, welcher durch (idg, g o f)
tiber {0} x X und (idg, idg) iiber {1} x X gegeben ist. Dieser Schnitt 148t sich
auf I x X erweitern. Er kann also G-aquivariante Homotopie von g o f nach idg
interpretiert werden.

2.1.3.5 Beispiele

1. Die Gruppe Z wirkt frei auf R und R/Z — S! ist ein Z-Hauptfaserbiindel. Folglich
gilt
BZ =~ S .

2. Wir betrachten die Einbettungen S C S$™1 als Aquator. Beziiglich dieser Einbet-
tungen konnen wir

S :=lim S"

neN
bilden. Dieser Raum ist zusammenziehbar. Eine Reihe von Gruppe wirken in
nattrlicher Weise frei auf 5.

3. Die symmetrische Gruppe ¥,, wirkt durch Permutation der ersten n-Koodinaten auf
S*. Folglich ist S*/%, = BY,,.

4. Wir kénnen S?"~! € C" und S* = lim,,_,, S?"~! betrachten. Dann wirkt U(1) und
alle Untergruppen Z/nZ frei auf S>. Es gilt

BU(1) =2 S*/U(1) ,BZ/nZ = S*|Z/nZ .
Nun ist §?"*!/U(1) = CP" und damit
BU(1) = lim CP" =: CP* .

n—o0

Das Bundel
H}' = S*"*Y7./k7 — CP"

ist das unitire Rahmenbiindel der k-fachen Potenz L™®* — CP™ des tautologischen
Linienbiindels L™ — CP™.
BZ/kZ = lim H]' .

n—oo
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5. Ist H ein separabler komplexer unendlich-dimensionaler Hilbertraum, dann ist die
unitdre Gruppe U := U(H) zusammenziehbar (Satz von Kuiper [Kui65]). Ist G ir-
gend eine kompakte Gruppe und G — U(n) eine treue unitare Darstellung, dann ist
G — U(n) = U (U(n) wirkt auf die ersten n Koordinaten einer Orthonormalbasis
von H) eine Einbettung und U — U/G ein universelles G-Hauptfaserbiindel.

2.2 Gruppenstrukturen auf [X, Y]
2.2.1 Homotopiegruppen und mehr

2.2.1.1 H-und co-H-Raume Um fiir Raume XY die Mengen [X, Y] zu beschreiben,
ist es niitzlich, auf dieser Menge zusatzlich Strukturen zu betrachten. In der Topologie
sind das meist Gruppenstrukturen.

In der Regel betrachtet man diese Strukturen fiir punktierte Raume, um das Einsele-
ment der Gruppen zu kodieren.

Definition 2.27 Ein punktierter Raum ist ein Paar (X, z) aus einem topologischen Raum
X und x € X. Ein Morphismus von punktierten Rdumen f : (X,x) — (Y,y) ist eine
stetige Abbildung f : X — Y mit f(x) = y. Mit Top, bezeichnen wir die Kategorie der
punktierten Raume.

In anderen Worten, Top, = */Top, wobei x/Top die Kategorie der Rdume unter %, also der
Abbildungen * — X bezeichnet. Wir haben auch eine entsprechende Homotopiekategorie
hTop,.

Fir X € Top sei X, := X U+ € Top, die Vereinigung aus X und einem disjukten
Basispunkt. Es gilt fiir Y € Top, die Adjunktion

Top*(X+7 Y) = TOp(X, Y) )

wobei auf der rechten Seite der Basispunkt von Y vergessen wurde.

Auf analoge Weise bildet man Sets, := */Sets die Kategorie der punktierten Men-
gen. Ein Raum (X, z) € hTop, stellt einen Funktor X € Sets!™ dar. Dabei ist der
ausgezeichnete Punkt in X (7, z) die Klasse der konstanten Abbildung Z — X mit dem
Wert x.

Das kategorielle Produkt zweiter punktierter Rdume (X, z) und (Y,y) ist der Raum
X x Y mit dem Basispunkt (z,y). Etwas komplizierter ist das kategorielle Koprodukt
X VY, welches aus X LY durch Identifikation der Basispunkte x und y zu einem neuen
Basispunkt entsteht

Ein Gruppe ist ein Objekt G € Sets, mit einer Multiplikation p : G x G — G. Wir
betrachten G als punktierte Menge mit dem Basispunkt 1 € G.

Definition 2.28 Fin H-Raum ist ein punktierter Raum (H,e) mit einer Abbildung u :
H x H— H mit u(e,h) = u(h,e) = h.

Das Produkt induziert fir X € hTop, auf [X, H] die Struktur eines (nicht notwendig
assoziativen) Monoides.
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Definition 2.29 Fine H-Gruppe ist ein H-Raum, fir welchen [X, H| fir jedes X € Top,
eine Gruppe ist.

In anderen Worten, (H, ) stellt ein Gruppenobjekt (H, y,) € Groups"™P*" dar. Wenn
H eine H-Gruppe ist, dann ist g bis auf Homotopie assoziativ und es gibt ein Inverses
I : H — H bis auf Homotpie. Diese Strukturen erhélt man aus der Betrachtung der
Gruppe H(H).

Definition 2.30 FEin co-H-Raum ist ein punktierter Raum (C,e) mit einem Koprodukt
a:C—=>0CvC.

Es gilt
XVY, Z|=[X,Z|x[Y,Z] .

Das Koprodukt induziert also auf [C, X] die Struktur eines (nicht notwendig assoziativen)

Monoides durch o* : [C, X]| x [C, X] — [C, X].

Definition 2.31 Fine co-H-Gruppe ist ein co-H-Raum, fir welchen [H,X] fir jedes
X € Top, eine Gruppe ist.

Wir nennen den ko-H-Raum kommutativ, wenn diese Gruppen kommutativ sind. In
anderen Worten, (H, i) stellt ein Gruppenobjekt (H, u*) € Groups"™® ko-dar. Wenn H
eine ko-H-Gruppe ist, dann ist p bis auf Homotopie ko-assoziativ und es gibt ein ko-
Inverses I : H — H bis auf Homotpie. Diese Strukturen erhéalt man aus der Betrachtung
der Gruppe H(H).

2.2.1.2 S™ als Ko-H-Raum Die Kategorie Top, hat auch eine Tensorstruktur
A : Top, X Top, = Top, , (X, Y) —» X AY =X xY/{z} xYUX x {y}.

Es gilt
(XVY)INZZ2(XANZ)V(YNZ)

und das Exponentialgesetz (wenn man kompakt-erzeugte Topologien benutzt)
Top, (X A Y, Z) = Top, (X, Y7) .

Hierbei ist Y4 der Raum der Basispunkterhaltenden Abbildungen Z — Y mit dem Ba-
sispunkt der konstanten Abbildung in den Basispunkt von Y. Fiir uns wichtig ist die
induktive Definition der Spéaren

Smi=Stasnt,

Lemma 2.32 S! ist ein ko-H-Gruppe.
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Beweis: Wir schreiben S! := R/Z. Seien S} und S* die beiden Summanden in S* v S*.
a:St— Stv St durch
o 20€ 8L t€]0,1/2]
o(t) '_{ 2% —1eS. telo1]

Man rechnent Assoziativitiat nach. Wenn man S' = U(1) indentifiziert, so wird das In-
verse durch v — u induziert. [

Lemma 2.33 Durch
Sm e 5 A s T (51 ST A s e (ST A ST V(ST A ST 2 STy S
wird auf S™ eine kommutative ko-H -Gruppenstruktur definiert.

Beweis: Wir miissen den Kommutativitat einsehen. Dazu beachten wir, dafl die Zer-
legung S™ =2 S"~1 A ST eine weitere ko- H-Raumstruktur auf S™ definiert. Auf [X, S"] ist
die Verkniipfung der ersten Gruppenstruktur ein Homomorphismus fiir zweite Gruppen-
struktur, und umgekehrt. Daraus folgt schon rein algebraisch, dafl beide Gruppenstruk-
turen iibereinstimmen miissen und abelsch sind. |

Definition 2.34 Die Gruppen m;(X,z), 1 = 1,2, ... heiffen Homotopiegruppen des Raumes
X.

Die im allgemeinen nicht abelsche Gruppe (X, z) wird auch Fundamentalgruppe
genannt. Die Gruppen m;(X,z), i > 2, sind abelsch. Wenn der Basispunkt klar ist,
schreibt man of auch kurz m;(X) := m;(X, z).

Ist f: X — Y ein Morphismus in hTop,, dann gibt es eine Abbildung

fo i m(X) = m(Y)
welche durch Nachschalten definiert wird.

1. Fiir ¢ < n gilt m;(S™) = 0. In der Tat ist eine Abbildung f : S* — S™ homotop zu
einer glatten Abbildung. Nach dem Satz von Sard hat sie einen regularen Punkt,
was bedeutet, dafl dieser Punkt nicht im Bild ist. Damit faktorisiert f iiber R™ und
ist damit homotop zu einer konstanten Abbildung.

2. Es gilt m,(S™) = Z. Einen Isomorphismus deg : 7,(S™) — Z erhélt man wie folgt.
Sei [f] € m,(S™) glatt und x € S™ reguldrer Wert. Dann ist

deg,(f):== Y signdet(df(y))
yef~Hx)

unabhéngig von der Wahl von x und wir setzen deg(f) := deg,(f) fiir einen reguléren
Weg. Die Definition des Vorzeichens von det(df(y)) benutzt die Orientierung von
Sm.
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3. Das Hopfbiindel h : S* — CP' = S? ist ein Generator von 73(S?) = Z.

Im allgemeinen sind die Homotopiegruppen m;(S™) nur fiir im Vergleich zu n kleine i
bekannt.

2.2.1.3 Faserungen und lange exakte Sequenz Ungeachtet der zusatzlichen Grup-
penstruktur ist m;(X, z) sind die Homotopiegruppen immer noch sehr kompliziert. Wir
werden spater durch Stabilisieren weitere Vereinfachungen errreichen. Eine Methode ist
die lange exakte Sequenz einer Faserung.

Sei m : E — B ein lokal triviales Faserbiindel mit Faser F. Wir identifizieren F' mit
771(b), wobei b € B der Basispunkt ist. Der Basispunkt von E ein Basispunkt dieser
Faser. Dann gibt es eine lange exakte Squenz

o= m(F) =5 m(E) = m(B) = i (F) — ...
cor = m(B) = m(F) — m(E) — m(B)

wobei das Ende dieser Sequenz als exakt in punktierten Mengen verstanden wird.
Im folgenden wenden wir diese Sequenz auf einige Berechnungen an.

1. Das Biindel EG — BG und die Kontrahierbarkeit von EG liefert m;(G) = m;.1(BG).
Insbesondere ist w1 (G) fiir jede Gruppe abelsch.

2. Die einzige nicht-verschwindende Homotopiegruppe von S* ist 7;(S') & Z. Damit
ist mo(BS!) die einzige nicht-verschwindende Homotopiegruppe von BS*.

3. Wir benutzen nun das Modell BS' = U/S' = PU. Da S' C U zentral ist, ist
PU wieder eine topologische Gruppe. Die einzige nicht-verschwindende Homo-
topiegruppe von BPU ist m3(BPU) = Z.

4. In der Tat gibt es fiir abelsche Gruppen G eine Konstruktion von BG mit einer
wiederum abelschen Gruppenstruktur. Wir konnen damit die Konstruktion des
klassifizierenden Raumes iterieren und beispielsweise einen Raum

B"G=Bo---0BG
—_—
n-mal
definieren, dessen einizige nicht-triviale Homotopiegruppe m,(B"G) = G ist.

Die lange exakte Sequenz von Homotopiegruppen gibt es allgemeiner fiir Faserungen. Eine
Abbildung F — B basierter Raume heifit Faserung, falls sie die Homotopieliftungseigen-
schaft hat:

X E
XA [+ — B
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wobei die Abbildung X = X A {0}, — X A I, durch die Einbettung des Nullpunktes in
I gegeben wird.
Fiir eine beliebige Abbildung 7 : £ — B betrachten wir das cartesische Diagram

wobei die Abbildung d : E — B+ dem Punkt e die Konstante Abbildung c(n(e)) : I — B
mit dem Wert 7(e) zuordnet.

Lemma 2.35 1. P — B 1is eine Faserung.
2. r: E— P ist eine Homotopiedquivalenz.

Beweis: Sei ein Diagramm

i

X P
7

l p l

XA, 2 -p

gegeben. Wir interpretieren o und p als Abbildungen X — B+ und X — P* (Adjunk-
tion). Fiir jedes x € X haben wir ein Paar i(x) = (7,,e,) € P C B+ x E und o, € B+
mit ,(0) = 7(e) und ~,(1) = (0) gegeben. Wir definieren den Weg p, := (0,,¢e,) € P+

durch
sy 0 (@t shu)  (IT+sju<l
) = { o (1 +s)u—1) u(l+s)>1

Dann gilt f(p.(s)) = 0.(s) und p,(0) = (7., e,). Die Abbildung = +— p, € P+ ist also
(nach Adjunktion) der gesuchte Lift.

Es gilt sor = idg. Es reicht zu zeigen, dafl r o s ~ idp. Sei (7,e) € P, e € E und
v € B+ mit v(0) = n(e). Dann ist 7 o s(,e) = (c(rn(e)), e). Die gesuchte Homotpie wird
durch (v, €) gegeben, wobei v, (u) = y(uh), u,h € I. [ |

Jede Abbildung f : E — B ist also homotopieaquivalent zu einer Faserung.

Definition 2.36 Sei f : E — B gegeben und P — B wie oben definiert. Durch das
cartesische Diagram

F—>p

l »
*— B

wird die Homotopiefaser von [ definiert.
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Ein Punkt in F ist also ein Paar (e,y) mit v(0) = 7(e) und v(1) = b (der Basispunkt von
B).

Lemma 2.37 Fir eine Faserung E — B mit Faser F' gibt es eine lange (funktorielle)
exakte Sequenz

o (F) = m(E) = mi(B) = miy(F) = ...
= mi(B) = mo(F) = mo(E) — mo(B)

von Homotopiegruppen.

Beweis: Wir konnen F — B durch p : P — B ersetzen. Wir konstruieren den Randop-
erator § : m;(B) — m_1(F). Sei [f] € [S?, B] = m;(B). Wir benutzen S* = S* A S*~! und
interpretieren

f:871 = BS 5 B+ |

Diese Abbildung zusammen mit der konstanten Abbildung S*~! — E in den Basispunkt
kann als eine Abbildung S~! — F interpretiert werden. Diese Abbildung reprisentiert
O[f] € mi—1(F). Fiir einen Beweis der Exaktkeit verweisen wir auf das Buch [Swi75], Kap.
4 oder [tD91], Kap. 13.

2.2.1.4 Beispiele fiir H-Raume Eine Gruppe G ist in natiirlicher Weise ein H-
Raum. Wenn a : X — X V X eine co-H-Raum(Gruppen)struktur auf X € Top,
ist, dann ist fiir jedes Y € Top, die Abbildung a* : Y¥ x YX = YXVX eine H-
Raum(Gruppen)struktur auf Y. Insbesondere ist also Q"X := X*" ein H-Raum,
welcher fiir n > 2 sogar kommutativ ist.

Fiir eine H-Gruppe X hat m;(X) zwei Gruppenstrukturen mit dem gleichen 1-Element.
Diese Strukturen stimmen notwendigerweise iiberein.

2.2.1.5 Eilenberg-MacLane Raume und Kohomologie Fiir eine diskrete Gruppe

G gilt
o~ 0 i#£1
7”(BC’Y):{Gi?:i
Wir schreiben auch
K(G,1):=BG .

Definition 2.38 Sei G eine abelsche Gruppe. Der Homotopietyp K(G,n) des Filenberg-
Mac-Laneraumes wird fiir n > 0 durch einen Raum mit

s (K(G,n) = { 9 in

1=n

reprasentiert.
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Sind X, Y zwei Reprisentanten des Homotopietypes K (G, n) und ein Isomorphismus ¢ :
7, (X) = m,(Y) fixiert. Dann gibt es genau eine Homotopieklasse von Abbildungen
f: X =Y mit f, = ¢.

Mit Hilfe der iterierten Konstruktion von klassifizierenden Ré&umen kann man die
Existenz von Eilenberg-MacLane Raumen zeigen. Diese Konstruktion liefert gleich noch
eine H-Raumstruktur auf K(G,n) mit.

Definition 2.39 Die Gruppen H"(X,G) := [X, K(G,n)| heiflen Kohomologiegruppen
von X mit Koeffizienten in G.

Wir betrachten I mit dem Basispunkt 0 € I und betrachten fiir einen basierten Raum
X die Auswertung der Wege in 1 € [

X' 5 x|

Diese Abbildung ist eine Faserung mit Faser QX . Mit I ist auch X! kontrahierbar. Damit
gilt nach der exakten Homotopiesequenz

7TZ<QX) = 7TZ‘+1<X) .
Daraus schlielen wir, daf3
QK(G,n) = K(G,n—1)

gilt, also
K(G,n)=Q"K(G,n+m) .

Definition 2.40 Ein Raum X € Top, ist ein unendlicher Schleifenraum, wenn es fur
jedes n > 0 einen Raum Y € Top, und eine Homotopiedaquivalenz Q"Y,, = X gibt.
Fine unendliche Schleifenraumstruktur besteht aus der Folge der Raume Y, und diesen
Aquivalenzen.

Der Raum K (G, n) ist also ein unendlicher Schleifenraum.

2.2.2 Kohomologieberechnungen

2.2.2.1 Lange exakte Sequenz In diesem Abschnitt arbeiten wir mit punktierten
Raumen. Die Kohomologiegruppen sind entsprechend reduziert. For eine diskrete abelsche
Gruppe hatten wir gesehen, dal BG = K(G,1). Weiter hatten wir gesehen, daf§ BS! =
K(Z,2) und BPU = K(Z,3). Folglich gilt

Po(X) =2 HYX,,Q) ,Ps(X) = H¥X,Z) , Ppy(X) = H*(X,Z) .

Im Unterschied zu allgemeinen Mengen [ X, Y| lassen sich die Kohomologiegruppen H*(X, G),
oder allgemeiner die Abbildungen [X, E] in einen unendlichen Schleifenraum E leichter
berechnen.
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Sei (E™,QE™ = E"!) eine unendliche Scheifenraumstruktur (auf Fy und damit auf
allen E™). Sei X € Top,. Wir setzen E"(X) := [X, E"]. Es gilt

E"(EX) 2 [EX,E" 2 [X,QF"| 2 [X,E" ) = B (X)) .

Sei f: A C X ein Unterraum. Dann konnen wir die sogenante Kofaserequenz (wie wir
unten sehen werden bilden Abbildungen aus einer Kofaserseqeunz heraus eine Faserse-
quenz)

A——cyl(f) — cone(f) —= %A

L

betrachten. Die zweite vertikale Abbildung ist eine Homotopiedquivalenz, wenn die Ein-
bettung von A in X gutartig ist (man sagt Kofaserung). Wir erhalten eine Sequenz

[Av En] = [Cyl(f)> En] =~ [Cone(f)> En] D [ZAa En]

)

EM(X) EM(X/A)——— E"1(A)

R

E"(A)
Satz 2.41 Diese Sequenz ist exakt.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung f* : Map(X, E") — Map(A, E™) welche im Diagram

Map(cone(f), E") —=Map(cyl(f), E") —= Map(X, E")

— | |

Map<A7 En) Map(Av En)l+ - Map(A7 En)

*

in eine Faserung verwandelt wird (vergl. (14)). Wir sehen, dafl
Map(cone(f), E") — Map(cyl(f), E") — Map(4, E")

eine Fasersequenz ist. Die lange exakte Sequenz entsteht nun durch Anwenden von 7. B

Mit diesem Satz konnen wir schon einige Berechnungen manchen.
1. Es gilt
G i=n

0 sonst

H'(S™;G) = {
Wir schreiben S™ =2 3" S° und damit

H'(S",G) = H (S G)
woraus das Resultat unmittelbar folgt.
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2. Wir kénnen H*(CP"; G) induktiv berechnen. Wir haben eine natiirliche Einbettung
f:CP" c CP"*!.
und es gilt
CP™*!/CP" = S22

(das Komplement CP"1 \ CP" ist C"™!, und die Sphire entsteht durch Einpunk-
tkompaktifizierung) Eine Analyse der langen exakten Sequenz und Induktion nach

n liefert
G i=2,...,2n—2,2n
0 sonst

H'(CP™; G) = {

2.2.2.2 Der Kettenkomplex In diesem Kapitel wollen wir die Kohomologie von
CW-Komplexen berechnen.

Definition 2.42 Fin CW-Komplez ist ein Raum X mit einer Filtration x = X° C X! C
X?%... C X derart, daf X aus X' durch ein push-out Diagramm

|—|aeli Siil —_ Xifl
|—|C|t€[i Dl - XZ
entsteht und X = colim;X* gilt.
Wir betrachten die langen exakten Sequenzen der Paare
Xi g Xi+1

und erhalten folgendes Diagramm (wir vereinfachen die Notation und lassen ..., G in der
Notation der Kohomologiegruppen weg)

0 Hi—Z(xi—Q) 5 Hi—2<X2‘—1) Ci_l(X, G) ”Hz‘—l(Xi—l) =0

00— Hi~}(XT) ——= H (X)) (X, G)

0— Hi(X"H) Hi(X') = 0"Y(X,G) —= HH (XH) —=0

Hi(X?) ——0

wobei

C(X;H)y=H'(||D/| | s =][H (S 6)=]]¢

a€el; a€el; ael acl

ist. Wir schlieBen induktiv, da H"(X% G) = 0 fir n > i+ 1, und dafl H*(X%; G) =
H™" (X, G) fiir n <4 — 1. Durch eine Diagrammjagt sehen wir ein, dafl

H(X;G) = ker(d;)/In(di_1) .
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Fiir Berechnungen brauchen wir eine Beschreibung des Differentials d; : C*(X; G) —
CHX;@G). Sei a € I; und G, C C*(X; G) der zu @ gehorige Summand. Wir miissen die
Komponente dg,, : G, — Ggin von d; : C'(X;G) — C"71(X; G) fur B € I;;; ausrechnen.
Dazu betrachten wir

; J i+1 i+1
Sh Dy~ —— 55

| _—

X Xt —— Xi-l—l/Xi

T

% —— X1 /X1 \ intDF—= 5!

:

i D, st

Wir sehen, dal dg o = s* or* : G — G ist, wobei

H'(SE; G) = H”l(D}jl/S’ﬁ,G) ~ Gy, Go2H(D./SING)= H(S;G)

benutzt wurde.
Fir G = Z ist dg o, = deg(r o s).

2.2.2.3 Weitere Berechnungen

1. Wir betrachten den twei-dimensionalen Torus 72 = R?/Z2. Eine Zellzerlegung ist
durch das Einheitsquadrat gegeben. Wir haben eine Nullzelle o, zwei Einszellen
al, 8t und eine Zweizelle 42. Wir sehen ein, dafl alle Randoperatoren verschwinden.
Folglich gilt

0 1=0, >3
H(T*G)2{ GodG i=1
G =2

2. Wir betrachten den reellen projektiven Raum. Wir haben RPY Cc RP! c RP?.. .,
und die Komplemente RP™ \ RP"~! = R"™ sind jeweils das Innere einer n-Zelle.
Um das Differential d; : G — G zu studieren, konstruieren wir zunachste eine Zel-
lzerlegung von S™ mit zwei Zellen in jeder Dimension > 1 und einer Null-Zelle.
Die Zellen von S™ ergeben sich aus den Zellen von S"! ¢ S (Aquator) und
den Halbsphéren S%. Als Modell fiir die Zellen mogen immer die oberen Halb-
spharen dienen. Die unteren Halbspharen werden dann iiber die antipodale In-
volution parametrisiert. Die antipodale Involution flipt die Orientierung gerade-
dimensionaler Sphéren. Ist a' eine obere 2n-Zelle und S die zugehorige obere
2n + 1-Zelle. Dann ist dg+ o+ = 1 = dg- o—. Weiter ist dg+ o~ = —1 = dg- o+. Wir
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haben weiter fir eine 2n + 2-Zelle d.+ g+ = dy- g+ = dyr g~ = d- g+ = 1. Wir
sehen, daf3

d3/+7a+ = dy+75— o) dﬁ—pﬁ + d7+,5+ e} d5+,a+ =—14+1=0.

Faktorisierung nach der antipodalen Involution liefert gerade die obige Zellzerler-
legung von RP".

Betrachten wir zunéchst G = Z/27Z. Dann spielen Orientierungen keine Rolle und
alle Differentiale verschwinden. Wir sehen, dafl

0 i=0, i>n+1

Hi(an;ZﬂZ)%’{ 7./27. i=1,....n

Mit Z-Koeftizienten sieht die Berechnung etwas anders aus. Nun ist fiir eine 2n-Zelle
do = dg+ o+ + dg- o+ = 0 und fiir eine 2n + 1-Zelle df = d+ g+ + d,- g+ = 2. Der
Komplex ist jetzt

0sz3z2523725 . ..

Wir sehen, dafl

; 0 ¢=ungerade, i>n-+1
% 2n ~ ) i
H'(RP ’Z)_{Z/QZ 1=2,4,...,2n '
0 ¢=ungerade, i>n-+1
HY(RP* . 7) = (¢ 7/27 i=2,4,...,2n
Z 1=2n+1

2.3 Chernklassen
2.3.1 Vorbereitungen

2.3.1.1 Charakteristische Klassen Da BU(1) = K(Z,2) gilt, haben wir eine Klas-
sifikation von U(1)-Hauptfaserbiindeln auf einem Raum X durch H?*(X;Z). Wir fix-
ieren das Modell BU(1) = CP* mit dem universellen Biindel n : S*° — CP*. In-
dem wir das Modell K(Z,2) := CP*> waihlen, legen wir ferner einen Isomorphismus

H?*(X,Z) := [X, CP>] fest.

Definition 2.43 Die Chernklasse ¢(P — X) € H*(X;Z) eines U(1)-Hauptfaserbiindels
tber X ist die das negative Kohomologieklasse, welche durch die klassifizierende Abbildung
f: X — CP*>® mit f*(S*° — CP>®) = (P — X) gegeben wird.

Durch die obigen Wahlen wird das Vorzeichen der Klasse ¢; festgelegt. Die Wahl ist
so getroffen, daf die Auswertung von c¢;(H) auf der kanonischen (d.h. durch die kom-
plexes Struktur festgelegte) Orientierung [CP!] den Wert —1 ergibt, wobei H — CP! das
tautologische Geradenbiindel ist.

Wegen H?(RP"; Z) = 7, /27 gibt es auf RP" zwei Isomorphieklassen von U (1)-Hauptfaserbiindeln,
namlich die des trivialen und des nicht-trivialen.
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Die U(1)-Hauptfaserbiindel iiber 7% werden durch Z klassifiziert.

Fiir eine allgemeine topologische Gruppe H ist BH kein Eilenberg-MacLane Raum.
Deshalb ist Py (X) nicht einfach eine Kohomologiegruppe. Trotzdem kann man Koho-
mologie verwenden, um P (X) zu beschreiben.

Wir fixieren eine abelsche Gruppe G und eine Zahl n € N. Dann ist X — H"(X;G)
ein Funktor

H"(...;G) : Top — Sets, .

Definition 2.44 FEine Charakteristische Klasse fir H-Hauptfaserbindel ist eine natirliche
Transformation von Funktoren

Die erste Chernklasse ¢; : PU(I) — H?(...;Z) ist also ein Beispiel einer charakteristischen
Klasse.

Da Py durch ein universelles Biindel EH — BH dargestellt wird, stehen die charak-
teristische Klassen in Bijektion mit den Elementen von H"(BH,G). In der Tat, sei
h € H"(BH;G) eine Kohomologieklasse. Die dazugehorige charakteristische Klasse
cn + P — H™(...;Q) ist durch ¢, (f*FH — X) := f*h fiir f : X — BG gegeben.
Wir nennen A die universelle Klasse zu ¢,.

Ein typische Anwendung charakteristischer Klassen ist der Schluf3

c¢(P— X)# 0= P — X ist nicht trivial .

Fir Anwendungen missen wir die Kohomologie von BH oder zumindest interessante
Klassen darin und deren geometrische Bedeutung kennen.

2.3.1.2 Kiunnethformel Sei

ein CW-Komplex und R ein Ring. Wir hatten gesehen, dafi H*(X) als Kohomologie eines
Kettenkomplexes C*(X, R) berechnet werden kann.
Ist
«x=Y'CY!'C...=Y

ein weiterer CTW-Komplex, dann ergibt sich eine natiirliche Darstellung von Z := X A Y
als CW-Komplex. Es gilt A
7' = Upyg=i XP NY1

In der Tat ist e, eine p-Zelle von X und fgz eine g-Zelle von Y, dann ist e, A f3 eine
p+q-Zelle von Z. Wir nehmen an, da§ X (oder Y') in jedem Grad hichstens endlich viele
Zellen hat. Wir erhalten dann

C(Z,R) = C(X,R) ®z C(Y,R)
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mit der Graduierung
CHZ;R) 2 @py=iCP(X; R) @ C(X, R) .

und es gilt
de® f)=de® f+(-1)"*Yew [ .

Der Zusammenhang zwischen der Kohomologie von C(Z; R) und den Kohomologien der
Faktoren C(X; R) und C(Y; R) wird durch die Kiinnethformel beschrieben.
Insbesondere haben wir eine offensichtliche Abbildung

x : H*(X;R)®pr H*(Y;R) — H*(Z; R) ,
welche aber im allgemeinen kein Isomorphismus ist. Es gilt jedoch:

Lemma 2.45 Wenn H*(X;R) ein projektiver R-Modul ist, dann ist x : H*(X; R) Qg
H*(Y;R) — H*(Z; R) ein Isomprphismus.

1. Esgilt H*(S';Z) = Z[e] mit €* = 0 und deg(e) = 1. Dieser Z-Modul ist frei. Folglich
gilt (Induktion)
H (T Z) = Zley, ..., e5] = A(Z7) .

2. Es gilt

i ~ ) Z i=p,qptq
H(prSq;Z):{ 0 sonst

3. Nun ist H*(RP%*Z) = Z/27Z. Dieser Z-Modul ist nicht frei. Folglich ist x kein
[somorphismus.

Lemma 2.46 Die Kinnethformel fir den Ring 7 besagt
0 = ®iyjen H'(X;Z)x H (Y Z) — HYZ,Z) = @ijen 1 H(X;Z)xHI (Y, Z) = 0.
Wegen 7. /27 x 7./27 = 7./ 27 erhalten wir

0 2=0,1,2 ,2>5

i 2 2. ~
H'(RP XR]P’,Z)_{Z/Q 3.4

2.3.1.3 Ringstruktur auf der Kohomologie Das externe Produkt hangt nur von
X und Y ab, nicht aber von deren Filtration oder CW-Darstellung.
Sei A : X — X A X die Diagonale. Durch

U:A"ox: H'(X,R)®r H(X;R) - H(X; R)
wird H*(X; R) ein graduiert-kommutativer Ring.

1.
H*(CP",Z) = Z[z] /(2" , deg(z) =2 .

2. H (T, Z) = A*(Z").
3. H*(RP>;Fy) = Fo[[u]] ,deg(u) = 1.
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2.3.1.4 Die Kohomologie von CP"-Biindeln Sei V' — X ein lokal-triviales n + 1-
dimensionales C-Vektorbiindel und E := V/C* — X das assoziierte projektive Biindel.
Wir identifizieren X mit dem Nullschnitt von V. Dann ist H : (V \ X) — E ein C*-
Hauptfaserbiindel. Mit ¢(H) € H?*(E;Z) bezeichnen wir die erste Chernklasse von H.
Die Einschrankungen der Klassen 1,c(H),c(H)?, ... ,c(H)™ auf die Fasern von E liefern
additive Basen.

Mit dieser Iormation kénnen wir die Kohomologie H*(E;Z) bestimmen.

Satz 2.47 (Leray-Hirsch) Sei E — X ein Faserbiindel iber einer kompakten Basis und
U, ..., u. € H*(E,Z) Klassen, welche fiir jede Faser eine additive Basis der Kohomolo-
gie induzieren. Dann ist H*(E;7Z) eine freier H*(X;Z)-Module mit den Erzeugenden
Upy oo Up.

Beweis: Wir haben eine Abbildung
o H (X;2)® - -du.H(X;Z) - H(E;Z)

O(aq,...,ap) =ug Uag + -+ - + upcr.. Wir miissen zeigen, dafl ® eine Isomorphismus ist.
Wenn E — X trivial ist, dann ist das klar nach der Kinnethformel.

Wir wihlen eine endliche Uberdeckung (U;) von X, so daB Eyy, trivial ist und setzen
Vi := U;j<;U;. Wir nehmen induktiv an, dal @y, ein Isomorphismus ist. Dann betrachten
wir die Mayer-Vietoris Sequenz

e (B 7) (B 2) & H* (B, 7) H* (B )
(I)Vi-HT q)Vi@cI)UzT (I)ViﬁUzT

= @ H (Vg Z2) —= @i H*(Vi; 2) & & H* (Us; Z) —= & (VN Ui Z) — -

Wir iiberzeugen und, dafl wegen 6(u; U ) = u U d, (weil du = 0, da u von einer glob-

alen Klasse kommt) das Diagram kommutiert. Nach Induktionsvoraussetzung (bzw weil
das Biindel trivial ist), sind @y, ®®|y, und ®y;qy, Isomorphismen, und somit auch ®y,. W

Wenden wir diesen Satz auf das CP"-Biindel £ — X an, dann erhalten wir

n

H*(E;Z) = @D c(H)'H*(X;Z) .

i=0
Insbesondere gilt also
n+1
0= (~1)ie;(V)e(HY™
j=0

fiir wohldefierte Klassen ¢;(F) € H*(X;Z).

Definition 2.48 Die Klassen ¢;(V)) € H*(X;Z) heifien Chernklassen des Vektorbindels
E— X.
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Wir nutzen nun den Zusammenhang zwischen C"™'-Biindeln V — X und U(n + 1)-
Hauptfaserbiindeln P — X aus, welcher durch V' = P Xy (41 C"*! bzw. durch die Wahl
einer Metrik und der Bildung des Rahmenbiindels festgelegt wird. Stehen E und P in
dieser Beziehung, so konnen wir auch ¢;(P) := ¢;(V') schreiben und von den Chernklassen
eines U(n + 1)-Hauptfaserbiindels sprechen.

Lemma 2.49 Die Zuordnung
Pynin(X) 3 (P = X) = c(P) € H*(X;Z)
ist eine charakteristische Klasse fiir U(n + 1).
Beweis: Wir betrachten ein pull-back Diagramm von U(n + 1)-Hauptfaserbiindel

Q—=P .
ol

Dieses fithrt (durch Anwendung von ... /U(1) x U(n) auf die Totalrdume) zu einem carte-
sischen Diagramm

r-l.p
vy o x

von CP"-Buindeln. Seien L — F'und H — E die kanonischen Biindel. Dann gilt f *H=1L
und damit f*c(H) = ¢(L). Wir wenden f* auf 0 = S04 (=1)¢;(P)e(H)"~7 an und
erhalten

nt1
Z ) f* c;(P)e(L )
1=0
Dies zeigt die Natiirlichkeit f*c;(P) = ¢;(Q) der i-ten Chernklasse. [

Mit ¢; € H*(BU(n);Z) bezeichnen wir die universelle Chernklasse.

2.3.1.5 Die Kohomologie von BU(n) Wir haben Klassen ¢; € H*(BU(n);Z), i =
2,...,n, definiert. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dafl diese Klassen in der Tat
nicht-trivial sind und die Kohomologie von BU(n) als Ring aufspannen.

Satz 2.50 FEs gilt H*(BU(n); Z) = Zld,, . . ., d,] mit |d;| = 2i.
Beweis: Wir argumentieren induktiv unter Verwendung der Faserungen

St BU(n —1) — BU(n) .
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Lemma 2.51 Sein: E — X ein lokal-triviales Faserbiindel mit Faser S™~'. Dann gibt
es eine lange exakte Gysin-Sequenz

LS gRXG7) S BN E ) D HYN(XG2) S B (X Z)
fiir eine Klasse x € H"(X;Z), welche Euler-Klasse des Sphdrenbindels genannt wird.
Da H*(BU(n — 1);Z) in geraden Graden lebt, gilt (damit wird d,, definiert)
oo HP2(BU(R); Z) 2 H2*Y(BU(n); Z) 5 0 .

Wir haben also eine Folge von Surjektionen

H?*7Y(BU(n); Z) + H*7'7*"(BU(n); Z) + H* '™ (BU(n);Z) < ... .
Daraus folgt H?*=Y(BU(n);Z) = 0. Damit ist auch H*(BU(n);Z) in geraden Graden
konzentriert. Dort gilt

0L H*(BU(n);Z) "3 H*(BU(n):Z) & H™(BU(n —1);Z) — 0 .
Wir sehen also, daf ker(f*) von d,, erzeugt wird. Weiter gilt

H*(BU(n);Z) 2 H*(BU(n — 1);Z) ® d,H**"(BU(n);Z) .
Daraus schlieft man
H*(BU(n);Z) =2 H*(BU(n — 1)) ® Z[d,]

als Ring. Es bleibt jetzt nur zu zeigen, daf die Klassen ¢; € H*(BU(n);Z) die weiter
oben definierten Chernklassen sind.

Dazu betrachten wir die universellen Vektorbiindel V,, — BU(n). Es gibt eine natiirliche
Aufspaltung f*V,, =2 V,,_; ® C. Die induziert einen Schnitt der Einschrénkung des pro-
jektiven Biindels s : BU(n — 1) — f*E,. Sei H, — F, das kanonische Biindel und
i B, 1 — f*E, und F : f*E, — FE, die kanonischen Abbildungen. Dann gilt
i*F*H, = H,.1. Weiter ist s*F*H, trivial und deshalb s*F*c(H) = 0. Wir wenden

s*F* auf
n

0= (=1)e(Va)e(H)" (15)

i=0
an und erhalten

0=s"Fc,(Vp) = fren(V,) =0

Wir schlieflen weiter, dafl
i*F*C(Hn)n_l(_l) = (_l)ncn—l(Vn—1)+(_l)n_lcn—Q(Vn—l)C(Hn—l)+' ' '+01(Vn—1)C(Hn—1)n_2 .
Multiplication mit ¢(H,,—;) und Vergleich mit ¢*F* von (15) liefert

f*CZ(Vn) = Ci(vn,1> ,i = 1, ..on—1.
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Wir miissen uns hierbei davon iiberzeugen, dafl ¢(H,,_1) kein Nullteiler ist.
Tatséchlich folgt aus ¢(H,-1)a = 0 fiir a € H*(F,—1;Z) mit a = zo + v1¢(H,—1) +
oot xy_oc(H, )" daB

0 = woc(Hy 1) +aic(Hy 1)* + -+ 2 _3c(Hp, )" 2
Fn—a[(—1)"no1 (Vae1) + (=1 en_a(Vacr)e(Hpo1) + - + 1 (Va1)e(Hpo1)" )

und deshalb die Kette von Gleichungen

Tr9Cn1(Voo1) = 0,25 o(=1)"ep o(Vo1) =20 5. o, 91 (V1) = 2y .

Wir werden noch einsehen, dafl ¢,—1(V,,—1) # 0 gilt. Da H*(BU(n—1);Z) als Polynomring
nullteilerfrei ist, gilt x,_o» = 0 und damit x; = 0 fiie alle ¢, also a = 0.

Sei jetzt V = W & L fiir ein Linienbiindel L — X. Dann haben wir immer noch einen
Schnitt s : X — F und es gilt s*H = L. Wenden wir s* auf die Gleichung

0= (=1)e(V)e(H)"™

=0
and, so ergibt sich
0="> (=1)e;(V)e(L)"" .
=0
Sei nun V = @', L,;. Dann gilt

fiir alle i. In einem Polynomring Z[zy,. .., 2] mit k > n (zum Beispiel H*(BU(1)¥;Z))
hat das System der Gleichungen

n

Z(—l)iaiz;j’i =0,k=1,...

1=0

genau die elementarsymmetrischen Polynome a; = 0;(z1, ..., 2;) also Losungen. Diese
sind durch

n

[T +tz) =D oz, ..., 2)
=0

i=1
bestimmt. Daf3 die elementarsymmetrischen Polynome wirklich Losungen sind, kann man
wie folgt einsehen. Es gilt

0=TJa- =Y () (o )



Auf der anderen Seite hat das Polynom 7 ja,_;z" genau die Nullstellen —z1, ..., —z,.

Damit mufl .

n
Z I H(a: + 2;)
i=0 i=1
gelten, also a,_; = o,_i(z1, ..., 2p).
Daraus schliefen wir, daf3

gilt. Insbesondere ist

2.3.1.6 Das Splitting Prinzip Wir wollen nun die Kohomologie der Flaggenman-
nigfaltigkeit

F,:=Un)/U1)"
ausrechnen, wobei U(1)" — U(n) durch Diagonalmatrizen eingebettet ist. Sei F), :=

U(n)/U* x U(n — k) der Raum der Flaggen der Linge k. Die aufsteigende Folge von
Untergruppen

UM cUD)"*xUR)cUM"*xU@B)C---cU1)xUn—1)
liefert eine Folge von Faserungen
F,—=Fono—Fups3—-—F,; =CP".
Die Faser F;, ;11 — I, ; ist isomorph zu
UL xUn =D/ UML) xUn—-1-1)=2Un-1)/U1)xUn—-1-1)=CP"".

Wir sehen induktiv ein, dal H*(F,,;; Z) ein freier Module iiber H*(F},;_1;Z) in den Erzeu-
genden 1,c(H,),...c(H;)" ! sind. Damit ist H*(F,;7Z) frei erzeugter Z-Modul von den
Monomen c(Hy)* c(Hy)2 ... c(H, 1)1, 0 < k; <n —i.

Tatsichlich haben wir U(1)-Hauptfaserbiindel H; := U(n)/U(1)"~! — F,, (I-ter Faktor
ausgelassen), und die Klassen ¢(H;) sind die ersten Chernklassen dieser Biindel.

Wir betrachten nun ein U(n)-Hauptfaserbiindel P — X und das assoziierte Biindel
p: F:=P/U(1)" — X von Flaggenmannigfaltigkeiten. Auf " haben wir die Biindel H; =
P/U(1)" ! — X (Iter Faktor weggelassen). Die Klassen c(H;)"c(Hy)* ... c(H, 1)1,
0 < k; < n—1, bilden eine additive Basis der Kohomology der Fasern von F womit der Satz
von Leray-Hirsch anwendbar ist. Insbesondere ist p* : H*(X;Z) — H*(F;Z) injektiv. Da
das assoziierte Vektorbiindel V' := P X,y C" iiber F' spaltet, also p*V = @}, H; gilt, gilt

p*c;(V) =oj(c(Hy),...,c(Hy)) .

Dies ist das Splitting Pinziple.
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2.3.2 Chernklassen

2.3.2.1 Rechnen mit Chernklassen Viele Rechentricks und mehr iiber das Splitting
Prinzip findet man in dem Buch [HBJ92]. Wir definieren die totale Chernklasse

a(V)=14+ta(V)+---+t"c,(V)+... .

Wenn V' =3, H;, dann ist
V) =TT+ telrty) (16)

Lemma 2.52 FEs qilt ¢,(V W) = ¢, (V) U cy(W).

Wenn V' und W aufspalten, dann ist diese Gleichung wegen (16) klar. Im allgemeinen
Fall verwenden wird das Splitting prinziple. Die Gleichung gilt ndmlich nach Hochziehen
auf die Flaggenmannigfaltigkeit.

Fﬁl" V = @jHj UIld W = @sz gllt V & W == @Z‘JH]‘ & Lz ES gllt Cl(Hj X Lz) =
c(H;) + c(L;). Damit ist

a(VeWw) =[]0 +te(H) + c(Ly)) .

0]

Es gilt ¢, (L}) = —c1(L;). Damit gilt ¢;(W*) = c_(W).

2.3.2.2 Beispiele CP" und HP" Wir haben eine natiirliche Projektion 7 : C**1 \
{0} — CP". Sei A€ C"™' v e H* und | € CP". Sei A, € T,C"™! der durch A gegebene
Tagentialvektor. Dann ist dm.(l{(z)A;) € T;CP™ nicht von = € [\ {0} abhéngig. Wir

erhalten also eine Abbildung
C"*'® H* — TCP"

welche sich as surjektiv erweist. Der Kern dieser Abbildung ist offensichtlich H ® H* und
damit trivial. Folglich gilt

0—C— (H)"™ = TCP" =0 .

Daraus folgt
TCP" @ C = (H*)" .

RCEDICEE)

c(TCP") = c(H")"™' = (1+c(H*))™' = 1+ (n+1)e(H) (H?+... .

Insbesondere ist das Tangentialbiindel von CP" nicht trivial. Da ¢,(TCP") = (n +
1)c(H*)™ # 0 gilt, besitzt TCP" nicht einmal einen nirgends verschwindenden Schnitt.

Fiir ein reelles Vektorbiindel Vj definieren ¢;(Vh) := ¢,(V), wobei V := Vj ®g C. Da
jedes Vektorbiindle eine hermitesche Metrik zulifit, gilt immer V = V*. Fiir ein relles
Biindel gilt noch zusitzlich V = V. Damit ist V = V* und ¢(V) = c_+(V). Damit
verschwinden ¢; (V') fiir ungerade i.
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Definition 2.53 Die Klassen
pi(Vo) == (=1)'ci(V)

heifsen Pontrjaginklassen von Vy. Wir definieren die totale Pontrjaginklasse p,(Vy) =
1+tpr (Vo) + *pa(Vo) + .. ..

Sei L — X ein komplexes Linienbiindel. Dann konnen wir das unterliegende reelle Biindel
Lig — X betrachten. Es gilt Lig @x C = L @ L*. Folglich gilt 1 —p;(L) = (1 +¢1(L))(1 -
Cl(L)) =1- Cl(L)2.
Wir kénnen TCP™ als relles Vektorbiindel V{, auffassen. Dann gilt V' = TCP" & T CP™.
Es folgt
ci(TCP")e_o(TCP") = [(1 4+ t2)(1 — t2)"™] = (1 — ¢222)"*1 .

Also
pi(TCP™) = (1 + t2*)" .

Wir betrachten nun den quarternionisch-projektiven Raum HIP". Dieser hat eine Zel-
lenzerlegung mit Zellen in den Dimensionen 4z, ¢ < n. Damit gilt

H*(HP"; Z) = Z[u]/(u™)

mit |u| = 4.

Mit der komplexen Struktur I gibt es einen Isomorphismus H"*! 2 C?**2. Wir haben
eine Projektion f : CP*"*1 — HP" mit Faser CP!. Insbesondere ist f* : H (HP";Z) —
H*"(CP?"*1: Z) ein Isomorphismus. Wir fixieren das Vorzeichen von u derart, daf§ f*u =
2?2, wobei H*(CP?"1 Z) =2 Z[2]/(2*"*2). Es gilt

TC]PQn—I—l ~ f*Q D TH]P)n ’
wobei () das vertikale Biindel ist. Daraus folgt
(1+2%)*"*2 = py(Q)p:(THP™) .

Nun ist die Einschrankung von ) auf eine Faser CP! von f genau das Tangentialbiindel.
Es gilt p(Qicp1) = (1 + t2)?, insbesondere ¢1(Q) = 2z. Daraus folgt p,(Q) = 1 + 4t2*.
Wir haben

pe(THP™) 22 (1 4 tu)*""2(1 + 4tu) ' .

Nun ist HP* = S%. In diesem Fall p;(S?) = 1 + 4tu — 4tu = 1 wie erwartet.

2.3.2.3 Weitere Fragen

Definition 2.54 FEine orientierte n-Mannigfaltigkeit M ist ein Rand, wenn es eine ori-
entierte n + 1-Mannigfaltigkeit W mit OW = M gibt.
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Zum Beispiel ist S™ ein Rand, némlich von D". Jede orientierte Fliche ist ein Rand (in
R? Einbetten und Inneres nehmen).

Nicht jede Mannigfaltigkeit ist Rand, z.B. CP?", n > 1 und HP", n > 2. Mit
Hilfe der Pontrjaginklassen kann man Obstruktionen gegen Randsein konstruieren. Sei
Q(z1, xg,...) ein homogenes Polynom vom Grad n, wobei |z;| = 4i ist. Die Orientierung
von M gibt eine Auswertung H"(M;7Z) > a — o[M] € Z.

Lemma 2.55 Wenn M Rand ist, dann gilt
Qp1(TM),p2(TM),...)[M] =0 .

Beweis: Sei M = OM. Wir betrachten das Paar M C W. Sei ¢ : Hy (W, M;Z) —
H,(M;Z) der Randoperator in der Homologie. Dann gilt die Beziehung der Funda-
mentalklassen 0[W, M] = [M]. Folglich a[M] = 0a[W, M|, wobei 0 : H"(M;Z) —
H" (W M) der kohomologische Randoperator ist. Nun ist T7Wy = TM &R und damit
pe(TW)inr = pe(TM). Es gilt also Q(pi(TM), p2(TM), ... ) = Q(pr(TW), p2(TW), ... ) -
Nun ist nach der langen exakten Sequenz 053y, = 0 fiir jede Klasse 8 € H*(W;Z). Damit
gilt
QP1(TM),po(TM), ... )[M] = 0Q(p1(TW ), p2(TW), ... )mu[W,M] =0 .

Fiir CP?" nehmen wir Q(xy, s, ...) = x,,. Dann ist

Q(py(TCP"), ps(TCP"), ... ) = pu(TCP™)[CP"] = (2” * 1) 20,

n
Fiir HP™ wéhlen wir Q(z1, za, . ..) = 2. Der Koeffizient von u der Reihe
(14 u)* "2 (1 + 4u) ™"
ist (2n +2) —4 = 2n — 4 Damit ist p;(THP") = (2n — 4)u. Es folgt
p1 (THP™)"[HP"] = (2n — 4)" #0 .

Eine andere Gruppe von Fragen rankt sich um Teilbarkeitsaussagen fiir Chern und
Pontrjaginklassen. Eine typische Aussage ist:

Lemma 2.56 Flir ein komplexes Vektorbiindel E — S*" ist ¢,(E) durch (n —1)! teilbar.
Fiir weitere Informationen siehe z.B. [Hus94, 111, 18.9.8].

3 Geometrie

3.1 Geometrie auf Hauptfaserbiindeln
3.1.1 Reduktion der Strukturgruppe

Sei x : H — G ein Homomorphismus von Liegruppen und P — X ein (glattes) G-
Hauptfaserbiindel.

82



Definition 3.1 Fine H-Reduktion von P — X st ein Diagram

Q—-p
| |
X=—X

wober Q — X ein glattes H-Hauptfaserbindel und ¢ aquivariant im Sinne
o(gh) = d(g)x(h) . ¢€Q he H
18t
1. Eine Reduktion auf {1} — G ist eine Trivialisierung.

2. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe und P — X ein G-Hauptfaserbiindel.
Wir betrachten das Faserbiindel 7 : F':= P/H — X. Dann besitzt 7*P — [ eine
kanonische H-Reduktion. Sei ¢ : P — X die Projektion. Dann ist ¢* P kanonisch
trivial:

PxG—=q¢gP—-P=PxxP, (pg)+ (p,pg)
Wir betrachten die H-equivariante Abbildung Q := P x H — P x G, welche durch
H — G induziert wird. Die Gruppe H wirkt hier durch

(p,h)l:= (pl,I""h) . (p,g)l = (pl,I""g

Dann ist @ := Q/H — P Xy G eine H-Reduktion von P xpy GG. Weiterhin ist
P xy G — 7P, [p,g] — ([p], pg) ein Isomorphismus von H-Hauptfaserbiindeln.

3. Sei weiter H C G. Ein Schnitt s : X — P/H — X bestimmt eine H-Reduktion
Q ={p € P|p € s(m(p))}. Umgekehrt liefert die Einbettung @ C P einer H-
Reduktion einen Schnitt von P/H — X.

4. Wir betrachten U(1)" C U(n) und ein U(n)-Hauptfaserbiindel P — X. Dann ist
m: F:= P/U(1)" — X ein Biindel von Flaggenmannigfaltigkeiten und 7*P — F
hat eine U(1)"-Reduktion. Dies war die Grundlage des Splitting Prinzips.

Im folgenden benennen wir einige wichtige Reduktionen des Rahmenbiindels einer
n-dimensionalen Mannigfaltihkeit X.

1. Sei 7 : Fr(TX) — X das Rahmenbiindel, ein GI(n, R)-Hauptfasrbiindel. Ein Ele-
ment ¢ € 7 !(z) ist ein Isomorphismus ¢ : R — T, X.

2. Sei eine Metrik auf T'X gegeben. Dann betrachten wir die O(n)-Reduktion Fro(7TX) —
Fr(TX), welche durch

Fro(TX) :={¢ € Fr(TX) | ¢ ist isometrisch} .

Dies ist eine O(n)-Reduktion.
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3. Sei weite reine Orientierung von X fixiert. Dann definieren wir die SO(n)-Reduktion
von Fro(TX) durch

Froo(TX) :={¢ € Fr(TX) | ¢ ist orientierungserhaltend} .

4. Sei n > 3. Dann ist m(SO(n)) = Z/2Z. Die Universaliiberlagerung der Gruppe
SO(n) ist die Spingruppe Spin(n). Sie liegt in der Sequenz

1 — Z/2Z — Spin(n) — SO(n) — 1.
Eine Spin(n)-Reduktion von Frgo(7T'X) wird als Spinstruktur bezeichnet.
5. Wir betrachten C* = R?*". Dann ist U(n) C SO(2n) die Untergruppe
Un)={A€SO(n)|Aoci=1ioA},

wobei ¢ € Aut(R?") die Multiplikation mit 7 ist.

Eine U(n)-Reduktion Fry (T'X) von Frgo(7TX) wird als fast-Kéhlerstruktur bezeich-
net. Aquivalent kann man eine solche Struktur durch einen Schnitt I € I'(End(7°X))
mit /2 = —1 und [* = —I angeben (das benutzt die Metrik). Es gilt dann

FI‘U(TX) :{¢€Frso(TX)|¢Oi:IO¢} .

Ein fast-Kéhlerstruktur liefert eine 2-Form w(X,Y) :=< X,IY >. Wenn die Gle-
ichung dw = 0 gilt, dann spricht man von einer Kahlerstruktur.
3.1.2 Erweiterung der Strukturgruppe

Sei x : H — G ein Homomorphismus von Liegruppen. Sei P — X ein H-Hauptfaserbtindel.

Definition 3.2 Die Erweiterung der Strukturgruppe von P — X zu G entlang x st das
G-Hauptfaserbiindel Ind%(P) == Q := P xy G — X.

Das Diagramm

—[p,1
_—

=

L

ist eine H-Reduktion von Q.



3.1.3 Hauptfaserbiindel und Vektorbiindel

Sei F = R oder F = C und V ein F-Vektorraum. Wir betrachten ein G-Hauptfaserbiindel
P — X. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung.

Definition 3.3 Das zu P uund p assoziierte F-Vektorbindel p(P) — X wird durch
p(P) := (P x V) /G definiert, wobei die G-Wirkung durch (p, f)g = (pg, p(g) "' f) gegeben
wird.

Mit [p,v] € p(P) bezeichen wir die Klasse des Paares (p,v).

Sei £ = p(P) fiir ein G-Hauptfaserbiindel 7 : P — X und eine Darstellung p : G —
GL(V'). Wir kénnen den Raum der Schnitte I'(p(P)) durch Funktionen auf P beschreiben.
Die Gruppe G wirkt auf C*(P, V) durch

(9f)(p) := plg)f(pg) -
Sei C°°(P, V)¢ C C°(P,V) der Raum der invarianten Funktionen. Wir haben folgende
Bijektion

wobei fy und ¢ durch folgende Gleichung zusammenhangen:

[p, fo(p)] = &(7(p)) ,p € P

Geometrische Strukturen auf V' (Metriken, Produkte etc) liefern entsprechende Struk-
turen auf p(P).

1. Sei < ., > eine Bilinearform auf V', welche p-Invariant ist, welche also
< p(g)v, p(g)w >=<v,w >

fir all v,w € V und g € G erfillt. Dann defineren wir ein Skalarprodukt auf
p(P) durch < [p,v], [p,w] >=< v,w >. man sieht leicht die Wohldefiniertheit ein.
Beachte, dafl in dieser Formel die Klassen durch Paare mit dem gleichen ersten
Eintrag reprasentiert ssein miissen.

2. Sei[.,,.]: V®V — V eine G-invariante Lieklammer, also [p(g)v, p(g)w] = p(g)[v, w].
Dann definiert [[p, v], [p, w]] := [p, [v, w]] eine Lieklammer [.,.] : p(P)® p(P — p(P).

Es folgende einige Beispiele.

1. Mit Ad bezeichnen wir die adjungierte Darstellung G — GL(g) auf der Liealgebra
von G. Das Vektorbiindel Ad(P) heifit adjungiertes Biindel zu P. Die adjungierte

Wirkung erhélt den Kommutator. Damit wird Ad(P) ein Biindel von Liealgebren,
d.h. es gibt einen Kommutator

.,.]JAd(P) ® Ad(P) — Ad(P) .
2. Jedes F-Vektorbiindel £ — X kann als ein zu seinem Rahmenbiindel assoziiertes
Vektorbiindel geschrieben werden. Sei Fr(E) — X das Rahmenbiindel mit Gruppe

GL(n,TF). Dann gibt es einen kanonischen isomorphismus id(Fr(FE)) = E, welcher
durch (¢,v) — ¢(v) gegeben wird, wobei (¢ : F* — F) € Fr(F) und v € F" ist.
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3.1.4 Die Atiyahsequenz und Zusammenhange auf Hauptfaserbiindeln

Ist G eine Liegruppe, konnen wir die unter Rechtstranslationen invarianten Vektorfelder
mit der Liealgebra g identifizieren.

Sei 7 : P — X ein G-Hauptfaserbiindel und z € X. Die Faser P, := 7! ist ein tran-
sitiver G-Raum. Mit A(P,) bezeichnen wir den Vektorraum der G-invarianten Schnitte
von T'Pp,. Es gilt dim(A(P,)) = dim(P), da ein solcher Schnitt eindeutig durch den Wert
in einem gewéhlten Punkt von P, bestimmt ist.

Lemma 3.4 1. Die Vereinigung A(P) := U,exA(P,) hat auf natiirliche Weise die
Struktur eines glatten Vektorbiindels iiber X so daf T'(A(P)) = C=(P,TP)% gilt.

2. Die Ableitung der Projektion dm : A(P) — TX ist surjektiv.
3. Es gilt ker(dm) = Ad(P).

Beweis: Wir geben die isomorphismus in 3. an. Dazu identifizieren wir g & I'(T'G)¢
(rechts-invariante Vektorfelder). Sei X € g. Der Generator der Gruppe von Transforma-
tionen exp(tX) : P — P ist ein Vektorfeld X* € T'(TX) mit drX*(p) = 0 fiir alle p € P.
Weiter gilt

(dR,X*)(pg) = (Ad(g™")X)* .

Sei V' = [p, X| € Ad(P),. Diesem Vektor entspricht das invariante Feld
P, 2 pg > dR,X*(p) .
Die Wohldefiniertheit folgt aus

dRyg(Ad()X )} (ph™")(ph™") = dRydRy(Ad(h) X)*(ph™") = dRyX*(p) .

Wir haben also eine Sequenz
0— Ad(G) > A(P) - TX —0

von Vektorbiindeln.
Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit bilden eine Liealgebra unter dem Kommutator
[.,.]. Wir haben eine Einbettung I'(A(P)) C I'(T'P).

Lemma 3.5 1. I'(A(P)) C I(T'P) ist eine Lie-Unteralgebra.
2. dm : T'(A(P)) — I(TX) ist ein Liealgebrenhomomorphismus.

3. Die FEinbettung I'(Ad(P)) — T'(A(P)) ist ein Liealgebrenhomomorphismus.
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Definition 3.6 Fin Zusammenhang auf einem Hauptfaserbindel P ist ein Split V :
TX — A(P) der Atiyahsequenz

v

0—=Ad(P) —= A(P)-Z>~Tp—>
(derart, daff dw oV = idry gilt).

Eine Surjektion von Vektorbiindeln s : £ — F' besitzt immer ein Rechtsinverses. In der
Tat kann man auf E eine Metrik withlen und E = ker(s) @ ker(s)* orthogonal aufspalten.
Dann ist S|yer(s). : ker(s)*t — F ein Isomorphismus und (s)ers)-1) " : F — ker(s)t — E
das gewiinschte Rechtsinverse. Folglich gibt es immer Zusammenhénge.

Ist < .,. > eine G-Invariante Metrik auf T'P. Diese induziert eine Metrik auf A(P)
und damit einen Zusammenhang.

Zwei Zusammenhange V, V' unterscheiden sich um eine Abbildung TP — Ad(P), also
um ein Element aus I'(T*X ® Ad(P)).

3.1.5 Zusammenhange auf Vektorbiindeln
Sei & — X ein Vektorbiindel.
Definition 3.7 FEin Zusammenhang auf E ist eine stetige lineare Abbildung
V:I'(E) > T(T"'X®FE),
welche folgende Eigenschaften hat (wir schreiben Vx¢ := V(4)(X)).
1. (Leibnizregel ) Vx(fo) = X(f)o + fVxo

2. va(Cb) = [Vx¢.
Sei P — X ein G-Hauptfaserbiindel und y : G — GL(V) eine Darstellung, und F :=
X(P). Sei
C®(P,V)" = {f € C=(P,V) | x(9)f(p9) = f(p)} -
Dann haben wir eine Identifikation

L(x(P)) = C*(P, V)" .

Dabei gilt
o(m(p)) = [p, fs(p)] -

Sei V ein Zusammenhang auf P. Dann definieren wir den Zusammenhang x(V) auf x(P)

durch
X(V)x () = [p, (V(X)f)(p)]
(hierbei fassen wir V(X)) als ein Element von I'(T'P) auf).

Lemma 3.8 Der Zusammenhang p(V) ist wohl-definiert.

Jedes Vektorbiindel besitzt also Zusammenhéange.
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3.1.6 Krimmung

Die Abbildung dr : T'(A(P)) — I'(T'X) ist ein Liealgebrenhomomorphismus. Ist V ein
Zusammenhang, so ist V : I'(T'X) — I'(A(P)) im allgemeinen kein Liealgebrenhomomor-
phismus. Wir definieren die Abweichung

QY(X,Y) = [V(X), V()] - V([X,Y])

Lemma 3.9 Die Abbildung Q* ist wird durch einen Schnitt Q¥ € A*T*X ®@ Ad(P)
gegeben.

Beweis: Man rechnen zuerst nach, dal QV(fX,Y) = fQ(X,Y) ist. Daraus folgt QV €
A’T(T*X ® A(P)). Weiter sieht man drQ2V = 0 ein. Deshalb hat QV Werte in Ad(P). B

Sei V ein Zusammenhang mit Kriitmmung QV. Ein weiterer Zusammenhang sei durch
V +afir a e I'(T*X ® Ad(P)) gegeben. Dann gilt

QVte = QY + Va + [a,q]
wobei Va € T(A*T*X ® Ad(P)) durch
Va(X,Y) = [V(X),aY)] = [V(Y), o(X)] = a([X,Y]) ,  [o, a](X,Y) := [a(X), a(Y)]
gegeben wird.
Definition 3.10 Wenn QY = 0 ist, dann heifit V flach.

Fiir eine Form =) w; ® ¢; € I'(A"T*X ® Ad(P)) definieren wir

VB=> dw; @+ Y (—1)*¥“w; A Vg € T(AT'T*X @ Ad(P))

(Wohldefiniertheit priift man leicht nach, beachte dafl w ® f¢ = fw ® ¢ fir f € C*(X)
gilt.)

Lemma 3.11 Die Krimmung erfullt die Bianchi-Identitat
vV =0.
Beweis: Es gilt fiir kommutierende X,Y, Z € I'(T'X)

VOV(X,Y,Z) = VxQV(Y,Z) - VyQV(X,2)+V,QV(X,Y)
= Vx([V(Y),V(2)]) - Vy([V(X),V(2)]) + Vz([V(X), V(Y)])
= [V(X),[V(Y), V(2] = [V(Y), [V(X), V(Z)]] + [V(2), [V(X), V(Y]]
=0

nach der Jacobi-Identitat.
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3.1.7 Die Kriimmung symmetrischer Raume

1.

Sei K C G eine abgeschlossenen Untergruppe. Wir nehmen an, dafl es eine Aufs-
paltung g = € ® p mit
&plCSp pplCE

gibt. In diesem Fall spricht man von einem symmetrischen Paar.

Sei £ C g ein symmetrisches Paar. Dann kénnen wir eine Involution o € Aut(g)
durch I}y = und I, = —1 definieren. Umgekehrt bestimmt eine Involution o €
Aut(g) in dieser Weise ein symmetrisches Paar. Wenn es ein Element I € Aut(G)
gibt mit dI = o und K = G' so ist K C G ein symmetrisches Paar von Gruppen
und X = G/K ist ein symmetrischer Raum.

Seip := (Adjk)jp : K — Gl(p). Beachte, daB G — G/K = X ein K-Hauptfaserbiindel
ist.

Im folgenden identifizieren wir g = T,G. Wir definieren die Aufspaltung T,G =
gt @ gp. Es gilt gt = ker(m). Fir X € p wird durch [g, X] € G xx X ein Tangen-
tialvektor dm,(9X) € T,xG bestimmt. Es gilt also T(G/K) = p(G — G/K) mit
der Darstellung p = Adjx : K — Gl(p).

. Die Aufspaltung T,G = g€ ® gp, g € G, definiert einen Zusammenhang auf G —

G/K. Sei X € pund X* € T'(TG/K) das durch die G-Linkswirkung induzierte
Vektorfeld X*(gK) = XgK. Wir schreiben

Xi(gK) = XgK = gX 'K = gpry(X? 1)K @ gpr, (X ") K = gpr, (X K .
Es gilt V(X*(gK))(g) = gpr, (X7 ).

Durch Einsetzen von Ye = V(Y*(eK))(e), Y € p fiir g (und Abziehen der Terme
nach Vertauschen der Rollen von X,Y') erhalten wir (unter Verwendung der Leib-
nitzregel und [X* V¥ = [X,Y]?)

QV(eK)(Y,X) = Y X+pr [X, V]-XY —pr,[Y, X]-pr [X,Y] = [\, X]-pr [V, X] = |

Wir berechnen nun die Kriimmung einiger symmetrischer Raume.

1.

Wir berachten die Gruppe SO(n). Sei I = diag(1,...,1,—1). Dann ist SO(n)! =
SO(n —1) die Untergruppe, welche den letzten Basisvektor festhélt. Es gilt S"~! =
SO(n)/SO(n — 1). Diese Darstellung von S™~! als symmetrischen Raum liefert
einen Zusammenhang. Wir spalten die Elemente von so(n) in der Form

(%)

mit b € so(n — 1) und v € R*"L. Dann gilt p = R*"!. Es gilt

(o)
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2. Wir betrachten die Gruppe U(n) und die Involution I = diag(1,...,1,—1). Dann
ist Un)l = U(n—1) x U(1) und U(n)/U(n — 1) x U(1) = CP*"!. Wir schreiben

die Elemente von u(n) in der Form

u v
—v* 1a

mit v € u(n — 1), v € C" ' und a € R. Dann ist p = C" ! §R. Es gilt

0 w 0 w [ —vow*+wouv* 0
—v* 0 /)’ —w* 0 - 0 —v*w 4+ w*v

3.1.8 Kriimmung von Zusammenhingen auf Vektorbiindeln

Sei V ein Zusammenhang auf einem Vektorbiindel £ — X. Wir betrachten
RY(X,Y)(¢) :=VxVy¢ — VyVxo— Vixyo .

Es gilt
RY € A*T*X ® End(E) .

Definition 3.12 Der Schnitt RV heifit Kriimmung von V.

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen Krimmungen von Zusammenhangen
auf Hauptfaserbiindeln und der assoziierten Vektorbiindel her.
Sei ' = x(P) und V ein Zusammenhang auf = : P — X, dann gilt

M) = x(2Y)

wobei
X(QY)(X,Y)(¢)(7(x)) = [p, Q7 (X, Y)(f6) ()]
(beachte, daBl QY (X,Y)(p) € T,P gilt).

3.1.9 Die Krimmung von komplexen Linienbiindeln

Wir betrachten ein U(1)-Hauptfaserbiindel P — X. Dann ist Ad(P) = X x R trivial.
Sei V ein Zusammenhang auf P. Dann konnen wir

QY e T(A’T*X ® Ad(P)) 2 T(A’T*X) .

betrachten.
Die Bianchi-Identitéit besagt, dai dQV = 0 ist. Es gilt fir o € T(T*X ® Ad(P)) &
I'(T*X) die Gleichung Va = da und deshalb

QVte = OV + da .
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Wir sehen, daf§ die Kohomologieklasse [2V] € H3,(X) nur vom Hauptfaserbiindel abhéngt.

Diese Klasse représentiert (bis auf einen Faktor 27i) das Bild der ersten Chernklasse
von P in der de Rhamkohomologie.

Als Beispiel betrachten wir CP*~! = U(n)/U(m — 1) x U(1) mit dem vom sym-
metrischen Raum kommenden Zusammenhang. Sei p : U(n — 1) x U(1) — U(1) die
Projektion. Dann ist H = p(U(n)) das tautologische Biindel und P — CP"! das or-
thonormale Rahmenbiindel, also die Einheitsspére in p(U(n)).

Die Kriimmungsform ergibt sich aus den Rechnungen in 3.1.7. Sei X,Y € C*! = p,
interpretiert als Vektoren in T},jCP" fiir u € U(n). Dann gilt

QV(X,)Y)=<Y, X > - < X,Y >= 2Im(< X,Y >) .

Wir betrachten den Fall n = 2. Wir wollen diese Form mit der Standardvolumenform
mit vol(CP!) vergleichen. Zuerst ist S* = U(2)/U(1) der Orbit des Vektors (1,0)". Fiir
X e p=Cgilt || X(1,0)Y? = || X||?. Nun gilt U(2)/U(1) x U(1) = 83/U(1) = CP'. Die
durch diese Darstellung induzierte Metrik auf CP! ist kommt also von der Standardmetrik
auf C. Die entsprechende Volumenform ist volc(X,Y) = Im < X, Y >. Es gilt vol(S?) =
272, Das Volumen der U(1)-Orbits betriigt 2r. Es folgt vol(CP!) = 22 = 7. Daraus

27
folgt
/ QY = —2r1 .
CP!

Im Fall n = 2 ist dies die —2-fache Standardvolumenform mit vol(CP!) = 4. Wir

erhalten
/ QY = —2r1 .
CPl

Wir sehen insbesondere, dafl P — CP™ keinen flachen Zusammenhang zulafit.

Die Konstruktion von geschlossenen Formen aus der Kriimmungsform kann auf all-
gemeine Gruppen G ausgedehnt werden. Sei p € S"(g) ein homogenes symmetrisches
Ad(G)-invariantes Polynom vom Grad n. Ein Beispiel ist u(n) 3 A — TrA™ € C. Wir
erhalten eine Abbildung p : A°T*X ® Ad(P) — T(A*"T*X) durch p(w ® ¢) = w"p(¢).
Die Form p(Q2V) ist geschlossen und die Klasse p(P — X) = [p(QV)] € H#(X) hingt
nur vom Hauptfaserbiindel P — X ab. Auf diese Weise erhalten wir charakteristische de
Rahmkohomologieklassen.

3.1.10 Zuriickziehung von Zusammenhangen

Wir betrachten ein Cartesisches Diagramm

Q--t-~p .

L,

Y —X
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Dazu gibt es ein Diagram

A(Q) === A(P)
L,
TY TX

Das untere Quadrat ist cartesisch. Ist V : TX — A(P) ein Zusammenhang auf P, so
definiert
fVaTY = AQ), fPV(U) = (U, V(df(U)))

einen Zusammenhang auf Q).
Man rechnet leicht nach, daf die folgende Relation der Kriimmungen besteht:

dF o Q7Y = 5V .

3.1.11 Paralleltransport in Hauptfaserbiindeln

Wir betrachten ein G-Hauptfaserbiindel 7 : P — X mit einem Zusammenhang V. Sei
v :[0,1] = X eine Kurve. Wir schreiben +/(t) := dvy(t)(0}).

Definition 3.13 Fine Kurve 4 : [0,1] — P heifit horizontaler Lift von v mit Anfang
p e 1 (v(0)), falls 3(0) = p, T 07 = v und und 7' = V(v').

Lemma 3.14 Sei G kompakt. Das existiert genau ein horizontaler Lift von v mit Anfang
p.

Beweis: Wir betrachten das Diagram

|

0,1] =X
Auf v*P betrachten wir das Vektorfeld U welches durch

U(lt,pl) = V(' (®)(p)

gegeben wird. Die Kurve 7 ist eine Integralkurve von U mit Anfang (0, p). Eindeutigkeit
und Existenz folg aus den entsprechenden Satzen fiir gewohnliche Differentialgleichungen.
[ |

Wir definieren den Paralleltransport von p entlang v als
PTy(p) :=7(1) .
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3.1.12 Hoherdimensionaler Paralleltransport
Wir betrachten ~ : [0, 1]" — X.

Definition 3.15 Fine Abbildung 7 : [0,1]™ — P heifit horizontaler Lift von vy mit Anfang
p wenn 5(0,...,0) =0, moy = und dy'(t)(0) = V(' (t)(9)) fir alle 0 € T;[0,1]™ gilt.

Wenn ein solcher Lift existiert, dann gilt fiir Koordinatenvektorfelder 0y, 0y sicher

0="5([01,0]) = [7/ (1), 7 (02)] = [V(+'(D1)), V(Y (92))] = @V (7 (01),7(82)) -

In anderen Worten,
YOV =0.

Lemma 3.16 Die Bedingung v*QV = 0 ist hinreichend und Notwendig fiir die Existenz
horizontaler Lifts.

Beweis: Der Beweis ist ahnlich wie im eindimensionalen Fall, wobei der Satz von Frobe-
nius benutzt wird. u

3.1.13 Holonomie und Reduktion der Strukturgruppe

Sei m : P — X ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang V. Wir betrachten p € P.
Fiir einen geschlossenen Weg v : S — X mit v = x definieren wir Hol,(p) € G fiir
p € 7 !(x) durch

pHol,(p) := PT+(p) .
Man kann den Paralelletransport auch fiir stiickweise glatte Wege definieren. Zwei Wege
v1, 72 kann man hintereinanderausfithren: v,fvy,. Es gilt

PT% (PT"/Q (p)) = PT’hﬁ“{z (p)

und entsprechend
Hol,, (p)Hol,,(p) = Hol, 4y, -
Es gilt auch
Hol,(p)™' =Hol ,(p)

wobei —v den in umgekehrter Richtung durchlaufenen Weg bezeichnet.

Definition 3.17 Die Gruppe Hol(p) := {Hol,(p)|y : S* — X ,~7(0) = =w(p)} heifst
Holonomiegruppe von (P,V). Mit Hol(p)® C Hol(p) bezeichnet man die Untergruppe
der von zusammenziehbaren Wegen gegebenen Holonomien.

Satz 3.18 Sei X kompakt. Die Gruppe Hol(p)® C G ist eine zusammenhdngende Lieun-
tergruppe mit Liealgebra
Im(QV(p) : A°TX — g) .

Der Quotient Hol(p)/Hol(p)® ist abzihlbar.
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Beweis: Zusammenhangend ist klar, da die Holonomie stetig von Weg abhangt und jeder
Weg in den konstanten deformiert werden kann. Um einzusehen, dafl Hol(p)? C G eine
zusammenhéngende Lieuntergruppe ist, benutzen wir den Satz von Freudenthal (Eine
Untergruppe H C G, in welcher jedes Element durch einen stiickweise differenzierbaren
Weg mit e verbunden werden kann, ist eine Lieuntergruppe), siehe [KN96, 11.4.2].

Die Liealgebra ergibt sich aus der Berechnung der Holonomie entlang infinitesimaler
Rechtecke. |

Sei m : P — X ein G-Hauptfaserbiindel mit einem Zusammenhang V. Wir fixieren
p € P. und betrachten die Teilmenge (), C P aller Punkte, welche man durch horizontale
Wege aus p erreichen kann.

Satz 3.19 1. ), C P ist eine Hol(p)-Reduktion von P.

2. Der Zusammenhang hat eine Faktorisierung V : T'X v A(Qp) — A(P) dber einen
Zusammenhang V' auf Q,.

3. Es gilt ind¢ \@p = P und ind¢ . (V') =V.

Hol(p Hol(p)

3.2 Riemannsche Geometrie
3.2.1 Metrische Zusammenhange

Wir betrachten eine Mannigfaltigkeit X der Dimension n. Die Angabe einer Metrik g auf
TX ist dquivalent zur Angabe einer O(n)-Reduktion Fro(TX) des Rahmenbiindels.

Definition 3.20 Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (X, g).

Sei p : O(n) — GI(R") die Standarddarstellung. Dann gilt T'X = p(Fro(TX)).
Wir wollen diejenigen Zusammenhénge auf T'X, welche von Fro(TX) kommen, als
metrische Zusammenhange charakterisieren.

Definition 3.21 FEin Zusammenhang V auf T X heifit metrisch, wenn
dg(X,Y)=¢9(VX,Y)+ g(X,VY)

fir alle X, Y € I(TX) gilt.

Lemma 3.22 Ist V ein Zusammenhang auf Fro(TX), dann ist p(V) metrisch.

Beweis: Seien X,Y,Z € T'(TX). Dann gilt fiir p € P (X,Y)(7(p)) =< fx, fy > (p) und
deshalb

dg(X,Y)(Z2)(m(p)) = d<[x, [y > (V(Z))(p)
= <dfx(V(2)), fr > (p)+ < [x,dfv(V(Z)) > (p)
= < fu,x: [y > 0+ < fx, fo,y > (p)
= g(p(V)2zX,Y) + g(X, p(V)2Y) .
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Sei umgekehrt A ein metrischer Zusammenhang auf 7T'X.

Lemma 3.23 FEs gibt einen eindeutig bestimmten Zusammenhang auf Fro(T X) mit p(V) =
A.

Beweis: Sei X € T,X. Die Gleichungen V(X)f,(p) = faye(p) fir alle ¢ € I'(TX)
bestimmen einen Vektor V(X) € T,P. Damit wird V : TX — A(P) definiert (O(n)-
Invarianz nachrechnen) und es gilt A = p(V). [

Speziell fiir Zusammenhéange V auf 7'X kann man den Torsionstensor betrachten.

Definition 3.24 Wir definieren den Torsionstensor TV € T'(A*T*X @ TX) durch
TV(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y].

(Wohldefiniertheit nachrechnen!) Eine der grundlegenden Beobachtungen der Riemannschen
Geometrie ist die folgende.

Satz 3.25 (Levi-Civita Zusammenhang) Sei (X, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Dann gibt es genau einen metrischen Zusammenhang (der Levi-Civita Zusammenhang)
auf V auf TX mit TV = 0.

Beweis: Fir X,Y,Z € I'(T'X) definieren wir

2<VxY, Z >
= X<Y, Z>4Y<Z X>-Z<X,Y >
+<[X,)Y],Z>—-<[Y,Z], X >+ < [Z,X],Y > .
Man rechnet nach, daf§ V ein torsionsfreier metrischer Zusammenhang auf 7'X ist.
Sei V + « ein weitere torsionsfreier metrischer Zusammenhang. Dann ist a(X)* =

—a(X) und a(X)Y — a(Y)X = 0. Aus diesen Identitéten schlieft man algebraisch, daf
a = 0 gelten mufl. In der Tat gilt

0 = <a(X)Y,Z>+<Y,a(X)Z >
0 = <aWX,Z>+<X,aY)Z>
<aX)Y,Z>+< X, a(Y)Z >

und damit

2<aX)Y,Z> = <Y, a(X)Z>+<X,a(Y)Z >
<Y, o(Z)X >+ < X,a(2)Y >
= <ao2)X,)Y >+ <X, a(2)Y >
=0

95



3.2.2 Kriimmungsbegriffe

Der Kriimmungstensor R = RV des Levi-Civita Zusammenhanges V einer Riemannschen
mannigfaltigkeit hat einige besondere Eigenschaften. Entsprechend der allgemeinen The-
orie gilt

R e T(A’T*X ®End(TX)) .

Lemma 3.26 Fiur einen metrischen Zusammenhang V auf einem Vektorbundel E — X
gilt RY € T(A’T*X ® End(E)?), wobei End(F)* C End(F) das Unterbiindel der beziiglich
der Metrik antisymmetrischen Endomorphismen bezeichnet.

Lemma 3.27 Die Krimmung R des Levi-Civita Zusammenhanges erfullt die algebraische
Bianchi-Identitat:
RX,)Y)Z+ R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

Beweis:  Wir betrachten kommutierenden Vektorfelder (z.B.Koordinatenfelder). Wir
schreiben die Definition der Kriimmung aus und benutzen drei mal die Torsionsfreiheit.

RIX,Y)Z+R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y = VxVyZ—VyVxZ
+Vy VX = ViV X
FV VY — ViV5Y
= ViVyZ — VyVzX
FVy VX — ViV X
+V VX — VxVyZ
=0

Sei (V, < .,.>) ein euklidischer Vektorraum.

Lemma 3.28 Durch
w¢(X,Y) =< ¢(X),Y >

wird eine linearer Isomorphismus
End(E)* = A°V* ¢ — wy
induziert.
Wir konnen also R € T'(A*T*X ® A*T*X) betrachten. In der Tat gilt
Lemma 3.29 R € T'(S%(A*T*X)) .
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Beweis: Wir wenden die Antisymmetrie von R(X,Y) und die algebraische Bianchi-
Identitat an.

<RX,Y)Z,U> = —<RY,2)X,U>-<R(ZX)Y,U >
= +<X,R(Y,Z)U>+<Y,R(Z X)U >
= —<X,RZU)Y >-<X,R(UY)Z >
- <Y,RX,U)Z>—-<Y,RU,Z)X >
= 2<R(ZU)X,)Y >+ < Z,RU,Y)X >+ < Z,RX,U)Y >
= 2< R(Z,U)X,)Y >— < Z R(Y,X)U >
= 2<R(ZU)X)Y >—-<RX,Y)Z,U > .

Die gesuchte Gleichung folgt. |
Oft werden folgende abgeleitete Kriinnungsgréfien betrachtet.
Definition 3.30 Die Riccikrimmung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (X, g)

ist der Schnitt Ric € T'(End(TX)®) (symmetrische Tensoren)

dim(X)
Ric(X,Y):= Y < R(E,X)Y,E; >

i=1
(wobei (E;) ein lokaler orthonormaler Rahmen ist, man mufl Wohldefiniertheit zeigen).

Die Skalarkrimmung ist die Funktion s € C*(X), welche durch s = TrRic gegeben
15t.

Die Schnittekriimmung mifit die Kriimmung in Richtung zweidimensionaler Unterrdume
in TX. Sei V C T, X ein Unterraum mit Orthonormalbasis (£, F).

. Definition 3.31 Die Schnittkrimmung in Richtung V ist durch
K(V):=<R(E,F)F,E >
gegeben.

Hier sind einige Frage der globalen Riemannschen Geometrie, welche aktuell auch in
Gottingen studiert werden.

1. Sei X eine gegebene kompakte Mannifaltigkeit. Besitzt X eine Riemannsche Metrik,
fiir welche die Skalarkrimmung s ein bestimmtes Vorzeichen hat? Der Fall s > 0 is
besonders interessant.

2. Sei X eine kompakte Mannifaltigkeit. Besitzt X eine Riemannsche Metrik, fiir
welche Ric positiv oder negativ definit ist. Der Fall Ric > 0 ist besonders inter-
essant und hingt Vermutungsweise mit s > 0 auf dem Schleifenraum C*°(S?, X)
zusammen, der in der Stringtheorie eine wichtige Rolle spielt.
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3. Eine Einsteinmetrik ist eine Riemannsche Metrik, fiir welche Ric = Ag (Einstein-
gleichung) fiir ein A € C*°(X) gilt. Man zeigt leicht, dafi A konstant sein muf.
In einem Punkt, in welchem die Basisfelder parallel sind (Normalkoordianten), gilt
nach Spurnehmen

n@l)\ = 81 Rijji
Bianchi
= _aiRjjli - ajleii

Antisymmetrie 0

Die Frage ist, ob eine gegebene Mannigfaltigkeit X Einsteinmetriken besitzt, und
wie der Raum aller dieser Metriken beschrieben werden kann.

3.2.3 Krimmung symmetrischer Raume

Sei G eine halbeinfache Liegruppe mit einer Involution I € Aut(G) derart, daf K :=
G! C @ eine kompakte Untergruppe ist. Sei g = € @ p die entsprechende Aufspaltung
der Liegalgebra. Sei < .,. >, eine K-invariante Metrik auf p. Diese induziert eine
Riemannsche Metrik ¢ auf G/K, indem wir TG/K = G X p indentifizieren. Seien
X,Y €p. Dann sind gX K, gY K € T G/K und es gilt g(X,Y) =< X,Y >,.

Das Hauptfaserbiindel G — G/K hat einen kanonischen Zusammenhang, welcher
durch V(X*(gK))(g) = gprp(ngl) gegeben wird. Wir haben folglich einen induzierten
Zusammenhang Ad(V) auf Ad(G — G/P) =TG/K.

Lemma 3.32 Ad(V) ist der Levi-Civita Zusammenhang auf G/K mit der Metrk g.

Beweis: Da die Darstellung Ad : K — GL(p) tiber O(p, < .,. >,) faktorisiert, ist Ad(V)
metrisch. Wir miissen zeigen, dafl der Torsionstensor verschwindet. In der Tat gilt im
Ursprung K € G/K

A(V)x:Y* = 8d(V)y: X! = XYK —pr[X,Y]K - YXK +pr,[Y, X|K
= [X,Y]|K
= 0
[XF, Y]

Wir konnen nun den Riemannschen Kriimmungstensor bestimmen.
Lemma 3.33 Es qilt fur X)Y, Z € p = TeK

R(X,Y)Z =—[[X,Y],Z] .
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Beweis: Die Krimmung von G — G/ K war durch G-Invarianz und Q(X,Y) = [X,Y] € ¢
(eine 2-Form mit Werten in den rechts-K-invarianten vertikalen Vektorfeldern) im Ur-
sprung gekennzeichnet. Sei f; : eK — p die Z-reprasentierende K-invariante Funktion.
Es gilt kfz(k)K = ZK, also fz(k) = Z*'. Daraus folgt im Ursprung Q(X,Y)f, =
—[[X,Y], Z]. [

Wir betrachten den Fall G = SO(n), K = SO(n — 1). Wir hatten p = R""!. Es gilt

12 5)- (e &)L (5 )] = [0 0) (5 o)

B 0 —v <w,u>4w<v,u>
VG 0

Folglich gilt
Rv,wu=v <w,u>—w < v,u>

Wir bestimmen zunéchst die Schnittkriimmung. Seien v, w orthonormal. Dann gilt
K(wAw)=< R(v,w),w,v>=1.

Die Sphére S"! = SO(n)/SO(n — 1) hat also konstante Schnittkriimmung 1 (in dieser
Normierung).
Wir bestimmen jetzt den Riccitensor. Es gilt

Ric(w,u) =n<w,u>—<w,u>=n-1) <w,u> .

Folglich ist S"~! = SO(n)/SO(n — 1) eine Einsteinmannigfaltigkeit.
Wir betrachten jetzt G = U(n) und K = U(n — 1) x U(1). Wir hatten p = C""!. Es

gilt
0 w 0 w 0 wu
—v* 0 )7\ —w* 0 "\ —ut 0
_ —vow* +wov* 0 0 wu
N 0 —v*w+wwv )T\ —u* 0
B 0 —v<wu>+4w<v,u>+2uIn(<v,w >)
NG 0
Also

Rv,w)u=v < w,u>—w < v,u > —2uIn(< v,w >) .

Wir berechnen wieder die Schnittkriimmung. Es gilt fiir orthonormale v, w (d.h. Re(<
v,w >) =0)
Re < R(v,w)w,v >=1-3 <v,w >? .

Nun ist < v, w >€ [0, 1]. Damit liegt

K(vAw)ell,4].
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SchlieBSlich bestimmen wir auch hier den Riccitensor. Es gilt
Ric(w,w) = (2n — 4)||lw]* .

Also ist auch U(n)/U(n — 1) x U(1) eine Einsteinmannigfaltigkeit.

3.3 Metrik und Geodaten

3.3.1 Bogenliange und Abstandsfunktion

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist v : [0,7] — M eine (glatte) Kurve,
dann definieren wir die Lange von v durch

T
L= [ IOl
Die Energie von 7 ist

Pe) =5 [ Il

Lemma 3.34 L(v) hdngt nicht von der Parametrisierung ab, d.h. es gilt L(y) = L(yo¢)
fir jeden Diffeomorphismus ¢ : [0,T] — [0,T"].

Beweis: Nachrechnen! [ |

Definition 3.35 Wir definieren d: M x M — [0, 00) durch
d(z,y) = inf L(7) ,
wobei das Infimum tber alle Kurven von x nach y genommen wird.
Lemma 3.36 Die Funktion d ist eine Metrik, welche die Topologie von M definiert.

Eine Kurve v : [0, 7] — M ist durch die Bogenlénge parametrisiert, wenn L(7yjo,r) =
T fir alle 7" € (0, T gilt. Dies ist zu ||7/|| = 1 dquivalent.
3.3.2 Die Variation des Langenfunktionals

Eine Kurve « : [0,7T] heifit ist stationér fiir das Energiefunktional, falls fiir jede glatte
Variation 7 : [0, 7] x [—€, €] — M mit 5(¢,0) = ~(¢) und 5(0, s) = v(0), (T, s) = (¢) gilt

E(7)7(0) =0
(e ist die Ableitung nach der Variationsvariable).

Lemma 3.37 v st genau dann stationdr, wenn vy die Geoddtengleichung Vg:TMv’ =0

erfillt. (v € I'(v*TM)).
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Beweis: Sei 74 eine Variation und s die Variationsvariable. Dann gilt

B - o / < F(1),7(t) > dey”

<A'(t),7'(t) >* dt

1
2

. 3 T

V ist metrisch / < Vo i), 7 (1) > dt
0

. : 1 T
V ist torsionsfrei / < Va3 (),7(t) > dt
0

_ /OT <307 > dt
[ <0500 > a
_ [ <0500 > a

Aus E(%)*(0) = 0 fiir alle Variationen folgt nun leicht, dal V,7" gelten muf. Dies ist die
gewiinschte Gleichung. |

Definition 3.38 FEine Kurve ist eine Geodatische, wenn sie die Geoddatengleichung erfullt.

Lemma 3.39 Sei v : [0,T7] — M eine durch Bogenlinge parametrisierte Geoddtische.
Dann realisiert v lokal den Abstand, d.h. firt € [0,T) gibt es ein € > 0 derart, daff fir
0<d<egiltd=d(t),y(t+d)).

Sei x € M und X € T, M gegeben.

Lemma 3.40 FEs gibt ein € > 0 derart, daff genau eine Geoddtische 7 : (—e,€) — M mit
v(0) =z und v'(0) = X ewistiert.

Beweis: Die Geodatengleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung. Das Lemma
wird auf den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen
zuriickgefiihrt. |

3.3.3 Die Geodatschen in einem symmetrischen Raum

Sei K C G wie in 3.2.3. Wir betrachten den Ursprung eK € G/K und X € p = T,G.

Definition 3.41 Die Kurve y(t) = ¢"X K ist eine Geoditische mit v(0) = z und v'(0) =
X.
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Beweis: Die Aussagen tiber die Anfangswerte sind klar. Wir miissen zeigen, dafl v die
Geodatengleichung erfiillt. Es gilt

7 () = XF(y(1)) -
Nun ist wegen X¢ ™ = X

—tX

V(1)) = e¥pr, (X ) = Xt |

Auf der anderen Seite ist
tX

f'y’(t)(etx) = prp(X67 ) =X
konstant entlang der Kurve . Damit gilt die Geoditengleichung.
Vaywy' () =0.

Wir sehen uns wieder den Fall G/K = SO(n)/SO(n — 1) and. Sei v € R"™! = p,
v=(1,0,...,0). Dann gilt
cos(t) sin(t) 0
e = | —sin(t) cos(t) 0
0 0 1o

Der Orbit des Punktes (1,0,...,0) € R™ ist ein GroBkreis in S™~1.
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