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1 Einfiihrung in die mathematische Sprache

1.1 Aussagen

Hier sind einige Beispiele von Aussagen iiber eine natiirliche Zahl n € N :={1,2,3,...}.
1. Pi(n) := Die Zahl n ist durch 2 teilbar.
2. Py(n) := Die Zahl n ist grofer als 4.
3. P3(n) := Die Zahl n is prim.

Die Symbolik A := ... bedeutet hier, daB das Symbol als Abkiirzung fiir ... verwendet
werden soll. Um anzugeben, dafl eine Aussage P wahr oder falsch ist, schreiben wir
P =w oder P = f.



In Abhéngigkeit der betrachteten Zahl n kann so eine Aussage P;(n) wahr (w) oder
falsch (f) sein. Die folgende Tabelle illustriert die Werte einiger Aussagen.

w n=246,8,...
L Pl(”):{f n=1,3,57T,...

w n=>5,6,7,8,...
2'P2<”):{f n=1,234

w n:27375777"'
3. Pg(n)—{ f n=1,4,6,8,910,...

Aussagen konnen negiert oder kombiniert werden:
Negation:

1. ~ Pj(n) = Die Zahl n ist nicht durch 2 teilbar.
2. ~ Py(n) = Die Zahl n ist nicht grofer als 4.
3. ~ P3(n) = Die Zahl n ist nicht prim.

Sind A, B zwei Aussagen, dann schreiben wir A = B um zu sagen, dafl die Aussagen
die gleichen Wahrheitswerte haben. Es gilt also A = B wenn entweder beide wahr
oder beide falsch sind. Andernfalls gilt A # B. Ist n eine vorher fixierte Zahl (wie es
verabredungsgeméaf} in diesem Abschnitt der Fall ist), dann bedeutet P;(n) = Py(n) die
Gleichheit der Aussagen fiir genau diese Zahl. Man kann aber n auch variabel annehmen,
was aus dem Kontext klar werden mufl. In diesem Fall wiirde P(n) = P2(n) bedeuten,
da die Aussagen fiir jede Wahl von n gleich sind.

Die Negation wirkt auf die Wahrheitswerte wie folgt.

P|~P
w| f
fl w

Und:
1. Pi(n) A Py(n) = Die Zahl n ist durch 2 teilbar und groBer als 4.
2. Py(n) A P3(n) = Die Zahl n ist grofler als 4 und prim.

3. Py(n) A P3(m) = Die Zahl n ist groler als 4 und die Zahl m ist prim (Dies ist eine
Aussage tiber zwei natiirliche Zahlen n,m).

Die Und-Verkniifung wirkt auf die Wahrheitswerte wie folgt.

PP |P AP
w | w w
flw)| f
wf|
fFrrer




Zum Beispiel gilt:
Oder:

1. Pi(n) V Py(n) = Die Zahl n ist durch 2 teilbar oder groBer als 4.
2. Py(n) V Ps3(n) = Die Zahl n ist groBer als 4 oder prim.

3. Py(n)V P3(m) = Die Zahl n ist groBer als 4 und die Zahl m ist prim. (Dies ist eine
Aussage tber zwei natiirliche Zahlen n,m)

Die Oder-Verkniifung wirkt auf die Wahrheitswerte wie folgt.

PP |PVE
w | w w
flw w
w | f w
f1r f

Zum Beispiel gilt:
P(4)VP4)=w,P3)VP3)=f ,P(T7)VP(1l)=w
Wenn - dann:
1. Pi(n) — P>(n) = Wenn die Zahl n ist durch 2 teilbar ist, dann ist sie grofier als 4.

2. Py(n) — P3(n) = Wenn die Zahl n ist grofer als 4 ist, dann ist sie prim.

3. Py(n) — P3(m) = Wenn die Zahl n ist grofer als 4 dann ist die Zahl m prim.

Die Wenn-dann Verkniifung wirkt auf die Wahrheitswerte wie folgt.

PP P — P
w w w
flw w
w | f f
fr w

Zum Beispiel gilt:

Dann und nur dann:



1. Pi(n) <> Py(n) = Die Zahl n ist dann und nur dann durch 2 teilbar , wenn sie grofier
als 4 ist.

2. Py(n) <» P3(n) = Die Zahl n ist dann und nur dann gréfler als 4, wenn sie prim ist.

3. Py(n) <» P3(m) = Die Zahl n ist dann und nur dann grofer als 4, wenn die Zahl m
prim ist.

Die dann und nur dann Verkniifung wirkt auf die Wahrheitswerte wie folgt.

PlHPQ

~ 8 =g
~= g 2|3
8 w— &8

Zum Beispiel gilt:
Dir Verkniipfung von Aussagen kann man iterieren.

1. ~ Pi(n) A Pi(n) = Die Zahl n ist durch 2 teilbar und sie ist nicht durch 2 teilbar.

2. Pi(n) A (P2(n) — Ps(n)) = Die Zahl n ist durch 2 teilbar, und wenn n grofler als 4
ist, dann ist n prim.

Wir betrachten eine Kombination C'(P, ..., P;) von Aussagen, zum Beispiel
C(Pl,PQ,Pg) = (Pl/\(Pl—>P2))\/N(P2/\P3) .

Die Tabelle

P1 P2 P3 C(Pl,PQ,Pg)
w | w | w w
w|w | f w
w | f|w w
w | f|f w
flwlw f
flw]f w
flflw w
Flr0r w

heiit Wahrheitswertetabelle. Wir betrachten Kombinationen aus Aussagen als dquivalent,
wenn sie die gleiche Wahrheitswertetabelle haben. Wir schreiben

C<P17P27P3><:>D<P17P27P3)7



um zu sagen, dafl die Kombinationen C' und D aquivalent sind. Hier sind einige Beispiele
von Kombinationen, welche aquivalent sind. Es gilt

C(P1, Py, P) < D(Py, Py, P3)
genau dann, wenn die Wahrheitswerte der Kombination
C(P1, Py, Ps) < D(Py, Py, P3)

durchweg wahr sind. Zur Unterscheidung, wir betrachten C(Py, Py, P3) und D(P, Py, Ps)
als gleich und schreiben C(Py, Py, Ps) = D(Py, P, P3), wenn die Symbolketten gleich
waren.

.~ P& P

2. ~(PNQ)&e~PV~Q

3. ~(PVQ)e~PA~Q

4. P> Q &~ (PAN~Q)&~PVQ
5. P& Qe (P—-Q)N(Q— P)
6. PN\(QVR)< (PANQ)V(PAR)
7. PV(QAR)& (PVQ)AN(PVR)
8. fVP& P

9 wAP<s P

Offensichtlich gilt
C(Pl,PQ,Pg)@Pl\/NPQ\/Npg .

In der Tat kann man mit den obigen Regeln umformen:

C(Py, Py, Ps) (PLA (P — Py))V ~ (Py A\ Ps)

PN (P = P))V ~ PV ~ Pj)

(PN ~ (PN ~ Py))V ~ PV ~ Pj)
(PN (~ PV Py))V ~ PV ~ P)
(PN~ P)V (Py A Py)V ~ PV ~ Ps)
(PV ~ PV ~ P3) A (PyV ~ PV ~ P3)
PV ~ Py ~ Py

S A



1.2 Quantoren

Bisher hatten wir Aussagen iiber eine fixierte natiirliche Zahl gebildet. Wir erkléren nun,
wie man Aussagen iiber Mengen bildet. Als Beispiel berachten wir wieder die natiirlichen
Zahlen.

1. @ := Fiir alle nattirliche Zahlen n gilt n < 3n — 1.
2. () := Es existiert eine natiirliche Zahl, die durch 3 teilbar ist.

Das Grundprinzip ist folgendes: Sei P;(n) die Aussage n < 3n —1 und Py(n) die Aussage
3|n (3 teilt n). Das ist in Symbolen

1. Q1= (Vn € N|Py(n))
2. Q2 = (In € N|Py(n)).
Oft werden solche Aussagen abwechslungsreicher formuliert. ) ist dquivalent zu:
1. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann gilt n < 3n — 1.
2. Jede natiirliche Zahl n erfiillt n < 3n — 1.
()2 ist dquivalent zu:
1. Es gibt durch 3 teilbare natiirliche Zahlen.
Die Negationen der Aussagen (J1, ()2 sind:
1. ~ @1 = Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt n < 3n — 1.
2. ~ )y = Es existiert keine natiirliche Zahl, die durch 3 teilbar ist.
In Symbolen:
1. ~Q1 =~ (¥Yn € N|P;(n))
2. ~ @y =~ (In € N|Py(n)).
Beachte folgende dquivalente Umformungen:
1. ~ @, = Es existiert eine natiirliche Zahl n so dafl nicht n < 3n — 1 gilt.
2. ~ Q3 = Alle natiirlichen Zahlen sind nicht durch 3 teilbar.
In Symbolen:
1. ~(Vn € N|Pi(n)) = (3In € N| ~ Pi(n))
2. ~ (In € N|Py(n)) = (Vn € N| ~ P2(n))

Wir betrachten nun Aussagen der Art



(1 Fir alle natiirliche Zahlen n gibt es eine natiirliche Zahl m mit m > n.
()2 Es existiert eine natiirliche Zahl n derart, daf§ fiir alle natiirlichen Zahlen m gilt
n|m..
In Symbolen:
1. Q1= (WVneN|(FmeNm>n))=(Yne N3ImeNm>n)

2. Q2 = (In € N|(Ym € Nin|m)) = (3In € NVm € N|n|m)

Die Struktur dieser Bildung ist also wie folgt. Sei P(n) := (Im € N|lm > n) die von
n € N abhéngige Aussage Aussage iiber N: Es gibt eine natiirliche Zahl m welche m > n
erfilllt. Dann ist

Q1 = (Yn € N|P(n)) .
Die Regeln fiir die Negation liefern:

~Q@Q1 = ~(YneN|(3meNm>n))
= (IneN|~ (Im € Njm > n))
= (3In € N|(Ym € Njm < n))
= (In € NVm € Njm <n))
In Worten ist ~ )y die Aussage: Es existiert eine natiirliche Zahl n derart, dafl fiir alle

natirlichen Zahlen m die Relation m < n gilt.
Oft kommen Aussagen der folgenden Art vor:

1. Es gibt genau eine natiirliche Zahl n mit 3|n und n < 5.

2. Fir jede natiirliche Zahl n existiert genau eine Zahl m mit m + 3 = n.
In Symbolen schreiben wir

1. (3 € N|(3|n) A (n < 5))

2. (vneN3ImeNm+3=n)

Die erste Aussage ist wahr, wiahrend die zweite falsch ist.

1.3 Beweise

Die Grundlegenden Elemente der Mathematik sind die Bildung von Begriffen, die For-
mulierung von Aussagen iiber diese und ihr Beweis. In einem Beweis folgert man die
Behauptung aus Aussagen, welche schon beweisen worden sind. Diese werden wieder aus
schon vorher bewiesenen Aussagen gefolgert und so fort. Als Anfang stehen Aussagen zur
Verfligung, die den Status von Axiomen haben und als wahr angesehen werden.

Der Begriff folgern erfordert hier eine Erklarung. Wir machen Aussagen iiber ganze
Zahlen

P(n,m):=(0=n+m), Qn,m):=0=m+n).

Wir wollen den folgenden Satz beweisen.



Satz 1.1 Fir je zwei ganze Zahlen n,m folgt aus (n +m) = 0 auch (m +n) = 0.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl
P(n,m) — Q(n,m)
gilt. Als schon bewiesene Aussage nehmen wir das Kommutativitatsgesetz
T(n,m):=(n+m=m+n)
und das Axiom der Mengenlehre

Qa,b,¢c) = ((a=b)A(b=c)) = (a=c),
welches insbesondere fiir die ganzen Zahlen gilt. Wir haben nun folgende Gleichheiten:

P(n,m) — Q(n,m)
= P(n,m)ANw — Q(n,m)
(P(n,m) AT (n,m)) — Q(n,m)
= (0=n+m)A(n+m=m+n)) >0=n+m
= Q0,n+m,m+n)

= w

Formal gesehen ist unsere Aussage eigentlich
A:=(Yne€Z ,VNm e Z|P(n,m) — Q(n,m)) .
Das Kommutativitatsgesetz und die Transitivitat der Gleichheit sind die Aussagen
w=VneZ ,YmeZ|T(nm)),w=(neZ,YmeZ vk eZlQnmk)),

und man miifite mit diesen Ausdriicken operieren, was noch viel langer ist.
Normalerweise schreibt man den Beweis aber viel kiirzer.

Satz 1.2 Fir je zwei ganze Zahlen n,m folgt aus (n + m) =0 auch (m +n) = 0.

Beweis: Wenn 0 = n + m fir ganze Zahlen n, m erfillt ist, dann folgt aus der Kommu-
tativitat m +n = n + m der Addition auch 0 = m + n. [ |
Dieser kurze Satz gibt eine geniigend prazise Beschreibung, wie der formale eigentliche
Beweis gebaut werden kann (was man aber praktisch nie durchfithrt). Was geniigend
prazise ist, hangt vom Umfeld oder dem Adressaten, den man von der Richtigkeit der
behaupteten Aussage iiberzeugen will, ab. Historisch hat sich schon oft herausgestellt,
daB eine eigentlich schon akzeptierte Beweisbeschreibung doch nicht ausreichend war und
einer Prazisierung bedurfte.
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1.4 Mengen

Wir entwickeln hier keine Mengentheorie sondern erklaren, wie man mit Mengen umgeht.
Wir betrachten ein ” Universum mathematischer Objekte”, welche wir uns alle als Menge
vorstellen, und welches wir nicht weiter erklaren wollen und konnen. Die grundlegende
Beziehung zwischen diesen Objekten ist die Elementrelation

a € A ain Element der Menge A .

Wir nehmen mal an, dafl wir die Menge N der natiirlichen Zahlen und die einzelnen Zahlen
1,2,... in unserem Universum haben. Dann gilt etwa 1 € N, 2 € N, nicht aber N € N.

Fiir eine Menge A kénnen wir eine von = abhéngige Aussage (z € A) iiber alle Objekte
x unseres Universums bilden

Axiom 1.3 (Gleichheit von Mengen, Extensionalititaxiom) Zwei Mengen A und
B sind genau dann gleich, wenn die Aquivalenz der Aussagen

(r € A) < (x € B)
gilt.

Wir konnen also eine Menge angeben, indem wir ihre Elemente aufzahlen. Etwa
in der Art: {1,2,3,5,7} oder {2i]i € N} die Menge der geraden natiirlichen Zahlen.
Bisher haben wir allerdings keine Information dariiber, dal deratige Mengen in unserem
Universum existieren, sieche weiter unten.

Eine grundlegende Relation zwischen Mengen ist die Teilmengenrelation:

B C A B ist Teilmenge von A .

Diese Relation gilt, wenn jedes Element von B ein Element von A ist.
Definition 1.4 (BC A) .= (zr € B) = (z € A).

Die Aussage, dafl B eine Teilmenge von A, aber nicht gleich A ist, driicken wir in Symbolen
durch B C A oder B ; A aus. Wir sagen dann, dafl B eine echte Teilmenge von A ist.
Es gilt etwa

1. {1,2,3,6,7} C N
2. NCN
3. {1,2,3,4,a} ¢ N

Die grundlegende Konstruktion ist die Bildung von Teilmengen in der folgenden Art
(wir nehmen an, daf es eine Menge N der natiirlichen Zahlen gibt, siehe weiter unten):
Sei M die Teilmenge der durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen: In Symbolen:

M = {neN|2[n} .

11



Die Struktur dieser Bildung ist die folgende. Sei A eine Menge und a +— P(a) eine
Aussage. Dann wollen wir die Menge

B :={a € A|P(a)}
bilden.
Definition 1.5 Die Menge B :={a € A|P(a)} ist durch
(be B)< (be A)ANP(b) .
charakterisiert.

Genaugenommen miissen wir fordern, dal so eine Menge B in unserem Universum ex-
istiert.

Axiom 1.6 (Aussonderungsaxiom) Fir jede Aussage a — P(a) existiert die Menge
B :={a € A|P(a)}
mat
(be B) < (be A)ANP(b) .
Hier ist ein weiteres Beispiel: Wir betrachten die Aussage
P(n,m):=((mn—-m=1Vm=n)A(n#1))
tiber natiirliche Zahlen n, m. Dann kénnen wir die Aussage
Q(n) == {vYm € N|P(n,m)}

bilden. Die Teilmenge
{n e N|Q(n)}

ist die Menge der Primzahlen.
Wir sollten uns jetzt daran erinnern, daf alle unsere Objekte Mengen sind. Damit
sind die Elemente eine Menge wiederum Mengen. Ein typisches Beispiel ist

{{1,2,3,4},{3,4,6,7},N} .

Man konnte jetzt fragen, inwiefern 1 eine Menge ist. Was sind deren Elemente? In der Tat
haben wir bisher noch nicht erklart, wie wir die natiirlichen Zahlen in unserem Universum
realisieren wollen. Eine vorgreifende Antwort ist

1:={0}, 2:={0,{0}},....

Sei A irgend eine Menge. Dann bilden wir

B:={zxecAlx &z} .

12



Lemma 1.7 Es gilt B ¢ A.

Beweis: Es gilt entweder B € B oder B ¢ B. Im ersten Fall ergibt sich aus B € A ein
Widerspruch. Im zweiten Fall ergibt sich aus B € A, dal B € B gilt, auch ein Wider-
spruch. Also mul B ¢ A gelten. |

Korollar 1.8 Fur jede Menge gibt es ein Objekt, welches nicht Element der Menge ist.
es gibt also keine Menge aller Mengen.

Mengen, die sich selbst enthalten, sind problematisch. In der axiomatischen Mengen-
lehre schlieft man das durch das Regularitatsaxiom aus.

Axiom 1.9 (Regularitat) Jede nichtleere Menge A enthdlt ein Element B € A derart,
daff AN B = 0.

In der Tat, sei B eine Menge mit B € B. Dann bilden wir A := {B}. Das einzige
Element dieser Menge ist B. Nun gilt aber B € A und B € B, also AN B # (). Das
Regularitatsaxiom schlielt die Existenz von B also aus.

Bisher konnte unser Universum gar keine Mengen enthalten. Deshalb nehmen wir
folgendes Axiom an.

Axiom 1.10 FEs gibt eine Menge.
Sei jetzt f die Aussage, welche immer falsch ist.
Definition 1.11 Wir definieren die leere Menge () durch
(xed) - f.
Lemma 1.12 Die leere Menge existiert..
Beweis: Nach unserer Annahme gibt es eine Menge A. Wir zeigen, dafl
0={xzeAlf}.
gilt. Die rechte Seite existiert nach dem Aussonderungsaxiom.

(xel) & f
& (zeANSf
& (ze{reAlf})

Im folgenden beschreiben wir einige weitere Konstruktionsprinzipien von Mengen.
Mengen konnen auch Elemente sein. Insbesondere wollen wir folgendes.

Axiom 1.13 (Paarmengenaxiom) Zu je zwei Mengen A, B gibt es eine Mengen { A, B},
welche genau die Mengen A und B als Elemente hat:

(r€{A,B) e (x=A)V(r=B).

13



Wir kénnen damit insbesondere auch die Menge {A} := {A, A} bilden, welche genau A
als Element enthélt. Beachte, daB A € {A}, aber im allgemeinen nicht A = {A} gilt.
Zum Beispiel ist {0} eine nicht-leere Menge. Diese Konstruktion kann iteriert werden.
Allein aus der leeren Menge kann man

{0}, ({03} {{{0}}}, ..

konstruieren. Desweiteren gibt es die Mengen

{0,£033 {0, {0, {033} , {0.{0,{0, {0}}}} ... .

Seien A, B Mengen. Dann wollen wir die Vereinigungsmenge bilden:
Definition 1.14 Die Vereinigung C := AU B ist durch
(xeC)&s (xeA)V(reB)
charakterisiert.
Zum Beispiel ist
NUN=N NuU{0} =Ny ,{1,2,3}U{2,3,4} ={1,2,3,4} .

Ist ist nicht apriori klar, dal eine solche Vereinigungsmenge existiert. Wir sichern dies
durch die Annahme des folgenden Axioms.

Axiom 1.15 (Vereinigungsaxiom) Fiir jede Menge Z existiert eine Menge X, welche
genau die Elemente der Elemente von Z enthdlt. Sie wird durch

(reX)&e (FJz€ 2|z e 2)
charakterisiert.

Fiir Mengen A, B kénnen wir Z := { A, B} bilden. Das Vereinigungsaxiom auf Z angewen-
det gibt die Existenz von A U B. Durch Iteration kann man Vereinigungen von endlich
vielen Mengen bilden. das Axiom liefert aber auch die Existenz der Vereinigung einer
beliebigen Menge (von Mengen), fiir welche wir

X::UA

AeZ

schreiben.
Seien wiederum A, B Mengen. Dann wollen wir den Durchschnitt A N B bilden.

Definition 1.16 Der Durchschnitt C .= AN B ist durch
(xeC) 4 (xe€e AN (z € B)

charakterisiert.
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In der Tat wird die Existenz durch das Aussonderungsaxiom gesichert, da
ANB={x € Alx € B} .
Zum Beispiel gilt
{1,2,3,4}yn{1,3,6,7} = {1,3} ,NNN=N {0, {0}} n {0} = {0} .

In der Tat konnen wir sogar den Durchschnitt einer beliebigen, auch unendlichen,
Menge X von Mengen bilden.

Definition 1.17 Wir definieren den Durchschnitt (), A einer nichtleeren Menge von
Mengen X durch

(we [ A) & (VAe X[z e A).

Um die Existenz brauchen wir uns keine Sorgen zu machen. Es gibt ja ein Element B € X,
und wir haben
(1A={beB|(VAe Xbe A)} .
AeX
Es gelten die folgenden Regeln:

1. AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
2. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).
Definition 1.18 Fir zwei Mengen A, B definieren wir die Differenz
A\ B:={a€ Ala ¢ B}
Es gelten die Regeln
1. A\(BUC)=(A\B)N(A\C)
2. A\(BNC)=(A\B)U(A\C).
Fiir eine Menge A wollen wir die Menge P(M) aller Teilmengen betrachten.
Definition 1.19 Die Potenzmenge P(A) einer Menge A wird durch
(X eP(A) < (XA
charakterisiert.

Es ist wiederum nicht a priori klar, dafy die Potenzmenge in unserem Universum existiert.
Deshalb fordern wir:

Axiom 1.20 (Potenzmengenaxiom) Fir jede Menge existiert die Potenzmenge.

Die Potenzmenge von {1,2} ist zum Beispiel

PH0}) ={0.{0}} . P({1.2}) ={0,{1}, {2}, {1,2}} .
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1.5 Paare, Relationen

Seien a,b zwei Objekte unseres Universums. Unter dem geordneten Paar (a,b) ver-
stehen wir ein neues Objekt, dessen erste Komponente das Objekt a und dessen zweite
Komponente das Objekt b ist. Zwei geordnete Paare (a,b) und (a’, ') sollen dabei genau
dann gleich sein, wenn a = @’ und b = ¥’ gilt. Eine mogliche Realisierung dieser Idee ist

es,
(a,0) := {{a},{a,b}}
zu setzen. Beachte, daB (a,a) = {{a}} gilt. Sei P ein geordnetes Paar. Ein Objekt a ist
die erste Komponente von P, wenn {a} € P gilt. Ein Objekt b ist die zweite Komponente,
wenn P\ {{a}} = {{a, b}} fiir die erste Komponente a von P oder P\ {{b}} = 0 gilt.
Wir betrachten zwei Mengen A, B. Mit Ax B bezeichnen wir die Menge der geordneten
Paare (a,b) mit a € A, b € B.

Definition 1.21 Die Menge A x B ist das kartesische Produkt der Mengen A und B.

Zum Beispiel ist

{1,2} x{a,b,c} ={(1,0a),(2,a),(1,b),(2,b), (1,¢),(2,c)} .

Genaugenommen ergibt sich hier die Frage, warum A x B eine Menge ist. In der Tat
konnen wir jedoch A x B als eine Teilmenge von P(P(AU B)) beschreiben. A x B is die
Menge derjenigen Elemente ) € P(P(A U B)), fiir welche es ein @ € A und ein b € B

gibt, so daB @ = {{a}, {a,b}} gilt.
Ein geordnetes n-Tupel von Objekten (ai,...,a,) hat wohlbestimmte 1,2, ... n-te
Komponenten. Eine Realisierung ist als

{{a1},{a1,as},...,{a1,...,;a,}}} .

Entsprechend kann man das kartesische Produkt A; x --- x A,, bilden, dessen Elemente
die geordneten n-Tupel von Elementen mit a; € A; bilden. Man kann die Bildung des
kartesischen Produktes auch iterieren und etwa A; x (Ag x Asz) oder (A; x As) x As bilden.
Diese sind in der Regel verschieden von A; x Ay x As. Wir werden jedoch (natiirliche)
Bijektionen (eineindeutige Abbildungen)

AlX(AQXAg)gAlXAQXA3:><A1XA2)XA3
durch
{{ar},{a1, {{as}, {02, as}}}} =

Hai} {ar, a2}, {ar, az, a3} } —
{{H{ar}{ar, ao}}, {{{ar}, {ar, ao}}, {{{ar}, {ar, aa}}, as}}}

konstruieren, mit welchen wir diese Bildungen vergleichen konnen.
Eine binare Relation ist eine Aussage iiber geordnete Paare von Objekten. Hier
sind einige Beispiele:
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1. n < m (iiber Paare natiirlicher Zahlen (n,m))

2. n = m? (iiber Paare natiirlicher Zahlen (n,m))
3. 2|(n —m) (iiber Paare natiirlicher Zahlen (n,m))
4. X CY (iiber Paare von Mengen (X,Y"))

Ist R das Symbol fiir die Relation (oben also <, =,C), dann schreibt man meist xRy,
kann aber auch R(z,y) verwenden.
Sei P eine Relation auf A x B. Sie bestimmt eine Teilmenge

Tp :={(a,b) € Ax B|P(a,b)} CAx B .
Auf der anderen Seite bestimmt eine Teilmenge T' C A x B eine Relation Pr durch
Pr(a,b) :=((a,b) €T) .

Es gilt
P=Pr, T=Tp, .

Wir dndern nun die Betrachtungsweise und betrachten folgende Definition als grundle-
gend.

Definition 1.22 FEine bindre Relation zwischen Elementen aus den Mengen A und B ist
eine Teilmenge von A X B.

Wir haben damit eine Menge der bindren Relationen, ndmlich P(A x B).
Wir erklaren im folgenden Eigenschaften einer binaren Relation R auf einer Menge A.

Definition 1.23 1. reflexiv : Fiir alle a € A gilt aRa.
2. symmetrisch : Fir alle a,b € A gilt aRb <> bRa.
3. antisymmetrisch : Fir alle a,b € A gilt aRb N bRa — b = a.
4. asymmetrisch: Fir alle a,b € A gilt aRb —~ (bRa)
5. transitiv : Fir alle a,b,c € A gilt aRb N bRc — aRc
6. total : Fur alle a,b € A gilt aRbV bRa V a = b.
Hier sind die Eigenschaften unsere Beispiele
1. = : reflexiv, symmetrisch, transitiv, antisymmetrisch
2. 2|(n —m) (auf N) : reflexiv, symmetrisch, transitiv

3. <, C : transitiv, asymmetrisch
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4. <, C: transitiv, reflexiv, antisymmetrisch

—

Definition 1.24 Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, transitive und
symmetrische Relation.

Fine Halbordnungsrelation ist eine reflexive, transitive und antisymmetrische
Relation. Ein Halbordnungsrelation ist eine Ordnungsrelation, wenn sie zusatzlich
total ust.

1.6 Abbildungen

Ein grundlegender Begriff der Mathematik ist der einer Abbildung. Eine Abbildung
f + A — B zwischen ordnet jedem a € A ein wohlbestimmtes b € B zu. Die Menge A
heilt Definitinsbereich und B wird Wertebereich der Abbildung genannt. Eine Abbildung
kann zum Beispiel durch eine Wertetabelle angegeben werden. Sei A = {1,2,3,4} und
B = N. Dann wird durch
a |1]2]3]4
fla)[3]5]7]9

eine Abbildung f : A — B bestimmt. Mit f bezeichnen wir die Abbildung, wéhrend f(a)
den Wert der Abbildung auf dem Element a bezeichnet.

Wenn die Menge A viele Elemente enthélt, dann ist die Angabe einer Wertetabelle
unpraktisch. In diesem Fall kann man versuchen, die Vorschrift, nach der aus a das Ele-
ment b gebildet wird zu beschreiben. In unserem Beispiel ist f(a) das um Eins vermehrte
Doppelte von a, also f(a) := 2a + 1.

Man darf die Abbildungsvorschrift nicht mit der Abbildung selbst verwechseln. Zum
Beispiel definiert dieselbe Vorschrift auch eine Abbildung f’ : N — N. Diese ist von f
verschieden, da sie einen anderen Definitionsbereich hat.

Genaugenommen wissen wir aber immer noch nicht, was eine Abbildung ist. Was be-
deutet "zuordnen”? Um eine prazise Definition zu erhalten, betrachten wir den Graphen

Ty = {(a,b) € Ax B|f(a) =b} CAx B .

In unserem Beispiel ist I'y = {(1, 3), (2,5), (3,9), (4,9)}. Der Graph ist also eine Relation.
Er bestimmt die Abbildung durch: Fiir a € A ist f(a) das durch (a, f(a)) € 'y eindeutig
bestimmte Element von B. Nicht jede Relation definiert eine Abbildung. Wir nennen
Relationen, welche von Abbildungen kommen, funktional.

Definition 1.25 FEine Relation R C A X B heifit funktional, wenn fir jedes a € A
genau ein b € B ezistiert, so daf (a,b) € R gilt.

In Symbolen:
R ist funktional, wenn  (Va € A3!b € Bl(a,b) € R) .

Wir konnen nun den Begriff einer Abbildung prizise machen.
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Definition 1.26 Fine Abbildung A — B wvon einer Menge A in eine Menge B ist eine
funktionale Relation in A X B.

Im prazisen Sinn der Definition ist eine Abbildung f : A — B der Graph I'y. Insbesondere
haben wir eine Menge der Abbildungen von A — B, ndmlich die Teilmenge von P(A x B)
der funktionalen Relationen. In der Vorstellung sollte aber der Zuordnungsbegriff den
Vorrang haben. Hier sind einige Beispiele:

1. f(x):=3x+4+1:N — N entspricht {(n,m) € Nx N|3n+1=n}

2. Sei by € B. Die konstante Abbildung A — B mit dem Wert b entspricht {(a,b) €
A x Blb = by}

3. Die Identitdt ids : A — A entspricht {(a,b) € A x A)|a = b} .

Die konstante Funktion mit dem Wert b € B wird oft mit dem Symbol b bezeichnet. Es
ergibt sich aus dem Kontext, ob b das Element von b oder eine konstante Funktion ist.

Meist steht das Symbol a kann fiir ein bestimtes Element der Menge A. Manchmal
interpretiert man es aber auch als die identische Abbildung A — A.

Wir werden immer nur Abbildungen zwischen zwei fixierten Mengen A, B vergleichen.
Dies vermeidet folgendes Problem. Sei B C C' und R C A x B eine funktionale Relation.
Dann ist auch R C A x C eine funktionale Relation. Seien f: A — B und [/ : A —
C' die entsprechenden Abbildungen. Entsprechend unserer Vereinbarung wiirde f = f’
gelten, was aber nicht erwiinscht ist. Der Ausweg ware hier, eine Abbildung f als ein
Tripel f := (A, R,B) € P(A) x P(A x B) x P(B) zu verstehen. Dann wire sicher
f= (AaRvB) # (AaRvC) =f"

Bisher haben wir Teilmengen durch das Aussonderungsaxiom, also in Form
{z € AlP(x)}

beschrieben. Manchmal werden wir aber Mengen auch durch Aufzdhlen der Elemente
angeben. Genauer, sei f : A — B eine Abbildung und P. Dann schreiben wir

{f(a)]a € A}

fiir die Menge der Bilder unter f. Dies ist eine Schreibweise fiir die Teilmenge
{b€ B|(Ja € Alb= f(a))}

von B.
Abbildungen kénnen komponiert werden. Seien f: A — B und g : B — C Abbildun-
gen. Dann kann man eine neue Abbildung

h:=gof:A—=C

definieren, welche jedem Element a € A das Element h(a) := ¢(f(a)) zuordnet. Manchmal
schreiben wir auch h = g(f). Fiir eine prézise Definition der Komposition miissen wir
den Graphen von h beschreiben.

Zu diesem Zweck beschreiben wir etwas allgemeiner eine Komposition von Relationen.

FCAxBund GC B xC.
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Definition 1.27 Wir definieren die Komposition
GoF :={(a,c) € Ax C|(3be B|(a,b) € FA(bc)eG)} .
Ist H C C x D eine dritte Relation, dann gilt

Ho(GoF)=(HoG)oF .

Lemma 1.28 Wenn F und G funktional sind, dann ist F o G funktional.

Beweis: Sei a € A. Wir miissen zeigen, dafl es genau ein ¢ € C mit (a,c) € F o G gibt.
Da F' funktional ist, gibt es genau ein b € B mit (a,b) € B. Da G funktional ist, gibt es

fiir dieses Element genau ein ¢ € C' mit (b, ¢) € G. Damit gilt genau fiir dieses Element
(a,c) e GoF. |

Definition 1.29 Die Komposition h := go f wird durch
Fh = Fg @) Pf
definiert.

Manchmal ist es giinstig, eine Abbildung f : A — B durch f(a) zu bezeichnen. In diesem
Fall interpretiert man a als identische Abbildung auf A. Wir betrachten zum Beispiel
f,9:N=N, f(z) := (1+2%) und g(z) := 1 + z. Die Gleichung

beschreibt eine Relation zwischen Abbildungen, ndmlich da8 f und die Komposition aus
g und Quadrieren gleich sind. Man konnte natiirlich auch die Abbildung ¢ : N — N
einfithren und

f=g04q
schreiben. Eine andere Moglichkeit ist die Aussage
(Vz € N|f(z) = g(2%)) .
Die folgenden beiden Eigenschaften einer Abbildung sind grundlegend.
Definition 1.30 Sei f: A — B eine Abbildung.
1. f heifit injektiv, wenn fir alle x,y € A aus f(x) = f(y) die Relation x =y folgt.
2. f heif$t surjektiv, wenn fir alle b € B ein a € A mit f(a) = b existiert.

3. [ heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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Fiir eine injektive Abbildung wird jedes Element von B hochstens einmal als Wert real-
isiert. Eine surjektive Abbildung realisiert jedes Element von B als Wert. Eine bijektive
Abbildung realisiert jedes Element von B auf genau eine Weise als Wert. Es gilt folgende
einfache Beobachtung.

Lemma 1.31 Die Komposition zweier injektiver (surjektiver, bijektiver) Abbildungen ist
wieder injektiv (surjektiv, bijektiv).

Die identische Abbildung idy4 is bijektiv. Die Abbildung f : {1,2,3,4} — {1,2,3}

a |1]2]3]4
fla)|2]3]1]3
ist surjektiv, aber nicht injektiv. Die Abbildung ¢ : {1,2,3} — {1,2, 3,4}

a |1]2]3
g(a)‘2‘3‘4

ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Fir eine Teilmenge FF C A x B definieren wir die Transposition

F?:={(b,a) € B x A|(a,b) € F'} .
Wir iiberzeugen uns von folgender Aussage:

Lemma 1.32 Ist f : A — B eine bijektive Abbildung, dann ist die Relation I'Y funk-
tional.

Definition 1.33 Sei f : A — B bijektiv. Die Umkehrabbildung (inverse Abbildung)
von f ist die Abbildung f~': B — A mit I'p-1 := Y.

Wir betrachten die bijektive Abbildung f : {1,2,3,4} — {1,2,3,4}

a |[1]2]3]4
fla)y[2]4]3]1 "~

Die Umkehrabbildung ist

Die inverse Abbildung erfiillt
foft=idg, flof=idy.
Ist g : B — C auch bijektiv, dann gilt
(gof)y =g o f .
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Dies folgt aus der Regel
(Go F)? =FPoG? .

Aus der Bijektivitit von f folgt die Bijektivitit von f~—!. Es gilt
(fH=r.
Sei f: A — B eine Abbildung.

Definition 1.34 Seien X C A und Y C B. Wir setzen
F(X) = {be Bl(3ae X|b= f(a)} C B

und
[7Y) ={acAlf(a)eY}C A.
Insbesondere ist im(f) := f(A) das Bild von f.

f(X) ist die Menge der Bilder von Elementen aus X, und f~}(Y) ist die Menge der
Elemente von A, welche nach Y abgebildet werden. Die Operation f~! ist mit den men-
gentheoretischen Operationen vertraglich.

Lemma 1.35 Fir Teilmengen Y, Z C B gelten folgende leicht nachprifbare Aussagen.

fiynz) = fFiY)nf(2)
[fyuz) = U2
[7YNZ) = [N\ U2
In der anderen Richtung gilt:
Lemma 1.36 Fir Teilmengen X,Y C A gilt:
f(XNY) € f(X)nf(Y)
fXUY) = f(X)Uf(Y)
FONFY) © f(X\Y)

Fiir injektive Abbildungen gilt in der ersten und dritten Relation die Gleichheit.
Sei I eine eine Menge.

Definition 1.37 Fine durch I indizierte Familie (von Elementen einer Menge U) ist
eine Abbildung v : I — U.

Wir schreiben Familien oft in der Form (z;);c;. oder noch kiirzer, x;, wenn die Indexmenge
klar ist.

Definition 1.38 FEine Folge in U st eine Familie mit der Indexmenge N der natiurlichen
Zahlen.
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Definition 1.39 Sei (X;)ie; eine Familie von Mengen. Wir definieren die Vereinigung
Uier Xi und den Durchschnitt (,c; X; der Familie durch

@elJX) = @iellreX)
el

(xe()X) = (ViellreX,)
1€l

Um zu sehen, dafl die Vereinigung existiert, bemerken wir zuerst, dafl eine Menge V :=
UxeyX nach dem Vereinigungsaxiom existiert. Wir konnen die Vereinigung der Familie
nun als Teilmenge von V' beschreiben.

Definition 1.40 Das kartesische Produkt x;c;X; ist die Menge aller Familien (z;);cr
mit x; € X; fur allei € 1.

Ist I ={1,2}, so kann man X;c;X; mit dem Produkt X; x X, identifizieren. Die Familie
(x;)ier wird dabei mit dem Paar (x1, z9) identifiziert. Analog kann man das Produkt eine
durch {1,2,...,n} indizierten Familie als die Menge der geordneten n-Tupel betrachten.
Insbesondere ist das Produkt einer endlichen Familie von Mengen genau dann leer, wenn
einer der Faktoren leer ist.

Fiir allgemeine Familien ist dieser Fakt bisher nicht klar. In der Tat brauchen wir ein
weiteres Axiom.

Axiom 1.41 (Auswahlaxiom) Das kartesische Produkt einer nichtleeren Familie von
nichtleeren Mengen ist nichtleer.

1.7 Unendlichkeit

Verabredungsgemafl hat die leere Menge keine Elemente. Wir kennen schon die Mengen
mit genau einem Element, ndmlich die Einermengen {a} fiir Objekte a unseres Univer-
sums. Insbesondere ist 1 := {(}} eine Einermenge. Wir wollen nun die natiirlichen Zahlen
und den Begriff einer n-elementigen Menge definieren.

Wir definieren dazu den Nachfolger einer Menge X durch X+ := X U {X}. Fiir den
Beginn brauchen wir nur die leere Menge.

Definition 1.42 Wir definieren

= 0t = {0}
= 17 ={0,{0}}
= 2% = {@7 {@}7 {@7 {@}}}

n+1 = nt
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Wir haben damit die einzelnen natiirlichen Zahlen definiert, nicht aber die Menge N der
natirlichen Zahlen. In der Tat brauchen wir ein weiteres Axiom, um die Existenz von N
zu sichern-

Definition 1.43 Fine Nachfolgermenge ist eine Menge, welche () und mit jedem Element
auch dessen Nachfolger enthdlt.

Axiom 1.44 (Unendlichkeitsaxiom) FEs gibt eine Nachfolgermenge.

Wie man sich nun leicht denken kann, sichert dies die Existenz der Menge der natiirlichen
Zahlen. Sei A eine Nachfolgermenge. Dann ist N die minimale Nachfolgermenge in A.

Genauer ist
N = ﬂ X .

xcA|x ist Nachfolgermenge

Diese Definition hangt nicht von der speziellen Wahl von A ab. Durch Fortsetzung dieser
Gedanken kann man die Arithetik der natiirlichen Zahlen aufbauen.

Wir iiberzeugen uns jetzt, dal die natiirlichen Zahlen alle paarweise verschieden sind.
Dazu beweisen wir eine niitzliche starkere Aussage.

Lemma 1.45 Ist f : n = m eine Bijektion, dann gilt n = m.

Beweis: Wir schreiben n = (n — 1)" und m = (m — 1)*. Sei z := f(n — 1) € m und
y:= f~Y(m — 1) € n. Wir erhalten eine Bijektion f’:n —1 — m — 1 durch

fw%:{fW)U%y

T u=y
Durch Iteration erhalten wir Bijektionen
fOn—kSm—k.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir (falls n < m) eine Bijektion () = m —n. Daraus
folgt m —n = 0, also m = n. [

Definition 1.46 FEine Menge X hat n Elemente, wenn es eine Bijektion X = n gibt.
Wir schreiben in diesem Fall X :=n fir die Anzahl der Elemente von X.

Wir miissen uns von der Wohldefiniertheit der Anzahl tiberzeugen.
Lemma 1.47 Wenn eine Menge X gleichzeitig m und n Elemente hat, dann gilt n = m.

Beweis: Seien f : X = nund g : X = m Bijektionen. Dann ist die Komposition
fog™t:m — n eine Bijektion, folglich n = m nach Lemma 1.45. |

Ein grundlegendes Ziel der Mengentheorie ist eine prazises Beschreibung des Un-
endlichen.
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Definition 1.48 FEine Menge A ist unendlich, wenn es eine injektive Abbildung f :
A — A mit f(A) # A gibt. Die Menge A heifit endlich wenn sie nicht unendlich ist.

Lemma 1.49 1. Sei B C A. Wenn B unendlich ist, dann auch A.

2. Sei f: B — A injektiv. Wenn B unendlich ist, dann auch A.

Beweis: Wir zeigen nur die erste Aussage. Sei f : B — B injektiv mit f(B) # B. Wir
definieren g : A — A durch

g(a) = { fia) atéil\gB

Dann ist f injektiv und f(A) # A, also A unendlich. [ |
Aus Lemma 1.49 folgt: Wenn A endlich ist, dann auch B

Lemma 1.50 Die Menge der naturlichen Zahlen N ist unendlich.

Beweis: Die Abbildung n — n + 1 von N nach N is injektiv, aber nicht surjektiv.. |

Lemma 1.51 1. Wenn A eine endliche Menge ist, dann gibt es ein n € N, so daff A
eine Menge mit n Elementen ist.

2. Ist A unendlich, dann gibt es eine injektive Abbildung N — A.

Beweis: Wir zeigen erst 2. Sei A unendlich und f : A — A eine injektive Abbildung mit
f(A) # A. Wir wihlen a € A\ f(A) und definieren g : N — A durch g(n) := f"(a).
Diese Abbildung ist injektiv. Ware m > n und f™(a) = f"(a), dann gilt f™"(a) = a,
also a € f(A), was nicht sein kann.

Wenn A nicht n Elemente fiir eine natiirlich Zahl n hat, dann konstruieren wir eine
injektive Abbildung g : N — A induktiv wie folgt. Sei g(k) fiir & < m schon erklért. Die
Menge A\ {g(1),...,g(m — 1)} ist nicht leer, weil A sonst m — 1 Elemente hétte. Wir
definieren g(m) als ein Element dieser Differenz. Wir schlieflen, dafl A unendlich ist. W

Unter den unendlichen Mengen gibt es sehr verschieden grofie. Fiir den Vergleich
fithren wir die Relation "machtiger” ein.

Definition 1.52 Die Menge Y ist machtiger als X, wenn es eine injektive Abbildung
X — Y gibt. Wir schreiben X <Y . Die Menge X st zu Y gleichmachtig, wenn es
eine Biyektion zwischen X und 'Y gibt. Wir schreiben X ~ Y.

Wir schreiben X <Y, wenn X <Y, aber nicht X ~ Y gilt. )
Die Relation =< ist offensichtlich reflexiv und transitiv, wahrend ~ eine Aquivalenzrelation
ist. Aus X ~ Y folgt X <Y und Y < X. Es gilt das Lemma:
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Satz 1.53 (Schroder-Bernstein) Aus X <Y und Y < X folgt X ~Y.
Siehe [Hal76]. [ ]

Satz 1.54 (Cantor) Fir jede Menge X gilt X < P(X).

Beweis: Durch X 3> z — {x} € P(X) konstruieren wir eine injektive Abbildung X —
P(X). Also gilt X < P(X). Wére nun X ~ P(X), dann gébe es eine Bijektion f : X —
P(X). Wir definieren

A={re Xz ¢ f(x)}.

Dann ist A € P(X) und deshalb A = f(a) fiir ein eindeutig bestimmtes a € A. Es gilt
entweder a € A oder a ¢ A. im ersten Fall wére a € f(a), also a € A, ein Widerspruch.
Im zweiten Fall ware a € A, was wiederum ein Widerspruch ist. |

Die kleinsten unendlichen Mengen sind die abzahlbaren.

Definition 1.55 Fine Menge X heifit abzahlbar (unendlich), wenn X < N (X ~ N)
gilt. Wenn N < X gilt, dann heiffit X iiberabzahlbar

Es gibt also nichtabzahlbare Mengen.

Korollar 1.56 Die Potenzmenge der natirlichen Zahlen ist nicht abzahlbar.

2 Die rellen Zahlen

2.1 Die rellen Zahlen - Motivation

Die rationalen Zahlen QQ bilden einen Korper, der zusatzlich geordnet ist.

Definition 2.1 FEin Korper K heifit geordnet, wenn auf K eine Ordnungsrelation <
definiert ist, die die folgenden Eigenschaften hat:

1. < ist mit der Addition vertraglich: Aus x <y folgt x + z <y + z.
2. < st mit der Multiplikation vertraglich: Aus 0 < x und 0 < y folgt 0 < xy.
Aus diesen Eigenschaften kénnen wir folgende einfache Folgerungen ziehen:

1. x <y <& —y < —z: Inder Tat folgt aus x < y, daB x+(—2)+(—y) < 2+(—2)+(—y),
also —y < —x. Die andere Richtung zeigt man ahnlich.

2. Aus ¢ > 0 und y > z folgt zy > zz. In der Tat ist y — 2z > 0 und deshalb
x(y — z) > 0, also xy > zz (addiere zz). Umgekehrt, wenn z < 0, dann folgt aus
y > z daBl xz < xy. Dann ist ndmlich —x > 0. Aus y > z folgt in diesem Fall, dafl
—xy < —xz, also xz < xy.
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3. Es gilt 22 > 0. In der Tat ist entweder > 0 oder —x > 0, woraus x> > 0 oder
r? = (—z)? > 0 folgt.

Fir viele Probleme sind die rationalen Zahlen nicht ausreichend.
Lemma 2.2 FEs gibt keine rationale Zahl ¢ € Q mit ¢> = 2.

Beweis:  Wir nehmen an, daf§ es eine solche Zahl ¢ gébe. Sei ¢ = ¢ fir teilerfremde

a,b € Z. Dann ist ¢* = Z—; = 2, also a? = 2b?>. Wir benutzen die eindeutige Primfaktorz-
erlegung in Z. Aus 2 Ja wiirde 2 /Ja? folgen, was dieser Gleichung widerspricht. Also
gilt 2|a und damit 22|a?. Daraus wiirde aber 2|b?, also 2|b folgen. Das widerspricht der
Teilerfremdheit von a, b. |

Die Beschreibung von Wachstumsvorgangen, der Entladung von Kondensatoren oder
des Abflusses von Stausseen fithrt oft auf Differentialgleichungen der Art

ff=r, fl0)=1.
Die Veranderungsgeschwindigkeit der Grofe f(t) ist gleich der Groe f(t) zur Zeit ¢ selbst.
Die Losung dieser Gleichung ist f(f) = e’. Um diese Funktion zu bestimmen, kann

man eine Potenzreihe ansetzen. Das folgende ist im Augenblick nur eine motivierende
Betrachtung ohne praziesen mathematischen Gehalt. Wir setzen

Ft)=> ant".
n=0
Durch FEinsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich ergibt sich die

Rekursion
o0 o0
E na,t" = E ant" |

1
n+1

also

Api1 = Ay, .

Mit ag := 1 erhalten wir a,, = %, wobei n! :=n(n —1)...2 ist. Damit gilt

[eS)
t __ tn
e—g —'

nzon.

Ab jetzt werden wir wieder praziese. Genaugenommen ist e’ diejenige Zahl, fiir die
folgendes gilt. Fir jede rationale Zahle > 0 gibt es ein Ny € N derart, dafs |et—zN &

n=0 n!

€ fiir alle natiurlichen Zahlen N > Ny gilt. Nun stellt sich leider heraus, dafl es die Zahl
e' fur rationale ¢ in der Regel nicht gibt.

Lemma 2.3 e! ist keine rationale Zahl.

27



Beweis: Die Behauptung ist, daB keine rationale Zahl die e! definierende Eigenschaft
besitzt. Wir nehmen das Gegenteil an. Wir zeigen zunachst, dafl 2 < e < 3.
1. Wir wahlen 3 < N fiir € := % Dann gilt

e>2+4 - +Z——e>2

2. Es gilt fiir n > 2, daB n! > 2"~! und folglich fiir N > 4

i1 1 _2+1+1+11—%N*3<2+11
= 2 L7206 08 1—-4 T 127
Wir wahlen 4 < N fiir € := % Dann gilt
<N01+1<2+11+1<3
e — + — —+ = .
Sl 137712013

Damit ist e nicht ganz.
Sei nun e :=e! = 7 fir positive ganze Zahlen a,b mit b > 1. Wir setzen

b1
(=2 )

und sehen, dal x > 0 gilt. Dann ist z eine natiirliche Zahl, da der Faktor b! gegen alle
auftretenden Nenner gekiirzt werden kann. Sei nun N € N derart, daf \e—zgzo 2| < 35
gilt.

Dann ist

b!
S —|—|b'e—2—— S —|—|b'e—Z—,| <s<i

n=b+1 n n=b+1 =0

Firn >0+ 1 gilt

b 1 1
nl nn-1)...(b+1) — (b+1)
und damit
N N N-b 1— 1
S S Y S G ST e <5
n=b+1 s n=b+1 ( + 1 n=1 + 1 + 1 1 - b—|—_1 2

Wir schlielen, dafl x — % < i. Diese Ungleichung ist aber fiir keine natiirliche Zahl erfiillt.
[ |
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Wir betrachten diese Beispiele nun genauer.
Sei p eine positive rationale Zahl. Dann kénnen wir die folgende Teilmenge

U:={q€Ql¢* <pVqg<0}
betrachten. Aus q € U folgt ¢ < p+ 1. In der Tat, ware ¢ > p + 1, dann wiirde
> @p+l)g>p+1)?=p"+2p+1>p,

also ¢ ¢ U gelten. Insbesondere ist U durch p+1 beschrankt und nichtleer, da etwa 0 € U
ist. Wenn ¢ € U und r < q ist, dann gilt auch r € Q). In der Tat gilt fir r € U fir r <0
sowieso, und 7?2 < rqg < > < p fir 0 < r < g.

Wenn es eine Zahl r € Q mit r? = p gibt, dann gilt U = {q € Q|q¢ < r}. Wie der Fall
p = 2 zeigt, gibt es jedoch nicht immer eine rationale Zahl ¢, mit welcher man U in dieser
Form schreiben kann. Wir werden diese Zahl jedoch in einer Erweiterung der rationalen
Zahlen finden.

Im Fall der Zahl e setzen wir

N
1

U::{q€@|(3N€N|q<§ E}
n=0

Wie wir bereits gesehen haben, gilt

iy}

> — <3

n=0
fiir alle N. Damit folgt aus ¢ € U dafl ¢ < 3. Die Menge U ist wiederum beschrankt und
nichtleer, da 0 € U. Wenn ¢ € U und r < ¢ ist, dann gilt auch r € ). Mit Hilfe der
hypothetischen Zahl e konnten wir

U={¢€Qlg<e}

schreiben.
Die Mengen U in der obigen Diskussion sind sogenannte Schnitte von Q.

Definition 2.4 Fin Schnitt von Q ist eine nichtleere Teilmenge U C Q mit folgenden
FEigenschaft:

1. U st von oben beschrankt, d.h. es gibt eine rationale Zahl r, so daf$ aus ¢ € U die
Ungleichung q < r folgt.
2. Istqe U undr < q, dann gilt r € U.

3. Fir jedes q € U existiert einr € U mit ¢ <.

Definition 2.5 Fine reelle Zahl ist ein Schnitt von Q. Wir bezeichnen die Menge der
reellen Zahlen mit R.

Im néachsten Kapitel beschreiben wir die reellen Zahlen axiomatisch. Mit Hilfe der
Schnitte kann man zeigen, dafl die Axiome realisiert werden kénnen. Fiir die Details der
Definition der arithmetischen Operationen und des Nachweises der Axiome verweisen wir
auf [Rud80], Anhang zu Kap. 1.
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2.2 Die Supremumseigenschaft und das Archimedische Axiom -
Definition von R

Wir betrachten eine Menge M mit einer Ordnungsrelation <. Wir sagen, dal M eine
geordnete Menge ist. Zur Erinnerung (1.24): Eine Ordnungsrelation ist eine reflexive,
transitive und antisymmetrische Relation. Beispiele fiir geordnete Mengen sind N, Z, Q.
Die

Definition 2.6 FEine Teilmenge U C M heifst (von oben) beschrankt, wenn es ein
m € M miat gibt, so daff w < m fir alle w € U gilt. Fin solches Element m heifit obere
Schranke von U.

Ist U von oben beschrankt und V' C U, dann ist auch V' von oben beschrankt und
jede obere Schranke von U ist auch einen von V.
Sei U C M eine beschrankte Teilmenge.

Definition 2.7 Fin Element m € M heifit kleinste obere Schranke, wenn fir jede obere
Schranke n von U die Relation m < n gilt. Wir schreiben sup U := m und nennen dieses
Element das Supremum von U.

Auf analoge Weise definieren wir die Begriffe ”von unten beschrankt”, tintere Schranke”
und grofite untere Schranke, welche wir mit inf U bezeichnen und das Infimum von U nen-
nen.

Hier sind einige Beispiele (in Q)

1. sup{Z|n € N} =1, inf{X|n e N} =0
2. sup{qg € Q|¢* < 4} =2
3. {q € Q|¢*> <2} C Q besitzt obere Schranken, zum Beispiel 3, aber kein Supremum.

Beobachte, daf} in einigen Fallen sup U € U gilt, in anderen Fallen jedoch nicht.

Definition 2.8 Wenn supU € U, dann ist supU das Maximum von U welches wir
auch mit maxU bezeichnen. Analog definieren wir das Minimum minU wvon U.

Eine endliche Teilmenge einer geordneten Menge hat immer ein Maximum und ein Mini-
mum.
Seien V' C U C M Teilmengen, fiir welche die Suprema exitieren. Dann gilt

supV <supU .

In der Tat ist jede obere Schranke von U auch eine von V.
Seien (M, >) und (N, >) geordnete Mengen.

Definition 2.9 FEine Abildung f : M — N zwischen geordneten Mengen heifit monoton
(wachsend), wenn aus x,y € M und x <y folgt f(z) < f(y).
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Analog definiert man monoton fallende Abbildungen. Sei jetzt X C M derart, dafl sup X
und sup f(X) existiert. Dann gilt

sup f(X) < f(supX) .

In der Tat folgt aus x € X, dal x < sup X und deshalb f(z) < f(sup X). Damit ist
f(sup X) eine obere Schranke von f(X), allerdings moglicherweise nicht die kleineste. Sei
etwa f: R — R durch

0 <0

ro={ 1 150
gegeben. Dann ist sup(—o0,0) = 0, sup f((—o00,0)) = 0 und f(sup(—o0,0)) = 1.

Definition 2.10 FEine geordnete Menge (M, <) hat die Supremumseigenschaft, wenn fir
jede nichtleere und von oben beschrdankte Teilmenge U C M ein Supremum in M existiert.

Definition 2.11 FEin geordneter Korper, welcher die Supremumseigenschaft hat, ist ein
Korper reeller Zahlen.

Sei K ein geordneter Korper (2.1).

Definition 2.12 Der Korper ist archimedisch geordnet, wenn fiir je zwei Elemente
x,y € K mit x >0 einn € N existiert, so daff nx >y ust.

Beachte, daf hier nx eine Abkiirzung fiir die Summe x + z + - - - + £ von n Summanden
ist.

Die rationalen Zahlen sind archimedisch. In der Tat, sei x = ¢ mit a,b > 0 und y =
mit d > 0. Dann gilt nz > y genau dann, wenn nad > be. Nun ist ad > 1. Wenn wir als
n > bc wahlen, dann gilt diese Ungleichung.

<
d
(6]

Lemma 2.13 FEin Korper reeller Zahen enthalt eine Kopie der natirlichen Zahen und
15t archimedisch geordnet.

Beweis: Sei R ein Korper reller Zahlen. Wir definieren eine Abbildung i : N — R durch
n—in):= 1+---+1
—_——
n-Summanden

Es gilt 1 # 0 und deshalb 0 < 1 oder 1 < 0. In der Tat kann man den zweiten Fall
ausschlieBen, da er 0 < —1 und damit 0 = 0 < (—1)? < 1 implizieren wiirde. daraus
folgt induktiv i(n) < i(n)+1=i(n+1). Ware nun n < m und i(n) = i(m), dann wiirde
i(n) <i(n+1) <---<i(n+m)=1i(n) gelten, was unmoglich ist.

Die archimedische Eigenschaft bedeutet, dafl i(N) C R unbeschrénkt ist (um nx > y
zu erfiillen, mu8 man i(n) > £ erfiillen). In der Tat, wire diese Menge beschrénkt, dann
gabe es eine kleinste obere Schranke

s:=supi(N) e R .

Fiir alle n € N gilt nun i(n) = i(n+1) — 1 < s — 1. Also wére auch s — 1 eine obere
Schranke von i(N), was aber wegen s — 1 < s unmdoglich ist. [
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Satz 2.14 FEs gibt einen Kérper reeller Zahlen. Fir zwei Korper reeller Zahlen R und R’
gibt es genau einen Isomorphismus R = R’ geordneter Korper.

Beweis: Wir skizzieren nur die Schritte:

1. Im ersten Schritt zeigt man, dafl die Menger der Schnitte R von @Q (siehe 2.4) mit
der Struktur eines geordneten Korpers versehen werden kann, der archimedisch ist
und die Supremumseigenschaft besitzt (Details: [Rud80], Anhang zu Kap. 1). In
der Tat, ist A C R nichtleer und beschrankt, dann gilt

sup A = U U .
UcA

Dies zeigt die Existenzaussage.

2. Sei R’ nun ein zweiter Korper reeller Zahlen. Dann gibt es genau eine Einbettung
Q < R’. Diese ist automatisch mit der Ordnung vertrdaglich. Wir sehen dann
ein, dafl jede Zahl z € R’ einen Schnitt von Q definiert. Auf diese Weise erhalten
wir einen Korperhomomorphismus R” — R welcher notwendiger Weise injektiv ist.
Ein Element in R, also ein Schnitt bestimmt iiber die Einbettung Q < R’ eine
beschrankte nichtleere Teilmenge von R’. Deren Supremum existiert und ist ein
Element von R’. Dies liefert den inversen Homomorphismus R’ — R..

3. Wir sehen ein, daf} der in 2. konstruierte Isomorphismus der einzige mit der Ordnung
vertragliche ist.

Fiir den Aufbau der Analysis fixieren wir von nun an einen Korper der reellen Zahlen.
Wir werden nur die Axiome benutzen, nicht aber die konkrete Realisierung.

2.3 Potenzen, Dezimalbriiche, Uberabzihlbarkeit

Wir kann man nun reelle Zahlen angeben. Hier sind einige Beispiele.
Sei n € N.

Definition 2.15 Firp € R, p > 0 definieren wir

1 n
pr :=sup{q € Q|¢" < p} .

In der Tat ist 0 € {¢ € Q|¢"™ < p}. Damit ist diese Menge nicht leer. Desweiteren folgt
aus 0 < ¢, ¢" < p, daBl ¢ < p + 1 (da andernfalls ¢" > (p + 1)") > p™ gelten wiirde).
Damit ist diese Menge von oben beschrankt und besitzt ein Supremum in R.

Lemma 2.16 Es gilt (p=)" = p.
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1

Beweis: In der Tat, wére (p=)™ < p, gébe es ein 0 < € € Q mit (p% +¢)” < p. Um dieses
zu finden beobachten wir, daf fiir e < 1

W =3 e < O+ Dot
gilt. Wir konnen also
(P
2> nl(pm )
setzen. Damit ware aber p% keine obere Schranke von {q € Q|¢" < p}.
Ware (p%)" > p, dann existiert ein 0 < ¢ € Q so dafl p% — € immer noch eine obere

Schranke von {g € Q|¢" < p} ist. Damit kann p= nicht die kleinste obere Schranke dieser
Menge gewesen sein. In der Tat kann € wie folgt finden. Wir rechnen fiir e < 1

n

(p% —e) = Z Z.!ni!,(p’ll)i(—e)"i > (p%)n _ Zn!(p%)n—ie .

— il(n —1)!

Wir setzen also .

_ ()" —p
23 nl(pm )

Lemma 2.17 1. Seip > 0 undn € N. Set ¢ € R, ¢ > 0 und ¢ = p. Dann gqilt
1
q=pr.
2. Seien a,b € R, a,b > 0. Dann gilt (ab)% = anbw.
3. Seienn,m € Nund p € R, p> 0. Dann gilt (p%)% = pﬁ.

Beweis: Aus 0 < x,yund z < y folgt 2™ < y". Wenn ¢ € R, ¢ > 0 eine der Ungleichungen
q< p% oder q > p% erfiillt, dann gilt ¢" > p oder ¢" < p. Wenn also ¢" = p, dann muf
q= p% gelten.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten und.

((ad)

Fiir die dritte Aussage benutzen wir (a")™ = a™. Es gilt

1 1 1.1

)" =ab= (an)"(bn)" = (anbn)" .

3=
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Sei nun r € Q. Wir konnen 7 = ¢ schreiben mit b > 0. Fur p € Q, p > 0 konnen wir

P = <p%)a

definieren. Ein Problem bei dieser Definition ist, dafl a, b durch r nicht eindeutig bestimmt
werden, die Formel fiir p” aber von der Darstellung von r als Bruch abhangt. Wir miissen
zeigen, dafl das nicht so ist. Dies ist der Nachweis, dafl p" wohldefiniert ist. Sei r = ‘Z—,,
mit b’ > 0 eine andere Darstellung. Dann gibt es n, m € N mit nb = mb’ woraus na = ma’
folgt. Wir haben

1 /

Lia —\n\a L \na L \ma L\a
(p?)" = ((pm)")" = (po)"* = (p=' )™ = (p¥)" .
Lemma 2.18 Firr,s € Q undp e R, p > 0 gilt
prs — <pr)s , pr+s — prps )

Beweis: Wir benutzen die schon gezeigten Identitaten. Sei r =
Zahlen a, b, c,d mit b,d > 0.

e e
und s = § fiir ganze

SIS

S ab L

p" = pei = (pr)™ = (((p

o=
=

a\c 1 a 1 C T\S
)2)*) = (((p*)) )" = (")" .
Wir kénnen nach Hauptnennerbilden annehmen, daf§ b = d ist.

Lyate Lya
P = (pp)te = (pr)*(p

S

) =p"p°.

o=

Lemma 2.19 FirR>z > 1 undr,s € Q mit s <r gilt

s

¥ <"

Beweis: Wir schreiben 2" = 22" *. Es reicht zu zeigen, dafl fiir Q > ¢ > 0 auch z* > 1
1 1 1

gilt. In der Tat ist ¢t = ¢ mit a,b € Nund ' = (27)*. Nunist 2% > 1, weil aus 0 < 27 < 1

auch 2 = (23)? < 1 folgen wiirde. Damit ist aber auch (25)* > 1. [

Wir werden spater in der Vorlesung auch Potenzen x" mit reellem Exponenten
bilden. Die Idee ist fiir x > 1

2= sup{a’lg € QA q < 1}

und fur z < 1
r" :=sup{r?lg € QA q >}

zu setzen. Fiir den Nachweis, dal diese Definition die gewiinschten Eigenschaften hat,
werden wir den Begriff der Stetigkeit essentiell verwenden. Deshalb verschieben wir
diese Diskussion.
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Wir zeigen nun, wie man reelle Zahlen durch Dezimalbriiche beschreiben kann. Der
Einfachheit betrachten wir positive Zahlen. Ein Dezimalbruch ist eine Folge

ap, A1, ...,
ganzer Zahlen mit ay € N und a; € {0,...,9} fir i > 1. Wir schreiben tiblicherweise
193.4627365367 . . .

fiir die Folge mit
ap =193 ;a1 =4 ,a0=6... .

Ein Dezimalbruch (a;) definiert eine reelle Zahl wie folgt. Wir betrachten die Zahlen

bn::3a0%—j§:?§%.
i=1

Wir sehen zuerst ein, dafl ag < b,, < ag + 1 fiir alle n > 0. Wir definieren den Schnitt von

Q
{¢€Q|(3n € Nlg < b))} .

Dieser stellt die reelle Zahl dar, welche dem Dezimalbruch (a;) entspricht.

Sei nun x eine positive reelle Zahl. Dann setzen wir aq als die grofite ganze Zahl mit
ap < z. Die Folge (a;) definieren wir nun induktiv. Seien a; fiir ¢ = 0,...,n und damit b,
schon definiert. Dann ist a,+1 € {0, ...,9} die groBte Zahl mit
an+1
Tonit <z.

Beachte, daf§ die Darstellung reller Zahlen durch Dezimalriiche nicht ganz eindeutig
ist. Zum Beispiel stellen 0.99999... und 1.00000... die gleiche reelle Zahl dar. Wir
erreichen Eindeutigkeit, wenn wir Darstellungen mit Nullen am Ende vermeiden, also
etwa 16.3650000000... durch 16.36499999999... ersetzen. Wir wollen solche Briiche
reduziert nennen.

b, +

Lemma 2.20 Die obigen Konstruktionen bestimmen eine Bijektion zwischen den Mengen
der positiven reellen Zahlen und der reduzierten Dezimalbriiche.

Beweis: Ubungsaufgabe! [ |

Wir verwenden die Dezimalbruchdarstellung im Beweis des folgenden Satzes.
Satz 2.21 Die Menge der reellen Zahlen st uberabzdahlbar.

Beweis: Es genligt zu zeigen, dafi die Menge (0, 1] {iberabzahlbar ist. Aquivalent dazu
ist die Uberabzihlbarkeit der Menge R der reduzierte Dezimalbriiche mit ayg = 0. Wir
nehmen die Abzahlbarkeit von R an. Sei b: N — R eine Bijektion. Wir schreiben (b(n);)
fiir den n-ten Dezimalbruch. Wir definieren einen reduzierten Dezimalbruch (ay), indem
wir ag := 0 und fiir jedes k£ > 0 die Ziffer a; ungleich bx(k) oder 0 wéhlen. Dann ist
(ar) € R, also (ar) = b(l) fiir ein [ € N. Damit wére a; = b(l);, was aber durch unsere
Wahl ausgeschlossen ist. Folglich ergibt sich ein Widerspruch. |

35



2.4 Ungleichungen, Betrag
Sei (M, <) ein geordnete Menge.

Definition 2.22 Fir a,b € M definieren wir die Intervalle

[a,b] = {m € Mla<mAm<b}
(a,b] == {m € Ml|la <mAm <b}
la,b) = {m € Mla<mAm < b}
(a,b) = {me Mla<mAm<b}.

Eine geordnete Menge kann vervollstandigt werden. Wir fithren dazu weiter zwei Elemente

00, —oo ein und setzen
M = M U {oco, —o0} .

Wir setzen die Ordnungsrelation von M fort auf M so dal —oo kleiner und oo gréfler als
jedes Element von M ist und —oco < oo gilt. Damit sind dann auch Intervalle (—oc0, a), . ..
definiert.

Wir kénnen diese Begriffe auf (R, <) anwenden. Die Menge R ist die Menge der
vervollstandigten reellen Zahlen.

Definition 2.23 Wir definieren die Betrags-Abbildung |.| : R — R durch

| = r x>0
Tl —x <0

Lemma 2.24 Der Betrag hat folgende Figenschaften:
1. Fir alle a € R gilt |a] > 0.
2. Fir alle a,b € R gilt |ab| = |a||b].
3. Fir alle a,b € R gilt |a +b| < |a| + |b].

Beweis: Wir zeigen nur die letzte Eigenschaft durch eine Fallunterscheidung und unter
Verwendung der Ungleichung a < |al.

l.a+b>0:|la+bl=a+0b<|a|+ b
2.a+b<0: |la+b=—-a—b<la|+1b .
Eine niitzliche Ungleichung ist
lla| = [b]] < la =] .
Wenn |a| > |b] ist, dann gilt |a| = |a — b+ b| < |a — b| + |b], also |a| — |b] < |a — b|. Der

Fall |b| > |a| geht analog.
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Lemma 2.25 Sei R 5 € > 0 und a € R. Die Aussage |v — a| < € is dquivalent zu
T E€la—e€a+ €

Beweis: Ubungsaufgabe! [ |

Definition 2.26 Wir betrachten a,b € R. Das arithmetische Mittel von a, b ist durch

a+b
2

Marith (CL, b) =

definiert. Allgemeiner definiert man

E?:l @;

marith(alu ceey an) = n

fur reelle Zahlen a;, 1 =1,...,n.

Wenn a < b, dann gilt
Maritn(a, b) € (a,b) .

Definition 2.27 Das geometrische Mittel von positiven Zahlen a,b € R ist durch
Mgeom (@, b) := (ab)?

definiert. Allgemeiner definiert man

n

1

mgeom<a17 SRR an) = (H ai)Z
=1

fur positive reelle Zahlen a;, 1 =1,...,n.

Fir 0 < a < b gilt
Mgeom(a, ) € (a,b) .

In der Tat ist b = ua fir ein v > 1. Damit gilt

= Mgeom (@, b) = bu"2 <b.

N

a < au
Lemma 2.28 (Bernoulli-Ungleichung) SeiN>n>2undR >z > —1, 2 # 0. Dann

qilt
(14+2)">1+nx.
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Beweis: Die Binomische Formel gibt

— U !

Wir miifiten zeigen, dafl die Summe positiv ist. Da aber x negativ sein kann, ist das nicht
offensichtlich.

Wir benutzen also eine andere Methode, namlich Induktion nach n. Sei zunéchst
n = 2. Dann gilt (1+x)* =1+ 2z +2? > 1+ 2z. Sei jetzt die Bernoulli-Ungleichung fiir
n — 1 gezeigt. Dann gilt

(1+z)"=0+2)"(1+2z)>A+n2)(1+z)=1+n+Dr+nz>>14+ (n+ 1)z,

also die Bernoulli-Ungleichung fiir n + 1. [ |

Wir konnen nun das arithmetische mit dem geometrischen Mittel vergleichen.

Lemma 2.29 Seien aq,...,a, positive reelle Zahlen. Dann gilt

mgeom<a17 T 7an) S marith(alu ceey an) .
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn alle a; gleich sind.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei die Ungleichung
fir n gezeigt. Wir konnen 0.B.d.A annehmen, da a, 11 > max{ai,...,a,} gilt (sonst
umnumerieren). Wir miissen zeigen, dafl

Wir setzen a := Mgeom (a1, - - -, a,). Dann gilt 0 < a < a4, also z := ﬁ > 0. Nun ist

(n+1)a+ap—a natan a1+ -+ anp
(n+1)a  (n+la  (n+1a

l14+a=

Wir erhalten aus der Bernoulli-Ungleichung

Ant1

14+2)">1+n+1z=
a

Wir schlieen mit der Induktionsvoraussetzung im zweiten Schritt

AN =
i=1 7 = (1+2)""a"™ > a"a,q > Hai )

n—+1 Pl

Die Diskussion der Gleichheit iiberlassen wir als Ubungsaufgabe. |
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3 Grenzwerte von Folgen

3.1 Folgen reeller Zahlen

Zur Erinnerung, eine Folge reeller Zahlen (a;);en (oder kurz (a;)) ist formal gesehen eine
Abbildung a : N — R, wobei a; den Wert von a an der Stelle ¢ € N bezeichnet. Manchmal
lassen wir eine Folge auch mit dem nullten Glied beginnen, betrachten also eine Abbildung
a : Ng — R. Es gibt verschiedene Methoden Folgen anzugeben.

1. Da N unendlich ist, kann man sicher nicht alle Glieder aufzahlen. Die Angabe von
1,2,3,4,5... legt nahe, das die Folge mit a; = ¢ gemeint ist. Wir werden diese
Methode manchmal beutzen, wenn aus dem Kontext klar wird, was gemeint ist.
Formal gesehen konnte jedoch ag = 0 sein.

2. Eine Folge kann durch eine Formel fiir das i-te Glied angegeben werden. Zum
Beispiel wird durch a; := T}H eine Folge beschrieben.
3. Eine Folge kann durch eine rekursive Vorschrift angegeben werden. Hier ein
Beispiel: a; := 1, a;41 := 2a; fir © > 2. In diesem Beispiel ist eine Formel fiir das
i-te Glied leicht zu finden. Es gilt a; = 2°. Im Fall von a; := 1, a;4; := ﬁ scheint
das schon fast aussichtslos zu sein. '

Die Glieder der Folge a; = % nahern sich mit grofler werdendem ¢ immer mehr der Null
an. Wir sagen, daf 0 der Grenzwert dieser Folge. Wir haben die Zahl e als Grenzwert der
Folge a; ==Y _, % definiert. Wir wollen nun den Begriff des Annéhern prazise fassen.

Sei (a;):2, eine Folge reeller Zahlen und a eine reelle Zahl.

Definition 3.1 Die Zahl a ist Grenzwert der Folge (a;)2,, wenn fir jede positive reelle
Zahl € eine natirliche Zahl N existiert, so daf$ fir alle natirlichen Zahlen i > N die
Relation |a; — a| < € gilt. In diesem Fall schreiben wir a = lim;_,, a; oder a; — a und
sagen auch, daf$ (a;) gegen a konvergiert.

In Symbolen: a ist Grenzwert der Folge (a;), wenn
(Ve € (0,00) AN € N|(Vi € N|i > N — |a; — a| < ¢€))

wahr ist.

Nicht jede Folge besitzt einen Grenzwert. Sei etwa a; = (—1)". Moge a ein Gren-
zwert dieser Folge sein. Dann wahlen wir e = 1. Sei N € N wie in der Definition. Dann
gilt fir ¢ > N, dafl

1:e>\ai—a\:|ai—a—|—ai+1—a@-+1\z\ai—ai+1|—\a—ai+1\>2—e:1,

ein Widerspruch.
Eine Folge kann hochstens einen Grenzwert besitzen. Seien a,b € R beides Gren-
zwerte von (a;). Wir nehmen an, dafl a # b ist und wéhlen € = |¢12;b| Sei N € N wie in der
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Definition. Dann gilt fiir i > N. 2¢ = |a —b| = |a — a; + a; — b| < |a — a;| + |a; — b] < 2¢,
ein Widerspruch.

Sei (a;) eine konvergente Folge. Wenn man endlich viele Glieder dndert, dann ist
die neue Folge auch konvergent und hat den gleichen Grenzwert wie die alte.

Um zu zeigen, daBl eine Folge reeller einen Grenzwert hat, kann man entsprechend der
Definition vorgehen. Zuerst rat man den Grenzwert a. Dann weist man fiir jedes positive
e die Existenz eines N € N mit den gewiinschten Eigenschaften nach.

Oft hilft auch folgende Beobachtung. Seien (a;) und (b;) konvergente Folgen mit den
Grenzwerten a, b und gelte a; < b; fiir unendlich viele ¢ € N. Dann gilt a < b. In der Tat,

a—b

ware b < a, dann wéhlen wir € := %>, Da die Folgen konvergieren, gibt es ein Ny € N

derart, dafl |a; — a| < € und |b; — b| < € fiir alle i > Ny gilt. Damit ist fiir alle i > Ny
a;>a—€e=b+e>b,

ein Widerspruch.

Wir nehmen jetzt an, dafl zusétzlich a = b gilt. Sei (z;) eine weitere Folge mit
a; < z; < b;. Dann ist (z;) konvergent und der Grenzwert ist auch a In der Tat ist
|v; — a|] < max{|a; — al, |b; — al}.

1. Wir betrachten etwa die durch

definierte Folge. Wir raten a = 0. Der Nachweis, da§ 0 Grenzwert von (a;) ist, geht
wie folgt. Sei € > 0 gegeben. Nach dem archimedischen Axiom gibt es N € N mit
N<%. FﬁrizNgilt%§%<e, also |a; — 0] < e.

2. Fir 0 <r e Q gilt

Sei € > 0 gegeben. Dann withlen wir Ny > . Fiir n > Ny gilt 0 < n—lT < €. Das
zeigt die Behauptung.

3. Sei x € R mit |z| < 1. Dann konvergiert gilt

lim 2 =0 .
1—00
In der Tat ist |2* — 0] = |z|". Es gilt |z|™' = 1+ mit 6 > 0. Folglich mit dr
Bernoullischen ungleichung |z|™* = (1 4+ )" < (1 +4d)~'. Sei jetzt € > 0 gegeben.
Dann wihlen wir (archimedisches Axiom) Ny so grof}, dal Nod > e 1. Fiir i > N,
gilt dann
lz] "< (1+i0) P <ite < Ny < e

4. FirR> z > 0 gilt

) 1
lim z» =1.
n—oo
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Sei zundchst x > 1. Dann ist a, = 2% — 1 > 0. Die binomische Formel liefert
1+ na, < (14 a,)™ = 2. Folglich gilt 0 < a, < xT_l Wir schlieen lim,,_,o a,, = 0.
Daraus folgt die Behauptung. Wenn 0 < x < 1, dann betrachtet man die Folge
((3)m).

5. Es gilt

. 1
lim n» =1 .
n—oo

Wir setzen a,, := nw — 1. dann gilt a,, > 0. Mit der binomischen Formel erhalten
wir (nimm nur den dritten Term)

—1
n:(1+an)”2%ai.

Folglich gilt 0 < a,, < (%)1/ 2. Daraus folgt die Behauptung.

6. Fiir o € Q und =z > 1 gilt

Sei k € N mit k£ > a. Dann gilt fiir n > 2k, daBn —k+1> 3, (n—k) >k, also

nF(z — 1)k
2k k)

n! k:n(n—l)...(n—k+1)

A Kl (w=1)" >

2" = (14+(z—1))" >

Daraus schlieflen wir (fiir n > 2k,

n® 2k k!
0< — < ———no*
o (x— l)kn

Nun gilt lim,,_,., n® % = 0. Daraus folgt die Behauptung.

Oft kennen wir den Grenzwert der betrachteten Folge nicht. Dies war etwa im Fall der
e definierenden Folge der Fall. In diesem Fall sichert folgendes Lemma die Existenz eines
Grenzwertes. Eine Folge reeller Zahlen ist monoton wachsend, wenn sie als Abbildung
N — R monoton ist, also aus ¢ < j folgt a; < a;. Eine Folge reeller Zahlen ist von oben
beschrankt, wenn die Menge {a;|i € N} eine obere Schranke besitzt.

Lemma 3.2 Sei (a;)°, eine monoton wachsende von oben beschrinkte Folge reeller Zahlen.
Dann besitzt sie einen Grenzwert.

Beweis: Die Menge {a;|i € N} ist nicht leer und nach Voraussetzung von oben beschrénkt.
Deshalb existiert a := sup{a;|i € N} € R. Wir nehmen an, daf§ a nicht Grenzwert der
Folge ist. Dann existiert ein € > 0 so daf} fiir alle N > 0 ein noch grofleres i € N
existiert mit |a; — a] > €. In unserem Fall ist a > a; so daBl a — a; > €. In anderen
Worten, es gibt beliebig grofie + € N mit a; < a — €. Sei jetzt 5 € N gegeben. Dann
gibt es sicher ein solches ¢ mit ¢ > j. Es folgt aus der Monotonie, dafl a; < a; < a — €.
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Also ist a — e immer noch eine obere Schranke von {a;|i € N}. Das ist ein Widerspruch. W

Die Folge a; := 22:0 % ist sicher monoton wachsend, da die Summanden alle positiv
sind. Wir hatten weiterin 3 als eine obere Schranke gefinden. Diese beiden Beobachtungen

lieferten die Existenz des Grenzwertes.

Lemma 3.3 Set A C R eine von oben beschrdinkte nichtleere Teilmenge. Dann gibt es
eine (sogar monotone) Folge (a,) mit a, € A und lim,,_,, a,, = sup A.

Beweis: Wir konstruieren die Folge (a,) induktiv. Wir wéhlen ein Element ay € A
aus. Sei nun a; fiur i < n schon konstruiert. Wenn a, = sup A ist, dann wahlen wir
i1 = . Anderfalls ist die Menge A N [max{a,,sup A — £}, sup A] nicht leer und wir
wahlen aus dieser Menge ein Element a,,,. Die so konstruierte Folge ist monoton. Es
gilt |a, —sup A| < %, also lim,,_,o, a,, = sup A. [ |

Sei (a;) irgend eine Folge. Dann kénnen wir eine Folge von Mengen A,, := sup{a;|n <
i € N} bilden. Die Folge (A,,) ist monoton falled beziiglicher der Relation C, d.h. es gilt
Api1 C A, fir all n € N. Wir nehmen jetzt an, dafl die Folge (a;) beschrénkt ist. Die
Folge reeller Zahlen
b, :==sup A,

ist dann definiert, monoton fallend und von unten beschriankt. Wir definieren den Limes
superior (Limes der kleinsten oberen Schranken) der Folge (a;) durch

lim sup a; := lim b, .
t—00 n—oo

Beachte, daf§ lim sup,_, . a; fiir jede beschrankte Folge definiert ist. Analog definiert man
liminf; ,, a;. Es gilt immer inf A; < sup A;, also

lim inf a; < lim sup a; .
t—o0 t—00
Die Folge (a;) konvergiert genau dann, wenn in in dieser Relation die Gleichheit gilt. In
diesem Fall gilt
lim inf a; = lim a; = lim sup a; .
t—o00 1—>00 t—00

Sei (a;) eine Folge reeller Zahlen und (i) eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen. Dann konnen wir eine neue Folge (a;, ) bilden. In Termen von Abbil-
dungen ist diese als Komposition

7 a

N—-N-—=R
definiert.

Definition 3.4 Die Folge (a;,) nennt man eine Teilfolge von (a;).
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Beachte, dafl wir ¢ als streng monoton annehmen.

Die Folge (a;) konvergiert gegen a dann und nur dann, wenn jede Teilfolge gegen
a konvergiert.

Die Folge ((—1)%) konvergiert nicht, besitzt aber konvergente Teilfolgen ((—1)*) und
((=1)%*1), welche gegen 1 und —1 konvergieren.

Die rationalen Zahlen sind abzéhlbar. Folglich gibt es eine Folge (a;) mit {a;|i € N} =
Q. Diese Folge besitzt fiir jede reelle Zahl eine gegen diese Zahl konvergierende Teilfolge.
Sei x € R durch einen Schnitt U C Q reprasentiert. Dann ist x = sup U. Die Folge finden
wir mit Lemma 3.3.

Definition 3.5 FEine Folge (a;) reeller Zahlen heifit beschrdnkt (von oben, von unten),
wenn die Menge {a;|i € N} diese Eigenschaften hat.

Lemma 3.6 FEine beschrinkte Folge (a;) reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen der Beschranktheit der Folge gibt es ein Intervall (a,b), welches alle
Folgenglieder enthalt. Wir setzen xg := a und y, := b. Wir konstruieren induktiv Folgen
(zn), (yn) und (i,) derart, dal (i,) streng monoton wichst, (z,) monoton wéchst und
(y) monoton féllt und z,, < a;, < y, gilt. Im n-ten Schritt wéahlen wir die obere oder
untere Hilfte [x,,y,] des Intervalls [z, _1,y,_1] derart aus, dafl dieses unendlich viele
Folgenglieder enthalt. Dann gilt entweder z,, = z,_; und ¥, < y, — 1 oder z,_1 < z,
und y,,_1 = y,. Als niachstes wahlen wir i,, > i, 1 derart, dafl a;, € [x,,y,] ist.

Die beschréankten monotonen Folgen (z,,) und (y,) haben Grenzwerte = < y. Wegen
[y — zn| < (b—a)27" gilt © = y. Damit konvergiert auch a;, — . [ |

Mit Hilfe des Begriffs einer Cauchy-Folge erhélt man ein weiteres Krtierium fiir Kon-
vergenz, welches nicht die Kenntnis des Grenzwertes benutzt.

Definition 3.7 Eine Folge reeller Zahlen (a;) heifft Cauchy-Folge, wenn fir alle 0 <
e € R ein N € N ezistiert, so dafl fir alle n,m > N die Ungleichung |a, — a,,| < € gilt.

Lemma 3.8 Fine Folge reeller Zahlen ist dann und nur dann konvergent, wenn sie eine
Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a;) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert a. Wir geben € > 0 vor und
wihlen N derart, da8 |a, —a| < § fiir alle n > N. Damit gilt fiir n,m > N

lan, — am| = o, —a+a—ap| <la, —a|l + |a, —al <e€.

Dies zeigt die Cauchyfolgeneigenschaft.

Umgekehrt, sei (a;) eine Cauchyfolge. Dann wéhlen wir N € N derart, daf§ |a, —
an| < 1 fir n,m > N gilt. Insbesondere liegen alle Glieder a,, fiir m > N im Intervall
l[ay—1, any+1]. Damit ist die Folge beschrankt und hat eine konvergente Teilfolge (a;, ) mit
dem Grenzwert a. Sei nun € > 0 gegeben. Wir wihlen Ny € N derart, da8 |a,, — a,| < 5
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und |a;, —a| < § fiir alle n,m > Ny gilt. Dann gilt fiir m > Ny auch (beachte, daf
i > M)
|am — a| = |am — a;,, + a;,, — a| < |am, — a;,,| + |a;, —a] <e€.

Dies zeigt die Konvergenz. [ |

Durch Kombinationen mit den Rechenoperationen konnen Folgen kombiniert werden.
Seien (a;) und (b;) Folgen reeller Zahlen. Dann koénnen wir die Folgen (a; + b;), (a:b;),
(Aa;) fiir A € R betrachten. Wenn b; # 0 fiir alle i € N gilt, kénnen wir auch (§*) bilden.

Lemma 3.9 Wenn (a;) und (b;) gegen a bzw. b konvergieren, dann konvergieren (a; +b;)
geben a+b, (a;b;) gegen ab und (Aa;) gegen Aa. Wenn b; # 0 fir allei € N und b # 0 ist,
dann konvergiert (1) gegen (%).

Beweis: Wir fithren den Nachweis im Fall des Produktes. Alle Behauptungen werden wir
spater auf einfache und systematische Weise aus der Stetigkeit der Rechenoperationen
schliefen.

Sei 1 > € > 0 gegeben. Wir wiahlen N > 0 derart, dal aus ¢ > N sowohl |a; — a| <

75D s auch |bi —b] < 3 37arD folgt. Dann gilt fir i > N auch
‘CLZ'Z)Z‘ — ab\ = ‘CLZZ)Z — abl- + (lbi — ab\

_ €| b;| €|a|

3(Jo] +1)  3(Ja] +1)
< b =0+ o) | €
- 3(]b] + 1) 3

2e €
S -

9(lal +1)([o] + 1)

< €

Hier sind einige Anwendungen.
1. Seien
p(e) = pa” +paa” b pi b po ) = ga F gt g
Polynome mit reellen Koeffizienten und ¢, # 0. Es gilt ¢(i) = 0 fiir hochstens

endlich viele ¢ € N. Insbesondere existiert ein N € N mit ¢(i) # 0 fiir ¢ > N.

Wir betrachten eine Folge mit den Gliedern ZL fiir ¢ > N. Dann ist diese Folge

konvergent und es gilt
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Um dies einzusehen, schreiben wir

Es gilt

p(i) = pr i P T = g G T g

Die Folgen p,_;i~* konvergieren alle gegen Null. Deshalb konvergiert deren Summe
i~"p(i) gegen p,.. Analoges gilt fiir i "¢(i) welche gegen ¢, # 0 Der Quotient kon-
vergiert damit gegen Z—:

Also gilt etwa

32+ 2+ 1
11m,7:3.
i—00 22~|»3

. Sei p(x) wie in 1 und a € R fest. Wir betrachten die Folge mit den Gliedern

plati™) —pla)

7

In diesem Beispiel ist der Grenzwert der Folge im Nenner 0, so daf§ wir nicht di-
rekt den Satz tiber die Quotienten anwenden konnen. Wir schreiben mit Hilfe der
binomischen Formel

pla+i™t) — Zpk (a+i M —a _Zpkzu : kl—z.
k=1 =1

Wir sehen daf3

1

P(CL‘H —p kakak 1+Zcr

fiir geeignete ¢; € R. Der zweite Term ist eine Summe gegen Null konvergierender
Folgen. Wir schlieen

o Plat i) = pla)

17— 00 ’i_l

= kpkakfl —+ (k — 1)pk,1ak72 + -+ 2]92& —|—p1 .

3.2 Reihen

Sei (a;)ien eine Folge reeller Zahlen. Dann kénnen wir eine neue Folge (s,),sy mit dem
n-ten Glied

n
Sp = E an
i=0

bilden, die n-te Partialsumme der Folge (a;).
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Definition 3.10 Wenn die Folge (s,)5>, konvergiert, dann machen wir folgende Defini-

tion:

(o]

E a; = lim s, .
n—oo

i=0

Wir sprechen dann von einer konvergenten Reihe ) a;.

Hier sind einige Beispiele:

1.

Die geometrische Reihe 7 2% konvergiert fiir |z] < 1 gegen . In der Tat
gilt s, = 12" ynd lim,,_,. 2" = 0.

1—x

. Wir hatten schon gesehen, dafl die Reihe

konvergiert.

Die zum Nachweis der Konvergenz dieser Reihe angewandte Methode funktioniert
allgemeiner. Sei (a;) eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Wenn es eine Zahl
C gibt, so daB fiir alle N € N ZnN:o a, < C gilt, dann konvergiert >~ a,. In der
Tat ist die Folge (s,,) monoton wachsend und beschrénkt, folglich konvergent.

. Eine Reihe )~ a, konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen

eine Cauchy Folge ist. Folglich konvergiert die Reihe genau dann, wenn fiir alle
€ > 0 ein Ny existiert, so da8 | Y"1 a;] < e gilt. Diese Aussage nennt man Cauchy
Kriterium.

Seien (a;) und (¢;) Folgen derart, daB |a;| < ¢; fiir alle (es reicht fiir alle bis auf
endlich viele) 7 € N gilt und ) .2, ¢; konvergiert. Dann konvergiert auch 2 a;.
Die Folge (¢;) heifit Majorante von (a;), und diese Aussage heifit auch Majoran-
tenkriterium. Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen Ny € N derart, daBl >°" ¢; < e fiir
alle n,m > Ny gilt. Fiir diese n, m gilt auch

m m m
> il < il < ei<e.
i=n i=n i=n

Folglich konvergiert »":°  a; nach dem Cauchy Kriterium.

Oft kann man die geometrische Reihe als Majorante benutzen. Wir hatte zum
Beispiel beobachtet, dafl % < 227" ist und daraus auf die Konvergenz der e-Reihe
geschlossen. Allgemeiner, sei € R. Dann konvergiert die Exponentialreihe

e(x) = Z% .

n=0



SeiN9N>|x|+1undu:: |2

B < 1. Danmn gilt (Faktoren abzéhlen) |Z;| <
‘f\‘,, u~Nu™. Folglich ist

‘ ‘_xN 7Nun
NI

Damit haben wir eine konvergente Majorante (geometrische Reihe) gefunden.

Wenn die Reihe Y. a; konvergiert, dann gilt offensichlich nach dem Cauchyktriterium
(mit m :=n+ 1), dal lim; ,,, a; = 0. Die Umkehrung stimmt nicht.

Lemma 3.11 Sei (a;) eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen. Die
Reihe Y2 | a; konvergiert genau dann, wenn die Reihe Y2, 2'ay konvergiert.

Beweis: Seien s, := Y . a; und &, := > 1 2'ay die Partialsummen. Die Folgen (s,)
und (t,) sind monoton wachsend. Es gﬂt fiir n < 2% daB

201

8”<Z Z a]<Za22 25 <ty

11]221

Folglich impliziert die Beschrénktkeit der Folge (¢,) die Beschrénktkeit der Folge (s,).
Umgekehrt gilt fiir n > 2%

211
5n>ZZCL]Z ZCLQzQ——
=1 .] —=92i—1
Die Beschrinktkeit der Folge (s,,) impliziert die Beschranktkeit der Folge (¢,,). [

1. Die Folge (37, +)22, ist unbeschrinkt. In anderen Worten, die harmonische
Reihe konvergiert nicht. In der Tat ist Y -, 2" 21k = ro, L sicher nicht konvergent.

2. Durch Umkekrung des Majorantenkriteriums (wir erhalten das Minorantenkri-
terium) kann man die Nichtkonverhenz gewisser Reihen zeigen. Wenn wir die
Logarithmusfunktion In : (0, 00) — R schon kennen, dann kénnen wir zeigen:

= In(n
ey

konvergiert nicht. In der Tat ist In(n) > 1 fiir n > 1 und damit 1 < lnn").

3. Die Reihe
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konvergiert dann und nur dann, wenn x > 1 ist. In der Tat ist

izk (21)93 - iz(l_m)k :
k=0 k=0

Wenn z > 1, dann ist diese Reihe konvergent. Anderfalls konvergieren nicht einmal
die Glieder gegen Null.

Wir betrachten wieder eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen (a;) mit
lim; .., a; = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe

o0

> (=1)ay .

n=0

In der Tat erfiillt die Folge der Partialsummen

Sont1 < Sopts < Sopgo < Sgp

Die Folge (s9,+1) ist monoton wachsend und von oben durch sy beschrénkt, hat also
eine Grenzwert s,. Sie Folge (s2,) ist monoton fallend und durch von unten durch s;
beschrankt, hat also eine Grenzwert s*. Da auf der anderen Seite die Folge der Zahlen
|Son — Soni1| = agns1 gegen Null konvergiert, gilt s, = s*.

Sind » 2%, a; und )"° b; konvergente Reihen, dann konvergiert auch > % a; +b; und

es gilt
i=0 1=0 1=0

Das folgt unmittelbar aus der entsprechenden FEigenschaft fiir Folgen. Der Fall eines
Produktes ist nicht so einfach. Das Problem ist, dafl wir beim Ausmultiplizieren der
Partialsummen eine Reihenfolge der Summanden wahlen miissen.

In der Tat kann das Konvergenzverhalten eine Reihe aber von der Reihenfolge der
Summation abhangen. Es ist klar, daBl man endlich viele Summanden vertauschen darf.
Aber in der Regel eben nicht unendlich viele. Sei (a;) eine Folge und j : N — N eine
Bijektion. Dann konnen wir eine neue Folge durch a;(;) bilden. Das Konvergenzverhalten
von ), aj¢;) kann sich aber sehr von )7, a; unterscheiden. Dazu zeigen wir folgende
Behauptung.

Wir nehmen an, da )7, a; konvergiert, nicht jedoch )7, |a;|. Sei z € R gegeben.
Dann existiert eine Bijektion j : N — N derart, dafl

Z%’(i) =7
i=1
gilt. Wir definieren
N*t:={n €Nla, >0}, N :={ne€Nla, <0} .
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Beide Menge sind unendlich. Die Folgen ZZEN#K” la;| sind beide unbeschrénkt. Wir
definieren j induktiv. Angenommen, j(i) ist fiir ¢ < n schon definiert. Wenn >"" | a;q) >
x ist, dann wéhlen wir fiir j(n + 1) das kleinste noch nicht gewéhlte Element aus N~.
Anderfalls nehmen wir fiir j(n+ 1) das kleinste noch nicht gewéhlte Element aus N*. Die
so konstruierte Abbildung ist injektiv. Wenn sie nicht surjektiv wére, dann géibe es ein
N € N derart, da8 j(n) € N* fir alle n > N oder j(n) € N~ fiir alle n > N. Im ersten
Fall wéire jedoch ;i< [@i| Deschréint, im zweiten >, - i, a;|, was jedoch nicht der
Fall ist. Es gilt fiir gentigend groe n, daf | Y°" | a;;) — | < ;). Wegen lim;_, a;;) = 0
folgt >"°, aj = x. Man kann auch eine Umordnung finden, fiir welche die Folge der
Partialsummen )" | a;(;) unbeschrinkt ist.

Die Annahme, daf§ ) ;% |a;| nicht konvergiert, ist notwendig. In der Tat gilt der
Umordnungssatz. Die Konvergenz von » .~ |a;| impliziert die Konvergenz von »_">° | a;
nach dem Majorantenkriterium.

Definition 3.12 Eine Reihe Y ;- a; konvergiert absolut, wenn Y .°, |a;| konvergiert.

Lemma 3.13 Sei j : N — N eine Bijektion und Y ;- a; absolut konvergent. Dann
konvergiert Y 7, a;iy und es gilt

Zai = Zaj(l-) .
i=1 i=1

Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Das Cauchykriterium zeigt die Existenz einer Zahl
Ny € N derart, daB Y " |a;] < e fiir n,m > Ny gilt. Es gibt jetzt ein Ny € N der-
art, daB {1,..., No} C j({1,..., N1}) gilt. Fiir k,1 > N gilt dann ', a0 < e. Wir
schlieBen also mit den Cauchy Kriterium, dafl >~ a;(;) konvergiert. Desweiteren ist fiir
n > max{Ny, No} auch | > 7" a;— > "  aji| < e Daraus folgt | D77, a; — > aj)| < e
Da € beliebig klein gewahlt werden kann miissen beide Reihen den gleichen Grenzwert
haben. [ |

Lemma 3.14 Seien a :== > " a; und b =Y .2 b; konvergente Reihen. Wenn Y >° a;

sogar absolut konvergiert, dann konvergiert ¢ := ) .2 ¢; mit ¢; = Zz':o a;bi—; und es gilt

ab = c.

Beweis: Seien A, := > ja;, B, := > b und C, = Y " ¢ die Partialsummen.
Dann gilt mit g, := B, — b:

Cn = ayB,+a1B,—1+ -+ a,By
= ay(b+5,) +ar(b+ Bu1) + -+ an(b+ Bo)

=0
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Sei vy = Y @iBai = Y i g@n_if;. Wir miissen zeigen, daB limn_,C>O Yo = 0. Sei
a =" lai|. Seie> 0 gegeben. Wir wihlen Ny so groB, daB |3, < -5 fiir allen > Ny
gilt. Dann gilt fiir n > Ny daBl |7y,| < Zﬁo a,_;; + €. Da 8, — 0 gilt, erhalten wir

lim |v,| <e.
n—oo

Da € beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die Behauptung. |

1. Eigenschaften der e-Reihe. Wir hatten gesehen, daf die Reihe e(z) := > 07 /£
fiir alle x € R absolut konvergiert. Die Funktion

Rz~ e(x)eR

heifit e-Funktion. Die gebrduchliche Schreibweise als Potenz e := e(z) ist nicht
zufillig. In der Tat gilt namlich e(x) = (e')”. Wir zeigen zunichst, daf fir z,y € R

e(z +y) =e(x)e(y)

gilt. Dazu rechnen wir

e(x)e(y) = Z%Z%

i
o
i
=)

_ i (x +y)"
n!
= e(z+y)

Wir beobachten, dafl e(z) > 0 fiir alle z > 0 gilt. Daraus folgt e(z) =
negative x. Wir sehen, dafl die e-Funktion eine Abbildung

ﬁ>0ﬁir

e: R — (0,00)

1st.

Nun gilt fir n € N, daB§ e(£)" = e(n+) = e(1) = e und deshalb e(+) = ew. Fiir
rationales ¢ = § gilt

Diese Gleichung gilt auch fiir reelle q. Einen Beweis erbringen wir spéter.
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2. Fur z € R betrachten wie die Reihen

; — N (=" 2n+1 — S (=1)" o
sin(z) := > mx , cos(zx) .—Z (2n)!x :

n n=0

Diese Reihen konvergieren absolut fiir alle x € R. Wir werden dies mit dem soge-
nannten Quotientenkriterium einsehen.

Lemma 3.15 (Quotientenkriterium) FEine Reihe )" .° a; konvergiert absolut, wenn

. Q;
lim sup |
i—oo Qi1

| <1

gilt (die Ezistenz der linken Seite als Voraussetzung eingeschlossen).

In unserem Fall gilt fiir sin(x)

|ai+1 ‘ $2

a; (20 +3)(20 +2)

Die Folge dieser Zahlen konvergiert gegen Null. Analog argumentiert man mit
cos(z). Wir zeigen nun die Identitét

sin(z)? 4 cos(z)* =1 .
In der Tat gilt

sin(z)? 4 cos(x)?

= (Z ( (_1)n)!x2n+1>2 + <Z (_1)?1,211)2

|
0 2n+1 = (2n)
B an Z ' ( l) j P Z %
n=0 2i4+2j42=n (22 + 1)(2] + 1) 2i+2j=n (21)(2])
= (=1)z2" | - : : + —

Wir schreiben fiir gerades n > 1

-0 = 3y

n

n! n!
= 2i(2) 2 2+ 1)I(2j + 1)

2i+2j=n 2i+2j=n+2

Wir schlieBen daraus, dafl in der obigen Summe alle Summanden mit n > 0 ver-
schwinden, also
sin(z)? 4 cos(z)* =1 .
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3. Fiir || < 1 definieren wir die Logarithmusfunktion

[e.9]

ln(l—:p):—g T
n
n=1

Diese Reihe konvergiert absolut. In der Tat ist |Z-| < |z[”, und damit die ge-
ometrische Reihe > 7 |z|™ eine konvergente Majorante.

4. Wir zeigen, dafl die Reihe
n=1 o

konvergent ist. Dazu verwenden wir das Wurzelkriterium.
Lemma 3.16 (Wurzelkriterium) FEine Rethe Y .- | a, konvergiert absolut, falls

lim sup \an\% <1
n—o0

gilt.

In der Tat ist

Wir zeigen nun das Quotientenkriterium. Aus limsup, . |[**| < 1 folgt die
Existenz einer Zahl 0 < ¢ < 1 und eines N € N derart, daf8 |[=;2| < c fiir alle i > N gilt.
Daraus folgt

2 3 k
ant2 < anc” ,any3 S anc ... anyk < anc

Die geometrische Reihe
oo
an C
=0

ist also eine konvergente Majorante der Reihe

o0

E aAN+k -

k=0

Wir zeigen nun das Wurzelkriterium. Wenn limsup,, , \an\% < 1, dann gibt es
ein 0 < ¢ <1 und ng € N mit |a,|» < ¢ fiir alle n > ng. Daraus folgt |a,| < ¢”. Damit

ist >, ¢" eine konvergente Majorante von » " ay,.
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4 Stetigkeit

4.1 Motivierende Argumente

Wir sagen, daf eine Abbildung f mit Grenzwerten vertauscht, wenn

f(lim r,) = lim f(r,)
n—oo n—o0
fiir jede konvergente Folge (r,) gilt.
Sel 0 < z € R fest. Wir hatten die Potenzfunktion

Qar—a2"€eR

definiert. Das folgende Lemma besagt, dal die Potenzfunktion z +— 2" mit Grenzwerten
vertauscht.

Lemma 4.1 Sei (r,) eine konvergente Folge rationaler Zahlen mit r := lim,,_, o r, € Q.
Dann gilt
" = lim 2™
n—oo
Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dal x > 1 ist.
Wenn z < 1, dann ersetzen wir « durch 2! und r,, durch —r,,. Der Fall z = 1 ist klar.
er betrachten nun den Fall, daf r,, — 0 gilt. Sei € > O gegeben. Es gilt 2w — 1 und

7w = 1. Dann gibt es ein ny € N derart, daﬁ1—6<:c mo <1<3:”0 <l+e
Dann finden wir ein n; € N derart, daf3 —n—o <1y < n—o fir alle n > ny gilt. Fir diese

n gilt (Lemma 2.19) 1 — € < 2R < g™ < g < 14 €, also |1 — 2™| < €. Dies zeigt
rm — 1 =2"

Im allgemeinen Fall gilt r,, — r — 0. Wir schreiben 2™ = 2™ "z" und schlieflen, dafl
'™ — x" gilt. |

Wir erklaren nun z" fiir r € R und = > 0. In der Tat konnen wir uns wieder auf den
Fall > 1 einschrinken. Fiir 7 € R wéhlen wir nun eine monoton wachsende Folge (r,)
mit r,, — r und definieren

"= lim ™
n—oo

Dieser Grenzwert existiert. In der Tat ist (™) monoton wachsend und z™ < z? fiir alle
n, wobei g € Q eine Zahl mit r < ¢ ist. Eine beschrankte, monoton wachsende Folge hat
einen Grenzwert (Lemma 3.2).

Wir miissen die Wohldefiniertheit, also die Unabhéngigkeit von der Wahl der Folge
zeigen. Sei (s,) eine beliebige Folge mit s, — r. Dann gilt s, — r, — 0. Wir haben
¥ = g% Ty’ — 2" da 27 — 1 und 2™ — 2"

Es gilt "% = 2"2%. In der Tat, seien (r,), (s,) Folgen mit 7, — r und s, — s. Dann
gilt r, + s, — r+s. Wir haben

2’5 = lim 2™ = lim 2™z = lim 2™ lim 2" = 2"2°% .
n—o0 n—oo n—o0 n—oo
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Desweiteren gilt fir x > 1 und s < r, dal * < 2". Wir wihlen Folgen (r,), (s,) wie
oben, wobei wir annehmen koénnen, daf s,, < r,, ist. In der Tat konnen wir sonst r,, durch
max{7,, s, } ersetzen. Dann gilt aber x** < z", woraus z* < z" folgt.

Die Abbildung r 3 R — 2" € R vertauscht mit Grenzwerten. In der Tat, sei (r,)
eine konvergente Folge in R. Sei m € N gegeben. Dann gibt es ein ny derart, dafl
r— % <r,<r+ % fiir n > ng gilt. Fir diese n gilt

Wegen lim,,, | folgt

lim 2™ = 2"
n—oo

Wir hatten die e-Funktion e(t) = > 77 7 eingefiihrt und gezeigt, daB e(z) = e” fiir
x € Q gilt.

Lemma 4.2 Wenn die e-Funktion mit Grenzwerten vertauscht, dann gilt e(z) = e fir
alle x € R.

Beweis: Sei x € R und (z,,) eine rationale Folge mit x, — z. Dann gilt

e(r) = e(lim z,) = lim e(z,) = lim e = g/Mn-econ — o
n—00 n—o00 n—o00

Lemma 4.3 Die e-Funktion vertauscht mit Grenzwerten.

Beweis: Wir iiberlegen zuerst, daf§ e(z) monoton wachsend ist. Zunéchst sehen wir aus
der Reihendarstellung, dafl aus » > 0 auch e(r) > 1 folgt. Nun folgt fiir z < y, dafl
e(y) —e(z) = e(z)(e(y —x) —1) > 0.

Sei jetzt (r,) eine beliebige Folge mit r, — n. Sei m € N gegeben. Dann gibt es ein
ng € N derart, dafl r — % <r,<r+ % fir alle n > ng ist. Wir schlieflen, dafl

1

e me(r) <e(r, <e(re

3=

Wegen e — 1 schlieBen wir, daf

nh_)rgo e(r,) =e(r) = e(nh_>ngO ) -
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4.2 Stetige reell-wertige Funktionen auf R

Definition 4.4 Fine Teilmenge U C R heifit offen, wenn fir jedes x € U ein € > 0
existiert, so daff (x —e,x +€) C U. Eine Teilmenge V C R heifit abgeschlossen, wenn
ihr Komplement R\ V' offen ist.

Offene Intervalle (a, b), (a, c0) sind offen. Abgeschlossene Intervalle [a, b] sind abgeschlossen.
Intervalle [a,b) (fiir b # oo) sind weder offen noch abgeschlossen.

Lemma 4.5 Die Vereinigung einer beliebigen Familie (U, )acr offener Teilmengen ist of-

fen.

Beweis: Sei x € Uy U,. Dann existiert ein a € I mit x € U,. Wir finden ¢ > 0, so daf3
(x —e,x +¢€) C U,. Dann gilt auch (x — €,2 4+ €) C UperU,. [ |
Eine etwas exotischere abgeschlossene Teilmenge des R ist die Cantormenge C,, fir
a € (0,1/2). Sei I := [a,b] ein Intervall. Dann setzen wir

Go(I) :==[a,b]\ ((a +a(b—a),b—a(b—a)) .

Ist A C R eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen A = L;I;, dann bilden
wir Go(A) = UgGa(Ig). Dies ist wieder eine endliche (in der Tat verdoppelte Zahl)
disjunkte Vereinigung von Intervallen und es gilt G,(A) C A. Wir starten nun mit dem
Einheitsintervall I := [0, 1] und bilden

Co =) Gh(I) .

k>0

Die Cantormenge C,, is abgeschlossen, da

R\ C, = [J®\ GL(D))

k>0
eine Vereinigung offener Mengen ist. Die Linge der Intervalle in G*(I) ist o*.

Definition 4.6 Fine Umgebung von x € R st eine Menge M C R, fir welche es eine
offene Teilmenge U C R mit x € U C M gibt.

Die Menge (—1, 1] ist eine Umgebung aller Punkte von (—1, 1), nicht aber von 1.

Fiir jeden Punkt = € C, ist C, keine Umgebung. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es
ein k > 0 derart, daB o < e. Weiterhin gibt es ein Intervall [u,v] € U C G%(I), welches
x enthélt. Dann ist (x — e,z 4+ €) € Go(U) und damit (z — e,z + €) € C,. Es gilt etwa
e & Gy (U), aber |z — Y2 <. .

Sei A C R eine beliebige Teilmenge.

Definition 4.7 FEine Teilmenge V C A ist offen in A, wenn sie von der Form'V = ANU
fuir eine offene Teilmenge von R ist. Eine Teilmenge B C A ist abgeschlossen in A, wenn
A\ B offen in A ist. Sei x € A. Fine Teilmenge M C A ist eine Umgebung von x in A,
wenn es eine Umgebung N von x € R mit M = AN N gibt.
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d.

. Die Menge A ist offen und abgeschlossen in A.

. Eine beliebige Vereinigung offener Teilmengen von A ist wieder offen in A.

Zum Beispiel ist (—1,1) N Q eine Umgebung von 0 in Q.
Die Punkte n € Z sind offen und abgeschlossen in Z.

Die Menge (0, 1] ist eine Umgebung von 1 in (-1, 1].

Sei ACRund f: A — R eine auf A definierte Funktion. Sei z € A.

Definition 4.8 (e-0-Definition) Fine Funktion f: A — R heifst (metrisch) stetig in x,
wenn fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, so daf$ ausy € A und |y—zx| < ¢ die Ungleichung

[f (@) = fy)] < e folgt.

1.

Die kanonische Einbettung A — R ist (metrisch) stetig in jedem x € A. In der Tat
kann man fiir gegebenes € > 0 ¢ := € wahlen.

. Die Funktion f(z) := 2? is in jedem Punkt zp € R (metrisch) stetig. Sei § > 0

gegeben. Dann wahlen wir § := min{ g, 1}. Es gilt fir |z — o < 4, daB

|2 — 22| = |2 — 270 + 220 — T
< |o? — xag| + |wwo — 23
< zlle = xol + |wollz — o
< ol +]z—20]) €l
< €

Ein Punkt x € A heifit isoliert, wenn es eine Umgebung von x in A gibt, welche
keine weiteren Punkte von A enthéalt. Zum Beispiel besteht Z C R aus isolierten
Punkten. Ist z € A isoliert, so ist eine beliebige Funktion f : A — R in x stetig. In
der Tat, sei € > 0 gegeben. Wegen der Isoliertheit von x kénnen wir 6 > 0 derart
wéhlen, dal (z — 0,2+ 0) N A = {z} gilt. Dann gilt |f(z) — f(y)| < e fliralley € A
mit |z — y| < §, da nur y := z diese Bedingung erfiillt.

Die Cantormenge C, besteht hat keine isolierten Punkte. Sei [u,v] C GX(I).
Dann sind u, v auch Anfangs und Endpunkte von Intervallen in G¥+1(I). Insbeson-
dere gilt u,v € C,. Sei z € C, und € > 0 gegeben. Dann gibt es ein £ > 0 derart,
daB o < e. Nun gibt es ein Intervall [u,v] € G(I), welches z enthilt. Dann
gilt u,v € (x —e,x + €) N C,. Zumindest einer dieser beiden Punkte muf§ von z
verschieden sein.

Definition 4.9 (Folgenstetigkeit) FEine Funktion f : A — R heifit folgenstetig in
x € A, wenn fir jede Folge (x,) mit x, € A und lim,,_,o x, = = auch (f(x,)) konvergiert
und lim,,_, f(z,) = f(z) gilt. |
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Die Funktion vertauscht also mit Grenzwerten bei z. Fir diese Definition mufl man nur
Konvergenzbegriffe fiir Folgen in A und R haben.

Definition 4.10 (Topologische Definition) FEine Funktion f : A — R heifit (topolo-
gisch) stetig in v € A, wenn fir jede Umgebung N C R von f(z) das Urbild f~1{(N) C A
eine Umgebung von x in A ist.

Diese Definition benutzt die Sprache der Umgebungen.

Satz 4.11 Die folgenden Aussagen sind aquivalent.
1. f st in x (metrisch) stetig.
2. f ist in x folgenstetig.
3. f st in x (topologisch) stetig

Beweis: Sei f (metrisch) stetig und (x,) eine Folge in A mit x,, — x. Sei € > 0 gegeben.
Dann wéhlen wir 6 > 0 derart, daf aus |y — x| < d folgt |f(y) — f(z)| < e. Nun wéhlen
wir ng € N derart, da§ aus n > ng folgt |z, — z| < 6. Nun gilt fir n > ny auch
|f(zn) = fl2)] <

Sei f folgenstetig und N C R eine Umgebung von f(x). Wir nehmen an, daf f~(V)
keine Umgebung von x ist. Dann existiert fiir jedes n € N ein z,, € (z — %, x4+ %) N A mit
f(z, € N). Folglich gilt x, — z, nicht aber f(x,) — f(z). Dies ist aber ein Widerspruch
zur Folgenstetigkeit von f in z.

Sei nun f in x (topologisch) stetig und € > 0 gegeben. Dannist N := (f(x)—e¢, f(z)+¢)
eine Umgebung von f(z). Folglich ist f~(/V) eine Umgebung von z. Also gibt es ein § > 0
derart, daB (z—4§, z+0)NA C f~Y(N). Damit folgt aus |[y—x| < 6, daB |f(y)—f(z)] <e W

In Anbetracht dieses Satzes werden wir fiir reellwertige Funktionen auf Teilmengen
des R nicht zwischen den verschiedenen Definitionen unterscheiden.
Sei A C R.

Definition 4.12 FEine Funktion f : A — R heifit stetig, wenn sie in allen Punkten von
A stetig ist.

1. Die Einbettung ¢ : A — R ist stetig. Sei x € A und M eine Umgebung von
i(r) = z. Dann ist i~'(M) = M N A nach Definition eine Umgebung von x in A.
Die Einbettung ist also stetig nach der topologischen Definition.

2. Die Summe und das Produkt in x stetiger Funktionen ist stetig in z. Seien f, g :
A — R stetig und (z,,) eine Folge in A mit x,, — x. Dann gilt

lim f(r)g(e,) = lim f(z,) Tim = f(a)g(z)

n—o0 ﬂg(:pn)

Das Produkt folgenstetiger Funktionen ist also folgenstetig. Fiir die Summe argu-
mentiert man genauso.
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3. Sei g(x) stetig in x und 0 ¢ g(A). Dann ist é stetig in x. In der Tat gilt fiir jedes

Folge (z,) in A mit z,, — z, daB§ -+~ — .

g(zn) 9(x)

4. Durch Kombination dieser Aussagen sieht man, dafl Polynome stetig sind.

p(x) _ -
e mit

5. Eine rationale Funktion f : A — R ist eine Funktion der Form f(z)
0 & g(A). Eine rationale Funktion ist stetig.

6. Wir hatten schon gesehen, daf fiir festes x > 0 die Potenzen R > r — 2" € R stetig
sind.

Wir diskutieren nun Unstetigkeiten. Sei A C R und f : A — R. Wir sagen, daf§ f
in z € A unstetig ist, wenn f in z nicht stetig ist.

1. Die Funktion 6 : R — R,

0 <0
H(x)::{ 1 x;()

ist in 0 unstetig. In der Tat ist (—1/2,1/2) eine Umgebung von 0 = f(0). Das
Urbild f~1((=1/2,1/2)) = (—00, 0] ist aber keine Umgebung von 0.

2. Die Funktion f: R — R

x <0
r>0ANzeR\Q
r =7 mit a,b € N teilerfremd

flw) =

SI= O O

ist genau in den positiven rationalen Zahlen unstetig. In der Tat ist f an allen z < 0
stetig.

Wenn z irrational und (x,,) — x eine Folge mit z,, — z ist, dann gilt f(z,) — 0. In
der Tat ist sogar f(x,) = 0 fiir irrationale Folgenglieder. Die rationalen schreiben
wir in der Form =z, = g—z mit teilerfremden natiirlichen Zahlen a,,b,. Dann mufl
b, — oo gelten. Folglich gilt f(z,;) — 0 fiir die Teilfolge (z,;) der rationalen
Glieder.

Wenn jedoch z rational ist, dann gilt f(z) # 0. Wir finden jedoch eine Folge
irrationaler Zahlen (x,,) mit x, — x. Es gilt f(z,) — 0 # f(z).

3. Die Funktion f: R — R,

0 2eR\Q

ist iiberall unstetig. Sei x € R. Wenn x € Q ist, dann wéhlen wir eine Folge (x,,)
irrationaler Zahlen mit z,, — x. Wenn x € R\ Q, dann wéhlen wir eine Folge (x,,)
rationaler Zahlen mit x,, — z. In jedem Fall gilt lim,,_,, f(z,) # f(z).
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4. Sei f: (a,b) — R gegeben und = € (a,b). Wir nehmen an, daBl fi, )\ (2} stetig ist.
Dann konnen unter anderem folgende Falle auftreten.
(a) fiz,p) ist stetig. Man spricht von einer Sprungstelle.
(b) fi(a,q] ist stetig. Man spricht von einer Sprungstelle.

(c) Es gibt eine stetige Funktion f: (a,b) — R mit ﬁ(a,b)\{w} = fi(ap)\{z}- In diesem
Fall spricht man von einer hebbaren Unstetigkeit.

(d) Die Funktion
a2t 240
fa) = { 0 =0

ist auf R\ {0} stetig, hat aber weder eine Sprungstelle noch eine hebbare
Unstetigkeit.

4.3 Zwischenwerte und Extremwerte

Wir betrachten eine stetige Funktion f : [a,b] — R mit f(a) <0 < f(b).
Lemma 4.13 (Zwischenwertsatz) Es gibt ein & € [a,b] mit (&) = 0.

Beweis: Sei U := {z € [a,b]|f(x) < 0}. Dann ist a € U, also U nicht leer. Folglich ist
£ :=supU € [a,b] definiert. Wir werden zeigen, dafl f(£) = 0 gilt.

Es gibt (Lemma 3.3) eine Folge (z,) mit =, € U und z,, — . Wegen der Stetigkeit
von f gilt f(z,) — f(€). Da f(z,) < 0 fir alle n ist, sehen wir f(§) < 0. Wire nun
f(€) < 0, dann wére f(z) < 0 fiir alle x in einer Umgebung von . Da in diesem Fall
¢ # b sein muB}; gibt es = € (§,b] mit f(x) < 0, also € U, was aber im Widerspruch zur
Definition von & steht. |

Die Vorausssetzung der Stetigkeit ist notwendig, wie das Beispiel der Funktion

-1 <0
[_1’1]'_){ 1 >0

zeigt.

Korollar 4.14 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig und v € R zwischen f(a)
und f(b) (also x € [f(a), f(D)]U[f(D), f(a)]. Dann gibt es ein & € [a,b] mit f(§) = x.

Beweis: Wir betrachten ¢g(§) = f(£) — 2z und wenden darauf (oder auf —g) den Zwischen-
wertsatz an. |

Es ist offensichtlich, dafl der Zwischenwertsatz fiir unstetige Funktionen nicht gelten
mu$.
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Lemma 4.15 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f([a,b]) beschrinkt. Weiterhin gibt es
a,w € [a,b] mit

fla) =inf f(la,b]) ,  f(w)=sup f([a,b]) .

Beweis: Die Menge f([a,b]) ist von oben beschrinkt. Andernfalls gédbe es eine Folge
(xn), T € [a,b], mit f(z,) > n. Diese Folge hat eine konvergente Teilfolge (z,,) mit
lim; 00 z,, = & Dann gilt lim; o f(x,,) = f(£), insbesondere ist die Folge (f(xn,))ien
also beschrankt, ein Widerspruch.

Wir beweisen nur die zweite Gleichung. Sei M = sup f([a, b]). Dann gibt es eine Folge
() mit x, € [a,b] derart, daB f(z,) — M gilt. Diese Folge ist beschréinkt und hat
deshalb eine konvergente Teilfolge.

Indem wir die Folge durch diese Teilfolge ersetzen, kénnen wir annehmen, daf§ x,, — w
fiir ein w € [a,b]. Dann gilt f(w) = f(lim,— 0 ) = lim, o0 f(2,) = M. |

Wir bemerken, dafl dieser Beweis die spezielle Eigenschaft abgeschlossener Intervalle
benutzt, dafl beschrankte Folgen konvergente Teilfolgen besitzen.

Lemma 4.16 Sei [a,b] C R und f : [a,b] — R streng monoton wachsend. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f:]a,b] = [f(a), f(b)] ist bijektiv.
2. f ist stetig.

In beiden Fdllen ist =1 : [f(a), f(b)] = [a,b] auch streng monoton und stetig.

Beweis: Sei f bijektiv und in x € [a,b] nicht stetig. Sei (x,) eine Folge mit =, — x
derart, daB f(x,) keinen Grenzwert hat. Dann gibt es Zahlen ¢,d € [f(a), f(b)] mit
liminf f(z,) < ¢ < d < limsup f(z,). Nun ist ¢ = f(y) und d = f(z) fur y,z € [a,b]
und es gibt beliebig grofie n, m derart dafl z, < y < z < x,,. Das ist aber wegen x,, — =
unmoglich.

Wenn f stetig ist, dann ist f surjektiv nach dem Zwischenwertsatz. Wegen der Mono-
tonie ist f auch injektiv.

In beiden Féllen existiert f~! und ist streng monoton. Da f~! auch bijektiv ist, ist
diese Funktion stetig. [ |

4.4 Abstand, metrische und topologische Raume

Wir betrachten jetzt eine Menge X. Um sagen zu koénnen, daf eine Folge (x,,) gegen einen
Punkt = konvergiert, brauchen wir eine Methode, den Abstand von x, zu x zu messen,
oder wenigstens eine Moglichkeit, von Umgebungen von z zu reden.

Definition 4.17 Fine Metrik (oder Abstandsfunktion) auf X ist eine Funktion d : X x
X — [0,00) mit folgenden FEigenschaften:
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1.

d(z,y) =0z =y,

2. d(z,y) = d(y, ),
3. d(z,y) < d(x,2) +d(z,y),

wobei x,y, z beliebige Punkte in X bezeichnen.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus eine Menge mit einer Abstandsfunktion.
Sei (X, d) ein metrischer Raum und z € X.

Definition 4.18 FEine Folge (x,,) in X konvergiert gegen x € X, wenn d(z,,x) — 0 gilt.

Wir konnen auch den Begriff einer Cauchyfolge verallgemeinern.

Definition 4.19 Fine Folge (x,) in X ist eine Cauchyfolge, wenn fir jedes ¢ > 0 ein
no € N ezistiert, so daf$ fir n,m > ng gilt d(z,, z,,) < €.

Hier sind einige Beispiele metrischer Raume:

1.

Die Funktion d : R x R — [0,00), d(z,y) := |z — y| ist eine Abstandsfunktion.
Mit dieser Abstandsfunktion ist die obige Definition der Konvergenz die uns schon
bekannte.

Ist X ein metrischer Raum und A C X ein Teilmenge, dann ist A mit dem
eingeschrénkten Abstand djaxa : A X A — [0, 00) auch ein metrischer Raum.

Jede Teilmenge A C R ist also in natiirlicher Weise ein metrischer Raum.

. Eine konvergente Folge in einem metrischen Raum ist immer ein Cauchyfolge. Die

Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Die Folge (%) ist eine Cauchyfolge in (0, 00),
hat aber keinen Grenzwert, da 0 ¢ (0, 00).

Definition 4.20 Wir nennen einen metrischen Raum vollstandig, wenn in ihm
jede Cauchyfolge konvergiert.

Sei X eine beliebige Menge. Die Funktion dgs. : X x X — [0, 00),

_J 0 z=y

ist eine Abstandsfunktion, der diskrete Abstand. In dem Raum (X, dgs.) kon-
vergiert eine Folge genau dann gegen x, wenn z, = zx fiir alle geniigend grofie n
ist.
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6. Sei B eine endliche Menge und (7, dr) ein metrischer Raum. Dann definieren wir
auf X := TP eine Abstandsfunktion durch

d(f,g) = maxsepdr(f(b), g(b)) -

Wir miissen die Dreiecksungleichung zeigen. In der Tat gilt fiir f,g,h € T?

d(f,9) = maxpepdr(f(b),g(b))
S maxbeB{dT( <b> h(b)) + dT( ( ) <b>>}
< maxbeBdT( (b), (b)) + maXbeBdT<f(b) ( ))

d(f,h) +d(h,g) .

Eine Folge (f,) in (X, d) konvergiert genau dann, wenn (f,(b)) fir alle b € B
konvergiert. In der Tat, wenn f, — f, dann gilt max,egdr(f. (), f(b)) — 0, also
dr(fn(b), f(b)) — 0 fiir alle b € B.

Mége umgekehrt dr(f,.(b), f(b)) — 0 fiir alle b € B gelten. Fiir € > 0 finden wir eine
Familie (np)pep € N derart, daf fiir alle b € B und n > ny, gilt: dr(fs, (), f(b)) < e.
Wir setzen ng := max{n,|b € B}. An dieser Stelle ist die Endlichkeit von B wichtig.
Dann gilt fiir alle n > ng und alle b € B auch dy(f,(b), f(b)) < €, also d(f,, f) =

maxpepdr(fa(b), f(b)) < e

7. Ein besonders wichtiges Beispiel ist der Raum R™ mit der Metrik

doo(,y) == max{|z; —yli € {1,...,n}}.

8. Durch deyr(z,y) \/ Yo (@i —y;)? wird die Euklidische Metrik auf R™ definiert.
Wir miissen die Drelecksunglelchung nachweisen. Wir setzen fir z,y € R”

n
<x,y >i= ley, |z|| =< x, 2z >1/2

Dann gilt deyri(x,y) = || — y||. Wir zeigen zunéchst die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung
| <y > <|=lllyl .

Der Fall z = 0 ist klar. Sei nun x # 0. Dann setzen wir u := ix Y2 Es gilt

0 < <y—ux,y—uxr>
<yy>-—2u<z,y>+ud <z >
<z y >2

<zy>

= <yy>-

Daraus folgt
<xy>i<<wr ><y,y> .
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10.

Wir schlielen nun

lz +yll* = lll* + 2 < 2,y > +lyl* < ll2l* + 22yl + yl* < (=l + llyl)* -
Daraus folgt die Dreiecksungleichung
deura(7,y) = llz—yll = lz =2+ 2=yl < llz =2+ 2 =yl = dewns(, 2) + dewna (2, ) -

Sei C'([a, b]) die Menge der stetigen reellewertigen Funktionen auf einem beschrankten
Intervall [a,b] C R. Wir definieren fiir f € C([a, b]) die Norm || f|| := sup,¢(q [f ()]
(beachte, dafl f beschréankt ist und somit das Supremum existiert) und setzen
d(f,g) == ||f — gll. Man sagt, daf eine Folge von Funktion (f,) in C([a,b]) gle-
ichméafig gegen f € C([a,b]) konvergiert, wenn sie im Raum (C(|a,b]),d) kon-
vergiert. Wir miissen wieder die Dreiecksungleichung zeigen. Es gilt

d(f,g) = sup |[f(x)—g(v)]

z€la,b]
< Sél[lpb}ﬂf(ff) — h(z)| + |h(z) — g(x)[}
< i |f(2) = h(z)| + sup, |f(z) = h(z)|

= d(f,h)+d(h,g) .

Sei X eine Menge. Wir betrachten die Menge X der Folgen in X und definieren

d((xn>v (yn)) = Z 27”ddi30<xnu yn) .

Die Summe konvergiert immer, da >~ 27" eine konvergente Majorante ist. Sym-
metrie und Nichtnegativitit von d sind klar. Es gilt d((x,), (y,)) genau dann, wenn
die Folgen gleich sind. Wir zeigen die Dreiecksungleichgung.

d((zn), (yn)) = ZQ_nddz‘sc(xmyn)

Z 27nddisc(l‘n7 Zn) + ddisc(zna yn)

<
i=1

= Z 27nddisc<xn7 Zn) + Z 27nddisc<zn7 yn>
i=1 1=1

= ddisc((xn)a (Zn)) + ddisc((zn)’ (yn)) :

Wir analysieren, was lim; ,(2;,) = (x,) bedeutet. Sei ¢ > 0 gegeben. Damit
d((@in), (x,)) < €ist, muB x;,, = x,, fur alle i mit 27* > € gelten. Sei i derart, dafl
Z;’iio 27 < e gilt. Wenn T;n = Ty, fr ¢ <ig gilt, dann konnen die Folgenglieder z; ,
mit ¢ > 4o beliebig sein. Fir jedes n € N muf} insbesondere z;, = z,, fir gentigend
grofle ¢ gelten, das ist aber nicht hinreichend.
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Sei (X, d) ein metrischer Raum, z € X und r € R.

Definition 4.21 Mit B(x,r) := {y € X|d(z,y) < r} bezeichnen wir den Ball um x mit
dem Radius r.

1. In R mit dem Abstand d(z,y) = |z — y| ist B(z,r) = (x — t,z + 7).
2. In (R, deukl) ist
B(z,r)={y eR"> (i —y)* <1’}
i=1
eine geometrische Kugel.

3. In (X, dysc) ist B(x,r) entweder gleich X fiir » > 1 oder {z} fir r < 1.

Aus der Dreiecksungleichung folgt: Wenn y € B(z,r) und s + d(z,y) < r, dann gilt
B(y,s) € B(x,r).
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 4.22 Wir nennen eine Menge U C X offen, wenn fir x € U ein r > 0
existiert mit B(xz,r) C U. Fine Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komple-
ment X \ A offen ist. Die Menge T := {U € P(X)|U ist offen} heifit die von d auf X
induzierte Topologie.

1. X und 0 sind offen und abgeschlossen.

2. Die Balle B(x,r) sind offen.

3. In R mit dem Abstand d(x,y) = |z — y| sind offene Intervalle offen.
4. (X, dgisc) sind alle Mengen offen und abgeschlossen.

5. Die durch d, und d.,x; auf dem R™ induzierten Topologien auf R™ stimmen iiberein.

Die Aussage 5. ist Spezialfall einer allgemeineren. Seien dy, d; Metriken auf einer Menge
X.

Definition 4.23 Die Metriken heiflen dquivalent, wenn es 0 < ¢,C' € R ¢ibt, so dafs
fiir alle x,y € X cdo(z,y) < di(z,y) < Cdo(x,y) gilt.

Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, da man dann auch
Cldi(z,y) < do(z,y < ¢ Hdi(2,y)
hat.

Lemma 4.24 Wenn die Metriken dy, dy auf X dquivalent sind, dann stimmen die durch
sie induzierten Topologien Ty und Ty auf X dberein.

64



Beweis: Sei U € Ty. Wir miissen zeigen, dafl U € 7;. Sei x € U. Dann gibt es r > 0
derart, dal By, (z,7) C U. Wenn fiir z € X die Ungleichung d;(z, z) < cr gilt, dann gilt
auch dy(z,z) < ¢ 'dy(x,2) < r, also z € By, (z,r). Wir schlieBen, dafl By, (z,cr) CU. R

Lemma 4.25 Die Metriken ds und deyr; auf R™ sind dquivalent.

Beweis: In der Tat gilt offensichlich fiir alle z,y € R" doo(x,y) < dewri(x,y). Auf der
anderen Seite gilt

Z(% — yi)?

i=1

deukl (l’, y)

Vnmax! [z; — y;|?
Vvnmax?_ |r; — vl

Video(2,y) -
Sei (X, d) ein metrischer Raum und 7 die induzierte Topologie. Dann

1.0, X eT,

IA A

2. T is abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten. In der Tat, sei (U;);e; eine
endliche Familie in 7 und = € (,.; U;. Dann gibt es (r;);e; mit r; > 0 und B(z,7;) C
U; fur alle i € I. Wir definieren r := min{r;|i € I} > 0 (hier ist die Endlichkeit von
I wichtig). Dann gilt B(z,r) C B(z,r;) fir all ¢ € [ und damit B(x,r) C. Folglich
ist mie[ UZ € T

3. T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen. In der Tat, sei (U;);c; eine
beliebige Familie in 7" und z € (J,.; U;. Dann gibt es ein i € I mit x € U;. Folglich
gibt es r > 0 mit B(x,r) C U;. Damit gilt auch B(z,r) C (J;c; Us;. Wir schlieBen
Uit Ui e T.

Wir axiomatisieren diese Eigenschaften von T .
Definition 4.26 FEine Topologie auf einer Menge X ist eine Teilmenge T C P(X) mit:
1. 0, X eT,
2. T 1is abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten.
3. T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen.

Fin topologischer Raum ist ein Paar (X, T) aus einer Menge X und einer Topologie

T auf X.

1. Die von einem Abstand auf X induzierte Topologie ist eine Topologie in diesem
Sinne.
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2. Die vom diskreten Abstand auf X induzierte Topologie ist die diskrete Topologie
7:11'50 - P(X)

3. Ist (X, T) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann ist Ty :=
{UNA|U € T} eine Topologie auf A. In der Tatist ) =0NA € Ty, A=XNAe€ A.
Ist (V;)ies eine Familie in Ty, dann gibt es eine Familie (U;);e; in 7 mit V; = U; N A.
Ist I endich, dann gilt

Vi=(UNA)=(UNAETx.

iel iel iel

Fiir beliebige I gilt

Uvi=Juina)=JunAeT.

iel iel iel
Wir nennen 74 die Einschrankung der Topologie 7 auf A.
4. Die Menge {0, X} C P(X) ist die chaotische Topologie auf X.

5. Sei X ={a,b,c} und
T :={0,{a},{a, b}, X} .

Dies ist eine Topologie. Diese kommt aber nicht von einem Abstand. In der Tat,
wére diese Topologie von einem Abstand d induziert, dann wiirde 0 < d(a,b) =: s
gelten. Damit wire a ¢ B(b, 5). Andererseits ist B(b, 5) offen. Die einzigen offenen
Mengen, welche b enthalten, sind X und {a, b}, und diese enthalten auch a.

Ein besoonders wichtiges Beispiel ist die vervollstandigte Zahlengerade
R:=RU{—00,00} .

Die Topologie auf R wir wie folgt definiert. Eine Menge U C R ist genau dann offen,
wenn

1. UNR offen ist,
2. wenn oo € U gilt, auch (a,00) C U fiir ein a € R gilt,

3. wenn —oo € U gilt, auch (—oo,a) C U gilt.

4.5 Konvergenz im metrischen und topologischen Kontext

Wir hatten schon konvergente Folgen und Cauchyfolgen in metrischen Rdumen definiert.
Wiéhrend Cauchyfolge ein metrischer Begriff ist, kann man konvergente Folgen im topol-
ogischen Kontext verstehen.

Lemma 4.27 FEine konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cachyfolge.
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Die Umkehrung gilt nicht.
In einem topologischen Raum (X,7) kann man von Umgebungen reden. Sei (X,T)
ein topologischer Raum.

Definition 4.28 FEine Menge M C X ist eine Umgebung von v € X, wenn es eine
offene Teilmenge U € T mitx € U C M gibt.

Definition 4.29 Fine Folge (z,) in einem topologischen Raum (X,T) konvergiert
(topologisch) gegen x € X, falls fir jede Umgebung M wvon x ein ng € N existiert,
so daf$ x, € M fir alle n > ng gilt.

Mit Hilfe diese Begriffs konnen wir etwa sagen, dafl eine Folge reeller Zahlen (z,,) gegen
oo konvergiert. Dazu betrachten wir diese Folge in der vervollstandigten Zahlengeraden
R. Explizit bedeutet 2, — oo folgendes. Fiir jedes a € R ist (a, 00)U{oo} eine Umgebung
von oo. Folglich gibt fiir jedes a € R ein ny € N derart, dal aus n > nq folgt x,, > a. Ist
V' eine Umgebung von co. Dann gibt es ein Intervall (a,00) C V. Dann gilt fiir n > ny,
dafl a, € (a,00) CV

Wir zeigen nun fiir metrische Raume, dafl der Begriff der topologischen Konvergenz
mit dem alten zusammenfallt.

Lemma 4.30 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (X,7T) der unterliegende topologische
Raum. FEine Folge (x,) konvergiert genau dann (metrisch) gegen x, wenn sie (topologisch)
gegen x konvergiert.

Beweis: Gelte x, — x metrisch und sei M eine Umgebung von x. Dann gibt es ein r > 0
derart, dafl B(z,r) C M. Wegen d(z,,d) — 0 finden wir ein ng € N derart, daf§ fiir
n > ng gilt d(z,,z) < r. Fir n > ng gilt dann z,, € B(x,r), also z,, € M.

Gelte nun x,, — z topologisch. Sei € > 0 gegeben. Dann ist B(z,¢€) eine Umgebung
von z. Folglich finden wir ein ny € N derart, daf$ fiir alle n > ng gilt z,, € B(x,€). damit
folgt aus n > ng, daf d(z,z,) < e. [ |

Im allgemeinen konnen Topologien unerwartete Eigenschaften haben. Sei 7 := {0, X} C
P(X) ist die chaotische Topologie auf X. In dieser Topologie konvergiert jede Folge (x;)
gegen jeden Punkt. Insbesondere kann eine Folge mehrere verschiedene Grenzwerte
haben.

Bei Topologien, welche von Metriken kommen, passiert das nicht. Diese haben die
Hausdorffeigenschaft.

Definition 4.31 FEin topologischer Raum X ist Hausdorffsch, wenn fir alle z,y € X
mit x # y Umgebungen M, N von x,y existieren mit M NN = ().

Zum Beispiel ist die vervollstindigte Zahlengerade R Hausdorffsch.

Lemma 4.32 Der unterliegende topologische Raum eines metrischen Raumes ist haus-

dorffsch.

67



Beweis: Sei (X,d) metrisch und z,y € X mit 2 # y. Dann gilt 0 < ¢ = d(z,y). Wir
betrachten die Umgebungen M := B(z,§) und N := B(y,{). Wenn z € M N N gilt,
dann ist ¢ = d(z,y) < d(z, 2) +d(z,y) < §+ § = 5, ein Widerspruch. [

Lemma 4.33 In einen hausdorffschen topologischen Raum hat eine Folge hochstens
einen Grenzwert.

Beweis: Sei (z;) eine Folge in einem hausdorffschen topologischen Raum und gelte z; — =,
x; — y fur x # y. Dann gibt es Umgebungen M, N von x,y mit M NN = (). Auf der
anderen Seite enthalten sowohl M also auch N alle bis auf endlich viele Folgenglieder.
Das ist eine Widerspruch. [ |

Ist (X, 7) hausdorffsch und A C X, dann ist auch (A, 74) hausdorffsch. Die Haus-
dorffeigenschaft von X vererbt sich auf A.
Sei (X, T) ein topologischer Raum.

Definition 4.34 FEine Teilmenge A C X heifst folgenabgeschlossen, wenn fir jede
Folge (a;) in A mit a; — = auch x € A gilt.

Lemma 4.35 FEine abgeschlossene Menge A C X in einem topologischen Raum ist fol-
genabgeschlossen.

Beweis: In der Tat, sei (a;) eine Folge in A und a; — z. Wenn z ¢ A, dann ist X \ A eine
Umgebung von x in X und enhéalt damit fast alle Folgenglieder. Das ist nicht moglich.l

Die Umkehrung gilt nicht. Dazu betrachten wir die Menge X := {0, 1}® mit folgender
Topologie. Ist f € X und B C R endlich, so ist

Ve(f) =19 € X|f(z) = g(z) fiir alle x € B}
per definitionem eine Umgebung von f. Wir setzen
T :={U C X|U enthdlt Umgebung jedes ihrer Punkte} .

Fiir die Konsistenz miissen wir zeigen, dafl die Mengen Vg(f) in T liegen. Sei g € Vi(f).
Dann ist in der Tat Vg(g) = Va(f).

Wir weisen nun die Topologieaxiome nach. Klarist (), X € 7. Weiter ist 7 abgeschlossen
unter beliebigen Vereinigungen. Sei (U;);cs eine endliche Familie. Dann ist auch (., U; €
T. Sei f €Ny Us und Vp,(f) € U;. Dann ist Vi, 5,(f) € iy Us- Der Raum (X, 7T)
ist hausdorffsch. In der Tat, sei f # ¢g. Dann gibt es x € R mit f(x) # g(z). Dann ist
Viert(f) N Vigy(g) = 0. In X gilt f, — f, wenn fiir jede endliche Teilmenge B C R fiir
gentigen grofe n gilt (f,);z = fip. Es reicht sogar, fiir B einpunktige Mengen zu nehmen.

Sei f € X. Wir betrachten nun die Menge

A:={g € X|{z € R|f(z) # g(x)} ist abzéhlbar} .
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Diese Menge ist folgenabgeschlossen. In der Tat, sei (g,,) eine Folge in A mit g, — g.

Dann ist {g, # f} abzédhlbar fiir alle n. Folglich ist C' := |J,cn{9n # f} abzéhlbar.
Fir z € C gilt f(z) = gu(z) = g(x) fiir geniigend groBe n. Damit ist {f # g} C C
abzahlbar.

Wir zeigen nun, dafl A nicht abgeschlossen ist. Sei dazu g € X'\ A. Ist B C R endlich,
dann gilt Vz(g) N A # (). In der Tat kann man h(x) := g(x) fir z € B und h(z) := f(z)
fir x € R\ B definieren. Dann gilt h € Vg(g) und {h # f} C B ist abzdhlbar. Damit
enthédlt X \ A keine Umgebung von g und ist damit nicht offen.

Lemma 4.36 In einem metrischen Raum sind folgenabgeschlossene Mengen abgeschlossen.

Beweis: Sei (X, d) metrisch und A C X folgenabgeschlossen, aber nicht abgeschlossen.
Dann gibt es einen Punkt z € X \ A, fiir welchen jede seiner Umgebungen A nichttrivial
schneidet. Insbesondere gibt es fiir jedes n € N ein a,, € AN B(x, %) Es gilt a,, — = und
x ¢ A. Widerspruch. [ |

Unser Beispiel zeigt, dafl es Hausdorffraume gibt, welche nicht von metrischen Rdumen
kommen.

Definition 4.37 Ein topologischer Raum heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in
diesem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 4.38 FEine Uberdeckung eines topologischen Raumes (X, T) ist eine Familie
(Us)ier offener Teilmengen mit | J,c; U; = X.

Eine Teiliiberdeckung von (U;);c; ist eine Uberdeckung (U;);ep mit einer Teilmenge
I'C1.

Definition 4.39 Ein topologischer Raum heift quasi-kompakt, wenn jede Uberdeckung
eine endliche Teiltuberdeckung besitzt. Wenn er zusdtzlich Hausdorffsch ist, dann heif§t er
kompakt.

Lemma 4.40 In einem Hausdorffraum ist eine kompakte Teilmenge A C X abgeschlossen.

Beweis: Seix € X\ A. Wir miissen eine Umgebung von z in X\ A konstruieren. Fiir jedes
a € A finden wir offene Umgebungen W, und V, von a und z mit W, NV, = (. Die Fam-
ilie (W, N A)uea ist eine Uberdeckung von A. Wir wihlen eine endliche Teiliiberdeckung
(WaA)aer aus und bilden U := NgeU,. Dann gilt UNA C UNY,e; Wa = 0. Weiterhin
ist U offen. [ |

1. Wir hatten schon gesehen, dafi abgeschlossene Intervalle in R folgenkompakt sind.

2. Ist X folgenkompakt und A C X folgenabgeschlossen, dann ist auch A folgenkom-
pakt. In der Tat, ist (a,) eine Folge in A. Dann hat diese eine Teilfolge, welche in
X konvergiert und der Grenzwert liegt in A. Somit konvergiert (a,) auch in A.
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3. Sei (f,) eine Folge in der Menge A im obigen Beispiel. Dann ist C':= (J, .y {fn # f}
abzdhlbar. Wir wahlen eine Abzéhlung (¢,). Wir wihlen nun induktiv Teilfolgen
so aus, daB f;,(¢;) = fi1(c;) fiir alle j < 4. Im Schritt (¢ — 1) nach (i) betrachten
wir zwei Falle:

(a) Die Folge (fi—1n(c;)) nimmt den Wert 0 unendlich oft an. Dann wéhlen wir
die als Teilfolge alle Glieder mit f;_1,(c;) = 0.

(b) Andernfalls wahlen wir als Teilfolge (f;,) alle Glieder mit f;_; ,(¢;) = 1.

Wir betrachten nun die Diagonalfolge (f, ), auch eine Teilfolge. Die Folge (f,, ,(c))
stabilisert sich fiir jedes ¢ € C'. Deshalb konvergiert (f,, ) gegen g. Da{g # f} CC
gilt und damit insbesondere abzahlbar ist, ist g € A. Damit ist A folgenkompakt,
aber nicht abgeschlossen.

Definition 4.41 Ist A C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes, so bezeichnet
A= {z € Aljede Umgebung von x schneidet A}
die abgeschlossene Hiille von A

und fir AC B C X auch A C B.

Lemma 4.42 Die abgeschlossene Hiille von A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge
von A, welche A enthdlt.

Beweis: In der Tat ist A abgeschlossen. Ist nimlich ¢ A, dann gibt es eine offene
Umgebung von A, welche A nicht schneidet. Damit ist das Komplement von A die
Vereinigung aller dieser Umgebungen iiber die Punkte des Komplementes und damit offen.

Es gilt A C A.
Sei nun A C B und B abgeschlossen. Ist z ¢ B, dann ist X \ B eine Umgebung von
X welche A nicht schneidet. Also gilt © ¢ A. Folglich gilt A C B. [ |

Lemma 4.43 Fir einen metrischen Raum sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Der Raum ist kompakt.
2. Der Raum ist folgenkompakt.

Auflerdem folgt aus beiden Kompaktkeitsbedingungen die Vollstindigkeit.

Beweis: Sei X ein kompakter metrischer Raum. Sei (z,,) eine Folge in einem kompakten
Raum. Wir bilden

F, :={z;|i > n}
e >0 Fn gibt. In der Tat wére andernfalls (X \ F},)nen
eine Uberdeckung von X, aus welcher man eine endliche Teiliiberdeckung auswahlen

und zeigen, daf} es einen Punkt x €
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konnte. Wegen --- C F,,.; C F,, C ... wire dann F,, = () fir ein n € N, was unmoglich
ist. In jeder Umgebung B(z, %) gibt es ein z,, mit n; > n derart. Die Teilfolge (z,)
konvergiert gegen z. Damit ist der Raum folgenkompakt.

Sei nun X folgenkompakt. Wir zeigen die Vollstdndigkeit. Sei (x,) eine Cauchyfolge
in X. Dann besitzt diese eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert x. Dann gilt aber auch
Ty — T

Wir nehmen nun an, dal X folgenkompakt ist und schlieBen die Kompaktheit. Wir
zeigen zuerts, dafl X total beschrankt ist, also fiir jedes ¢ > 0 durch endlich viele Balle
vom Radius € > 0 iiberdeckt werden kann. Andernfalls gébe es eine Folge (x,) mit der
Eigenschaft, daBl min;<,d(x,11, ;) > € fiir alle n gilt. Diese Folge kann keine konvergente
Teilfolge enthalten.

Sei (U;);er eine Uberdeckung. Wir nehmen an, daf diese Uberdeckung keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Wir wihlen induktiv eine Folge von Kugeln K,, := B(z,,2™")
derart, daB K, nicht von einer endlichen Teiliiberdeckung tiberdeckt wird. In der Tat
kann X mit endlich vielen Kugeln vom Radius 27" iiberdeckt werden, und eine dieser mit
nichtleerem Durchschnitt mit K, mufl die geforderte Eigenschaft haben. Sei (z,) die
Folge der Mittelpunkte. Es gilt fiir m > n daf

d(l’n,xm) S Z d<xi717'xi> S Z 217@' S 2in+1 .
i=n+1 i=n+1

Wir sehen, da8 (z,) eine Cachyfolge ist und damit einen Grenzwert x hat. Sei x € U; fiir
ein ¢ € 1. Dann gilt fiir ein € > 0 daB B(z,¢) C U;. Es gibt nun ein n > 0 mit d(z, z,) < §
und 27" < §. Dann gilt aber B(x,,27") C U; im Widerspruch zur Konstruktion der Folge
der Balle. |

In der Tat ist nicht jeder kompakte Raum folgenkompakt. Hier ein Beispiel. Wir betra-
chten den Raum F' der Folgen mit Werten im Intervall [0, 1]. Sei X := [];.z[0,1] = [0, 1]""
Nach dem Satz von Tychonov ist dieser Raum mit der Produkttopologie kompakt. Wenn
wir X als Funktionenraum auffasssen, dann ist die Konvergenz die punktweise Konver-
genz. Sei 0, € X durch 6,((a,)) := a, gegeben. Die Folge (6,) hat keine konvergente
Teilfolge. In der Tat, wenn (d,,) eine solche Teilfolge wire, dann wéhlen wir (a,) € F
derart, dafl a,, = 1/2 + (—1)"1/2 gilt. Dann ist d,,((a,)) = 1/2 + (—1)"1/2 sicher nicht
konvergent, ein Widerspruch.

Wir betrachten den Raum R"™ mit der von d.,x; induzierten Topologie. Diese Topologie
ist immer gemeint, wenn nichts anderes gesagt wird.

Definition 4.44 FEine Teilmenge eines metrischen Raumes heifst beschrankt, wenn sie
in einem Ball enthalten ist.

Lemma 4.45 FEine Teilmenge von R™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und
abgeschlossen ist.

Beweis: Sei A C R beschrinkt. Dann gibt es ein R € R derart, da8 A C B(0, R). Wenn
(zt,...,2") € A, dann gilt 2" < R. Sei jetzt (z;) eine Folge in A. Dann sind die Folgen
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(x%) fiiri = 1,...,n beschrinkt. Wir withlen nun in n Schritten Teilfolgen aus. Im ersten
Schritte wahlen wir eine Teilfolge so daf} (x}h) konvergiert. Dann wéahlen wir aus dieser
wieder eine Teilfolge so dafl (:E?LJ) konvergiert. Nach n Schritten haben wir eine Teilfolge
derart, daB (z¢ ) fir alle i« = 1,...,n konvergieren. Damit konvergiert z; — z. Wenn
jetzt A abgeschlossen ist, dann gilt x € A.

Sei nun A kompakt. Dann ist A abgeschlossen. Ware A nicht beschrankt, dann giabe
es eine Folge (x,) in A mit d(x,,0) — oco. Diese hat dann aber keine konvergente Teil-

folge, ein Widerspruch. [ |

Die vervollstandigte Zahlengerade ist kompakt und Folgenkompakt.

4.6 Stetigkeit im metrischen und topologischen Kontext

Wir kénnen nun die verschiedenen Definitionen der Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y
an der Stelle x im metrischen und topologischen Kontext verallgemeinern. Seien X,Y
topologische Raume.

Definition 4.46 Die Abbildung f ist an der Stelle x folgenstetig, wenn fiir jede Folge
(xn) in X mit x, — x auch f(x,) — f(z) gilt.

Definition 4.47 Die Abbildung f ist an der Stelle x (topologisch) stetig, wenn fiir
jede Umgebung M von f(x) in'Y das Urbild f~Y(M) eine Umgebung von x in X ist.

Sind (X, dx) metrisch und (Y, 7y) topologisch, dann haben wir auch eine metrische Def-
inition

Definition 4.48 Die Abbildung f ist an der Stelle x (metrisch) stetig, wenn fir jede
Umgebung M von f(z) ein 6 > 0 ezitsiert, so dafy aus dx(u,z) < folgt f(u) € M.

Im topologischen Kontext gilt:
Lemma 4.49 Stetigkeit (topologisch) impliziert Folgenstetigkeit.

Beweis: Sei f an der Stelle x stetig und (x,,) eine Folge in X mit z,, — =. Sei M eine
Umgebung von f(z). Dann ist f~!(M) eine Umgebung von z. Deshalb gibt es ein ny € N
derart, dafl aus n > ng folgt x,, € f~1(M). Damit gilt f(x,) € M fiir alle n > ny. Folglich
gilt f(z,) — =. [
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Hier ist wieder unser Gegenbeispiel. Wir
betrachten den topologischen Raum X = {0,1}® wie oben und A C X. Seibec A\ A
und Y := AU{b} mit der induzierten Topologie. Wir betrachten die Funktion ¢ : ¥ — R
mit ¢(a) := 1 fir a € A und ¢(b) := 0. Sei (y,) eine konvergente Folge in Y. Wenn
unendlich viele Glieder der Folge in A liegen, dann hat die Teilfolge dieser Glieder einen
Grenzwert y € A. Dann konnen aber nur endlich viele Glieder gleich b sein, weil es sonst
auch eine gegen b # y konvergierende Teilfolge gibe, was wegen der Hausdorffeigenschaft
nicht moglich ist. In diesem Fall gilt ¢(y,) — 1 = ¢(y). Wenn nur endlich viele Glieder

72



der Folge in A liegen, dann gilt y, — b und ¢(y,) — 0 = ¢(b). Waire ¢ stetig, dann wére
die Menge A := ¢~ {1} abgeschlossen in Y, sie ist es aber nicht. Wire namlich A = YNE
fiir eine abgeschlossene Menge F C X, dann wéare b ¢ E. Dann wére aber X \ E eine
offene Umgebung von b welche A nicht schneidet. Damit wire b & A.

Lemma 4.50 Ist X ein metrischer Raum, dann stimmen die Begriffe der Folgenstetigkeit,
Stetigkeit (topologisch) und Stetigkeit im Sinne der e-0-Definition tberein.

Beweis: Wir betrachten f: X — Y, Y ist topologisch, und x € X. Die Implikationen
€ — d-stetig in & = stetig in = = folgenstetig in x

sind einfach oder schon gezeigt worden. Sei f : X — Y nun folgenstetig, nicht aber € — 4-
stetig. Dann finden wir eine Umgebung M von f(z) derart, daB fiir alle n € N ein z,, € X
mit dx(z,,z) < 6 und f(z,) € M gilt. Damit gilt z,, — z, nicht aber f(z,) — f(x), ein
Widerspruch zur Folgenstetigkeit. |

Definition 4.51 FEine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdume ist stetig,
wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Eine effektive Charakterisierung der Stetigkeit einer Abbildung f : X — Y zwischen
topologischen Raumen ist:

Lemma 4.52 f: X — Y ist genau dann stetig, wenn fir jedes offene U CY das Urbild
Y U) C X offen ist.

Beweis: Sei diese Bedingung erfiillt, z € Y und M C Y eine Umgebung von f(x). Dann
gibt es ein offene Umgebung U C M von f(x) und f~1(U) ist eine offene Umgebung con
x. Folglich ist auch f~'(M) eine Umgebung von .

Fiir die andere Richtung sei U C Y offen. Sei x € f~1(U). Dann ist U eine Umgebung
von f(z) und somit f~*(U) eine Umgebung von z. Damit gibt es ein offenes V,, C f~1(U)
mit z € V,. Wir wihlen so ein V, fiir alle z € f~*(U). Dann gilt

o =Uv.

zelU

Diese Vereinigung offener Menge ist offen. |

Lemma 4.53 Die Abbildungen +,x : R x R — R und ~* : R\ {0} — R sind stetig.

Beweis: 'Wir haben die Folgenstetigkeit schon gezeigt. |

Seien X, Y, Z topologische Raume und f: X — Y und g : Y — Z stetig.
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Lemma 4.54 Die Komposition go f : X — Z st setig.

Beweis: Sei U C Z offen. Dann ist ¢7*(U) C Y offen. Folglich ist (g o f)~*(U)
g H(U)) C X offen.

Weitere typische Beispiele stetiger Abbildungen

1. Sei X eine Menge und 7y C 7;. Dann ist die identity idy stetig als Abbildung
(X, T1) — (X, To)-

2. Sei X eine Menge F,(X) die Menge beschrénkten reellen Funktionen auf X mit
der Metrik d(f,g) = sup,cx |f(z) — g(x)]. Fir z € X sei §, : Fp(X) — R die
Auswerteabbildung in z. Dann ist d, : F,(X) — R stetig. Wir konnen etwa die
e-0-Definition mit € = § verwenden. Sei f € F,(X) und € > 0 gegeben. Wenn
d(g, f) < € gilt, dann auch [6,(f) — d.(g)|-

3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Mit

d(z, A) := inf d(z,a)

acA

bezeichnen wir den Abstand von x und A. Diese Funktion ist stetig. Wir benutzen

€

die e-9-Definition mit 0 := 5. In der Tat, sei z € X und € > 0 gegeben. Sei nun
y € X und d(z,y) < 5. Wir finden a,,a, € A derart, da8 |d(z, A) — d(z,a,)| < 5
und |d(y, A) — d(y, a,)| < 5. Nun ist aber

d(z, A) < d(x,q,) < d(z,y) + d(y,a,) < 5 +d(y, A)+
Analog sehen wir d(y, A) < d(x, A) + ¢, also |d(x, A — d(y, A)| < e.

4. Seil' die Menge aller reellen Folgen (a;) derart, da8 ||(a,)|| := > oo, |an| konvergiert.
Dann ist d((ay), (by)) == |[(an) — (by)|| ein Abstand. Wir betrachten die Abbildung

Z:ll—ﬂR,(an)Hian.
n=1

Diese Abbildung ist stetig. Wir benutzen die e-§-Definition mit € = 6. Sei (a,) € I*
und € > 0 gegeben. Wenn (b,) € I' die Ungleichung d((a,),b(n)) < e erfiillt, dann
gilt

[S(an) = S0n)] = 1D an = bal <D lan = bl = [[(@n) = (ba)] = d((an), (bn) -

5. Die Abildung ™) ist als Komposition stetiger Abbildungen stetig.

Lemma 4.55 FEine stetige folgenstetige Funktion f: X — R auf einem folgenkompakten
topologischen Raum (X, T) ist beschrinkt und nimmt ihre Extremwerte an.
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Beweis: Die Menge f(X) ist von oben beschrankt. Andernfalls gébe es eine Folge (z,,)
in X mit f(x,) > n. Diese Folge hat eine konvergente Teilfolge (x,,) mit lim; , x,, = £.
Dann gilt lim; o f(zn,) = f(§), insbesondere ist die Folge (f(x,,))ien also beschrankt,
ein Widerspruch.

Wir beweisen nur die zweite Gleichung. Sei M = sup f(X). Dann gibt es eine Folge
(z,) in X derart, dal f(x,) — M gilt. Diese Folge ist beschrankt und hat deshalb eine
konvergente Teilfolge.

Indem wir die Folge durch diese Teilfolge ersetzen, kénnen wir annehmen, daf§ x,, — w
fir ein w € X. Dann gilt f(w) = f(lim, 0 2,) = limy, 00 f(z,) = M. [ |

Lemma 4.56 Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen.
Wenn X kompakt ist, dann auch das Bild f(X) C Y.

Beweis: Sei (U;)ie; eine Uberdeckung von f(X). Dann ist (f~'(U;))ies eine Uberdeckung
von X. Folglich gibt es eine endliche Teilmenge I’ C I derart, dal X = U;c;U;. Dann ist
aber U;eU; eine endliche Teiliiberdeckung von f(X). [ |

Korollar 4.57 FEine stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Raum ist beschrankt
und nimmt thre Extremwerte an.

Beweis: Sei f: X — R settig und X kompakt. Dann ist f(X) kompakt, also beschrénkt
und abgeschlossen. Folglich ist f beschriankt und es gilt etwa sup f(X) € f(X), wird also
als Wert realisiert. [ |

Seien nun X, Y metrische RAume mit Metriken dx und dy.

Definition 4.58 FEine Abbildung f : X — Y ist gleichmdf$ig stetig, wenn fur jedes € > 0
ein § > 0 existiert, so daff aus dx(x,y) <& gilt dy (f(z), f(y)) < e.

Die Abbildung 2? : R — R ist nicht gleichmiflig stetig. Auf der anderen Seite sind
Az, |z| : R = R gleichméBig stetig.
Lemma 4.59 Ist X kompakt, so ist jede stetige Funktion X — Y auch gleichmajig stetig.

Beweis: Moge f stetig, jedoch nicht gleichmafBig stetig sein. Dann gibt es fiir ein € > 0
Folgen (z,), (yn) mit dx(zn,y,) < + und dy(f(z,), f(y.)) > e Nach Auswahl von
Teilfolgen konnen wir annehmen, dafl x,, — x und y,, — x gilt. Nun gilt einerseits wegen
der Stetigkeit von f dafl

dy (f(zn), f(x)) = 0, dy(f(yn), f(z)) =0
und damit
dy (f(zn), f(2)) + dy (f(yn), f(2)) = 0.
Andererseits gilt

dy (f(@n), [(2)) + dy (f (ya), [ (%)) 2 dy (f(zn), [(yn)) 2 €,
ein Widerspruch. [ |
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4.7 Grenzwerte
Sei X ein topologischer Raum und £ C X eine Teilmenge.

Definition 4.60 FEin Punkt x € X heiyfit Haufungspunkt von E, wenn jede Umgebung
von x in X einen nichtleeren Durchschnitt mit E hat.

Der Punkt 0 ist Haufungspunkt von [0,1], (0,1), {£|n € N}, nicht aber von [5,1]. Die
Menge aller Haufungspunkte von E ist der Abschlufl E.

Sei Y ein topologischer Raum und z € X ein Haufungspunkt von E. Sei f: F — Y
eine Abbildung.

Definition 4.61 FEin Punkty € Y ist Grenzwert von f in x, wenn fir jede Umgebung
M von y in'Y eine Umgebung N von x in X existiert mit f(NNE) C M. Wir schreiben
y = lim f(e) .

e—T
Der Punkt oo ist ein Hiaufungspunkt von (a,00) C R. Sei f : (a,00) — R eine

Funktion, dann ist der Begriff des Grenzwertes lim,_,, f(z) € R definiert. Zum Beispiel
gilt

Wir betrachten noch einmal die Funktion = : (0,00) — R. Der Punkt 0 ist ein
Haufungspunkt des Definitionsbereichs. Es gilt

Die Funktion 1 : R\ {0} — R hat keinen Grenzwert bei 0.

Eine typische Anwendung des Grenzwertbegriffs ist die Bildung des Differenzenquo-
tienten. Sei U C R offen und u € U. Wir betrachten eine Funktion f : U — R. Dann
ist

r—u
auf U \ {u} definiert. Der Punkt u ist eine Haufungspunkt von U. Wir konnen fragen,
ob der Grenzwert

lim A, (f)

T—U

existiert.

Definition 4.62 Wenn dieser Grenzwert existiert, so heifst f an der Stelle u differen-
zierbar, und

f'(w) == lim A, (f)

T—U
die Ableitung von f an der Stelle u.
Um zu entscheiden, ob ein Grenzwert existiert, ist folgendes Kriterium niitzlich. Sei

E::EU{JJ}.
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Lemma 4.63 Es gilt lim._,, f(e) =y genau dann, wenn
1. f(x) =y im Fallx € E gilt und

2
fiE-Y, f(z);:{ f(z) ze E\{z}

Y z=e€

im Punkt x stetig ist.

Beweis: Sei f stetig. Sei M C Y eine Umgebung von y. Dann ist N N E = f*I(M) fiir
eine Umgebung N von z in X. Es gilt nun f(NNE) C M. Folglich gilt lim._,, f(z) =
Sei nun lim,_,, f(z) =y. Sei M C Y eine Umgebung von y. Dann gibt es eine Umge-
bung N von z in X derart, daf FINNE\ {z}) C M. Da auch f(z) =y € M gilt, folgt
f(N N E) C M. Folglich ist f an der Stelle = stetig. [ |

1. Seietwa f: R — R durch f(z) = 2" gegeben. Dann gilt

AuR) = T2 = g

Wir sehen, da8 wir die Funktion A, (f)(z) durch A,(f)(u) := nu™~! stetig auf ganz
R fortsetzen kénnen. Folglich ist x — 2™ an der Stelle u differenzierbar und hat als
Ableitung den Wert nu"*.

2. Wir betrachten f(z) :=e®. dann gilt

et — gt QU _

Au(f) () = e Zx‘“

Tr—Uu T —

Wir sehen, dafl wir A, (f) durch A, (f)(u) := e* stetig auf ganz R fortsetzen konnen.
Folglich ist x — e” an der Stelle u differenzierbar und hat die Ableitung e*.

3. Sie Sinusfunktion erfiillt das Additionstheorem
sin(z + y) = sin(zx) cos(y) + cos(x) sin(y) .
Dieses kann man direkt aus der Potenzreighendarstellung ableiten. Es gilt

sin(z) — sin(u)

Ay (sin)(z) =

r—u
sin(z —u + u) — sin(u)

sin(z — u) (;)s(u) — (cos(z — u) — 1sin(u))

r—Uu
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Wir beobachten nun, dafl

sin(z —u) (T —u)?

r—u _nzg(_l) (2n 4+ 1)!

" w1 )
cos(z —u) —1 (T —u)™

r—u :;<_1) (2n)!

in u = z stetig fortsetzbar sind, und zwar durch 1 und 0. Folglich gilt

sin’(u) = cos(u) .

Sei (a,b) C Rund f: (a,b) — Y. Wir sagen, daf8 f einen rechtsseitigen Grenzwert in
a hat, wenn der Grenzwert lim,_,, f(z) existiert. Analog definieren wir den Begriff eines
linksseitigen Grenzwertes in b. Wir schreiben in diesem Fall

f(a™):=1lim f(x), f(b7):=lim f(x) .

r—a r—b

Ist u € (a,b) und f: (a,b) \ {u} — X definiert, dann schreiben wir

lim f(z) = f(u") := f‘(u,b)(uJ“). , lim = f(u7) == fiauw(u) .

zlu ztu

1

1. Zum Beispiel existiert f(07) =0 fir f(z) = e %.

2. Fiir die Vorzeichenfunktion sign : R\ {0} — R gilt sign(07) = —1 und sign(0") =
1.

3. Der Grenzwert g(07) fiir g(x) = L auf R\ {0} existiert nicht.
Sei (X, T) ein topologischer Raum, F C X und e € X ein Haufungspunkt von E.

Lemma 4.64 Wenn f,g: E — R Grenzwerte im Punkt e haben, dann auch f + g und
fg und es gilt

lim(f + g)(e) = lim f(e) + lmg(c) . lim(fg)(x) = lim f(x) limg(z) .

e—x

Wenn 0 € g(E) und lim,_,. f(z) # 0, dann gilt auch lim,_,. g~ (x) = g~'(e).

Beweis: Wir argumentieren mit den stetigen Fortsetzungen f und ¢. In der Tat gilt etwa

f+g= f—i— g. Diese Funktion ist stetig, und es gilt

lim(f + g)(e) = f + g(x) = f(x) + §(x) = lim f(e) + lim g(e) .

e—T e—xT e—T
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4.8 Punktweise Konvergenz - gleichmaflige Konvergenz

Sei A C R oder allgemeiner A ein topologischer Raum. Wir betrachten Funktionen A — R
(oder allgemeiner mit Werten in einem topologischen Raum).

Definition 4.65 FEine Folge von Funktionen (f,), f. : A — R konvergiert punktweise
gegen [+ A — R, falls fir alle a € A

lim f,(a) = f(a)
qgilt

1. Sei A =10,1]. Die Folge f,(z) := 2™ konvergiert punktweise gegen die Funktion

N 0 z€]0,1)
1 r=1

Beachte, daf§ die Folgenglieder f,, stetig sind, nicht aber die Grenzfunktion.

2. Die Folge f,(z) :==>"", f—: konvergiert punktweise gegen die Funktion e(z).

Ist der Bildraum der Funktionen f, : A — X, f: A — X ein metrischer Raum, z.B
R mit dem Abstand d(z,y) = |r — y|, dann kann man von gleichméfiiger Konvergenz
sprechen.

Definition 4.66 Fine Folge von Funktionen (f,) konvergiert gleichmdéjig gegen f, falls

lim sup d(fy(a), f(a)) =0

n—oo acA
gilt. Eine Folge von Funktionen (f,) ist eine gleichmdflige Cauchyfolge, wenn fiir
jedes € > 0 ein ng existiert, so daf$ aus n,m > ng folgt

sup d(fu(a), fm(a)) <e.
acA
Sei g € X fest. Eine Abildung A — X heifle beziiglich xy beschrankt, wenn die

Menge

{d(f(a),zola € A} CR
beschrankt ist. Wenn A kompakt ist, dann ist eine stetige Funktion f : A — X beziiglich
jedem Punkt xy € X beschriankt. In der Tat ist die Abbildung a +— d(f(a), z¢) stetig und
damit beschrankt. Sei C(A, (X, zo)) die Menge der beziiglich xy beschrankten Abbildun-
gen. Dann ist

d(f,g) == supd(f(a),g(a)) (1)

a€A

eine Metrik auf C(A, (X, z9)). Die gleichmdflige Konvergenz einer Folge (f,,) in C(A, (X, zo))
ist die Konvergenz im metrischen Raum C(A, (X, xg)),d).

79



Die Abbildung f(z) := x : R — R ist aber beziiglich keinem Punkt von R beschrénkt.
Trotzdem kann man etwa zeigen, dafl (f,,(z) := x+ |m|1+n) gleichméaBig gegen f konvergiert.
Der Begriff der gleichmafligen Konvergenz lafit sich also in einem allgemeineren Kontext
anwenden.

Im folgenden betrachten wir Abbildung aus einem topologischen Raum A mit Werten

in einem metrischen Raum (X, d).

Lemma 4.67 Sei (f,,) eine gleichmdflig gegen f konvergente Folge stetiger Abbildungen.
Dann ist f stetig.

Beweis: Seia € Aund z := f(a). Sei € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dafl f~1(B(x,€))
eine Umgebung von a ist. Sei nun n so grof}, dafl

sup d(f,(b), f(b)) <

beA

DO

gilt. Dann ist N := f,(B(z, 5)) eine Umgebung von a. Fiir b € N gilt

A(F(B).2) < A(F(B), Fulb)) +d(fulb).7) < 5 +5 =

Damit gilt f(N) C B(z,¢). Folglich ist auch f~'(B(x,¢)) eine Umgebung von A, da diese
Menge N enthalt. [ |

Lemma 4.68 Wenn (X, d) vollstindig ist, dann ist auch der Raum C(A, (X, xq)) mit der
Metrik (1) ist vollstindig. Allgemeiner hat dann eine gleichmdfige Cauchyfolge stetiger
Abbildungen einen stetigen Grenzwert.

Beweis: Sei (f,) eine Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes a € A die Folge (f.(a)) eine
Cauchyfolge in X und wegen der angenommenen Vollstandigkeit von X konvergent. Wir
setzen

fla) = lim_fu(a) .

Wir zeigen nun, daf§ f,, gleichméafig gegen f konvergiert. Sei e > 0 gegeben. Dann wahlen
wir ein ng € N derart, daf fiir alle n,m > ngy gilt

sup d(fn (), fm (b)) <

beA

[NORINe

Dann gilt aber fiir n > ng und b € A auch

A(fu(0), F(B)) = i d(fu(b), fu®) < 5 .
also
sup d(fu(b), f(b)) <€ .
beA
Aus Lemma 4.67 folgt die Stetigkeit von f. Desweiteren gilt fiir alle b € B d(f(b), zo) <
d(fn,(b), o) + €, woraus f € C(A, (X, z)) folgt. [
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Lemma 4.69 Sei X ein topologischer Raum und (f,) eine Folge von reellen Funktionen
auf X. Sei weiter (a,) eine Folge reeller Zahlen derart, daf |f,(x)| < a, fir alle v € X
gilt und Y | a,, konvergent ist. Dann konvergiert die Folge (3.1, fi) gleichmdfig.

Beweis: Zuerst sehen wir, dafl nach dem Majorantenkriterium

f(x) =) fule)

fiir alle x € X existiert. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein ng € N derart, dafl
> a, < € gilt. Dann gilt aber fiir n > ng und = € X, da8

n=ng+1
f@) = fa@) =1 > @< D) a< > an<e.
i=n-+1 i=n+1 n=nop+1

Wir betrachten nun eine durch eine Potenzreihe gegebene Funktion f(z) := >~ 2 a,2™.

Lemma 4.70 Sei ¢ > 0 und die Reihe fir alle x € [—c,c| absolut konvergent. Dann
konvergiert die Reihe auf [—c, c| gleichmdfig und f : [—c,c] — R ist stetig.

Beweis: Es gilt |a,2"| < |a,c”| fir alle z € [—a,a] und Y~ |a,c"| < co. Folglich kon-
vergiert Y >°  a,x" auf [—c, ¢] gleichméBig und definiert eine stetige Funktion. [

Die Folgen (>, f—,), (Zio(—l)’% und (Zio(—l)lé—;, konvergieren also auf je-

dem beschrankten Intervall gleichméBig gegen e”, sin(z) und cos(z). Die Folge > °°

n=1 n
konvergiert auf jedem kompakten Intervall in (—1,1) gleichméfig gegen In(1 — x).

Korollar 4.71 Die Funktionen x +— sin(x), x +— cos(z), x — e* sind auf ganz R stetig.
Die Funktion (—1,1) 3 x — In(1 — z) ist stetig.
5 Differentialrechnung

5.1 Die Ableitung

Sei U C R eine offene Teilmenge, x € U und f : U — R. Wir betrachten den Differen-
zenquotienten

y—x
auf y € U \ {z}. Der Punkt z ist ein Haufungspunkt dieser Menge.
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Definition 5.1 Wenn

y—x Y—2

existiert, dann heifit f im Punkt x differenzierbar und f'(x) die Ableitung von f im
Punkt x. Wenn f in allen Punkten von U differenzierbar ist, dann sagen wir, daf§ f auf
U differenzierbar ist und nennen die Funktion ' : U — R die Ableitung.

Wir werden oft eine dquivalente Charakterisierung der Ableitung benutzen.

Lemma 5.2 Die Funktion f : U — R ist genau in x € U differenzierbar, wenn es eine
Zahl a € R und eine Funktion r : U — R g¢ibt, so daf

L f(y) = f(z) +aly —z) +r(y)(y — )
2. lim,_,, r(y) =0
gilt. In diesem Fall ist a = f'(x).

Beweis: Beide Richtungen folgen aus der Gleichung

r(y) = Au(f)(y) —a

fiir y # x. In der Tat, wenn r die geforderten Eigenschaften hat, dann gilt lim,_,, A, (f)(y) =
a.

Umgekehrt, wenn die Ableitung von f existiert, dann hat die Funktion r (durch 0
nach y = z fortgesetzt) die geforderten Eigenschaften. [ |

Lemma 5.3 Ist f in x differenzierbar, so ist f auch stetig.

Beweis: Wir schreiben f(y) = f(z) 4+ a(y — x) + r(y)(y — x). Dann gilt offensichtlich
limy o () = f(z). .
Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. So ist die Funktion f : R — R, f(z) := ||
in z = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. In der Tat besitzt Ag(f)(y) = sign(y) keinen
Grenzwert in y = 0.

Wir betrachten eine offene Teilmenge U C R und x € U. Sei V C R eine weitere
offene Teilmenge, f: U — V und g : V — R eine weitere Funktion.

Lemma 5.4 (Kettenregel) Ist f in x und g in f(x) differenzierbar, so ist go f in x
differenzierbar und es gilt (go f)(z) = ¢'(f(z))f'(x).

Beweis: Wir schreiben

fy) = f@)+f (@) y—2)+r(y)(y—=) . g(u) = g(f(2))=g'(f (@) (u—f(2))+s(u)(u—f(z)) .
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Dann gilt

g(f(w) = g(f(@)) =g (f(@)(f(y) = f(@) + s(FW)(f ) - f(2)))
= 9(f (@) = g'(f(@))(f (@) + f'(2)(y — 2) + r(y)(y — z) — f(z)) +
s(fW)(f (@) + @)y — ) +r(y)(y — =) — f(z))
= 9(f(@) + g (f (@) f'(2)(y — =) + [r(y) + s(F@)) () +r)ly — ) .
Nun gilt lim, . [r(y) + s(f(y))(f'(z) +r(y))] = 0. Dies zeigt die Behauptung. [ ]

Lemma 5.5 (Produktregel) Secien f,g: U — R im Punkt x € U differenzierbar. Dann
ist f 4+ g und fg im Punkt x differenzierbar und es gilt

(f +9)(x) = f'(x) +g'(x) ., (f9)'(x) = fl(x)g(z) + f(z)g'(z) .

Beweis: Wir zeigen nur die Produktregel. Wir schreiben

f)=f@)+ f@)y—2)+ry)y—2), gy) =g +d @) (y—)+sy)(y—x).

Dann gilt
(fo)y) = (f(x)+ f(2)y—2z)+ry)(y —2)(9(x) + ' (x)(y —2) + s(y)(y — )
= [f(@)g(@) +[f(x)g(x) + f(2)g'(2)](y — ) + [f(y)s(y) +r(y)g(W)](y — =) .
Es gilt lim,,,[f(v)s(y) + r(v)g(y)] = 0. [ ]

Lemma 5.6 Die Funktion R\ {0} > x — x~! ist differenzierbar und es gilt (z71) =

—l‘72.

Beweis: Wir erweitern den Differenzenquotienten mit xy:

-1 -1
—x T — —1 4 _
Yy _ y _ T2 yor -2

y—x vyly —z) xy

Lemma 5.7 (Umkehrfunktion) Sei U C R ein Intervall, f : U — V streng monoton,
stetig und in x € U differenzierbar mit f'(x) # 0. Dann ist f~' : V. — U in f(x)

differenzierbar, und es gilt (f~1)'(f(z)) = f,%x).

Beweis:
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Sei (v,,) eine Folge in V' \ {f(z)} mit v, — f(z). Sei g := f~'. Wir wissen schon, daf
g als Umkehrfunktion einer streng monotonen stetigen Funktion stetig ist (Lemma 4.16).
Dann gilt mit =z, := g(v,) auch x,, — x und

gn) —g(f(@) _  wp—ax 1 1
v, — f() flan) = fz)  Lel2fB 0 fr(a)

Hier sind einige Beispiele:
1. Wir hatten schon gesehen, daf fiir n € N (2") = naz"! gilt.
2. Es gilt sin’(z) = cos(z), cos’(z) = —sin(z) und (e*)" = e”.

3. f(z) := e ist auf ganz R differenzierbar und es gilt f'(z) = cos(x)e"®).

0 x=0
ist auf R\ {0}, nicht aber in 0 differenzierbar. Es gilt fiir  # 0 daf§

f@%z{xmﬁ)x%o

1, cos(:)

f'(a) = sin(~) -

8

x
Der Differenzenquotient Ag(f)(y) = sin(i) hat an der Stelle 0 keinen Grenzwert.
5. Die Funktion 2in() o 4
résin(=) x #0
f@y_{ 0 &=0

ist auf ganz R differenzierbar und hat die Ableitung (fiir  # 0)

1 1
'(z) = 2z sin(=) — cos(=) .
fi(z) xsm(x) cos(x)
Wir betrachten wieder Ag(f)(y) = ysin(%). In diesem Fall existiert der Grenzwert
fiir y — 0 und es gilt f’(0) = 0. Da cos(%) fiir  — 0 keinen Grenzwert hat, ist die
Ableitung im Punkt 0 nicht stetig.

6. Die e-Funktion ist streng monoton wachsend und stetig. Damit existiert die Umkehrfunk-
tion In : (0,00) — R derart, daf e™® = x und In(e®) = x gilt. Die Funktion In ist
stetig und streng monoton wachsend. Da e differenzierbar ist, ist auch In differen-

1

zierbar. Es gilt In'(e”) = iy, also

1
In'(z) = —
(z) = -
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Es gilt wegen e* 1 = e%e¥, daf

In(zy) = In(x) + In(y) .

Sei r € (0,00). Dann gilt r = e und fiir z € R, daB r* = (e)* = 2" Wir
schlielen, dafl + — r* auf ganz R differenzierbar ist und die Ableitung

(r*) = In(r)r®
hat.

7. Sei nun r € R. Fiir > 0 schreiben wir wieder 2" = ¢"™®)_ Wir sehen, daf die
Funktion 2" : (0,00) — R differenzierbar ist und die Ableitung

(xT')/ —

r _
—g" =g
x

hat.

8. Die Funktion "
] lxm x#£0
J(@) = { 0 =0

ist fir r > 0 stetig, und fiir » > 1 differenzierbar mit

o [ siga@lalt 2 #£0
Jlw) = { 0 z=0
5.2 Mittelwerte und Extremwerte

Sei X ein topologischer Raum und f: X — R.

Definition 5.8 Wir sagen, dafs f im Punkt v € X ein lokales Extremum besitzt,
wenn es eine Umgebung x € U C X wvon x gibt mit supy, f = f(x). Analog definieren wir
den Begriff eines lokalen Minimums.

Lemma 5.9 Sei U CR, f:U — R inz € U differenzierbar und habe in diesem Punkt
ein lokales Mazimum (oder Minimum). Dann gilt f'(z) = 0.

Beweis: Wir schreiben A, (f)(y) = (; j:( Dann ist A,(f)(y) <0 fir y < z und > 0
fir y > z. Folglich gilt lim, ,, A, (f)(y) = f'(z) = 0. |

Definition 5.10 Ist U C R offen und f : U — R differenzierbar, dann heifst ein Punkt
x € U kritisch (fir f), wenn f'(x) =0 gilt.

Lemma 5.11 Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein
¢ € (a,b) mit
f() = fa) = f'(§)(b—a) .
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Beweis: Wir betrachten die auf [a,b] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion
h(z) == (f(b) — f(a))xr — (b —a)f(x). Es gilt h(a) = f(b)a — bf(a) = h(b) und A'(z) =
f(b)—f(a)—(b—a)f'(x). Wenn h konstant ist, dann gilt f(z) = W und der Satz
stimmt offensichtlich. Andernfalls gilt h(t) > h(a) oder h(t) < h(a) fiir ein ¢ € (a,b). Im
ersten Fall finden wir eine absolutes Maximum in einem Punkt € € (a,b), im zweiten Fall
eine absolutes Minimum. In beiden Féllen gilt h'(£) = 0, also f(b)— f(a) = (b—a)f'(¢). W

Lemma 5.12 Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
1. Wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b) gilt, dann ist f monoton wachsend.
2. Wenn f'(z) =0 fir alle x € (a,b) gilt, dann ist f konstant.

3. Wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,b) gilt, dann ist f monoton fallend.

Beweis: Ist x,y € [a,b], z <y, dann gilt f(y)— f(zx) = f'(§)(y—z) > 0 fiirein £ € (x,y).
Die dritte Aussage folgt aus der ersten. Die zweite Aussage folgt, da eine Funktion, welche
gleichzeitig monoton wachst und fallt, konstant sein muf3. [ |

Lemma 5.13 Sei f : (a,b) — R differenzierbar und x € (a,b). Wenn es ein € > 0 mit
f'(y) >0 firy € (z —e,x) und f'(y) <0 firy € (x,z +¢€) gibt, dann ist x die Stelle
eines lokalen Maximums. Diese Voraussetzung ist insbesondere dann erfillt, wenn [’ in
x differenzierbar ist und f"(x) < 0 gilt.

Beweis: In der Tat wichst f auf (z — €, ) monoton und féllt auf (z, x + €). Daraus folgt

Sup(:vfe,:ere) f = f(ZL')
Ist die Funktion (a,b) > y — f'(y) im Punkt z differenzierbar, dann ist f'(z) = 0
wegen der Stetigkeit von f’im Punkt . Wenn f”(x) < 0 ist, dann ist

_ [
Yy—T

<0

As(f)(y)

in einer Umgebung von z. Folglich gibt es € > 0 derart, dafl f'(y) > 0 fir y € (x — €, )
und f'(y) <0 fir y € (z,x + ¢). [ |

Wir halten fest:
Korollar 5.14 1. Sei f : (a,b) — R differenzierbar.
2. Sei x € (a,b) ein kritischer Punkte von f (f'(z) =0).

3. Sei ' in x differenzierbar und f"(x) <0 (>0).
Dann hat f im Punkt z ein lokales Mazimum (Minimum,).

86



1. Die Funktion f(x) = 2? erfiillt f/(0) = 0 und f”(0) = 2 > 0. Sie hat im Punkt 0
ein Minimum.

2. Die Funktion f(z) = 2® erfiillt f/(0) = 0 und f”(0) = 0. Sie hat am Punkt 0 keinen
lokalen Extremwert.

3. Die Funktion f(z) = z* erfiillt f/(0) = 0 und f”(0) = 0. Sie hat am Punkt 0 ein
lokales Minimum. Das folgt aber nicht aus dem obigen Korollar.

4. Die Funktion f(x) = |z| ist im Punkt 0 nicht differenzierbar. Sie hat dort aber ein
lokales Extremum.

Fir Ableitungen gilt eine Art Zwischenwertsatz.

Lemma 5.15 Sei f : U — R differenzierbar, [a,b] C U und f'(a) < X\ < f'(b). Dann
existiert x € (a,b) mit f'(z) = A.

Beweis: Sei g(x) = f(x) — Ax. Dann ist ¢’(a) < 0 und es gibt ein z; € (a,b) mit
g(x1) < g(a). Analog gilt ¢’(b) > 0 und es gibt x5 € (a,b) mit g(x2) < g(b). Die stetige
Funktion g : [a,b] — R hat ihr absolutes Minimum also in x € (a,b). Dann gilt ¢'(z) = 0,
also f'(x) = A. [

5.3 Die trigonometrischen Funktionen, lin. Differentialgleichun-
gen

Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die lineare Differentialgleichung erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten (a € R)

ff=af, f0)=c
fiir eine Funktion f : R — R. Wir iiberzeugen uns durch Einsetzen, daf3
f(t) = ce™

eine Losung dieses Problems ist. In der Tat ist dies die einzige. Ist namlich g eine Losung,
dann ware

h(t) == e "g(t)

eine Losung des Problems

Daraus folgt h = ¢, also g(t) = ce®™.
Wir betrachten nun das folgende Anfangswertproblem fiir die lineare Differentialgle-
ichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (a € R\ {0})

f"+ad’f=0, f0O)=cf(0)=d.
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Wir {iberzeugen uns davon, daf§ die Funktionen sin(at) und cos(at) und damit auch jede
Linearkombination
usin(at) +vcos(at) , w,v €R

dieser Differentialgleichung geniigen. Die Anfangsbedingungen ergeben v = ¢ und u =
a~'d. Wir sehen, daf§

f(t) = g sin(at) + v cos(at)

eine Losung ist. Diese ist die einzige Losung. Seien fy, fi zwei Losungen. Dann ist
h = fo — f1 eine Losung von

R’ +a*h =0, h(0)=ch'(0)=d.
Wir betrachten E = a*h? + (h')?. Es gilt wegen der Differentialgleichung
E' = 2a’hh’' + 20 R =20 (a*h +R") =0 .
Aus der Anfangsbedingung folgt F(0) = 0 und somit £ = 0. Daraus folgt h = 0.
Lemma 5.16 Die Funktion cos hat Nullstellen auf [0, 00).

Beweis: Moge cos keine Nullstelle haben. Dann gilt wegen Zwischenwertsatz und cos(0) =
1, dafl cos(x) > 0 fiir alle x € R. Wegen sin’ = cos folgt, daB sin streng monoton wéchst.
Da sin # 0 gilt, gibt es ein ¢ > 0 derart, daB sin(z) > ¢ fiir z > 1. Wegen cos’ = —sin
gilt dann cos’(z) < —c fir alle x > 1. Wir betrachten h(x) := cos(z) + ¢(x — 1) — cos(1).
Es gilt fiir x > 1, daB A'/(z) = —sin(x) + ¢ < 0. Folglich fallt A monoton. Da h(1) = 0
gilt, ist h(z) <0 fiir alle x > 1. Daraus folgt —cz > cos(z) —cos(1) —¢ > —1 —cos(1l) — ¢
fiir alle x > 1, was unméglich ist. Also hat cos(z) eine Nullstelle. |

Definition 5.17 Wir definieren die Zahl
7= 2inf{z € [0, 00) cos(z) = 0} .

Es gilt also cos(3) = 0 und dies ist die kleinste positive Nullstelle von cos(z). Wegen
cos? +sin® = 1 gilt sin(Z) = 1. Da sin(0) = 0 und sin(z) auf [0, Z] monoton wachst
(wegen sin'(x) = cos(z) > 0 fiir diese z), gilt sin(3) = 1.
Aus dem Additionstheorem sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) folgt mit y = 7,
daf .
sin(x + 5) = cos(x)

gilt. Wir schlieen, dafl sin(7) = 0 gilt, und daf§ = die erste positive Nullstelle von sin ist.
Aus dem Additionstheorem cos(x +y) = cos(z) cos(y) —sin(z) sin(y) schlieBen wir mit

y =73, dall
cos(z + g) = —sin(x) .
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Folglich gilt
sin(z +7) = —sin(z) , sin(x + 27) = sin(z) .

Daraus folgt nun auch
cos(x +7) = —cos(x) , cos(x+ 2m) = cos(x) .

Die Funktionen sin und cos sind also 27-periodisch. Die Funktion sin’(x) := cos(z) ist auf

dem Intervall (=%, %) positiv. Damit ist die Funktion sin(z) auf [-7, 7] streng monoton
wachsend mit dem Bildbereich [—1,1].

Definition 5.18 Die Umkehrfunktion der Abbildung sin : [—5, 5] — [—1,1] ist die Funk-

tion arcsin : [-1,1] — [, F].

Die Ableitung ist durch

s I — 1 - !
arcsin’(sin(z)) = sin’(z) B cos(z)

gegeben. Wir setzen sin(z) = z. Dann ist cos(x) = v/1 — 22 und

1
arcsin’(z) = —— .
0=
Wegen cos(r) = —sin(z — %) ist Umkehrfunktion von cos : [0, 7] — [—1, 1] durch
arccos(z) = — arcsin(z) +g :[=1,1] — [0, 7]
gegeben. Es gilt
, 1
arccos' (z) = —

V1—22

Wir definieren die Tangensfunktion

tan : (—z E) —+ R

272
durch ()
tan(z) := cos(x)
Es gilt
,, _ cos(x)sin’(z) — cos'(z)sin(z)  cos(x)® +sin(z)? 1
tan'(z) = cos(x)? B cos(x)? ~ cos(z)?

Wir sehen insbesondere, dafl tan’(z) > 0 ist. Die Tangensfunktion wéchst streng monoton
und ist wegen

lim tan(z) = £oo
T+
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surjektiv. Folglich haben wir eine Umkehrfunktion

arctan(x) = tan"*(z) .

Es gilt
1
tan'(t = = 2.
arctan’(tan(z)) fan (2) cos(x)
Es gilt nun
tan(z)? = sin(z)? _1- cos(x)?
cos(z)? cos(z)?
Wir stellen nach cos(z)? um und erhalten
1
2 _
cos(x)” = 1+ tan(z)?
Wir sehen, dafl
arctan’(z) = !
1422

gilt.

5.4 Taylorformel

Sei U C R offen und f : U — R. Wenn f auf U differenzierbar ist, dann kann man die
Ableitung f’ : U — R betrachten. Ist diese differenzierbar, dann kann man die zweite
Ableitung f” = f® : U — R bilden, usw. Sei f mindestens n mal differenzierbar.

Definition 5.19 Das Taylorpolynom von f im Punkt x vom Grad n ist

) (o
P =3 Ty e
k=0 )

Ist f ein Polynom vom Grad < n, dann gilt f(y) = P(y). In der Tat ist fiir f(y) = 3'

) () = e =k

Damit gilt mit der binomischen Formel

~ f® o l!
Z f k'@) (y _ x)k _ Z k;l(l - kj)'xlfk(y _ x)k _ yl .
k=0 ) k=0 ’

Im allgemeinen gilt

fly) = P(y) +r(y)

fiir einen Rest r. Der Taylorsche Satz gibt eine obere Abschatzung fiir diesen Rest.
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Satz 5.20 (Taylorformel) Sei[a,b] C U mit a < x < b. Wir machen folgende Annah-
men tber f: U — R:

1. Auf U ist f ist n-mal differenzierbar.
2. f st auf [a,b] stetig.
3. f*V egistiert in (a,b).

Dann gibt es fiir jedes x # y € (a,b) ein & € (x,y) (oder £ € (y,x), falls y < x) so daff

_ [

rly) = (n+1)! )

Beweis: Wir definieren M € R durch 7(y) = f(z) — P(z) = M(y — x)""!. Dann setzen
wir

Es gilt
gt (2) = fHD(2) — PO () — (n + DIM = fOHD(2) — (n+ 1) M .

Es ist zu zeigen, dafl ¢"*V(2) eine Nullstelle in (y, ) (oder (z,%)) hat.

Wir nehmen an, daf8 y < x ist. Es gilt fiir k = 0,...,n, daB g (x) = 0. Desweiteren
gilt nach der Konstruktion von M auch g(y) = 0. Folglich gibt es ein & € (y,z) mit
g (&) = 0. Wir schliefen nun, daB es ein & € (&,2) C (y,z) mit g@ (&) = 0 gibt. Wir
fahren so induktiv fort bis wir ein & € (y,z) mit ¢g"*V (&) = 0 finden. [

1. Es gilt (ex)‘(;io = ef,_o = 1. Folglich ist fiir n > 1 und geeignetes & € (0,z)

k
e? = Z i:p" + 1 efkghtl
“—nl (k+ 1)!

Fir festes x gilt

1 1 k
PN 3 P2 o | _x k1) koo
Groie e Islggmee 20

Die e-Funktion wird durch ihre Taylorreihe dargestellt. Mit dem Restglied erhal-
ten wir sogar eine explizite Abschiatzung des Fehlers. Wenn wir zum Beispiel e !
berechnen wollen, dann ist

. = 1
LR D <G

Wollen wir die ersten drei Stellen, dann muf (k + 1)! > 10% sein, also k > 6.
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2. Es gilt fiir £ =0,1,2,3 mod 4 da sin® (0) = 0,1,0, —1. Folglich ist

: _ n_ L 2k-+2 1 k+1
sm(x) = nZ:O<—1) ml’ + m<—1) COS(fk) .
Wegen | cos(&)| < 1 gilt
1 k—o0
|m COS(fk)SUWCJFQ‘ :>> 0.
Wollen wir also fir x € (=, 7) den Wert von sin( ) auf drei Stellen genau, dann

2k+2

@hra) <1073 gilt, z.b. k=17.

reicht es, k so grof§ zu Wahlen dal =

3. Es gilt In(1 — 2) = =L und In™ (1 —z) = —(n — 1)!(1 — )", Folglich gilt

Fogn 1 s
_ < k

ln(l_‘”)—_zn k+1(1—x)k+

n=1

mit & € (0,z). Fir 2| < 5 gilt \k%rlg’“i,m\ — 0 und In(1 — z) wird durch die
Taylorreihe dargestellt. Wenn wir etwa In(z) fir € (3,1 + 3) auf drei Stellen
berechnen wollen, dann miissen wir £ > 1000 wéahlen. Obwohl Wir wissen, daf} die
Taylorreihe fiir || < 1 konvergiert, erhalten wir aus dem Restglied fiir [z| > § keine

brauchbare Abschatzung.

4. Wir betrachten die Funktionen

fk(x):{ kO x <0

1
ez x>0

fiir k € Z. Diese Funktionen sind fiir x # 0 differenzierbar. Wir betrachten die
Stelle z = 0. Es gilt fiir y > 0

Ao(fr)(y) =

Folglich gilt f,(0) = 0. Es gilt weiter

0 <0
fl@):{ krb—le=t 1 ph—20-% < = kfi—1+ fio

Wir sehen, da8 f, beliebig of differenzierbar ist. Da fén) = 0 fir all n > 0 ist,
verschwindet die Taylorreihe im Punkt 0 identisch.

Sei U C R offen.
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Definition 5.21 FEine Funktion f: U — R heifit glatt, wenn sie beliebig oft differenzier-
bar ist.

Definition 5.22 Sei U C R und f : U — R eine glatte Funktion. Die Funktion f heif$t
in x analytisch, wenn es eine Umgebung x € V C U wvon x gibt derart, dafs

L) (4
f(y)zzf k,( Sy - )

k=0

fir all y € V' gilt (auf welcher also f durch die Taylorreihe dargestellt wird.)

1. Die Funktionen e, In, sin , cos sind auf ihren Definitionsbereichen analytisch.

2. Die Funktion
0 <0
f(z) = { k

1
ez x>0

ist im Punkt O nicht analytisch.

6 Integration

6.1 Definition und Existenz des Integrals
Sei [a,b] C R.

Definition 6.1 FEine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit einfach, wenn es eine Folge a =
xo < xy- < wpq <z, = b (2uldssige Zerlegung) gibt, so dafs

o(x) = P(wim1) , Vo €rig,z),i=1,...,n
gilt.

Wir beobachten, daf§ die Summe zweier einfacher Funktionen oder Vielfache wieder ein-
fache Funktionen sind. In der Tat, seien ()7, und (y;)j., zuldssige Zerlegungen fiir ¢
und 1, dann ist die Folge (z;,)f"*! der nach der GréBe geordneten Zahlen z; und y; eine
zuléssige Zerlegung fiir ¢ + ¢ (die gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen). Sei £|a, b
der Raum der einfachen Funktionen. £|a, b] ist ein reeller Vektorraum.

Definition 6.2 Wir definieren das Integral einfacher Funktionen
b
/ c..dr: Elab] - R

durch , .
/ Sy = Y Gl 1) i — i)

fur eine zuldssige Zerlegung fir ¢.
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Lemma 6.3 Das Integml 1st wohldefiniert und linear. Weiterhin ist es monoton, d.h.
aus¢>()folgtf x)dx > 0.

Beweis: Man muB hier die Unabhéngigkeit von der Wahl der zulassigen Zerlegung zeigen.

Seien (;)i, und (y;)L, zulassige Zerlegungen und (z1) 2t die gemeinsame Verfeinerung.

Dann gilt

n n n+m+1
Z o(i1)(Ti—zi1) = Z P(zi-1) Z (Zhr1—21) = Z P(zr-1)(2e-1—2k) -
i=1 i=1 S P v PP h=1

Seien nun ¢, € E[a,b]. Dann kénnen wir eine fiir ¢ und ¢ gemeinsame zulédssige Zer-
legung wahlen. Es gilt

n

b
[ @+ o)ade = 3 (6(wi) + o) - o)

Sei nun f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Dann gibt es ¢, ¢ € E[a, b] mit
p<f<o.

In der Tat kann man ¢ und v konstant mit den Werten einer unteren oder oberen
Schranke wihlen. Wir nennen das Paar (¢, 1) eine Zange von f. Weiterhin gilt in dieser

Situation
b b
/(b(:c)d:cg/ U(x)dx

Definition 6.4 Wir definieren dafi Oberintegral und Unterintegral von f durch

bx b
r)dr = inf z)dx
/(@) Ye€a,b], f<w/ yia)

b
dr = f
[rwar = [ o

In der Tat ist die Menge {f Y(z)dx|f <, € E[a,b]} durch f x)dz fir ein ¢ € Ea, b]
mit ¢ < f von unten beschrinkt. Es gilt weiter

b b
/ f(z)dz < f(z)dz
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Definition 6.5 Wir nennen f : [a,b] — R riemannintegrierbar, wenn das Oberinte-
gral und das Unterintegral den gleichen Wert hat. In diesem Fall ist

/abf(a:)dx = /aj f(z)dx = ab* f(z)dz

das Riemannintegral von f. Mit R|a,b] bezeichnen wir die Menge der Riemannintegrier-
baren Funktionen auf [a,b].

Aus der Monotonie und Linearitat des Integrals einfacher Funktionen folgt sofort, dafl
einfache Funktionen Riemannintegrierbar sind und das Riemannintegral mit dem Integral
einfacher Funktionen iibereinstimmt. Im folgenden werden wir oft die folgende Charak-
terisierung riemannintegrierbarer Funktionen benutzen. Eine Zange (¢, 1) von f ist eine

e-Zange, wenn fab(w(:p) — ¢(z))dr < € gilt.

Lemma 6.6 FEine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann riemannintegrier-
bar, wenn es fir jedes € > 0 eine e-Zange von f gibt.

Beweis: Es gilt fab* f(z)dz — fab f(z)dz < € genau dann, wenn es eine §-Zange von f fiir
ein § < e gibt.

Umgekehrt, wenn es e-Zange fiir f gibt, dann ist ff* f(x)dx — f; f(x)dx <e.

Diese beiden Aussagen implizieren sofort die Behauptung. [ |

Theorem 6.7 1. Ra,b] ist ein reeller Vektorraum (mit den tiblichen Operationen)
2. Da Integral fab ...dx : Rla,b] — R ist linear.
3. Das Integral ist monoton, d.h aus f,g € Rla,b], f < g folgt f:f(x)dx < f:g(x)dx
4. Seic € [a,b] und f :[a,b] = R. Dann sind dquivalent:

(a) f € Rla,b|
(b) f[a,c] € Rla,c| und f‘[qb] € Rle, b).

Es gilt unter diesen Voraussetzungen

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

5. Sei f von unten durch m und von oben durch M beschrinkt und ® : [m, M] — R
stetig. Ist f € Rla,b], dann ist auch ® o f € Rla,b].

6. Wenn f € R|a,b], dann auch |f| € R[a,b] und es gilt
b b
[ swisl < [ 1sas
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Beweis: Seien f,g € Rla,b] und € > 0 gegeben. Dann finden wir §-Zangen (¢, ) fiir f
und (A, ) fiir g. Dann gilt
P+ASf+g<v+u

und
b b
0< [ m@ds = [0+ 0@ <c.

Folglich ist (¢ + A, ¥ + p) eine e-Zange von f 4 g. Da e beliebig klein gewéhlt werden
kann, folgt f + g € Rla,b].
Wir sehen weiter, daf

[+ o [ - [ g
< 1 [ @rmwie— [ v [t o
2¢ .

Daraus folgt

[ o= [ rwars [ g

Ist 0 <u € Rund f € R[a,b] dann ist auch uf € R[a,b]. In der Tat, sei (¢, ¢) € E[a, b]
eine t-Zange von f. Dann gist (u¢,u1)) eine e-Zange von uf. Da € beliebig klein gewihlt
werden kann, gilt uf € R[a,b]. Ahnlich behandelt man die Félle u = 0 und u < 0. Man
sieht nun ein, dafl

/a b(u f(@)dz = u / ’ f(a)dz .

Wir haben damit gezeigt, dal R[a,b] ein Vektorraum und fab ...dx : Rla,b] — R eine
lineare Abbildung ist.
Sei nun f < g. Dann folgt fiir ¢ € £ aus ¢ < f auch ¢ < g. Damit gilt

[ o= [ e < [Cowar= [ow).

Das ist die Monotonie des Integrals.
Sei ¢ € [a,b] und ¢ € Ea,b]. Dann gilt ¢j,.q € E[a, c]. Ist zusdtzlich 0 < ¢, dann gilt

/ac¢[a,c}(5€)d5€ < /ab<l5(fﬁ)d37 :

Die erste Behauptung ist offensichtlich. Fiir die zweite konnen wir annehmen, daf} ¢ ein
Punkt der fiir g zuldssigen Zerlegung ist. Dann gilt

c k b
[ st = Y stmle =) < 3 olana)w— i) = [ ot

1,2;—1<C
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Sei jetzt f € R[a,b]. Wenn nun (¢,v) eine Zange von f ist, dann ist (@4, ¥|[a,q) €ine
Zange von f, . Desweiteren gilt

/:(M[a,c] — Plla,g) < /a (Y(x) — ¢(z))dz .

Ist also (¢, ) eine e-Zange, so auch (@|ja,q, Y|ja,)- Wir schlieBen fj.p € Rla,b]. Analog
zeigt man fi., € Rla,b).

Seien nun fi4 gerjoy) Und fiey € Rlc,b]. Seien (¢,1)) eine §-Zange von fi,q und (A, )
eine $-Zange von fi.;. Dann kénnen wir eine e-Zange (x,0) von f bilden mit

Kllae) = @ s Klep) = M5 Olae) 7= U s e 7= 1 -

In der Tat gilt dann &,6 € E[a,b], , kK < f <6 und

[ o)~ e < e

Da wir € > 0 beliebig wihlen kénnen, gilt f € R[a, b]. Weiterhin folgt aus

/acw(x)dx+/ dx_/ 5z
/ac fija(z)dz + /cb Fie(x)dz = /abf(x)dx

Sei f € Rla,b], m :=inf f, M :=sup f und ® : [m, M| — R stetig.

Die Funktion @ ist gleichméfig stetig (Lemma 4.59). Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen
€ > 6 > 0 derart, daB aus z,y € [m, M] und |y — x| < ¢ folgt: |P(z) — P(y)| < e. Wir
wihlen weiter eine de-Zange (¢, 1) von f. Sei (x;)I", eine gemeinsame zuléssige Zerlegung
von [a, b] fiir ¢ und .

Dann definieren wir ¢, ¢) so daB

o(x):= if f(z), #(z):= sup f(2)

2€[xi—1,25) z€[xi_1,24)

daB3

fir x € [x;_1, ;) gilt. Es folgt

und

/ (B(z) — $(a)) < be .

Folglich ist auch (gz;, 1;) eine de-Zange von f. Wir zerlegen die Indexmenge {1,...,n} =
AU B derart, daf i € A genau dann, wenn ¢ (z;_1) — ¢(x;—1) < 6.
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Wir definieren weiter eine Zange (k,9) von ® o f durch

R(e) = inf ®(f(z). Oa)= sup ®B(f(2))

26[:137;,1,1'2') Z€[$i_17$i)

fir x € [z;1,2;) gilt. Firi € Aund 2,y € [v;1,2;) gilt |f(z) — f(y)] < 1/;(551'71) -
¢(xi—1) < 0 und somit |D(f(z)) — ®(f(y))| < e. Wir schliefen, dafi dann §(z;—1) —
K(xi—1) < € gilt. Weiterhin gilt

56>Z (xi1) le))(az Tiq >5Z i — Ti_1)

woraus » ,.p(z; — ;1) < € folgt. Hieraus und der Beschrénktheit von |4}, |x| durch
C' 1= supy,, aq || schlieBen wir

>_(0winr) = Alzia)) (@i — zia) < 2C.

Weiter gilt

> (0(@ic1) = Kl@imn)) (@ —zim1) S € (23— 34) < e(b—a) .

icA i€A
Insgesamt gilt
b
/ (0(z) — k(x))der < e(2C+ (b—a)) .

Wir haben damit eine €(2C' + (b — a))-Zange (k,0) von ® o f gefunden. Nun war € > 0
beliebig. Daraus schlieen wir, dal ® o f € R[a, b].

Wir konnen nun ®(z) = |z| betrachten und schliefen, dal mit f € R[a,b] auch
|f| € R[a,b] ist. Desweiten gilt +f < |f| und somit

i [ s < [,

Daraus folgt die Behauptung (6). [ |

Stetige Funktionen sind riemannintegrierbar.
Satz 6.8 Es gilt C([a,b]) C Rla,b).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl id|, ) € Rla, b] ist. Dann schreiben wir f = fo id(,) und
wenden Theorem 6.7 an. Sei € > 0 gegeben. Dann wahlen wir eine Zerlegung (z;)?_, von
la, b] derart, daB x; — x;_y < 3= fiir alle ¢ gilt. Wir setzen weiter

o) = xiq ,0(x) =2 1 € [w5_1,15) .
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Dann ist (¢, ) eine Zange von id, . Weiter gilt |¢(z) — ¢(z)

b
[ - otnar<e.

Also ist (¢, 1)) eine e-Zange von idj;. Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, gilt
idjp) € R[a, b].

Definition 6.9 FEine Funktion f : [a,b] — R ist stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung
la,b] = ||;_; I; in endlich viele echte Intervalle gibt, so dafs fi;, fir allei=1,...,n stetig
15t.

Korollar 6.10 FEine stickweise stetige Funktion ist riemannintegrierbar.

Beweis: Das folgt aus 6.7, (4) und 6.8. [ |

Das Integral ist eine lineare Abbildung f; ...dz : C([a,b]) — R. Wir versehen C([a, b])
mit der Metrik

d(f,g) = lf —gll == S[uglf —4q| .

Lemma 6.11 Das Integral ist eine stetige lineare Abbildung.

Beweis: Wir verwenden die e-9-Definition mit § = ;% Ist d(f, g) < J, dann gilt

| /abf(w)dx— /abg<a:>da:| - / 2))da]
< / |f(x z)|dx

< sup If = 9|(b —a)

< €.

Nicht jede Funktion f : [a,b] — R ist riemannintegrierbar. Sei etwa f(z) := 0 fiir
z € [a,b]NQ und f(x):=1 fir z € [a,b] \ Q. Dann gilt fir jede Zange (¢,v), daBl ¢ <0
und 1 > 1 ist. Daraus folgt

[ = snar=v-a.

Insbesondere gibt es keine e-Zange fiir e < b — a.
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6.2 Der Hauptsatz

Wir haben gesehen, daf stetige Funktionen riemannintegrierbar sind. Es stellt sich nun die
Frage, wie man Integrale berechnen kann. Das wesentliche Hilfsmittel ist der Hauptsatz
der Integralrechnung.

Das Integral der konstanten Funktion mit dem Wert A kann man unmittelbar aus der
Definition berechenen. Diese Funktion ist namlich einfach. Es gilt f; Adx = Aa, b).

Satz 6.12 Sei f : [a,b] — R stetig. Wir bilden die Funktion [a,b] > x — F(z) :=
f; f(x)dx. Dann ist F stetig, auf (a,b) differenzierbar und es gilt

F'(z)=f(z), F(a)=0.

Beweis: Wir betrachten z € [a,b]. Fiir y > z (der Fall z < y geht analog) gilt

/f d:c/fda:_/fdx+/f d:c/f d:c_/f

Sei M := supy,, |f|. Wir schlielen, daB |F'(y) — F(2)| < M|y — 2| gilt. Daraus folgt die
Stetigkeit von F'.
Wir berachten nun z € (a,b). Wir schreiben

o[ s = Fe /y(f(2)+(f(x)—f(y))dx
f ))dx(y

= F —z)dx .
() + F(y ! 2)da
Es gilt
"(f(x) — f(2))dx .
g < s [£) — )50
y—=z z€|2,Y]
da f in z stetig ist. Das zeigt, da§ F’ im Punkt z existiert und F'(z) = f(z) gilt.
Die Aussage F'(a) = 0 ist klar. [

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.

Definition 6.13 Eine auf [a,b] C R stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion F :
[a,b] — R heifit Stammfunktion von f, wenn auf (a,b) gilt: F' = f.

Lemma 6.14 Sind Fy, Fy : [a,b] — R Stammfunktionen von f, dann ist Fo—Fy konstant.

Beweis: Es gilt Fj — F| = 0. [ |

Korollar 6.15 Ist F' eine Stammfunktion von f, dann gilt

/ f(z)dx = F(b) — F(a) .
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Beweis: Die Funktion F(z) := [ f(z)dz ist eine Stammfunktion von f. Damit gilt

fab f(z)dz = F(b) — F(a) fiir diese Stammfunktion. Ist F; eine weitere Stammfunktion,
dann gilt F} = F' + C fiir eine Konstante C' € R. Damit ist

Fi(b) = Fi(@) = F() - F@) = [ fla)do

2™ ist eine Stammfunktion von 2. Folglich gilt

b n+1 n+1
/ n b0 —a
r = ———.
a n+1

2. % ist eine Stammfunktion von e“. Folglich gilt

b be ac
e —e
/ e“dy = —— .
a &

3. In(z) ist eine Stammfunktion von 1 auf (0, 00). Damit gilt etwa fiir 0 < a < b, daB

1
Con+1

/ idw = In(b) — In(a) = ln(é) :

a

4. arcsin(z) ist eine Stammfunktion von ﬁ auf (—1,1). Folglich gilt fir —1 <a <
b<1
!
——=——=dx = arcsin(b) — arcsin(a) .
= ) (@)

Insbesondere gilt

|
dzr ;= lim lim

1
1
/_1 Vi—a? et ), T— a2

dx = arcsin(1) — arcsin(—1) =7 .

5. arctan(z) ist eine Stammfunktion von . Folglich gilt

b
1
/a 2 dx = arctan(b) — arctan(a) .

Es gilt

1 o b
dr ;= lim lim dr =1 .
oo 1+ T2 a——ocob—oo J, 1+ 72
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6.3 Uneigentliche Integrale

Sei f:[a,b) = R (b= oo is zugelassen) eine Funktion derart, da8 fi, o € Rla, c] fiir alle
a < ¢ < b gilt. Dann kénnen wir die Funktion (a,b) 3 ¢ = [ f(z)dz € R betrachten.
Der Punkt b ist ein Haufungspunkt des Definitionsbereiches (a,b) C R dieser Funktion.

Definition 6.16 Wenn lim._,; fax f(z)dx existiert, dann heifit dieser Wert

/ab f(z)dz = EE; /am f(z)dz

uneigentliche Integral von f. Analog definiert man das uneigentliche Integral einer Funk-
tion (a,b] — 0o. Das uneigentliche Integral einer Funktion f : (a,b) — R ist definiert als
Summe uneigenlicher Integrale (falls diese existieren)

/abf(:p)dx = /acf(x)dx + /be(x)dx

Man sieht leicht ein, daf3 diese Definition nicht von der Wahl von ¢ abhangt.
1.

fir ein c € (a,b).

/1 ! dx
- =
1 \/1-1‘2

< 1
/ dr=m
oo L 2?

/ e t=1.
0

In der Tat ist foc e fdr=1—e"°

/Oo:ce_gﬁ2 1
0 2

22
In der Tat ist —%=— eine Stammfunktion von xe™

2
[
¥ =— .
1 s+1

5. Es gilt fir s < —1
eine Stammfunktion von z*. Ahnlich sieht man fiir s > —1, daB

1
1
/:psdx:
0 s+1
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6.4 Partielle Integration, Substitiution

Satz 6.17 (partielle Integration) Sei U C R offen, [a,b] C U und F,G : U — R stetig
differenzierbar mit f .= F', g := G'. Dann gilt

/ 2)G(x)dr = FGJ! — / F2)g(x)dz |
(0)

(
wobei FG|% := F(b)G(b) — F(a)G(a) ist.

Beweis: Wir wenden den Hauptsatz der Integralrechnung auf die Funktion F'G an. Es
gilt
(FG) =FG+FG = fG+Fyg.

1. Wir wollen [ 2 sin(x)dz berechnen. Wir setzen G(z) := z und F(z) = — cos(x).
Dann gilt

/me@) = (~zcos(x))ff / " (— cos(a))d

Nun gilt (—zcos(x))|f = . Ferner ist [ cos(z)dz = sin(r) — sin(0) = 0. Wir
schliefen, daf

/ rsin(z)dr =7
0
gilt.

2. Wir wollen [ 2* cos(z)dx berechnen. Wir setzen G(z) := x* und F(z) = sin(z)(z).
Dann ist

/ 2 cos(z)dr = (2 sin(z))[F — / 2esin(x)dr = =27 .
0 0

3. Wir wollen etwa [;'In(1 + x)dz berechnen. Wir setzen F(z) := z und G(z) :=
In(1 + ). Dann gilt

/0ln(1+x)dx:(xln(1+x))|8—/o lixdx.
Nun ist :1—1%:. Folglich gilt
/01 (1+2)d In(1 + a) /a(1 Ly
n z)dr = aln a) — — x
0 0 1+

aln(l+a)—a+In(l+a)
(I+a)ln(l14+a)—a
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Um die folgende Substitutionsregel besser formulieren zu konnen, setzen wir fiir b < a

/abf(a:)dx = — /ba f(z)dz .

Sei ¢ : [a,b] — (u,v) eine stetige und auf (a,b) stetig differenzierbare Bijektion.
Lemma 6.18 (Substitutionsregel) Fir eine stetige Funktion f: (u,v) — R gilt
o(b)

[ ey = [ sy

¢(a)

Beweis: Sei F eine Stammfunktion von f. Wir betrachten die Komposition F' o ¢ :
[a,b] = R. Auf (a,b) gilt

(F'o o) (x) = F'(d(x))¢'(x) = f(d(x))¢' () -
Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung gilt
»(b) b
/ f(x)dr = F(¢(b)) — F(¢(b)) = / f(o(x))¢'(z)dx .
¢(a) a

1. Wir wollen fol V1 — 22dx berechnen. Wir setzen ¢ = sin(u). Dann gilt ¢'(u) =
cos(u) und

T _

Wegen cos(u) = sin(3

/0 cos(u)de:/O

gilt. Aus 1 = cos(u)? + sin(u)? folgt nun fog cos(u)?dx = Z. Wir sehen, daB

1
/ \/1—:1:2d3::£.
0

In der Tat haben wir den Inhalt eines Viertelkreises ausgerechnet.

u) sehen wir, daf

uy
2

sin((g —u))*dr = / sin(u)?dx

0

SIE]
[SIE]

2. Wir wollen etwa -
/ sin(x)e @ dx
0

berechnen. Wir setzen ¢(x) := cos(z) und beobachten, dal —sin(z) = ¢'(z) ist.
Wir setzen daher f(y) := —e¥ und er halten

T -1
/ sin(z)e@dy = / (—eV)dy=e—e'.
0 1
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3. Wir wollen etwa

[
0 V1+a?

berechnen. Wir substituieren z := ¢(t) := sinh(¢). Dann ist ¢'(t) = cosh(t). Es gilt

1 h(t > h(t <1

/ / Ccos d B COS()gdSL’: dn

0 V1+ :1:2 /1 + sinh(¢ 0 y/cosh(t)? o cosh(t)

Mit tanh(z) := zg;iig gilt

h(t)? — sinh(¢)? 1
ol () — 8 _
ank(z) cosh(t)? cosh(t)?

Wir schlieflen weiter, dafl

/ ————dz = tanh(z)|;" = 1.
VItaz2

6.5 Partialbruchzerlegung

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung kann man rationale Funktionen integrieren. Da
Polynome iiber C in Linearfaktoren zerfallen, ist es glinstig, komplexwertige Funktio-
nen zu betrachten. Eine Funktion f : U — C zerfillt in den Real- und Imaginarteil
Re(f), Im(f): U — R, f =Re(f)+iIm(f). Sie ist genau dann differenzierbar, wenn Re(f)
und Im(f) differenzierbar sind, und es gilt f’ = Re(f)" + iIm(f)".

Wir betrachten eine rationale Funktion

mit teilerfremden Polynomen p, ¢ € Clz]. Wenn deg(q) < deg(p) ist, dann schreiben wir

p(x) = o(x)q(x) + r(x)
fir r, ¢ € C[z] mit deg(r) < deg(q) und

Eine Stammfunktion von ¢ is leicht zu finden, so dafl wir von jetzt an annehmen, dafl
deg(p) < deg(q) gilt.

Sei A € C eine Nullstelle der Multiplizitat k£ von q. Wir behaupten, dafl man
A r(z)

M= =3 i)
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mit G(z)(x — \) = ¢(z) und r € C[z] mit deg(r) < deg(q) schreiben kann. In der Tat ist

mit ¢;(z) = (xq_(i))k

pa) A ple) - Aa()
q(z)  (z—=A)* q(x)
Wir setzen A := %. Dann ist ’W = % fiir ein geeignetes r € Clz] mit deg(r) <

deg(q). Wir sehen induktiv, daf f(z) in eine endliche Summe von Termen der Form

A
(= A)*

entwickelt werden kann. Ist k£ > 2, dann ist

A
REDCE

eine Stammfunktion.
Ist k=1 und A € R, dann ist
Aln(|lz — M)

eine Stammfunktion.

Es bleibt der Fall £ =1 und A € C\ R. Wir schreiben

A Az — AN Az — Re(\)) — A(X — Re(N))

r—XA 12—2Re(AN)z+ A2 (z—Re(\))2+|\2—Re(N)?

Beachte, daf§ |A\|? — Re(A\)? > 0 gilt.
Eine Stammfunktion ist

4 S AP Re(a)?) 4 A~ Re() v~ Re()
o (e = Re(N) T+ AT = Re)) = A oo T = Re)?

Hier ist eine Anwendung. Wir wollen

| vm
—————dx
o 1422+ 2t

berechnen. Die Nullstellen von x* + 222 + 1 sind =4, jeweils mit doppelter Multiplizitét:
(z+i)(x—i) =@+ 1) =2 +22+1.

Wir machen den Ansatz

1 A Bz +C D

1+222 424 (x—i)zJr 2 +1 +(:10+i)2 '
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Nach Hauptnennerbilden bekommen wir

Alx +i)?* + (Brx +C)2* + 1)+ D(x —i)*> = 0
Br* 4+ (A+C+D)2* + (21A+B—2iD)z+ (-A+C—-D) = 1
B =0
A =D
2A+C = 0
—2A+C 1
1
¢ = -
2
—1
A= —=D
4
Als gilt
1 —1 —1 1
= — + — +
1+222 424 4(x—4)?2 4d(x+4)?  2(22+1)
und damit ist
1 n 1 +1 tan(z) x _'_1 tan(z)
— arctan(z) = ———— + — arctan
Az —d) Az tq) 2 MO T ona Ty T MR
eine Stammfunktion. Probe:
1 x? + 1 B 2% + 2 — 22°
2002 +1) (22 +1)2  222+1) 222 +1)2
1
- (@41
B 1
1422242t

Wir schlief3en
/ & 1 g T
—_—aAr = — .
o 1+ 2x2+ 2t 4

6.6 Bogenlange

Sei I := [0, 1]. Da I nicht offen ist, benutzen wir fiir I folgende Erweiterung des Begriffs

einer differenzierbaren Funktion.

Definition 6.19 FEine Funktion f : I — R ist differenzierbar, wenn sie Einschrdankung

einer auf einer offenen Umgebung von I definierten differenzierbaren Funktion ist.

Wir wollen im folgenden vektorwertige Funktionen betrachten. Eine Funktion f: [ — R”

kann als ein n-Tupel von Funktionen (fi,..., f,) notiert werden werden.

Definition 6.20 Wir betrachten f als differenzierbar wenn die f; firi = 1,...,n dif-

ferenzierbar sind und setzen f'(t) = (fi(t),..., f.(t)) € R™.
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Der Begriff des Weges ist ein topologisches Konzept.

Definition 6.21 Fin parametrisierter Weg in R" ist eine stetige Abbildung -~y : [0,1] —
R™. Mit PR™ bezeichnen wir den Menge der Wege in R™.

Auf der Menge der Wege PR" fiihren wir Aquivalzenzrelation ~ ein, unter welcher zwei
Wege als Aquivalent betrachtet werden, wenn sie durch Umparametrisierung auseinander
hervorgehen.

Definition 6.22 FEs gilt vo ~ 71 genau dann, wenn einen Homdoomorphismus ¢ : I — 1
gibt mit

Yo =700 .
Wir iiberlassen es als Ubungsaufgabe, nachzuweisen, daf dies einen Aquivalenzrelation
ist. Mit

PR" := PR"/ ~

bezeichnen wir die Menge der unparametrisierten Wege. Im folgenden wollen wir den Be-
griff der Lange eines Weges untersuchen. Das topologische Konzept ist dafiir zu allgemein.
Der Einfachheit halber schrianken wir uns hier auf differenzierbare Wege ein.

Definition 6.23 FEin differenzierbarer parametrisierter Weg in R" ist eine stetig
differenzierbare Abbildung v : [0,1] — R". Mit PciR™ bezeichnen wir den Menge der
differenzierbaren Wege in R™.

Entsprechend definieren wir die Relation der differenzierbaren Umparametrisierung.

Definition 6.24 Es gilt v ~c1 71 genau dann, wenn eine stetig differenzierbare Abbil-
dung ¢ : I — I gibt mit ¢’ > 0 und

Yo =700 .

Mit
pcan = Pcan/ ~c1

bezeichnen wir die Menge der unparametrisierten differenzierbaren Wege.
Sei v € PcuR™. Dann ist 7/ : I —€ R" stetig. Folglich ist auch I > ¢t — [|7/(¢)]] € R
stetig.

Definition 6.25 Wir definieren die Lange wvon ~ durch

Liy) = / I/t

Die wesentliche Aussage ist, dafl diese Definition nicht von der Parametrisierung
abhangt.

Satz 6.26 Gilt fir vy, 71 € PorR™ die Relation vo ~c1 71, dann ist L(vy) = L(71).
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Beweis: Beweis: Sei g = 710 ¢ fiir eine differenzierbare Abbildung ¢ : I — I mit ¢’ > 0.
Dann gilt ~)(t) = 71(6(t))#(t) und

o1 = [l (@) () -

Die Substitutionsregel fiir das Integral zeigt

/ Ia(®)dt = / I () ll(t)dt = / (o)l -

1. Sei v eine Gerade zwischen den Punkten p,q € R", also y(t) = p + t(¢ — p). Dann
gilt v'(t) = (¢ — p) und [[/)t]] = llg — pll, also

L(y) = llg—pl -
Die Léange dieser Kurve ist genau der Abstand zwischen den beiden Punkten.

2. Wir parametrisieren den Vierteleinheitskreis durch

V() = (t,V1—12) .

Dann gilt
—t
) = (1, ——
v'(t) (m)
und
WO =1+ ——s = —2
TAI= -2 J1i—g’

Folglich gilt

1 1 T
L = dt = arcsin(t)|} = = .
0= | = O =3

Wir haben damit verifiziert, dal der Kreisumfang durch 27 gegeben wird.

3. Der Weg ~(t) = (t,t*) beschreibt ein Stiick der Standardparabel. Es gilt v/(t) =
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(1,2t) und ||7/(¢)|| = V1 + 4¢2. Folglich
w = [ T
. / T iPd2)

= 3 / V14 u2du
1 arcsinh(2
= 5/ 1 + sinh? ( )d(sinh(t))
0
1 arcsinh(2
= 5/ 1 + sinh? ( ) cosh(t)dt
0
1 arcsinh(2
= - / cosh d
2 Jo
1 arcsinh(2
= —/ (e* + e 4+ 2)dt
8 Jo

1 1 arcsinh
= (gsinh(20) + J1)[5 @
1 1
= (Z sinh(¢) cosh(t) + 4t) arcsinh(2)

1 rCSln
= —smh t)y/1 + sinh(t)? + t a h(2

= 5\/5 + Zarcsinh(Q)

7 Funktionalanalytische Aspekte

7.1 Funktionenraume, Vervollstandigung

Seine X, Y topologische Raume. Mit C(X,Y’) bezeichnen wir die Menge der stetigen
Abbildungen X — Y. Wenn Y = R ist, dann schreiben wir einfach C(X) := C(X,R).
Wir werden diese Notation auch fiir komplexwertige Funktionen verwenden.

1. Wenn X kompakt ist, dann ist jede stetige Funktion auf X beschrankt. Fir f €
C(X) ist die Norm || f||oo := supy |f| wohldefiniert und bestimmt eine Metrik. Der
metrische Raum(C(X), || ... ||«) ist vollstindig (Lemma 4.68).

2. Wir betrachten jetzt [a,b] C R und die Norm

1l = / f(@)|dx

auf C([a,b]). Wir weisen dazu die Normeigenschaften nach.
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(a) Es gilt immer ||f||; > 0. Wenn || f||; = 0 ist, dann ist f = 0. In der Tat, wére
f # 0, dann gibt es z € (a,b) mit f(z) # 0. Dann finden wir 6,¢ > 0 derart,
daB [z — €,z + €] C [a,b] und auf diesem Intervall |f(x)| > § gilt. Damit ist
aber

b z+e€
/ |f(:p)d:p2/ ddx = 2ed >0

(b) Fir A e R gilt [[Af]le = [All[f]]1-
(c) SchlieBlich gilt

I gl = /|f<a:>+g<a:>|das

b
< [ U@+ 1)z
< flh+ gl -
Der metrische Raum (C([a, b]), || ... ||1) ist nicht vollstdndig. Als Beispiel betrachten
wir [a,b] = [0, 2] und die Folge
a2 xel0,1]
fn(2) '_{ 1 ze(1,2
Dann gilt
1 1 1 1
n — Jm|ll = " —a"|dx < " ™dx = .
o= Flh = [ " =l < [ @ e = g g

Folglich ist (f,,) eine Cauchyfolge. Wir nehmen nun an, dafl f,, — ¢ fir g € C(][0, 2])
gilt. Dann ist

/02 | fulz) — g(z)|dz > /12 11— g(a)|dx

Da die linke Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, gilt ff |1 — g(x)|dz = 0. Daraus
folgt g(x) = 1 fiir alle « € [1, 2] folgt. Moge nun fiir ein z € [0,1) gelten g(z) # 0.
Dann ist gibt es fir 0 < 6 < |g(z)] ein 1 — 2z > € > 0 derart, daf |g(x)| > § fir
x € [z, 2z + € gilt. Damit ist

z+e

[ s-t@ite= [ lge-n@le = [ lo@)- @i > 6

Das ist aber ein Widerspruch zum Fakt, dafl die linke Seite gegen Null strebt fiir
n — oo. Folglich gilt g(x) = 0 fir alle € [0,1). Damit ist aber g nicht stetig. Es
gilt

11l < (0= a)l[ fllee -
Es gibt aber keine Abschéatzung in die andere Richtung. Dazu betrachten wir etwa
[a,b] = [0,1] und f, := y/nz". Es gilt || f.] = HLZ — 0 fiir n — oo, aber ||fullco =
Vn — o0o.
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3. Auf C([a, b)) konnen wir auch die Norm

b
1l = / (@) Pz

betrachten. Das dies eine Norm ist, sieht am am besten dadurch ein, dafl man
beobachtet, daf§ dahinter das Skalarprodukt < g, f >:= fab f(x)g(x)dx steht. Der

Raum (C([a,b]),||...||2) ist ebenfalls nicht vollstindig. Wir konnen das gleiche
Beispiel verwenden wie fiir ||||;.
Es gilt

[fll2 < Vb —al fll -

Die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung zeigt
[l =<LIfI > < [[fl2lltl2 = Vb —allf]l2 -
Wir haben also eine Kette stetiger Identitaten

(C(la, ), |- lloo) = (C(la, 0]), [I .- - [l2) = (C([a, 0]) - - 1) -

Definition 7.1 FEin normierter Vektorraum (E,||.||) (tiber R), welcher als metrischer
Raum (mit d(z,y) := ||z — y||) vollstindig ist, nennet man einen reellen Banachraum.

Fiir kompaktes X ist (C(X),]|.]l) ein Banachraum. Die Réume (C([a,b]),|].||1) und
(C([a,b]),-]]2) sind keine Banachraume.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dieser muf§ nicht notwendig vollstindig sein. Im
folgenden wollen wir den Begriff der Vervollstandigung einfiihren.

Definition 7.2 FEine Vervollstindigung von (X, dy) ist ein Paar ((Y,dy),i) aus einem
vollstindigen metrischen Raum (Y, d) und einer isometrischen Abbildungi: X — Y der-
art, daf fiir jede lipschitzstetige * Abbildung f : X — Z in einen vollstindigen metrischen

Raum Z

Y

eine eindeutige stetige Faktorisierung g existiert.

Satz 7.3 Jeder metrische Raum besitzt eine Vervollstandigung © : X — Y. Dabei ist
i(X) C Y dicht. Sind ((Y,dy),1) und ((Y',dy+),i") zwei Vervollstindigungen, dann gibt
es eine eindeutige isometrische Isomorphie j : Y — Y’ so dafl

X .
A

Lalso dz (f(z0), f(71)) < Cdx (o, 21) fiir alle xg, 21 € X

Y
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Beweis: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeitsaussage. Wir wenden die universelle Eigen-
schaft von ((Y,dy),i) auf ' : X — Y’ an und erhalten eine eindeutige Faktorsierung
j. Analog erhalten wir j' : Y — Y aus der universellen Eigenschaft von ((Y’,d}),d)
angewendet auf die Abbildung i : Y — X. Die Komposition j’ o j paft in

X 7o

Y

Da diese Faktorisierung auch durch idy geleistet wird, mufl wegen der Eindeutigkeit der
Faktorsierung j' o j = idy sein. Analog zeigt man j o j' = idy. Wir miissen uns davon
tiberzeugen, daf} j eine Isometrie ist. Dazu benutzen wir die vorerst unbewiesene Tatsache,
dafl das Bild von X in Y dicht ist, also i(X) =Y gilt.

Seien zwei Punkte yo,y; € Y gegeben. Dann finden wir Folgen (zg,) und (xy,) mit
i(Ton) — Yo und i(x1,) — y1. Es gilt weiter wegen der Stetigkeit von j und der Abstands-
funktionen

n—oo

= lim dy(i'(zon), 7 (x1,))

n—oo

dy (3 (%), j(yr)) = lim dy(i(j(2on)), 15 (21n)))
(

= hm dx (Ton, T1n)

= nh_{ﬂ dy (i(on ), i(T1n))

= dY<y07y1)

Wir zeigen nun die Dichtheit von i(X) C Y. In der Tat ist i(X) als abgeschlossene
Teilmenge eines metrischen Raumes auch vollstandig. Die universelle Eigenschaft von
((Y,dy), i) gibt eine Faktorisierung

und die Komposition Y N i(X) — Y ist die Identitit. Damit ist i(X) = Y.

Wir miissen nun die Existenz einer Vervollstandigung zeigen. Dazu betrachten wir die
Menge Y c XN der Cauchyfolgen in X. Sei?: X — Y die Abbildung, welche jedem
Punkt = von X die konstante Folge mit dem Wert x zuordnet.

Wir definieren eine Funktion d : ¥ x Y — [0, 00) durch

Ci((xn% (Yn)) = nh_f{)lo dx (T, Yn) -

In der Tat ist (dx(zn,yn)) eine Cauchyfolge. Um dies einzusehen, benutzen wir die
Dreiecksungleichung

dx(ZL‘n, yn) - d(l‘m, ym) S dx(ZL‘n, xm) + dx(ZL‘m, ym) + dX(yma yn) - dX(xma ym)
= dX<xn7 xm) + dX(ymu yn> .
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Durch Vertauschen der Rollen von n und m zeigt man auch

dX (xma ym) - d(xna yn) S dX <$n7 $m) + dX (yma yn) .

Insgesamt ergibt ich

‘dX<xn7 yn) - d(xma ym)| S dx(.’lfn, $m) + dX(ymu yn) .
Es gilt
L. d((z), (zn))

2. d((xn), (ya)) = d((yn), ()

~

3. d((z), (yn)) < d((20), (20)) + d((22), (2,)). In der Tat gilt

I
o

~

lim dX(xna yn) < lim (dX(xnv Zn) + dX(zna yn)) = d((xn)v (zn)) + d((zn)a (xn)) .

n—oo n—oo

Wir fiihren nun auf Y eine Aquivalenzrelation ein, in welcher (z,) ~ (y,) genau dann gilt,
wenn d((x,), (y)) = 0 ist. In der Tat ist diese Relation wegen der obigen Eigenschaften
von d

1. reflexiv
2. symmetrisch
3. transitiv.

Sei Y := Y/ ~. Die Klasse der Folge (x,) bezeichnen wir mit [z,]. Wir definieren einen
Abstand dy : Y x Y — [0, 00) durch

dy ([wal, [yn]) = d((0), (4n)) -

Dieser ist wohldefiniert In der Tat, wenn [z,] = [z,], dann ist

d((xa), (yn)) < d((xa), (a7,)) + d((x}), (ya)) = d((2,), (4a) -

Genauso zeigt man d((2), (yn)) < d((x2), (yn))-
In der Tat folgt nun aus d([z,], [y.]) = 0 auch [z,] = [y,]. Damit wird (Y,dy) ein

metrischer Raum. Wir setzen i : X - Y — Y und beobachten, dafl ¢ isometrisch ist.
Wir zeigen nun, daf (Y, dy) vollstindig ist. Sei ([(z¥)]) eine Cauchfolge von Klassen
von Cauchyfolgen. Fiir ¥ € N wiihlen wir n(k) € N derart, daf dx(zF, 2% ) < 27 fiir

alle n,m > n(k) gilt. Dann betrachten wir die Folge (yx) mit y = xﬁ(k). Dies ist eine

Cauchyfolge. In der Tat, sei € > 0 gegeben. Dann wéhlen wir ko derart, dafl 27k < ¢/3
und d((z%), (z7)) < €/3 fiir alle i, j > ko gilt. Dann ist fiir i, j > ko

dx (yi, y;) < dx(yi, %) + dx (2l 22) + dx (22, y;) -

114



Wir wihlen n > max{n(i),n(j)} so groB, dal dx(x,x?) < ¢/3 gilt. Die anderen beiden
Terme sind auch durch €/3 beschrénkt (da dX("Elﬁ(i)a z!) < €/3 nach Konstruktion). Fol-
glich gilt fir 4,5 > ko, dal dx(y;,y;) < e. Damit haben wir nachgewiesen, daf (y,) eine
Cauchyfolge ist.

Als néchstes zeigen wir, dal [(z})] — [y gilt fiir n — oco.

Wir wihlen € > 0 und ko € N derart, da§ 27% < /3 gilt. Fiir n > ko gilt dann
dx (@, yr) = dx(zy, "E]:L(k)) < dx (@, x) + dy (27, l‘f) + dx (l‘f, $Z(k)) :

Wir wéhlen jetzt n so groB, daB d((27), (%)) < ¢/3 fiir alle k > n, ky. Dann wihlen wir
k > n so groB, dafl dx(z},z}) < €/3 fur alle ¢ > k gilt. Dann wahlen wir i > n(k), k so
grofB}, daf dy (27, 7¥) < ¢/3 gilt. Automatisch haben wir auch dx (x¥, xﬁ(k)) < €/3. Damit
gilt

lim lim dx(z3, yx) < €.
n—00 k—o00

Da € > 0 beliebug war, gilt sogar lim,, o limg_,o dx (2}, yx) = 0. Die Folge von Klassen
von Cauchyfolgen [(z%)] konvergiert also gegen die Klasse [yy].

Wir weisen nun die universelle Eigenschaft nach. Sei f : X — Z eine lipschitzstetige
Abbildung in einen vollsténdigen metrischen Raum. Ist (z,) € Y, dann ist (f(x,)) eine
Cauchyfolge in Z. Diese hat einen Grenzwert, und wir setzen

9((xyn)) == lim f(z,) .
n—00
Wir bemerken nun, da8 §((z,,)) nur von der Aquivalenzklasse [x,] abhéngt. In der Tat,
wenn [y,| = [z,] gilt, dann gilt dx(z,, y,) — 0 und damit dz(f(x,), f(yn)) — 0, folglich
lim,, o0 f(2,) = lim, oo f(yn). Wir definieren g : Y — Z durch

9([zn]) == 9((2n)) -

Wir zeigen nun, dal g : Y — Z stetig ist. In der Tat ist fiir [z,], [y,] € Y

dz(g([xn), 9([yn])) = lim dz(f(zn), f(yn)) < Climsup d(zn, yn) = Cdy ([2n], [ya]) ,

n—oo
wobei C' die Lipschitzkonstante von f ist.

Da i(X) C Y dicht ist, ist eine stetige Fortsetzung von f auf Y eindeutig bestimmt.
Damit haben wir die Existenz und Eindeutigkeit der Faktorisierung nachgewiesen. [ |

1. Die Vervollstandigung von (C([a,b]), || ...]]1) wird mit L'([a,b]) bezeichnet. Die
Norm ||...| : C([a,b]) — R ist lipschitzstetig und setzt sich zu einer Norm auf
L'([a, b]) fort. Der metrische Raum (L'([a,b]),]...]|) ist vollstandig. Folglich ist
(L'([a,b]),]| ... ||) ein Banachraum.
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2. Die Vervollstandigung von (C([a,b]),]|...]||2) wird mit L?([a,b]) bezeichnet. Fiir
f € C([a,b]) ist < f,--+ > C([a,b]) — R lipschitzstetig und setzt sich fort zu
< f,--->:L*([a,b]) = R. Fir g € L*([a,b]) ist < ..., g >: C([a,b]) — R wiederum
lipschitzstetig und hat eine Fortsetzung auf L?([a, b]). Wir erhalten somit < .,. >:
L*([a, b]) x L*([a,b]) — R. Man kann zeigen, dafl das wieder ein Skalarprodukt ist,
welches die Ausdehnung der Norm ||| von C([a,b]) auf L?([a,b]) definiert. Das
Paar (L?*([a,b]), < .,. >) ist ein Beispiel eines reellen Hilbertraumes. Der normierte
Raum (L?([a, b]), ||.||2) ist ein Banachraum.

7.2 Der Satz von Ascoli

Seien (X, dx) und (B, dp) metrische Rdume. Mit C(X, B) bezeichnen wir die Menge der
stetigen Abbildungen von X nach B. Wenn X kompakt und B vollstandig ist, dann wird
C(X, B) ein vollstandiger metrischer Raum mit dem Abstand

dC(X,B)(f, g) = Sl)l(P dg(f(z),9(x))

(Lemma 4.68). Wenn (B, ||.||) ein Banachraum ist, dann ist || f||c(x,z) = supy ||f(z)]|
wieder eine Norm auf dem Vektoraum C(X, B), der dann wieder ein Banachraum ist.

Definition 7.4 FEine Teilmenge F C C(X, B) heifit gleichgradig stetig im Punkt x €
X, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so daff aus f € F, y € X und dx(z,y) < § die
Ungleichung dg(f(z), f(y))) < € folgt. Ist F in jedem Punkt von X gleichgradig stetig,
dann ist F' gleichgradig stetig.

Eine endliche Menge stetiger Abbildung ist gleichgradig stetig.

Lemma 7.5 Sei F C C(X, B) gleichgradig stetig in x und (f,) eine Folge in F derart,
daf$ f, — g punktweise fir eine Funktion g : X — B. Dann ist g im Punkt x stetig.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Dann wéahlen wir § > 0 derart, daf aus dx(y,x) < ¢ fir
alle n € N folgt dp(f.(vy), fu(x)) < e. Sei nun dx(y,z) < . Dann gilt dg(g(x),g(y)) =
limy o0 dp(fa(2), fu(y)) < € u

Wir ziehen die folgende Konsequenz aus dem Beweis.

Lemma 7.6 Sei X kompakt und F C C(X, B) gleichgradig stetig. Dann ist auch F C
C(X, B) gleichgradig stetig.

Beweis: Seixz € X und € > 0 gegeben. Dann gibt es ein 6 > 0 derart, daf§ aus dx (z,y) < §
fiir alle f € F folgt dp(f(z), f(y)) < e. Ist g € F. Dann ist g = lim,, f, fiir eine Folge
aus F'. Insbesondere gilt f,, — g punktweise. Der Beweis des Lemmas 7.5 zeigt, dafl aus
dx(x,y) < 6 auch dg(g(x), g(y)) < € folgt. [
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Lemma 7.7 Sei D C X eine dichte Teilmenge, F' C C(X, B) gleichgradig stetig und
(B,dg) wvollstindig. Sei (f,) eine Folge in F derart, daf$ f,(x) — §(x) fir alle x € D fiir
eine Funktion g : D — B. Dann hat § eine stetige Fortsetzung g : X — B und es gqilt
fn — g punktweise.

Beweis: Wir zeigen, dafl (f,,(x)) fir jedes x € X konvergiert. Dann ist

g(z) := lim f,(x)
n—oo
nach Lemma 7.5 eine stetige Forsetzung von g.
Da B vollstandig ist, reicht es zu zeigen, dafl (f,(x)) eine Cauchyfolge ist. Fir
e > 0 wahlen wir § > 0 derart, daf§ aus dx(y,x) < d fir alle n € N die Abschétzung
dp(fu(z), fu(y)) < § folgt. Wir finden weiter y € D mit dx(y,r) < 6, da D in X dicht
ist. Wir wéhlen schlieBlich no € N derart, daf aus n,m > nq folgt dp(fu(y), fm(y)) < §.
Damit gilt fiir n,m > ng

dB(fn(x)a fm($)) < dB(fn(x)a fn(y)) + dB(fn(y)a fm(y)) + dB(fm(y)v fm($)) <e€.

Lemma 7.8 Sei (X,dy) kompakt, F C C(X, B) gleichgradig stetig und (f,,) eine punk-
tweise gegen g € C(X, B) konvergente Folge in F'. Dann gilt f, — g gleichmdfig.

Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Fiir jedes x € X wéhlen §, > 0 derart, dafl aus dx(y,x) <
o, fiir alle n € N die Abschétzung dp(f,(7), fu(y)) < 5 folgt. Da X kompakt ist, gibt es
eine endliche Teilmenge D C X derart, daBl X = U,epB(z, ;) gilt.

Wir wihlen nun ng € N derart, daf aus n > ny fiir alle € D folgt dp(fu(7),g(z)) < 5
folgt. Fiir y € X wéhlen wir nun x € D mit y € B(z,J,). Dann gilt fiir n > ny
dp(f(y),9(v))
< dp(fa(y), fn(2)) + dp(fn(2), 9(x)) + dB(g(x), 9(y))
€ € €
< g + g + g
= €
|

Der Satz von Ascoli charakterisiert kompakte Teilmengen in C'(X, B). Wir erinnern
daran, daf} eine Teilmenge eines metrischen Raumes relativ kompakt heifit, wenn ihr
Abschlufl kompakt ist.

Satz 7.9 (Ascoli) Sei (X, dx) eine kompakter metrischer Raum und (B, dg) ein vollstandiger
metrischer Raum. Fine Teilmenge F' C C(X, B) ist genau dann relativ kompakt, wenn F
gleichgradig stetig und fiir jedes x € X die Menge {f(x)|f € F} C B relativ kompakt ist.
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Korollar 7.10 Sei (X,dy) ein kompakter metrischer Raum. Fine beschrankte gleich-
gradig stetige Teilmenge F C C(X,R"™) ist relativ kompakt.

Beweis: Sei C € R derart, dafl ||f]|oc < C fir alle f € F. Dann ist fiir jedes x € X
{f(z)|f € F} C B(0,C) C R" relativ kompakt. Wenn F' gleichgradig stetig ist, dann ist
F relativ kompakt nach dem Satz von Ascoli. [ |

Beweis: Sei F relativ kompakt. Dann ist ' kompakt. Die Abbildung C(X, B) >
[+ f(x) € B ist stetig und damit {f(x)|f € F} C B als stetiges Bild einer kompakten
Menge kompakt. Folglich ist {f(z)|f € F'} eine Teilmenge einer kompakten Menge und
somit selbst relativ kompakt.

Wir miissen zeigen, dafl I’ gleichgradig stetig ist. Sei € > 0 gegeben. Sei nun D C F
eine £-dichte endliche Teilmenge von F'. Wir wihlen ¢ > 0 derart, daf aus dx (y, ) < ¢ fiir
alle f € D folgt d(f(x), f(y)) < 5 (wir benutzen hier, daf alle stetigen Funktionen auf X
gleichméfig stetig sind). Dann gilt fiir g € I und geeignetes f € D mit dox,p)(f, 9) < 3,
daf

dg(9(x),9(y)) < dp(g(x), f(x)) +de(f(2), f(y)) + dB(f(y), 9(y)) < €

fir alle z,y € X mit dx(z,y) <.

Umgekehrt, sei F' gleichgradig stetig und {f(x)|f € F'} fir jedes x relativ kompakt.
Sei D = {d;]i € N} C X eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Sei (f,) eine Folge in
F. Die Folge (f.(d;)) hat fiir jedes i eine konvergente Teilfolge. Durch ein Diagonal-
folgenargument wéhlen wir eine Teilfolge (f,,,) derart aus, da8 (fy,(d;)) fiir jedes i € N
konvergiert. Diese Teilfolge konvergiert damit nach Lemma 7.7 punktweise gegen ein El-
ement in C(X, B). Nach Lemma 7.8 ist diese Konvergenz gleichméflig. Wir haben also
eingesehen, daf jede Folge in F' eine in C'(X, B) konvergente Teilfolge besitzt. |

Sei C1([a,b]) C C([a,b]) die Teilmenge der stetig differenzierbaren Funktionen. Auf
C1([a, b]) betrachten wir die Norm

1 ller o= 11 lloe + 1 lloo -

Lemma 7.11 (C'([a, b)), || ... ||c1 ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis: Sei (f,) eine Cauchyfolge in C*([a,b]). Dann sind (f,) und (f) Cauchyfolgen
in C([a,b]). Folglich gilt f, — f und f, — g in C([a,b]). Es bleibt zu zeigen, dafl
f e C¥a,b]) und g = f’ ist.

Sei x € [a,b]. Dann schreiben wir

fly) = f(x) +g(x)(y —z) +ry)(y—2) .

Nun gilt
fa(y) = ful@) + fr(2)(y — 2) + ra(y)(y — ) .
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Wir werden zeigen, daf r,, — r gleichmaflig. Daraus folgt

lim r(y) = lim lim r,(y) = lim limr,(y) =0 .

Y= Y—T Nn—+00 n—00 Y—T

Es ist klar, dafl 7,(y) — r(y) punktweise gilt. Das Problem ist die GleichméfBigkeit der
Konvergenz. Dazu betrachten wir

_ fa(y) = fo(@) = f(y) + ful®)
y—x

ra(y) = Tm(y) — fu@) + fr(2) -

Wir wenden den Mittelwertsatz auf f,, — f,, an und erhalten

ra(y) = rm(y) = fu(2) = [0 (2) = f(@) + fra(2)

fiir geeignetes z zwischen x,y. Folglich gilt

170 = Tmlloo < 2| fn — frull -

Damit ist (r,,) eine gleichméfige Cauchyfolge. [

Lemma 7.12 Die Einbettung i : C*([a,b]) — C([a,b]) ist kompakt im folgenden Sinne:
Fiir jede beschrinkte Teilmenge F C C*([a,b]) ist i(F) relativ kompakt.

Beweis: Ist F C C'([a,b]) beschrankt, dann ist sicher i(F) auch beschrankt. Sei C' :=
supsep || fller. Ist € > 0 gegeben, dann gilt fiir § := C~'e, f € F und [z —y| < ¢

[f(x) = f(y)| < Clz -yl =e.

Sei i(F') ist also gleichgradig stetig und beschrankt. Nach Korollar 7.10 ist i(F') relativ
kompakt. |

8 Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

8.1 Ableitung als lineare Approximation

Zur Erinnerung, sei U C R offen, v € U und f : U — R eine Funktion. Dann war f im
Punkt u differenzierbar, wenn

f(o) = f(u) +alv —u) +r(v)(v —u)

gilt fiir eine Zahl a € R und eine Funktion r : U — R mit lim,_,, r(v) = 0. Die Zahl a
heifit dann die Ableitung und kann als Grenzwert des Differenzenquotienten

A = LTI AL ()

v —Uu VU
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bestimmt werden.

Die Zahl a bestimmt, wie schnell die Funktion f im Punkt u wéachst oder fallt.
Insbesondere, wenn die Funktion f dort ein Extremum hat, dann ist a = 0. Dies
kann zur Bestimmung von Extremwerten ausgenutzt werden. Der Term f(u) in f(v) =
f(u)+a(v—u)+r(v)(v—u) kann als Approximation von f durch eine konstante Funktion
angesehen werden. Der Term a(v — u) ist eine Korrektur durch eine lineare Funktion, und
r(v)(v — u) ist ein Restglied. Die Bedingung r(v) — 0 fiir v — w sichert, daf dieser Rest
wirklich kleiner als die anderen beiden Terme ist.

Wortlich dieselben Betrachtungen gelten, wenn die Funktion f Werte in einem Vek-
torraum F' hat, in welchem ein Konvergenzbegriff definiert ist, also eine Topologie. In
der Tat kann unter Benutzung der Vektorraumstruktur der Differenzenquotient A, (f)
immer noch gebildet werden. Mit Hilfe des Konvergenzbegriffs kann man die Existenz
f(u) = lim, ., A, (f)(v) untersuchen. Natiirlich ist dann f’(u) € F. Fiir spitere Be-
trachtungen ist es giinstig, die Ableitung f’ als ein Element von Hom(RR, F') zu verstehen.
Natiirlich gibt es einen Isomorphismus F' = Hom(R, F') mit f +— {t — tf}.

Ist ' = R", dann ist kann man f durch seine Komponenten f; : U — R beschreiben:
f = (f1,..., fn). Die Ableitung f’(u) existiert genau dann, wenn die Ableitungen aller
Komponenten f/(u) existiert, und es gilt f'(u) = (f](w),..., f(u)).

Sehen wir uns ein komplizierteres Beispiel an. Wir betrachten die Abbildung ® : R —
C([0,1])

PR3z O(x) = {t— e} .

Die Konvergenz in C([0, 1]) soll durch die Norm || f||c := sup;eo 1 | f(¢)| bestimmt sein.
Wir betrachten den Quotienten

evt _ eut

Au(®)(0)(t) =

V—U

In der Tat existiert
lim A, (®)(v) =T, U(t) =te" .

uU—v

Wir schétzen ||A,(®)(v) — V|| mit Hilfe der Taylorformel ab. Dazu schreiben wir

28t
e’ =e" +te" (v —u) + (v —u)’ 5
fiir geeignetes & € [u,v]. Damit ist
t2estt
[Au(@)(V) () = T(t)] = (v —u)—;

und es gilt
lim [|A,(P)(v) — V|| =0 .
VU

Fiir die Erklarung von Konvergenzbegriffen ist man nicht auf Normen beschrankt. Sei F'
ein Vektorraum und F” sein Dualraum. Wir betrachten eine Teilmenge N C F’. Diese
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legt einen Konvergenzbegriff fest. In der Tat, wir kénnen dann eine Folge von Vektoren
(f;) fir konvergent erkldren, wenn die Folgen (n(f;)) fiir alle n € N konvergieren. Um
letztlich die Eindeutigkeit von Grenzwerten zu sichern, nehmen wir an, daf§ NV die Punkte
trennt, also fiir f € F aus n(f) =0 fir alle n € N folgt f = 0.

Ist f: U — F eine Abbildung, dann ist diese in u differenzierbar genau dann, wenn
es ein Element f' € F gibt, so dafl fir alle n € N die Funktion no f : U — R in u
differenzierbar ist und in u die Ableitung n(f’) hat. Es reicht hier nicht aus, lediglich die
Differenzierbarkeit aller n o f zu fordern.

Ein typisches Beispiel ist ' = C([0,1]) und N C F” ist die Menge der Punktauswertun-
gen. Daf heifit, N = [0, 1] und dem Punkt n € [0, 1] entspricht die Linearform f — f(n).
Die Punktauswertungen trennen die Funktionen. Der Konvergenzbegriff ist die uns schon
bekannte punktweise Konvergenz.

Wir wollen nun diese Theorie auf héhere Dimensionen im Argument verallgemeinern.
Damit wir von linearen Approximationen sprechen konnen, mufl f : U — F' eine Abbil-
dung von einer Teilmenge eines Vektorraumes U C FE in einen weiteren Vektorraum F'
sein. Wir schreiben

f(w) = fu) + A(v — u) + R(v)

fiir eine lineare Abbildung A : F — F und eine Abbildung R : U — F. Wir miissen uns
Bedingungen iiberlegen, welche sichern, dafl die drei Terme wirklich Approximationen
unterschiedlicher Ordnung beschreiben. Um die Grofle von Vektoren messen zu konnen,
verwenden wir in dieser Vorlesung Normen. Es sei aber bemerkt, daf3 die Theorie auch in
allgemeineren Kontexten topologischer Vektorraume funktioniert.

Seien also ||.||g und ||.||r Normen auf £ und F.

Definition 8.1 Fine Zahl C' € R ist eine Schranke von A, wenn
[Az||p < Cllzlle

fur allex € E gilt. Wenn A eine Schranke besitzt, dann nennen wir A beschrdnkt. Dafs
Infimum ber alle oberen Schranken ist heiffit Norm von A. Es gilt also

[All = f{C € RI{Vz € E[[[Allp < Cllz]2}}
Mit B(E, F) bezeichen wir die Menge der beschrdnkten linearen Abbildungen.

Fiir beschranktes A gilt
A
4l = sup 1A

0#z€E Hx”E .

In der Differentialrechnung werden wir annehmen, dafl die lineare Approximation durch
eine beschriankte Abbildung gegeben wird. Wir werden spéater sehen, dafl Beschrénktheit
zur Stetigkeit gleichwertig ist. Damit sichert diese Bedingung, dafl eine differenzierbare
Abbildung automatisch stetig ist. Diese Eigenschaft ist fiir das Wohlverhalten der Theorie
von entscheidender Bedeutung und wird etwa spater beim Beweis der Kettenregel benutzt.
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Die folgende Bedingung sichert, dal das Restglied "kleiner” als die lineare Approxi-

mation ist:
lim LRl _
vou o —ullg
Eine nicht-triviale lineare Abbildung kann diese Bedingung nicht erfiillen. In der Tat,
wére R(v) = Ry+ A(v—u). Dann mufl wegen R(u) = 0 auch Ry = 0 gelten. Ware A # 0,
dann gabe es x € E mit Ax # 0. Es gilt dann

[B(u+Ar)|lr _ |R(u+2)||r

allz lzlle

fiir alle A € R. Insbesondere geht die linke Seite nicht gegen Null fiir A — 0.
Ein normierter Vektorraum (£, ||.||g) ist insbesondere metrisch und topologisch. Man
kann von Grenzwerten und offenen Mengen reden.

Definition 8.2 Seien (F,||.|g) und (F,||.|r) normierte Vektorraume. Seiuw € U C E
und f : U — F. Die Abbildung f ist in u differenzierbar, wenn es eine beschrankte
lineare Abbildung A € B(E, F) gibt, so dafs

f) = f(uw) + A(v — u) + R(v)
und

o IR

vl =)l

Die Abbildung df (u) :== A heifit Ableitung von f im Punkt u.
Lemma 8.3 Die Ableitung ist wohldefiniert.

Beweis: Wir nehmen an, daf3
fw) = fu) + A'(v—u) + R (v)

und )
. [RW)||r

lim =0
v=u (v —u)||g

fiir ein weiteres A’ € B(FE, F') und R’ gilt. Dann ist
(A—A)(v—u)=R(v)— R'(v) .

Sei (A — A')(x) # 0 fiir ein x # 0. Die Abbildung R — E, A — u + Az, ist stetig. Damit
ist u + Ax € U fiir geniigend kleine A. Hier nutzen wir aus, daf§ U eine Umgebung von u
ist. Fir diese A ist

AMA—AN(z)=(A—A)(A\z) = R(u+ \x) — R'(u+ Az) .
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Wir schlieBen
(A— A (x) = AX"YR(u+ ) — R'(u+ A\v)) .

Dann gilt
(A= A) @)l < X R(w+ Ad) [+ AR (a4 M)l
Es gilt
R A
lim A~ R + Ax)|p = lim IR EADE
A—0 A—0 Allz]| e

und ein analoges Ergebnis fiir R’. Daraus folgt (A — A")(z) = 0, ein Widerspruch. [ |
Hier sind einige Beispiele.

1. Sei A € B(E,F)und fy € F. Wir betrachten f : E — F, f(e) = fy + Ae. Dann
gilt
fle) = fle)+ Al —e) .
Folglich ist f differenzierbar in e und es gilt df (e) = A.

2. Sei f: E — F konstant. Dann ist f(e') = f(e), also df (e) = 0.

8.2 Funktionalanalytische Grundlagen

Seien (E,|.||g) und (F,||.||r) normierte Vektorraume. Im letzten Abschnitt hatten wir
den Raum B(FE, F') der beschrankten linearen Abbildungen eingefiihrt. Insbesondere war
fir jedes A € B(E, F') die Norm || A|| g—r definiert.

Lemma 8.4 Der Raum B(E,F) ist ein Vektorraum. Durch A — || Allg_r wird eine
Norm auf B(E, F) gegeben.

Beweis: Es gilt

|Alp—F >0
nach Konstruktion. Weiter ist
Nz Az
MAlpor = sup 2A7IE o 1ATle g
0#£z€E |z|| & 0#£z€E ]| &

Insbesondere ist mit A € B(E,F) auch AMA € B(E,F). Fir A,A" € B(E,F) und
beliebiges x € E gilt

1A+ A)(@)llr < [[Azllr + [ Azl < [Allesplzll + A e-pllz]e -

Daraus folgt A+ A’ € B(E, F) und || A+ A ||p—r < |Allg—r+ || A g=rF- Ist |A||pr =0,
dann gilt ||Az||F = 0 fiir alle x € E, also A = 0. [

Lemma 8.5 Ist F wvollstindig (Banach), so auch B(E, F).
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Beweis: Sei (A,) € B(E, F) eine Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes e € E die Folge A,e
eine Cauchyfolge. In der Tat ist ||Ae — Apel|lr < [|An — Anlle—rlle]|g. Wir definieren
A: E — F durch Ae :=lim,,_,, Ap,e. Dann gilt fiir e, ¢’ € F und A € R, daf

Ale+ X)) = lim A,(e+ \e)
n—oo
= lim (Ae + AA,€)
n—oo
= lim A,e+ lim M\A,¢

n—oo n—oo

= Ae+ MA€ .
Folglich ist A linear. Weiter gilt

[Anellr < sup [[Anl[pplle]l s
neN

also || Al p—r < sup,ey ||Anl|p—r < co. Damit ist A € B(E, F'). Wir zeigen schliefllich,

daB lim,,_,,, A, = A. Sei € > 0 gegeben. Wir wahlen N € N derart, dafl fiir n,m > N gilt

|An—An | E—r < 5. Fiire € E wéhlen wir nun m > N so groB, daf} ||A,,e—Ae|p < @

Dann gilt

1(An = Aellr = [[(An = Am)e + (A — A)el|r
< (A = Am)ellr + [(Am = Aellr
< clells | elells
- 2 2
= clelle -
Also gilt fir n > N, daB ||A, — A||lp—r < e. |

Mit £ := B(E,R) bezeichnen wir den Raum der stetigen linearen Abbildungen. Mit
Il :== ||-|| e—r ist dies wieder ein normierter Vektorraum.

Definition 8.6 (E',||.||g) ist der duale normierte Raum von (E||.||g).

Zum Beispiel sind &y : f— f(0) und I : f fi)l/z f(x)dx Elemente von

(C(=1,10), [ lso)" -

Es gilt
lollc-ruy =1, IMlcq-1my =1/2.

Die Mafitheorie wird eine vollstdndige Beschreibung von C([—1, 1])’ liefern.
Seien (E,||.||g), (F,|||lr) und (G,]|.||¢) normierte Rdume, A € B(E,F) und B €
B(F,G).

Lemma 8.7 FEs gilt ||Bo A|lg—c < ||Allg—r||Bllr=c-
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Beweis: Wir rechnen

I(BoA)(e)lle < |BllrscllAellr < |[BllrocllAllz-rllelz -

Folglich ist B o A durch || B||roc||All - F- [
Insbesondere ist fiir A € B(FE, E)

1A | < A5k -
Wir nehmen an, da§ F und F ein Banachrdume sind und betrachten Ay € B(E, F).

Lemma 8.8 Wenn Ay ein Inverses Ay* € B(F, E) hat, dann existiert eine offene Umge-
bung U C B(E,F) von A, so daf§ jedes A € U ein Inverses A~ € B(F, E) besitzt. Die
Abbildung I : U — B(F,E), I : A — A~ ist differenzierbar und besitzt die Ableitung
dI(Ao)(B) = —Ay'BA,*.

Beweis: Wir betrachten die Neumann Reihe

N(A) = 47" S (<1 (BAT YY"

n

wobei B := A — Ay ist. Es gilt
I(BAG) p-r < I1BAG 5 r < I Bl pllAg I r -

Sei € := || Ay || 5L und U := B(Ag, ¢). Dann konvergiert die Neumann Reihe fiir A € U
(hier benutzen wir, daB8 B(F, F') vollstandig ist). Es gilt weiter

ANGA) = (Aot B)AT S (-1 (BATY"

= N (—1)"(BA)" + BA Y (~1)"(BAY)"
= S )BAY = S (1A
-1

Analog zeigt man N(A)A = 1. Damit ist N(A) = A~'. Wir schreiben nun

N(A) = A" — ATN(A = A AT+ 3 (—1)"(BAT)"

n=2

Die Abbildung
B(E,F)> X — Ay'XA;' € B(E,F)
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ist durch ||Ay||%_, ; beschrinkt. Weiter gilt

I3 (=D"(BA )" lror

|Blle=r

00
< S I sl BIE
n=2

|Bl|[E—F—0
=

0.

Definition 8.9 Sei GL(F) := {A € B(E, E)|A existiert in B(E,E)}.

Korollar 8.10 Wenn E ein Banachraum ist, dann ist GL(E) eine offene Teilmenge von
B(E,E).

Wir berachten nun den Zusammenhang zwischen Beschranktheit und Stetigkeit.

Lemma 8.11 Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. A€ B(E,F) ist beschrdnkt.
2. A: E — F ist linear und stetig in 0.
3. A: E — F ist linear und gleichmdfig stetig.

Beweis: Sei A € B(E,F). Sei € > 0 gegeben. Wir setzen § := ||A||;‘~>F. Dann gilt fiir
|lz||g < 9, daB ||Az||r < €. Folglich ist A in 0 € E stetig.

Sei A linear und in 0 € E stetig. Sei € > 0 gegeben und § > 0 so gewahlt, dafl
aus ||z|]|g < 0 folgt ||Az||p < €. Sei nun u € E. Dann folgt aus ||z — u|lg < ¢ auch
|Az — Aul|r < €. Dies zeigt die gleichméBige Stetigkeit.

Sei A : E — F linear und gleichméfig stetig. Dann ist A insbesondere in Null stetig.
Sei § > 0 so gewahlt, dal aus ||z||g < § folgt ||Az||r < 1. Dann ist §~! eine Schranke fiir
A. Folglich gilt A € B(E, F). |

In dieser Vorlesung werden wir uns vornehmlich mit Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen Vektorraumen beschaftigen. Der folgende Satz liefert eine bedeutende
Vereinfachung der Theorie.

Satz 8.12 Ist E endlich-dimensional, dann ist jede lineare Abbildung A : E — F stetig.
In anderen Worten, B(E, F') fdllt mit dem Raum aller linearen Abbildungen zusammen.

Beweis: Wir zeigen zunachst:

Lemma 8.13 Jede Norm ||.|| auf R™ ist zu ||.||1 dquivalent.
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Beweis: Sei (eq, ..., e,) die Standardbasis von R"”. Nach Definition gilt fiir x = (x4, ..., ;)

n n
z[li = | Z$i6i||1 = Z EA
=1 i=1

Sei nun ||.|| eine weitere Norm. Dann gilt

n n
lzll = 1) wieal) < Y lailllell < ll2)C
i=1 i=1

mit
C = max{Jler], .., eall}
Es bleibt zu zeigen, daf fiir ein D € R auch

lz]l: < D]
gilt. Sei v := infy,1 ||lz[|. Sei (z®) eine Folge mit ||[z™|; = 1 und [|z®|] h2pe

Dann gilt |x§k)| < 1 fiir alle k. Wir ersetzen die Folge (x*)) durch eine Teilfolge derart,
n (k)
T

daB die Folgen (z{)) reeller Zahlen konvergieren. Dann gilt #(*) = Do e "2 2. Es

gilt ||z]]; = 1 und damit = # 0. Die Funktion R” — R,

Wrs- - tn) = 1Y wies]
i=1

ist stetig. Folglich ist auch

3= tim o] = lafl 0.

— 00

Wir setzen D = ~~!. Fiir y € R" setzen wir z := ﬁ Dann gilt v < [|z||, also
Iyl < Dlyll. u

Dieser Satz zeigt, dafl id : (R",||.|[1) — (R™, ||.||) und auch die dazu inverse Abbildung
beschrankt sind.
Sei nun (E, ||.||g) ein endlich-dimensionaler normierter Verktorraum. Wir wéhlen eine

Basis (e;) und setzen
C := nmax{||Ae;||r} .

Sei I : R" — E der lineare Isomorphismus I(z) = > """ | x;e;. Dannist Aol : (R™,|.|;) —
(F,]|.||r) durch C' beschrénkt. Wir definieren die Norm ||z|| := ||/z||g auf R". Sei D € R
derart, daB ||z||; < DJ|z||. Dann gilt

| Ael|» < I (e)]ls < CDII7 ()|l = CDllel|s -

Folglich ist A : (E, ||.||r) = (F,]|.||r) beschrankt. [
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8.3 Die Ableitung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Ableitung genauer. Insbesondere betrachten wir
die Beziehung zum schon bekannten Begriff in einer Dimension.

Sei w € U C Fund f: U — F wie bisher. Sei £ € E. Dann erhalten wir eine
Abbildung v : R — E durch ~(t) := u + t&, die parametrisierte Gerade durch u mit
Richtung £. Diese Abbildung ist stetig. In der Tat ist

() = (s)lle = It = s€lle = [(t = 9)[[[€]] = -

Damit ist v~ }(U) C R eine offene Umgebung von 0 € R und v*f := fovy:y 1 (U) - R
definiert.

Definition 8.14 f hat im Punkt u die Richtungsableitung d¢ f(u) € F in Richtung &,
wenn v*f im Punkt 0 die Ableitung def(u) := (v*f)(0) hat.

Lemma 8.15 Wenn f im Punkt u differenzierbar ist, dann besitzt f im Punkt u alle
Richtungsableitungen und es gilt

de f(u) = df (u)(£) -

Beweis: In der Tat gilt

) iy O + REE )

= df()(©) + iy Y
— dFu)(e) .

Der Raum R™ hat die Standardbasis (e;).
Definition 8.16 Im Fuall E = R"™ heifst
9;f (u) :=de, f(u)
die i-te partielle Ableitung von f im Punkt u.

Die lineare Abbildung df (u) : R™ — F ist durch die Werte df (u)(e;) = 0;f(u) der par-
tiellen Ableitungen vollstindig bestimmt. Um df (u) zu berechnen, miissen wir folglich
nur 0; f(u) fir i = 1,...n berechnen. Ist F' = R™, mit der Basis (ey, ..., e,), dann haben
wir eine Identifikation Hom(R™, R™) = Mat(n,m) (n Spalten, m Zeilen).

Definition 8.17 Die Matriz, welche df (u) unter dieser Identifikation darstellt, bezeichnet
man als Jacobimatriz Jf(u) € Mat(n,m).
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Es gilt

f(z) = filx)e;
j=1
und folglich

0if (w) =Y difi(u)e; |
j=1
Daraus folgt

Jf(u)ji =0 fi(u) .

Allgemeiner konnen wir also die Jacobimatrix Jf(u) € Mat(n,m) einer partiell differen-
zierbaren Abbildung R™ D U Jy R™ durch diese Formel bilden.

Sei etwa f : R — R? durch f(xz,y,2) = (32% + 22y, 2%y — 2) gegeben. Dann ist
_( 6x+2y 2 0
Jf(x,y,z)-( 0 22 22,!/_1)
Die Richtungsableitung etwa in die Richtung (1, 1,0) berechnet sich dann wie folgt:

1

0

d 1
1
0

1
B 6x + 2y 2z 0 1
N ( 0 22 22y—1) 0

8r + 2z
52

Es sei aber bemerkt, dal diese Rechnungen nur vorbehaltlich der Tatsache, daf§ F' wirklich
im Punkt u differenzierbar ist, gelten.

Die obige Diskussion zeigt folgende Konklusionen:

differenzierbar — ex.alle Richtungsableitungen — ex. alle partiellen Ableitungen

Die folgenden Beispiele zeigen, dafl die Umkehrungen jeweils nicht gelten.
1. Die Abbildung f : R? — R?,

zly| (x
7 (Ty) #0
—J Py
besitzt beide partielle Ableitungen. In der Tat ist f(x,0) = 0 = f(0,y). Es gilt aber

F(tHa, b)) t|t|ab ab

= (a2 + 1) = sign(t)m .

Folglich besitzt f auler den Richtungsableitungen in die Koordinatenrichtungen
keine weiteren.
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2. Die Funktion

0 (z,y)=0

besitzt alle Rlchtungsableitungen in 0, ist aber nicht differenzierbar. In der Tat gilt

Ft(a, b)) = tg;gg und damit da f(0) = S7%. Da (a,b) — d(ap)f(0) nicht mal

linear ist, kann f im Punkt auch nicht differenzierbar gewesen sein.

Fay) { s (1.9) #0

Die Situation wird etwas besser, wenn man das Verhalten der Ableitungen auf einer
Umgebung von u hinzuzieht. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei diese U.
Sei U C Fund f:U — F gegeben.

Definition 8.18 Die Funktion f heifit auf U differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
u € U differenzierbar ist. Sie ist auf U stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar
und U 3 u— df (u) € B(E, F) stetig ist.

Definition 8.19 Sei E = R". Die Funktion heifit auf U partiell differenzierbar,
wenn O; f(u) fir alle w € U und i = 1,...,n existiert. Sie heifst stetig partiell dif-
ferenzierbar, wenn U > u > 0;f(u) € F stetig ist firi=1,...,n

Sei U C R™.

Lemma 8.20 Die Funktion f : U — F' ist genau dann stetig differenzierbar, wenn sie
stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis: Wir verwenden, daf§ fiir e € E die lineare Abbildung B(F,F) > A+ Ae € F
stetig ist. In der Tat gilt || Ae||r < ||e||r||A||g—F. Sei f stetig differenzierbar. Dann ist
U3suwde, f(u) =df(u)(e;) stetig. Damit ist f stetig partiell differenzierbar.

Sei nun f stetig partiell differenzierbar. Wir schreiben unter Verwendung des eindi-
mensionalen Mittelwertsatzes mit y; € [u;, v;],

f0) = flor,. 001, un) + (v — ) (Onf) (1, -, Vn1, Yn)
= f(u1,.. U2, U1, Un) + (Vo1 — Upn—1)O0n—1f(V1, ..., Un—2, Y1, Up)
(v — Un) (O f) (V1,2 s V1, Yn)

n

= flw)+ > (v —u)Oif(vr, . Vi1 i Yn)

i=1

_ +Z i — )0 f (ug, ..., up) + R(v)

R(v) = Y (v;—u) Oif 01 viet iy ) — Oif (ur, - )

=1
Nun gilt
R(v VU
H S nmaXiHa@'f<U1, ey U1, Yy e e 7yn> - 8if<u17 s 7un)H 2> 0.
- 1
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In unserem Beispiel f : R® — R? mit f(x,v, 2) = (32% + 22y, 2%y — 2) sind die Eintrige

der Jacobimatrix
6 + 2y 2z 0
Jf(l‘,y,Z):< 0 Y 22 sz_l)

stetig. Damit ist diese Funktion auf ganz R? stetig differenzierbar und J f stellt tatsichlich
die Ableitung dar.

8.4 Analytische Eigenschaften differenzierbarer Abbildungen

Seien (E,||||g) und (F,||||r) normierte Vektorraume, U C E offen und v € U
Lemma 8.21 Ist f: U — F in u differenzierbar, dann ist f in u stetig.

Beweis: Es gilt
lim f(0) = i (/) + df (u) (v = ) + R()) = F(u).

da df (u) linear und stetig ist und R(v) — 0 fir v — w gilt. [ |
Aus der Existenz aller Richtungsableitungen in u folgt die Stetigkeit nicht. Dazu betra-
chten wir die Funktion f : R? — R, welche iiberall verschwindet aufier in den Punkten
1,1 1
Xy = E(sm(g),cos(ﬁ)) ,

wo ihr Wert gleich eins sei. Da x,, — 0 gilt, ist f im Punkt 0 nicht stetig. Andererseits
ist fiir jedes (a,b) € R? die Funktion f(t(a,b)) auf einem kleinen Intervall um 0 konstant
gleich Null. Also gilt d(4) f(0) = 0.

Im folgenden wollen wir Eigenschaften von Funktionen mehrerer Verédnderlicher auf
schon gezeigte Eigenschaften von Funktionen einer Veranderlichen zuriickfithren. Dazu
brauchen wir Gebiete, in welchen je zwei Punkte durch eine Stecke verbunden werden
konnen.

Definition 8.22 Sei E ein reeller Vektorraum. FEine Teilmenge U C E heifit konvex,
wenn fir je zwei Punkte x,y € U auch \x 4+ (1 — XNy € U fir alle X € [0, 1] gilt.

Hier sind einige Beispiele:
1. E selbst ist konvex.
2. Einpunktige Mengen sind konvex.

3. Ist ||.|| eine Norm auf F, dann ist der Ball B(z,r) fiir jedes z € E und r > 0 konvex.
Das folgt aus der Dreiecksungleichung. Sei x,y € B(z,r) und X € [0,1]. Dann gilt
Az + (1 =Ny =z = [Mz—2)+1-My -2
< x@ =2+ [T =Xy = 2)]l
Mo — 2]+ (1= My — =]
Ar+ (1= N)r
,

A\
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4. Sind U,V C E konvex, so auch U NV, nicht aber im allgemeinen U U V.

Lemma 8.23 (Mittelwertsatz) Sei U C E konvex, f : U — F auf U differenzierbar
und
M = sup || f'(u)||por < 00 .
zeU

Dann gilt fir alle x,y € U, daff ||f(x) — f(y)||lr < M|z — yl||&.

Beweis: Wir betrachten 7 : [0,1] — E, v(t) = (1 — t)x 4+ ty. Dann ist v*f : [0,1] — F
definiert, (v*f)(t) = df(1(H)(y — 2), als0 (" FY(O)lr < M|z — ylls. Daraus folgt
1 () = F@) = [[(v)0) = (HD < M|z =yl e u

Insbesondere ist eine Funktion mit verschwindender Ableitung auf einer konvexen
Menge konstant.

8.5 Die Kettenregel, Summen
Wir betrachten drei normierte Rdume (E, ||.|| g, (F,|.||#) und (G, ||.||c)-

Lemma 8.24 Die Komposition o : B(F,G) x B(E,F) — B(FE,G) ist wohldefiniert und
stetig.

Beweis: Sei A € B(E,F) und B € B(F,G). Dann ist
I(BoA)(e)lle < | BllrscllAellr < |[Bllr-cllAllz—rllelz -

Folglich ist Bo A durch ||B||r—¢||Al g—r beschrankt. Auf B(F,G) x B(E, F') betrachten
wir die Metrik

d((A, B), (A, B)) == [A = A'llpr + |1 B = B'llr-c -

Sei nun (A;, B;) ein Folge mit dem Grenzwert (A, B). Dann gilt A; - A und B, — B.
Wir benutzen

|BioA; — BoAl|gsg = ||[BioA;—BioA+ BioA— BoA|g.¢
< |Billr=cllAi = Allg—r + |Alle=rl|Bi — Bllroa -

Die Folge || B;||r—¢ ist beschrankt. Damit gilt ||B; o A; — B o A||g—¢ — 0. |

Sei U C F offen, u € U, f: U — F in u differenzierbar mit der Ableitung df (u) €
B(E, F). Sei weiter V' C F offen, f(u) € f(U) CV und g : V — G in f(u) differenzierbar
mit der Ableitung dg(f(u)).

Lemma 8.25 Under diesen Umstanden ist die Komposition go f : U — G im Punkt u
differenzierbar und es gilt

d(g o f)(u) = dg(f(u)) o df(u) .
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Beweis: Wir schreiben

f) = fw) +df(u)(v—u)+ Rv) ,  g(w) = g(f(u)) = dg(f(u))(w = f(u)) + S(w) .
Dann gilt

g(f(w)) = g(f(w)) —dg(f(u)(f(v) = [(u)

= 9(f(w)) = dglF()(F(0) + dF ()0~ u) + B©) = f(w) + S(F(©))
o (w) + gl f()df (u) 0 = ) + [da( F)RE) + S(S()
Nun gilt
b DA E SOl ., L, IS
Nun gilt
i g (£ (0) - 1 2 0.

Wir schreiben

IS¢ @)le _ { peflle UGSWIe f(v) £ f(u)
0 =

lv =l f(w) = f(u)
Fiir v — u bleibt W beschrankt, es gilt f(v) — f(u) und damit
S
ISUE)ls
lv = ulle

Diese Abschatzungen zeigen, dafl g o f im Punkt u differenzierbar ist und die Ableitung

dg(f (u))df (u) hat.

Falls E 2 R" F 2 R™ und G = R” ist, dann werden df (u) durch Jf(u) € Mat(n,m)
und dg(f(u)) durch Jg(f(u)) € Mat(m, k) dargestellt. Die Komposition linearer Abbil-

dungen wird durch das Matrixprodukt dargestellt. Folglich gilt

J(go f)(u) = Jg(f(u))J [f(u) € Mat(n, k) .

Sei in unserem Beispiel g : R? — R? durch g(u,v) = (2u — v,v?) gegeben. Dann ist

Tg(u,v) = ( (2) ;Ul ) .

To(f(w)Jfu) = (g 55)(6333% ER )

Wir erhalten

22 2zy—1
- 120 +4y 4o —22 1-—22y
a 0 2% dvzy — 20
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wobei wir noch v := 2%y — z einsetzen miissen. Die Komposition direkt ist
go flz,y,2) = (62% + 4wy — 2%y + 2, (2%y — 2)°) .

Es gilt
120 4+4y 4o -2 1—2zy
J(gof)(%yaz): ( 0 2@22 4vzy—21)

Dieses Beispiel bestatigt die Kettenregel explizit.

Lemma 8.26 Seien nun fo, fi : U — F Abbildungen, welche im Punkt u differenzierbar
sind. Dann ist fo+ f1: U — F auch im Punkt u differenzierbar und es gilt d(fo+ f1)(u) =

Beweis: Ubungsaufgabe. [ |

.....

ist F;; die Matrix, deren einziger nichtverschwindender Eintrag eine 1 in der j-ten Spalte
der ¢-ten Zeile ist.

Wir betrachten die Funktion det : Mat(n,n) — R. Zuerst bestimmen wir die Rich-
tungsableitungen dg,; det(1). Fiir i # j gilt det(1 + tE; ;) = 1 und somit dp, ; det(1) = 0.
Ist i = j, dann ist det(1+tE;;) = 1 +¢ und damit dg, , det(1) = 1. Wir schliefen daraus,
daB ddet(1)(B) = Tr(B) ist. Allgemeiner schreiben wir fiir eine invertierbare Matrix A

det(A + B) = det(A(1 + A™'B) = det(A) det(1 + A™'B) .
daraus schlieen wir mit der Kettenregel, dafl

ddet(A)(B) = det(A)Tr(A'B) .

8.6 Hohere Ableitungen

Von nun an werden wir die Indizierung der Normen weglassen, wenn durch den Eintrag
klar wird, um welche Norm es sich handelt. Seien E, F' normierte Raume, U C FE offen
und f : U — F. Wenn f in U differenzierbar ist, dann erhalten wir eine Abildung
df : U — B(E, F), und kénnen uns fragen, ob diese Abbildung wieder differenzierbar ist.
Wenn ja, dann ist

d(df): U — B(E, B(E,F)) .

Setzen wir diese Gedanken fort, so erhalten wir den begriff einer n-ten Ableitung
d(...d(d(f)...): U — B(E,B(E,...,B(E,F)....).

Sei & € E. Dann koénnen wir de, f : U — F bilden. Ist diese Abbildung wieder
differenzierbar, dann konnen wir

de,(de, f) : U = F
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bilde, und so weiter.
Wenn f zweimal differenzierbar ist, dann gilt

de, f(u) = df (u)(§) -
Als Ubungsaufgabe moge man sich iiberlegen, daf
de, (de, f)(u) = d* f(u) (&) (&)

gilt.
Schliefflich kann man versuchen, iterierte partielle Ableitungen zu bilden, also

0:0,f . 0:0;0hf ... .

Insbesondere die Notation hoherer Ableitungen wird etwas uniibersichtlich, insbesondere
was die Reihenfolge der Einsetzungen berifft. Gliicklicherweise spielt diese in den meisten

Fallen keine Rolle.

Lemma 8.27 Seien z,y € E und existieren d,f,d,f,d,(d,f) als stetige Abbildungen
U — F. Dann existiert auch d,(d,f) und es gilt d,(d,f) = d,(d.f).

Beweis: Sei u € U. Wir betrachten F'(s,t) := f(u+ tx + sy) auf einer Umgebung von
(0,0) € R2. Dann existieren 0,F,0,F,9;0,F und sind stetig. Wir setzen fiir geeignete
£, 10,5 und 5 € [0,

Als,t) = F(s,t)— F(0,t) — F(s,0) + F(0,0)
= (F(s,t)— F(s,0)) — (F(0,t) — F(0,0))
= S(asF(ga t) - asF(gv O))
= stO0sF(&,1m)
Wir konnen aber auch fiir v € [0, ¢]

A(s,t) = F(s,t) = F(0,t) — F(s,0) + F(0,0)
= (F(s,t) = F(0,1)) = (F(s,0) = £(0,0))
= HOF(s,7) = 0F(0,7))

schreiben. Wir wollen nun zeigen, dafl

lig 2580 = 0F0.0) _ 55 1, g)

s—0 S

gilt. Sei € > 0 gegeben. Da 0,0,F stetig ist, finden wir ein 6 > 0 derart, dafl fiir alle
s,t € Rmit [s| <0, [t] < gilt

—9,0,F(0,0)] < e .

|A(s, t)
st
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Wir rechnen

|A(5,t)

atF<37/7) - 825F<07/7))

— 8,0,F(0,0)] < e

| — 9,0,F(0,0)] < e

S
N lltil%|atF<577) ;8tF(077)) —atasF(0,0)| < ¢
UE(5,0) —satF(0,0)) _8aF(0.0] < ¢

Da € > 0 beliebig gewéhlt werden kann, gilt
atF<8, O) - atF<O, 0))

£1£I(l]| . — 00sF(0,0)] =0 .
Folglich existiert 9,0, F(0,0) und es gilt 9,0,F(0,0) = 0,0,F(0,0). [

Ist f zweimal stetig differenzierbar, dann gilt folgende Symmetrie: d® f(&)(&) =
d® f(&)(&).

Korollar 8.28 Ist E = R" und f zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt 0,0, f =
0;0,f. Allgemeiner, ist [ mindestens k-mal stetig partiell differenzierbar, dann gilt fir
jede Permutation o € XF, daf

iy -0 f =0y -+ O ]
Wir verwenden haufig folgende Notation:
1. Elemente o € Nj heiflen Multiindizes (der Lange n). Wir schreiben av = (ay, ..., o).
2. o =300
3. 2% = ][ "
4. Opf = f =04, ...04,f.
Sei U C E eine Teilmenge eines Vektorraumes und x € U.

Definition 8.29 Die Menge U heifit sternformig beziiglich u, wenn fur jedes x € U auch
u+ Mz —u) € U gilt fir X € [0,1].

Konvexe Teilmengen sind sternformig beziiglich jedes ihrer Punkte.

Satz 8.30 (Taylorformel) Sei U C R"™ offen sternformig beziiglich 0 und f : U — R
k + 1-mal differenzierbar. Dann existiert eine Abbildung n: U — [0, 1] derart, dafs

(o) @ (n(z)x
= 3 190, s 0w,

al al
aeN? |a|<k €N |a|=k+1
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Beweis: Sei x € U. Dann existiert € > 0 derart, dal v : (—¢,1 4+ ¢) — R”, y(\) = Az
Werte in U hat. Die Funktion F' := +*F ist k + 1-mal differenzierbar auf (—e¢, 1 + ¢€). Die
Taylorformel fiir F' gibt

FO©O)  FED (2

|
J<k I
fiir ein geeignetes 7, € [0, 1]. Wir berechnen nun induktiv

FOQ) 5 00,

gl a!

a€N” |a|=j

In der Tat gilt
FOO) = fO(x)

Wenn wir die Formel schon bis j — 1 gezeigt haben, dann gilt

FU)()) 1 FU=D())
j! i G-t
1 f@0) .

€N |a]=j—1

1 Bif@(\z) .
= 32 >, Tt

=1 aeN" |a|=j—1

1 n 1
= = Z f(“)()\a:):co‘z
| 1) |
j CVGN”JCM‘:] =1 (){1. e <&Z 1)' te &n'
1 f(“)()\a:) N n
=G 2 Tl
a€N™ |a|=j i=1
(@)
= Z an .
al
a€N™ |al=j

8.7 Extremwerte

Sei f : X — R eine reell-wertige Funktion auf einem topologischen Raum X. Die Funktion
hat im Punkt x € X ein lokales Maximum (Minimum), wenn es eine Umgebung
U C X von z gibt, so da f(x) > f(u) fir alle u € U bzw. f(x) < f(u) fir alle u € U
gilt. Wir sprechen von einem lokalen Extremum, wenn f in x ein lokales Maximum oder
lokales Minimum hat. Sei g : Y — X stetig, y € Y und g(y) = . Wenn f im Punkt
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x ein lokales Extremum hat, dann hat ¢*f im Punkt y ein lokales Extremum. Ist U
eine Umgebung von x derart, dal f(u) > f(z) fir alle u € U, so ist V := g~ 1(U) eine
Umgebung von y derart, dal ¢* f(v) > ¢* f(y) fiir alle v € V.

Sei nun (F, ||.||) ein normierter Raum und U C F offen.

Lemma 8.31 Sei f : U — R in u € U differenzierbar und habe dort ein lokales Ezx-
tremum. Dann gilt df (u) = 0.

Beweis: Sei x € E. Dann wéhlen wir € > 0 derart, dal v : (—€,¢) = E, v(A) = u+ Az
Werte in U hat. Die Funktion ~*f hat in z ein lokales Extremum. Damit ist (v*f)'(0) =
df (u)(z) = 0. Da x € E beliebig war, gilt df (u) = 0. [ |

Sei f: U — R differenzierbar.
Definition 8.32 FEin Punkt u € U heifit kritischer Punkt von f, wenn df (u) = 0 ist.

Wir erkléren jetzt, wie man mit Hilfe der zweiten Ableitungen entscheiden kann, ob
in einem kritischen Punkt ein lokales Maximum oder lokales Minimum vorliegt.
Sei f: U — R zwei mal stetig differenzierbar.

Definition 8.33 Die Abbildung E > & — Hess,(f)(&) = d@ f(u)(€)(¢) heifft Hess-
esche Form von f im Punkt u.

Die Taylorformel fiir f auf einem Ball B(u, €) kann in der Form

F(0) = Fu) + df(0) (0~ ) + JHe8%u oy () — )

geschrieben werden.

Zur Erinnerung aus der Algebra, eine Abbildung ) : F — R ist eine quadratische
Form, wenn es eine bilineare Abbildung Q : E x E — R gibt mit Q(¢) = Q(&,€). Die
Hessesche Form Hess, (f) ist also eine quadratische Form.

Eine quadratische Form @ ist positiv (negativ) definit , wenn Q(&) > 0 (Q(&) <
0 ) gilt fiir alle & # 0. LaBt man das Gleichheitszeichen zu, daff spricht man von
Semidefinitheit.

Sei @ : R™ — R eine quadratische Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum.
Mit S~ := {¢£ € R" | ||¢]la = 1} bezeichnen wir die Einheitskugel in der euklidischen

Norm.

Lemma 8.34 Wenn @) positiv definit ist, dann existiert eine Konstante C' > 0 derart,
daﬂ infgean Q(f) > 0.

Beweis: Eine quadratische Form ist stetig. In der Tat ist eine bilineare Abbildung @ :
R™ x R" — R" stetig, da sie in der Form Q(n,£) = n'A¢ fiir eine geeignete Matrix
A € Mat(n,n) gegeben ist. Damit ist auch Q(&) = £'AE stetig.

Die Einheitskugel S"1 = {¢ € R" | ||| = 1} ist abgeschlossen und beschrénkt,
damit kompakt. Wenn infgegn-1 Q(€) = 0, dann existiert ein & € S™ ! mit Q(&) = 0,
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was im Widerspruch zur positiven Definitheit von @) steht. [ |

Wir nehmen jetzt an, dafl U C R™ offen ist.

Satz 8.35 Sei f : U — R zwei mal stetig differenzierbar, uw € U ein kritischer Punkt
und Hess,(f) positiv (negativ) definit. Dann hat f im Punkt u ein lokales Minimum
(Maximum). Ist Hess,(f) indefinit, dann hat f im Punkt u kein Eztremum.

Beweis: Die Taylorformel fiir f auf einem Ball um » kann in der Form

1
Fv) = flu) + df (u) (v — ) + SHess ) o-u) (f) (v — u)
fiir geeignetes n(v) € [0, 1] geschrieben werden. In der Tat ist mit u, := u + n(v)(v — u)
1 1 ¢
SHessuyww—n) (FE) = 5 D 0:0;f ()€
ij=1

_ % D2 00,1 () + D 00, ()6

1<j

(@) (4
_ Z f ( U)ga

al
€N |a]=2

Wir nehmen an, dal Hess,, (f) positiv definit ist. Wir definieren

h(z) := inf Hess,(f)(¢) .

gesn—1
Diese Funktion ist stetig. Um dies einzusehen, benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 8.36 Seien X,Y topologische Raume, Y kompakt und f : X xY — R stetig.
Dann ist X 3 x +— h(z) :=inf ey f(x) stetig.

Beweis: Die Abbildung infy : C'(Y) — R ist stetig. In der Tat, wenn ||¢’ — g||c < € ist,
dann gilt |infy ¢’ — infy ¢| <e.

Die Funktion f bestimmt eine Abbildung F' : X — C(Y) durch F(z)(y) == f(x,y)
und es gilt h(z) = infy oF. Es reicht also aus zu zeigen, dafl F stetig ist. Wir zeigen die
Stetigkeit in z € X.

Sei ¢ > 0 vorgegeben Da f stetig ist, existiert fiir jedes y € Y eine Umgebung
U, xV, € X xY von (z,y) derart, daf fiir alle (2, y") € U, xV,, gilt | f(z,y)— f(2',y')]| <€
gilt. Hierbei sind U, € X und V,, CY offen. Da Y kompakt ist, kann man eine endliche
Folge y1,...,y, in Y finden, so da U}, V,, = Y. Dann ist U := N}_,U,, eine offene
Umgebung von z in X. Es gilt fiir alle z € U, daB ||F(2) — F(2)||le < €. [
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Es gilt h(u) > 0. Wir wahlen € > 0 derart, dal B(u,e) € U und h|p(,) > 0 gilt. Mit
der Taylorformel erhalten wir fiir v € B(u,€)

fv) = f(u)+ %Hessu+n(v)(v_u)(v —u) > f(u) .

Also hat f im Punkt u ein lokales Minimum.

Wenn Hess, (f) indefinit ist, dann kann man mit analogen Argumenten vy beliebig
nahe an u finden, so dafl £Hess iy, )wr—w)(f)(ve —u) > 0. Also hat dann f in u kein
lokales Extremum. [ |

Die Matrix
Hess,(f)i; = 0;0¢f(u)
heifit die Hessische Matrix. Sie stellt die Hessische Form dar durch

Hess,(f)(§) = Z Hess,(f):;&&; -
ij=1
Hier ist ein explizites Beispiel:

fR* =R, f(r,y)=2"+9°— 122 — 3y .

Dann gilt
Opf(z,y) = 322 — 12, Oyf(z,y) = 3y> — 3.

Die folgenden Punkte sind kritisch:

(2,1),(-2,1),(2,—-1),(-2,—1) .

Die Hessische Matrix ist durch
6x 0
Hess(Ly) = (O 6y)

gegeben. Die Diskussion der kritischen Punkte gibt:

12 0 .
(2,1) <O 6) Minumum

(—=2,1) <_012 2) kein Extremum

0 —6

=12 0 .
(—2,-1) ( 0 —6) Maximum .

(2,-1) <12 0 ) kein Extremum
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8.8 Kontraktionen und Fixpunkte, Satz iiber implizite Funktio-
nen

Sei (X, d) ein metrischer Raum, U C X und f: U — X.

Definition 8.37 f heifit Kontraktion wenn es eine Konstante ¢ € [0,1) gibt, so dafs
d(f(z), [(y)) < cd(z,y) fir alle z,y € X gilt.

Hier sind einige Beispiele.
1. Eine konstante Abbildung ist eine Kontraktion mit ¢ = 0.

2. Die Identitat ist genau dann eine Kontraktion, wenn X genau aus hochstens einem
Punkt besteht.

3. Sei (E,|.||) ein normierter Raum, A € B(E, E), ey € E und ||A|| < 1. Dann ist die
Abbildung f(e) := ey + Ae eine Kontraktion mit Konstante ||A||. In der Tat ist

d(f(e), f(e) = [[A(e = )| < [[A[llle — €'l = [ Alld(e, €') .
Definition 8.38 FEin Punkt u € U heifit Fixpunkt von f, wenn f(u) = u gilt.

Lemma 8.39 Fine Kontraktion hat hochstens einen Fixpunkt.

Beweis: Sei ¢ wie in 8.37. Seien z,y € U Fixpunkte. Dann gilt d(x,y) = d(f(z), f(y)) <
cd(z,y). Diese Gleichung kann ber nur fiir d(z,y) = 0, also z = y gelten. |

Lemma 8.40 Sei f eine Kontraktion. Wenn X wollstindig und f(U) C U gilt, so besitzt
f einen Fixpunkt.

Beweis: Wir wahlen zq € U und setzen z; := f*(xo). In der Tat ist wegen der Voraus-
setzung an f auch x; € U.
Dann ist (z;) eine Cauchyfolge in X. In der Tat ist

d(wi, vi41) = d(f (i), f(2)) < ed(@io1, 23) -

Durch Tteration dieser Ungleichung bekommen wir d(z;, ;1) < c¢'d(zg, 7). Die ge-
ometrische Reihe Y ° c'd(zg,z1) mit ¢ € [0,1) ist eine konvergente Majorante von
Yoo (i, zig1). Seie > 0 gegeben. Dann wahlen wir N so groB, da8 Y7 | d(x;, zi41) <
e gilt fiir alle N < n <m. Nun ist jedoch fiir N < n < m nach der Dreicksungleichung

m

d(Tn, Trm) < Z d(ri, zi1) < €.

i=n+1
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Da X vollstandig ist, gibt es den Grenzwert lim,, ., x,, = z. Da alle z,, € f(U) liegen,

gilt x € f(U) CU. Nun ist

f(z) = lim f(z,)= lim 2, =z .
n—oo n—oo

Also ist x ein Fixpunkt von f. |

Seien F, F' Banachraume, U C F offen, f : U — F stetig differenzierbar, u € U.

Satz 8.41 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Ist df(u): E — F beschrinkt invertier-
bar, dann existieren Umgebungen © € V. C U und f(x) € W C F wund eine stetig
differenzierbare Abbildung g : W — V derart, dafy go f = idy und f o g = idy gilt.

Beweis: Der Beweis besteht aus folgenden Schritten bzw. Nachweisen.
1. Konstruktion von V.
2. fjv ist injektiv.
3. W= f(V) ist offen, g := (fjy)™*
4. g ist stetig differenzierbar.

1. Sei A :=df(u) und X\ := m. Wir wihlen € > 0 so klein, daf aus ||z — u|| < €
folgt ||df (u) — df (z)|| < A. Wir benutzen hier, dafl u — df (u) stetig ist. Wir setzen

V= B(u,e) .
2. Fiir y € F definieren wir ¢, : V — E durch

dy(x) ==+ A7 (y — f(2)) .
Es gilt d¢,(x) =1 — A*df(z) und deshalb fir x € V

ldgy ()l = 11 — A7 df (2)| = [|A™H(A = df (2))]| < [[AT ]| A = df ()] <

DO | —

Der Ball V ist konvex. Nach dem Mittelwertsatz ist
/ 1 /
19y(2) = ¢y ()| < Fllz — 27| -
Folglich ist ¢, eine Kontraktion mit Konstante % Diese Kontraktion hat hochstens

einen Fixpunkt in V. Seien z,2' € V mit f(z) = f(2') = y. Damit ist ¢,(z) =z
und ¢, (2') = 2'. Folglich ist = = 2.
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3. S8ei W := f(V)und y € W, y = f(zx) fir ein x € V. Wir wéhlen § > 0 derart,
daB B(z,8) C V (geht, da V offen ist) und zeigen, daf B(y,3) C W gilt. Sei
b%)

z € B(y, % ). Wir miissen ein w € V' mit z = f(w) finden.

Zuersteinmal gilt

léu@) —all = JIA" (=~ )|
< Az -yl
= ey
T oY
)
< — .
!
und fiir v € B(x,¢), dal
16:) — 2l < [16:(0) — du(@)]] + ll6:(2) — ]
< Yuoaps?
=~ 2 v €T 4
¥
- 4

also ¢.(B(z,8)) C B(z, %) und ¢.(B(z,0)) C B(z,d). Die Kontraktion ¢, besitzt
damit einen Fixpunkt w € B(x,d) C V, d.h. es gilt w + A7 (2 — f(w)) = w, also
z = f(w).
Wir definieren jetzt

g = (f‘v)_1 W=V

4. Sei x € V und f(z) =y € W. Dann ist ||df (z) — A|| < A < ﬁ.
df(x)™' und V 5 z +— df (x)~! € B(F, E) ist stetig. Wir schreiben

9(2) = g(y) + df (x) " (z —y) + 5(2) .

Wir miissen zeigen, daf3

Folglich existiert

S(2)

= le—yll

0

gilt. Wir setzen v := g(z) und betrachten
¢y (v) = dy(x) =v— ATy — fL)z -2+ A (y— fl2)) =v—a+ A" (y—2),
also ANy — 2) =z — v+ ¢,(v) — ¢,(x). Daraus folgt die Abschatzung
AT Iy = 2l > [lz = o]l = [l¢y(v) — ¢y ()]

1
2 ool = 5llz =l

1
= Slle—ull.
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Also gilt

1
ly =2l = 7=y lle — vl = Alle — ol . (2)
2| A=H]

Daraus schliefen wir unter Verwendung von

z—y=[fv) = fx) =df(x)(v—2) + R(v) ,

daB
S lv—z—df@) =yl
Iz =yl — Az =]l
_ Nv—a—df(x) N (df (z)(v — =) + R(v))||
Mz —of
ldf ()~ (R(v)) ]
Az = ]|
< i@ IR )]
B A o=
Wegen (2) gilt fiir 2 — y auch v — z. Da nach Voraussetzung lim,_,, ||||R( )H = 0 gilt,

folgt lim,_,, ”S

o7 = 0. Damit ist g im Punkt y differenzierbar und dg(y) = df (x)~!
Insbesondere ist ¢ in diesem Punkt stetig (das folgt auch unmittelbar aus (2)). Die

Abbildung y — dg(y) = df (g(x))~! ist als Komposition stetiger Abbildungen stetig.

Wir kommen nun zum Satz iiber implizte Funktionen. Wir wollen eine Gleichung
der Form F(x) = 0 lésen, die von einem Parameter A\ abhéngt. Wir schreiben die
Abhéngigkeit als weitere Variable und erhalten F'(x,A) = 0. In guten Féllen wird die
Losung x eine Funktion des Parameters sein, dafl heifit, wir suchen eine Funktion x(\)
derart, dafl F'(x(\),\) = 0 fiir alle A gilt. Der Satz iiber implizite Funktionen ist ein
technisches Hilfmittel der Differentialrechnung in dieser Frage.

Seien F, F, G Banachraume. Die Menge E x F' hat eine induzierte Banachraumstruk-
tur. Der unterliegende Vektorraum ist £ @ F', und als Norm kann man zum Beispiel eine
der beiden aquivalenten Normen

e, D= Nell + LA oder (e, FI := max{{lell, [[ ]|}

nehmen. Der unterliegende topologische Raum des Banachraumes E x F'ist das Produkt
der topologischen Raume E und F'.

Sei U C E x F offen, p : U — G stetig differenzierbar, (e, f) € U und p(e, f) = 0. Fiir
y € Fseliy,: E— ExF durch iy(x) := (z,y) gegeben. Diese Abbildung ist stetig. Sei
V= i;l(U) C E. Diese Menge ist offen. Wir setzen

dip(e.y) = d(i}p)(x) € B(E,G) .
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Analog defineren wir fiir x € F die Abbildung j, : FF — E X F, j,(y) := (x,y) und setzen
dop(z,y) == d(jzp)(y) € B(F,G) .

Satz 8.42 (Satz iiber implizite Funktionen) Wenn dip(e, f) invertierbar ist, dann
gibt es offene Umgebungen e € V.C V und f € W C F derart, daf fir jedes y € W
genau ein x € V existiert mit p(z,y) = 0. Die so durch p(g(y),y) = 0 eindeutig bestimmite
Abbildung g : W — V ist in f stetig differenzierbar und es gilt dg(e) = —dyp(e, f)~' o
d2p(x7 y) :

Beweis: Sei ® : U — G x F durch ®(x,y) := (p(x,y),y) gegeben. Diese Funktion ist
stetig differenzierbar und es gilt

1z, y) (dlp(ox,y) dzp(lw,y)): (g) . (g) _

Offensichtlich ist d®(e, f) invertierbar und es gilt

-1 _ dl (eaf)il _dl (eaf)ilon (eaf)
dd(e, f) _(po b ' P )

Also gibt es nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen Umgebungen (e, f) € U C U und
(0,f) € W C G x F und eine Umkehrfunktion ¥ : W — U von ®5. Wir schreiben

U= (U, W), ¥ : W — Eund Uy : W — F. Es gilt
(z,y) = (2o ¥)(2,y) = (p(¥i(2,y), ¥2(2,9)), Va(z,9)) ,

also
p(\Ill(z,y),\IIQ(z,y)) =2, \112(27?/) =Y,
woraus p(Vq(z,v),y) = =z folgt.

Wir wihlen nun Umgebungen e € V C F und f € W C F derart, daB V x W C U.
Im folgenden werden wir W noch verkleinern. Wir ersetzen W durch W Nh= (W), wobei
h:F — G x F durch h(y) = (0,y) gegeben wird. Beachte, dafl h(0, f) € W, so dal W
wirklich eine Umgebung von f ist. Durch diese Wahl ist

g:W—=E, g(y):=¥(0,y)

definiert. Diese Abbildung ist stetig und erfiillt g(f) = e. In der Tat ist ®(e, f) =
(p(e, f), f) = (0, f) und damit ¥,(0, f) = (e, f), also g(f) = V1(0, f) = e. Wir ersetzen
nun W durch g='(V). Durch diese Wahl erreichen wir, daB g : W — V.

Sei jetzt y € W und x € V derart, daB p(x,y) = 0. Wegen (z,y) € V x W C W gilt
®(z,y) = (0,y) und deshalb (z,y) = ¥(0,y) = (g9(x),y). Folglich ist z = g(y) die einzige

Loésung von p(z,y) = 0 mit (z,y) € V x W.
Die Abbildung g ist in f stetig differenzierbar und es gilt

dg(f) = d2\1{1(07 f) = _dlp(ea f)_l © d2p(67 f) :

145



8.9 Untermannigfaltigkeiten
Seien F/, F' Banachraume, U C F offen und f : U — F stetig differenzierbar.

Definition 8.43 Die Funktion f ist in w € U reguldr, wenn df (u) : E — F surjektiv
15t.

Eine Funktion U — R ist in u € U genau dann regular, wenn w nicht kritisch ist.
Wenn FE endlich dimensional und dim(£) < dim(F) gilt, dann ist f in keinem Punkt
regular.

Ab jetzt sei E endlich dimensional, n := dim(FE).

Definition 8.44 FEine Teilmenge M C E heifit Untermannigfaltigkeit der Kodi-
mension k, wenn es fir jeden Punkt m € M eine offene Umgebung U C FE und eine
Punktion f : U — RF gibt, so daf {f =0} = M NU gilt und f in allen Punkten von m
requldr ist. Wir nennen so ein Paar (U, f) eine lokale definierende Funktion von M
bei m.

1. Eine offene Teilmenge M C R" ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0.
Das Paar (M, 0) ist eine definierende Funktion.

2. Der Punkt M := {0} C R"™ ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension n. Das
Paar (R",id) ist eine definierende Funktion.

3. Die Einheitskugel S"™! C R" ist eine Untermannifgaltigkeit der Kodimension 1.
Das Paar (R™,x — f(z) := ||z|*) ist eine definieren Funktion. In der Tat ist
df (z)(€) = 2 < z,§ >, also df(z) = 0 genau fiir z = 0. Da dieser Punkt nicht in
S™1 liegt, ist f in allen Punkten von S™! regulir. Da Paar (R™\ {0}, ||z||) wére
eine andere Wahl einer definieren Funktion von S™~1.

4. Der Schnitt A der Einheitskugel 5™~! mit der affinen Hyperebene {>°" | z; = 3}
ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 2. Das Paar

u 1
(R, f(z) = ()2 - 5))
i=1
ist eine definierende Funktion. Dazu berechnen wir
df(2)(§) = (2<z,6>) &) .
i=1

Es gilt dim im(df (z)) < 2 genau dann, wenn  ~ (1, ..., 1)! gilt. Die einzigen solchen
Punkte mit ||z| = 1 wéren z = :i:ﬁ(l, ..., 1)". Dann gilt aber Y7 | z; = +/n # 3,
also sind diese Punkte nicht in der Hyperebene und damit nicht in A.
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5. Sei U C E offen und f : U — F eine stetig-differenzierbare Abbildung in einen
k-dimensionalen Vektorraum. Dann ist der Graph

L(f) = {(x. f(2)) [ €U} CE@ F

eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension k. Wir setzen V := {(z,y) |z € U} C
E @ F, wihlen eine Isomorphie I : I = R* und definieren ¢ : V — R¥ durch
o(z,y) = I(y) — I(f(x)). Esgilt I'(f) = {¢ = 0}. Weiterhin ist d¢p = (d1¢, d2¢)
und dy¢ = I, also ist d¢ in allen Punkten von V surjektiv. Das Paar (V, ¢) definiert

L(f)-
6. Das Paar (R, z — 23) ist nicht definierend fiir {0} C R.

7. Die Teilmenge {0} U{1/n|n € N} ist keine Untermannigfaltigkeit. In der Tat, wire
f bei 0 definierend, dann ware f'(0) = lim,, oo W =0, was im Widerspruch

zur geforderten Regularitdt von f im Punkt O steht. Die Teilmenge {1/n |n € N}
ist eine Untermannigfaltigkeit. Das Paar ((0,00), f(z) := sin(Z)) ist definierend.

8. Die Teilmenge {z? = 33} C R? ist keine Untermannigfaltigkeit. Jedenfalls ist
f(z,y) = x* — y> nicht definierend, da nicht regular im Punkt 0. Wére g eine
definierende Funktion bei 0, so wére g(1/y3,y) = 0 fiir alle kleinen positiven y. Fol-
glich, mit x = /93 auch &Cg(x,y)gQﬁ + 0yg(x,y) = 0. Daraus folgt d,¢(0,0) = 0.

2/3

Weiterhin wire fiir kleine > 0 auch g(£z,2*3) = 0 woraus mit y = x

+0,9(xx, y)+0,9(xx, y)?)fﬁ = 0 gelten wiirde. Diese beiden Gleichungen voneinan-
der abgezogen liefern 0,¢g(x,y) = 0. Das Verschwinden beider partieller Ableitung

steht im Widerspruch zur Regularitat von g im Punkt 0.

Lemma 8.45 Sei M C E eine Untermannnigfaltigkeit und O € M. Dann gibt es eine
Aufspaltung E = T®N, offene Umgebungen X C T undY C N von 0 und eine Abbildung
f: X =Y derart, dap MNX xY =T(f) ist.

Beweis: Sei (U, ¢) eine lokale definierende Funktion von M bei 0. Wir setzen T :=
ker(d¢(0)) und wahlen ein Komplement N C E derart, dafl £ = T'® N. Wir konnen
nun ¢ als Funktion in zwei Variablen auffassen, ¢(z) = ¢(¢,n). Es gilt d1¢(0) = 0. Da
¢ in 0 reguldr ist, mufl also dy¢(0) surjektiv sein. Aus Dimensionsgriinden ist dy¢(0)
ein Isomorphismus. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren Umgebungen
X CT,und Y C N der Null und eine stetig differenzierbare Abbildung f : X — Y
derart, daB X x Y C U, und I'(f) = {¢p =0} N X x Y gilt. |
Die in diesem Beweis konstruierte Abbildung g erfiillt noch die spezielle Bedingung df (0) =
—dy®(0)7'd1¢(0) = 0. Dies werden wir weiter unten ausnutzen. Die Identitat df (y) =
—dy¢(y) "t ody¢(y) fiir y nahe an 0 zeigt, dal aus der k-fachen stetigen Differenzierbarkeit
der definierenden Funktion die k-fache stetige Differenzierbarkeit von f folgt.

Definition 8.46 FEine Untermannigfaltigkeit ist von der Klasse C* (glatt oder C*),
wenn sie lokal durch k-fach stetig differenzierbare (glatte) Funktionen definiert werden
kann.
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Eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C* kann also lokal als Graph einer C*-Funktion
geschrieben werden.

Sei M C FE eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension £ und my € M. Dann konnen
wir M um my verschieben: Die Teilmenge M — mg := {m — mq | m € M} ist wieder eine
Untermannigfaltigkeit der Kodimension k. Ist (U, f) lokal definierend fiir M bei mg, dann
ist (U — my, f'(x) := f(x 4+ myp)) lokal definierend fiir M — mq bei 0.

In vielen Argumenten werden wir 0.B.d.A annehmen, dafl der untersuchte Punkt der
Nullpunkt ist. Dies werden wir immer durch Verschieben erreichen.

Sei M C FE eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension & und m € M.

Lemma 8.47 Sind (U, f) und (U, f') definierende Funktionen von M bei m, dann gilt
ker(df (m)) = ker(df'(m)).

Beweis: O.B.d.A kénnen wir annehmen, da§ m = 0 gilt. Wir verwenden (U, f) wie im
Beweis von Lemma 8.45 und finden eine Aufspaltung £ = T @ N mit T" = ker(df(0)),
X CTund Y C N offen und g : X — Y derart, daB M N X x Y =T'(g) und dg(0) = 0.
Es gilt f'(t,g(t)) = 0, also wegen dg(0) = 0 auch d; f'(0) = 0. Das bedeutet ker(df(0)) C
ker(df'(0)).

Durch Vertauschen der Rollen von f und f’ erhélt man die umgekehrte Inklusion. W

Definition 8.48 Sei M C E eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension k und m € M.
Der von der Wahl der definierenden Funktion (U, f) von M bei m unabhdingige Raum
T, M = ker(df(m)) heifit Tangentialraum von M an m.

Ist M =T(g) fuir g : V. — N,V C T, mit dg(0) = 0, dann ist 7' C T'@® N der
Tangentialraum an M im Punkt 0.

Definition 8.49 Zwei lineare Unterrdume V,W C E eines endlich dimensionalen Vek-
torraumes heiffen transversal (wir schreiben V-t W), wenn dim(V N W) = dim(V') +
dim(W) — dim(E) gilt.

Zwei Untermannigfaltigkeiten M, N C E sind zueinander transversal, wenn fir jeden
Punkt x € MO N gilt T,M hT,N.

Seien M, N C E Untermannigfaltigkeiten der Kodimensionen m und n

Lemma 8.50 Wenn M th N, dann ist M NN eine Untermannigfaltigkeit der Kodimen-
sion n +m.

Beweis: Sei x € M N N und (U, f) sowie (V, g) definierend fiir M bzw. N bei z. Wir
setzen W:=UNV und h:=(f,g) : U - R" x R™ 2 R Dann ist (W, h) definierend
fir M NN bei xz. Inder Tat ist WNMNN ={h =0} und firy e WNMNN
gilt dim im(dh(y)) = dim(F) — dimker(h) = dim(E) — dimker(df (y)) N dim ker(dg(y)) =
dim(£) + dim(E) — dimker(df (y)) — dimker(dg(y)) = n + m. Damit ist y ein regulérer
Punkt von h. [

Sei U C F eine offene Teilmenge eines m-dimensionalen Vektorraumes, f : U — F
stetig differenzierbar.
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Definition 8.51 f ist eine Immersion, wenn df (u) fir alle u € U ingektiv ist. Die
Abbildung f ist eine Einbettung, wenn f eine Immersion ist und f : U — f(U) ein
Homdéomorphismus.

1. Seien ey,...,e; € E. Dann ist f : R¥ — E genau dann eine Einbettung, wenn
(e;)F_; linear unabhiingig ist.

2. Die Abbildung f : (0,1) U (2,3) — R? gegeben durch f(x) = (z,sin(z™!) fir
z € (0,1) und f(z) := (0,5 — 10(x — 2)) fiur z € (2,3) ist eine Immersion, aber
keine Einbettung. In der Tat ist ndmlich im(f) zusammenhéngend, nicht aber der
Definitionsbereich.

3. Die Abbildung f : R — R?, z — f(z) := (22, 27) ist keine Immersion, da df(0)
nicht injektiv ist.

4. Sei E=F @& N. Ist g : U — N stetig differenzierbar, dannist f : U - FG N = F
gegeben durch f(z) := (z,g(x)) eine Einbettung mit dem Bild I'(g).

Lemma 8.52 st f : U — E eine Einbettung, dann ist f(U) C E eine Untermannig-
faltigkeit. Es gilt Ty f(U) = imdf (u).

Beweis: Seix = f(u) € f(U),u € U. O.B.d.A (nach verschieben) kénnen wir annehmen,
daB x = 0 ist. Wir setzen T' := imdf(u) und wéhlen ein Komplement N C F derart, dafl
E =T @ N. Wir betrachten die Projektion P : E — T. Das Differential d(P o f)(d) =
P o df(u) ist ein Isomorphismus. Folglich existieren Umgebungen V- C U und W C T
von v und 0 derart, da} Po f : V — W eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion
h: W — V besitzt. Wir finden nun eine Umgebung X C F von x derart, dal P(X) C W
und f71(X) C V ist (da f eine Einbettung ist).

Wir definieren ¢ : X — N durch ¢(y) := y — f(h(P(y))). In der Tat ist Po(y) =
P(y) = P(f(M(P(y)))) = P(y) — P(y) = 0. Wenn ¢(y) = 0 ist, dann gilt y = f(h(P(y))),
also y € f(U). Folglich ist f(U)NX ={¢ =0}.

Weiterhin ist d¢(y)xy = idy und deshalb ¢ regular in y. Damit definiert (X, ¢) die
Teilmenge f(U) nahe y. [ |

1. Die Spirale f(R) C R? mit f(z) := e*(sin(z), cos(z)) ist eine Untermannigfaltigkeit.
2. Das Paraboloid g(R?) C R?, g(z,y) := (z,y, x> +y?) ist eine Untermannigfaltigkeit.

3. Die Kurve go f(R) C R® (f aus 1. und g aus 2.) ist eine Untermannigfaltigkeit.

2

Wir identifizieren Mat(n,n) := Mat(n,n, R) = R"".

1. Die Gruppe GL(n,R) C Mat(n,n) ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension
0. In der Tat ist diese eine offene Teilmenge.
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2. Die Gruppe O(n) C GL(n,R) ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension
@. Eine Matrix A € Mat(n,n) ist genau dann in O(n), wenn AA" = id gilt.
Also ist O(n) = {f = 0} fiir f(A) = AA"—id. Nunist f(A) = f(A)". Es gilt weiter
df(A)(B) = AB' + BA". Insbesondere ist df(1)(B) = B + B' immer symmetrisch.
Damit kann df (1) nicht surjektiv sein, wenn man f mit Werten in allen Matrizen be-
trachtet. Sei Sym(n) := {B € Mat(n,n)|B = B'} C Mat(n,n) der lineare Teilraum
der symmetrischen Matrizen. Eine symmetrische Matrix B ist durch ihre Eintrage
B;; mit ¢ < j bestimmt. Folglich gilt dim Sym(n) = @ Wir betrachten nun
f : Mat(n,n) — Sym(n). Dann ist df(1) : Mat(n,n) — Sym(n), B — B + B!
sicher surjektiv. Es gilt weiter fir A € O(n), da df (A)(BA) = B' + B, also fir
C € Sym(n) auch df(A)(3CA) = C. Damit ist auch df(A) surjektiv. Das Paar

(Mat(n,n), f : Mat(n,n) — Sym(n)) definiert O(n).

3. Die Untergruppe SO(n) C O(n) ist eine Umtermannigfaltigkeit der Kodimension
—"(";1). In der Tat, die Menge U := {det(A) > 0} C Mat(n,n) ist offen, und (U, fi)
definiert SO(n).

8.10 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum, M C E eine Untermannigfaltigkeit, U C F
offen und f: U — R.

Definition 8.53 Die Funktion f hat ein lokales Extremum mit Nebenbedingung M,
falls finnu ein lokales Extremum hat.

Satz 8.54 Wenn f in m € M ein lokales Extremum mit Nebenbedingung M hat, dann
gilt df (m)(T,,, M) = 0.

Beweis: Wir nehmen 0.B.d. A an, dal m = 0. Wir wahlen eine Aufspaltung £ = ToM &N
und Umgebungen V' C ToM und W C N sowie eine Abbildung g : V' — W derart,
daB M N (V x W) = I'(g) gilt und dg(0) = 0. Dann ist ¢ : V. — M N (V x W),
¢(z) = (x,9(z)) eine Einbettung. Die Abbildung ¢*f hat in 0 ein lokales Extremum.
Also gilt 0 = d(¢* f) = df (0) 0d¢(0). Die Behauptung folgt nun aus im(d¢(0)) = ToM. B

Lemma 8.55 Sei A : E — F eine (surjektive) lineare Abbildung, h € E'. Wenn
hjxer(ay = 0, dann existiert (genau) ein A € F' derart, daf$ h = X\ o A. Umgekehrt,
wenn A € F' existiert mit h = X o A, dann ist P xer(a) = 0.

Beweis: Lineare Algebra! [ |

Wir konnen mit dieser Beobachtung die Bedingung df (m)r,,»s = 0 umformulieren.
Sei (U,¢ : U — F)) eine definierende Funktion fiir M C E bei m.
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Satz 8.56 Wenn die Funktion f in m € M ein lokales Extremum mit Nebenbedingung
in M hat, dann ezistiert ein A € F' derart, daff X o dp(m) = df (m).

Die Linearform A heiit Langrangescher Multiplikator. Um also die lokalen Ex-
tremwerte mit Nebenbedingung in M = {¢ = 0} zu finden, miissen wir insbesondere das
im allgemeinen nichtlineare Gleichungssystem

o(x) = 0
df(x) = Xodo(x)

fir (z,\) € U x F' 16sen.

Wir brauchen zweite Ableitungen, um zu entscheiden, ob in einem Punkt m € M mit
df (m)(T,, M) = 0 ein lokales Extremum vorliegt. Wir nehmen deshalb an, da M von
der Klasse C? ist. O.B.d.A sei m = 0. Wir wihlen eine Aufspaltung £ = TyM & N und
schreiben M NV x W = I'(g) als Graph einer C*-Abbildung ¢g : V' — W fiir geeignete
Umgebungen V C TyM und W C N der Null.

Satz 8.57 Wenn df (0)(ToM) = 0 und die quadratische Form

Q) :=Hessy(f) + df(0) o Hessg(g)

auf ToM positiv (negativ) definit ist, dann hat f in m ein lokales Minimum (Mazimum)
mit Nebenbedingung in M.

Beweis: Sei ¢ : V — E, ¢(t) = (t,g(t)). Wir miissen zeigen, dafi ¢*f : V' — R in 0 ein
lokales Minimum (Maximum) hat. Es gilt do¢*f(t) = df (¢(t)) o d¢(t) und insbesondere
wegen im(d¢)(0) = TyM, daB d¢* f(0) = 0. Wir berechnen nun Hesso¢*f. Dazu leiten
wir fiir £ € T die Abbildung ¢t — df (¢(t)) o do(t)(£) noch einmal in die Richtung & ab.
Mit der Produktregel erhalten wir fir t =0

d”£(0)(d(0)(€))(dd(0)(€)) + df (0) o d*¢(0)(£)(€) = Q(&) -

Wir wenden nun auf ¢* f den entsprechenden Satz 8.35 fiir den Fall ohne Nebenbedingun-
gen an. |

Hier ist ein Beispiel: Sei f; : R® — R durch
fi(z,y,2) = 2> + 2y* + 32 — 30
gegeben. Dann ist M := {f; = 0} ein Ellipsoid. Sei weiter
folx,y,2) :=x+2y+3z .

Dann ist N := {f, = 0} eine Hyperebene. Wir betrachten L := N N M und behaupten,
dafl L eine Untermannigfaltigkeit ist. Wir miissen zeigen, dal N M M gilt, oder alternativ,
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daB8 f := (f1, fo) : R* — R? in allen Nullstellen regulir ist. Wir wihlen letzteren Zugang.

Es gilt
2z 4y 6z

Aus rk(df (x,y,2)) < 2 folgt © = y = z. Der einzige solche Punkt in N ist (z,y,z) = 0.
Dieser liegt aber nicht in M.

Wir betrachten jetzt die Hohenfunktion h(z,y, z) := 2z und suchen deren lokale Ex-
trema mit Nebenbedingung in L.

Es gilt dh(z,y, z) = (1,0,0). Wir suchen nun alle Punkte [ € L mit (1,0,0)(7;L) = 0.
Wir verwenden die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Wir suchen also alle
diejnigen Punkte [ € L, fiir welche es eine Linearform A = (A, \y) € (R?) derart gibt,
daf

Aodf(l) =(1,0,0)
gilt. Wir miissen also die Losbarkeit dieses Gleichungssystems studieren. Die Gleichungen
lauten
AM2x+ X =1, MAy+2X =0, XN6z+3X=0.
Die zweite Gleichung gibt Ay = —\;2y. Die dritte Gleichung liefert dann A\;(6z — 6y) = 0,

also y = z. Die erste Gleichung liefert (22 — 2y)A\; = 1, also = # y. Wir suchen also
diejenigen Punkte in L, welche y = z und x # y erfiillen. Wir miissen also die Gleichungen

r+5y=0, z?+2y*+3y*> =30

l6sen. Die erste gibt x = —5y, und dies in die zweite eingesetzt, 30y? = 30, also y? = 1.
Wir schliefen, dal y = 2 = £+1 und x = £5 die kritischen Punkte sind. Potentielle
Extrema liegen in [, := (=5,1,1) und [_ := (5, —1,—1) vor.

Wir bestimmen nun den Tangentialraum

o F10 +4 +6
TliL.—ker<1 9 3>.
Es gilt
0
Ti,L=R| 3
—2
Wir wahlen als Komplement
1 0
N:=R|[0O]|+R|O
0 1

Wir wollen L lokal als Graph einer Funktion g = I+ + (1,0, ¢2) : 7). L — N darstellen.
Die Funktion g ist Losung der Gleichungen

(F5 + g1(1)* + 2(£1 + 31)* + 3(£1 + go(t) —2t)* =30 = 0
£5 + g1(t) + 2(£1 + 3t) + 3(£1 + go(t) — 2t) =

152



Wir wissen, da8 g(0) = 0 und dg(0) = 0 gilt und miissen d?g(0) berechnen. Dazu leiten
wir die erste Gleichung einmal ab und erhalten

2(F5 + g1(8) gy (¢) + 12¢(£1 + 3t) + 6(E1 + go(t) — 2t)(g5(¢t) —2) =0 .
Wir leiten zum zweiten Mal ab und setzen ¢t = 0 ein.
F10g{(0) + £12 + 24 4+ +645(0) =0 .
Die zweite Ableitung der zweiten Gleichung liefert
g1 +395=0.
Wir setzen dies in die erste Gleichung ein und erhalten
+3695(0) + 24 + +12 ,

wo-{ "

3

also

Die zu untersuchende quadratische Form ist nun durch Q(&) = ¢4(0)&? gegeben. Folglich
liegt im Punkt (—5,1,1) ein Maximum und im Punkt (5, —1, —1) ein lokales Minimum
mit Nebenbedingung in L vor.

In der Tat ist M und damit L kompakt. Die Funktion h muf} also ein globales Maxi-
mum und Minimum auf L besitzen. Wir haben also die globalen Extremwerte gefunden.

9 Differentialgleichungen

9.1 Erste Beispiele

Wir hatten die e-Funktion als die eindeutige Losung der Differentialgleichung
ff=r, f0)=1

fiir eine Funktion f:R — R charakterisiert.
Die Funktionen
fea(t) :=csin(t) +dcos(t) , c,deR

waren alle alle Losungen der Differentialgleichung
fP+rf=0, f:R-R.

Insbesondere ist f. 4 die eindeutige Losung mit f. 4(0) = d und f; ;(0) = c.

Sei z(t) die Bahnkurve eines Massenpunktes in Raum R? der Masse m in einem Kraft-
feld F' : R® — R3. Das Newtonsche Gesetz stellt einen Beziehung zwischen der Beschleu-
nigung z® des Massenpunktes und der auf ihn wirkenden Kraft F' € R? her:

2P (t) = m  F(x(t)) .
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Als Beispiel betrachten wir die Bewegung in der Schwerkraft. An der Erdoberfliche
ist die Anziehungskraft konstant durch f(z) = (0,0, mgg,q) gegeben. Wir erhalten

l‘(2) = (anagErd) .

Die Bahn einer im Winkel o nach oben im Punkt 0 in der z, z-Ebene abgeschossene
Kanonenkugel mit der Anfangsgeschwindigkeit v, erfillt diese Gleichung mit der An-
fangsbedingung

z(0) =0, 2'(0) = vo(cos(a), 0, sin(«)) .

Die Losung dieser Gleichung ist

x(t) = (v cos(a)t, 0, vgsin(a)t 5

Die Kugel schlagt zur Zeit
L 2 sin(a)vyg

9Erd
auf. Die z-Koorrdinate des Einschlages ist

2sin() cos()vy v sin(2a)

9Erd 9Erd
Die maximale Schufiweite wird also bei einem Winke o = 7 erreicht und betragt

2
Vo

9Erd

Wir betrachten nun die Gleichung, die die Planetenbahnen bestimmt. Die Anziehungskraft
der Sonne (im Ursprung) auf die Erde im Punkt x wird nach dem Gravitationsgesetz durch

- YMSonneM Erdel
||

F(x) =

Folglich geniigt die Erdbahn z(t) der Differentialgleichung
.T(2) _ _’ymSonne

|z f?

Wir sehen, dafl die Masse der Erde nicht eingeht, sich also ein leichter Satellit nach der
gleichen Regel bewegen wiirde. Diese Gleichung bestimmt die von Kepler gefundenen
elliptischen Planetenbahnen, ist aber schwerer explizit zu losen.

In beiden Fillen wird die Kraft durch ein Vektorfeld beschrieben:

F(z) =(0,0,9gm4) , F(z)=-—
Die Kraft wird hier durch das Newtonsche Gesetz mit der Beschleunigung in Beziehung

gesetzt. Wir erhalten Differentialgleichung zweiter Ordnung. Fiir theoretische Betrach-
tungen ist es wichtig zu sehen, daf§ man solche Gleichgungen auch als Gleichungen erster
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Ordnung schreiben kann. Dazu nehmen wir die Geschwindigkeit v als eine zweite Koor-
dinate hinzu. Die Bahnkurve des Massenpunktes ist jetzt eine Abbildung (z,v) : R —
R3? x R? = R®. Die Bewegungsgleichung hat nun die Form

¥=v, vV=mlF(z),

() (i)

Oft is eine Reibungskraft propertional zur Geschwindigkeit, Fr.;, = —ev. Mit Reibung

hatte die Gleichung die Form
AN v
') \mTF(z) —ev) -

Fiir die Diskussion des Verhaltens von Losungen derartiger Gleichungen spielen Erhal-
tungsgrofen eine wichtige Rolle. Wir nehmen an, dafl die Kraft (3) durch ein Potential
U :R? — R gegeben wird:

also

F = —(8,U,0,U,0.U) .

Im Fall des Schwerefeldes ist etwa U(x,y, 2) = mgg,qqz, und im Fall des Gravitationsfeldes
der Sonne ist

U(SL’) _ _fymSonnemErde
||
In diesem Fall ist die Energie
mu?
E(z,v):R° =R, E(x,v)= 5t U(x)

eine Erhaltungsgrofie. In der Tat gilt

d

%E(t) = E(z(t),v(t)) = 0.Uv +muv' = —Fv+vF =0.

Ist die Anfangsenergie Fy := FE(z(0),v(0)) vorgegeben, dann weifl man, dafl sich die
Bahnkurve auf der Hyperfliche {F = Fy} C R® bewegt. Die Energie des Teilchens im
Gravitationsfeldes hangt nicht von den Richtungen ab. Die Bahnkurve ist also durch

EO — 'U_ - YMSonne
2 ||

eingeschrankt. Ist Ey > 0, dann ist die Energiefliche {F = Ey} in der z-Richtung
unbeschrankt. Die Geschwindigkeit

2’7m50nne
|z|
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entspricht Fy = 0. Startet man bei x radial von Zentrum weg mit v > vy, dann entweicht
die Bahn nach unendlich. Ist v < vy, d.h. Ey < 0, dann ist der maximale Abstand, den
man bei einem solchen Start erreichen kann,

T _ YMSonne
maxr — .
Ey

Um die Keplerbahnen herauszubekommen, mufl man weitere Erhaltungsgrofien hinzuziehen,
namlich die Drehimpulse.

Ist Reibung vorhanden, dann ist £ nicht mehr konstant, aber es gilt

CB(a(1)) = —melol? <0

—FE(x = —me|v )
dt -
Diese Ungleichung beschreiben den Energieverlust in Verlaufe der Zeit und ist damit eine
wichtige Aussage iiber das Langzeitverhalten.

Wir betrachten den radioaktiven Zerfall, etwa

23877 O 234

Das empierisch bestatigtige Zerfallsgesetz besagt, dafl die Anzahl der in einem Zeitintervall
zerfallenden Kerne proportial zur vorhandenen Menge und der Liange des Zeitintervalls
ist. Sei x(t) die Anzahl der Atome zur Zeit t. Dann gilt

z(t+ 0t) = x(t) — ax(t)ot .

Daus leiten wir die Differentialgleichung

¥ =—ax.

Wenn am Anfang x(0) Kerne vorhanden waren, dann sind es nach der Zeit ¢ noch z(t) =
e~*'z(0). Nach der Zeit t1/ := —a ' In sind die Héfte der Kerne zerfallen. Diese Zeit
heifit Halbwertszeit.

Wir betrachten die Entladung eines Kondensators C' iiber einen Widerstand R. Die
Spannung U am Kondensator ist durch seine Ladung iiber UC' = @ bestimmt. Der
Entladestrom ist nach dem Ohmschen Gesetz I := U/R. Die Stromstérke bestimmt die
Veranderung der Ladung ) = —1I. Folglich gilt

1
Q' =-25¢

und folglich

bzw

U(t) = U(0)e 7o .
Die Grofle % bestimmt also die Geschwindigkeit der Entladung.
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Ersetzt man den Widerstand durch eine Spule der Induktivitdt L (ohne Ohmschen
Widerstand), dann gilt nach dem Induktionsgesetz. L~'U = I’. Wir erhalten

1
(2):—/:——
Q I LCQ'

Wir erhalten die Schwingungsgleichung

1
(©) e P
QY + LCQ 0.
Die Grofle
_ 1/t
2wV LC

heilt Kreisfrequenz. Die Losungen der Gleichung haben die Form
asin(2nwt) + bcos(2rwt) .

Im Gegensatz zur Kondensatorentladung erhalten wir ein periodisches Verhalten.

In der Populationsdynamik ist die logistische Gleichung ein beliebtes Modell. FEine
Spezies mit der Individuenzahl x vermehrt sich mit der Rate c¢. Dies wird durch 2/(t) =
cx(t) beschrieben und fithrt auf ein exponentielles Wachstum x(¢) = e“z(0). Sind die
Ressourcen begrenzt, kann das durch eine populationsabhangige Rate c(z) = ¢(1 — A%z?)
beschrieben werden. In diesem Fall wird eine kleine Population entsprechend

2 (t) = cx(t)(1 — A%23(t))

erst exponentiell wachsen und sich dann der Zahl A~! von unten anniahern. Dies folgt aus
einer qualitativen Diskussion. Fiir kleine ¢ und z(0) ist 2’ ~ ¢z und x(¢t) = e“2(0). Wenn
sich z(t) der Grenze A~! néhert, dann gilt 2’ = —2cA?*(x — A™1), also z(t +s) — A~ =
(z(t) — A)e~2¢4* Wir nehmen nun an, da es eine weitere Art mit der Individuezahl y(t)
gibt, welche sich von z ernahrt und sich mit eine Rate proportional zum Nahrungsangebot
vermehrt und mit konstanter Rate stirbt. Dies wird durch

o =cx(1- A" —fy, Y =gry—sy

(:U’) B <cx(1 — A?2?) — fa:y)
v) gry — sy '

Das Kurz- und Langzeitverhalten dieses Modells werden wir spater analysieren.

beschrieben, also

9.2 Vektorfelder und Integralkurven

Sei (V. ||.]|) ein reeller Banachraum und U C V offen.

Definition 9.1 Fin Vektorfeld X auf U ist eine Abbildung X : U — V.
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Definition 9.2 FEine Integralkurve von X ist eine differenzierbare Abbildung f : I —

U, welche der Gleichung ' = f*X gentigt, wobei I C R ein offenes Intervall ist.

Hier sind einige Beispiele.

1. Sei V := R! und X(z) := 1. Firallec € Rist f. : R — R! f.(t) := ¢+t eine

Integralkurve. In der Tat gilt
fot) =1=Xo f(t) = (fX)(t) -

2. Sei V := R' und X(x) := z. Fiir allec € R ist f : R — R, f.(t) :=
Integralkurve von X. In der Tat gilt

felt) = ce’ = f(t) = X(f (1)) = (fX)(t) .

3. Sei V := R! und X (x) = 2% Fiir jedes c € R ist f, : [, — R, f.(t) :=
Integralkurve, wobei
(—00,2) ¢>0

I, = (2,00) ¢<0
R c=10
In der Tat gilt .
F'(@) = ( )= f(t)? = fX() .

1—ct
4. Sei V :=R? und X(z,y) := (y, —z)". Wir schreiben

(4 4)

und X (v) = Dv. Fiir t € R setzen wir

cos sm t
Alt) = ( —sin(t) cos(t) )

cel eine

C

T eine

(4)

Fiir jedes ¢ € R? ist die Kurve f.: R — R?, f.(t) := A(t)c, eine Integralkurve von

X. In der Tat gilt

fo = Alt)e
—sin(t)  cos(t)

- ( —cos(t) —sin(t) )C
X = X(f©)
= DA(t)c

S (0 ()
- (o o
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9.3 Gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung
Sei U C R" offen und R : U — R eine Abbildung.

Definition 9.3 Sei U C R"*! offen und R : U — R eine Abbildung. Eine n-mal differen-
zierbare Funktion h : I — R heifit Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

™ = R(t,h, K, ... KDY
falls fiir die Abbildung I >t — f(t) := (t,h(t),R'(t),..., A"~V (t)) € R™*! gilt
1 f()cu
2. " = f*R,
wobei I C R ein offenes Intervall ist.

Wir betrachten das Vektorfeld auf U, welches durch X (z) = (1,3, ..., Z,41, R(z)) gegeben
wird.

Lemma 9.4 h: I — R is genau dann Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
™ = R(t,h, K, ... KDY
wenn f: 1 — U, f(t):= (t,h(t),N(t),..., K" D(t)) eine Integralkurve von X ist.

Beweis: Ist h Losung der gewohnlichen Differentialgleichung, so ist offensichtlich f eine
Integralkurve. Umgekehrt, ist f eine Integralkurve von X, so setzen wir h(t) := fo(t). Es
gelten die Gleichungen

ht) = ¢t
W(t) = Xo(f(t) = fs(t)
Rt = f3(t) = Xs(f(t) = falt)

ROD() = fi(t) = Xa(f(1) = fana(D)
W) = foa(t) = Xow () = (fFR)(D)

aus denen ersichtlich ist, da3 h n-mal differenzierbar ist und die gewohnliche Differential-
gleichung erfiillt. [ |

9.4 Integration Banachraumwertiger Funktionen

Weiter vorne im Kapitel 6 hatten wir das Integral reeller Funktionen iiber die Integration
einfacher Ober- und Unterfunktionen eingefiithrt. Diese Methode basiert wesentlich auf
der Ordnungsrelation im Wertebereich R. Folglich funktioniert diese Methode nicht fiir
Banachraumwertige Funktionen.
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Sei (V,]|.]|) ein Banachraum und [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Ein Partition
P von [a,b] ist eine endliche monotone Folge a = tg < t; < --- < t, = b reeller Zahlen.
Die Zahl w(P) := max{t; — t;_1]i = 1,...,n} heifit Weite der Partition. Sind P und
@ Partitionen, dann kann man eine gemeinsame Verfeinerung Pf() bilden, indem man
die Vereinigung der Glieder von P und @ der GroBe nach ordnet. Es gilt w(PtQ) <
min{w(P), w(Q}.

Wir betrachten eine Abbildung f : [a,b] — V und bilden die Summe

n

Sp(f) =) (t: —ti)f(t:) -

=1

Definition 9.5 Wir sagen, daf$ dafs Integral fab f(t)dt existiert und gleich x € V ist, wenn
fir jede Folge (P,) von Partitionen von [a,b] mit w(P,) — 0 gilt lim,_,, Sp,(f) = .

Lemma 9.6 Wenn [ : [a,b] — V stetig ist, dann existiert f:f(t)dt.

Beweis: In der Tat ist f gleichméaBig stetig, da das Intervall kompakt ist. Sei ¢ > 0
gegeben. Dann finden wir ein 6 > 0 derart, daf8 aus [t —s| < 0 folgt, daB || f(t—f(s)| < 7%
ist.

Seien nun P = (to,...,t,) eine Partition mit w(P) < d und Q = (so < --- < s,,) €ine
weitere Partition. Dann ist [Spyq(f) — Sp(f)| = €. In der Tat ersetzt man in der Summe
Spio(f) in den Summanden mit dem Faktor f(s;) mit ¢, < s; <t; diesen Faktor durch
f(t;). Es gilt |s; — t;| < 6 und somit || f(s;) — f(;)]| < 5. Die Summe verédndert man
damit hochstens durch e. Durch diese Ersetzung erhélt man jedoch den Wert von Sp(f).

Sei nun (P,) ein Folge von Partitionen mit w(F,) — 0. Dann ist Sp, (f) eine Cauchy-
folge und konvergiert gegen einen Wert z. In der Tat, wenn nur w(P,) < § und w(P,,) < 0
ist, dann ist

157, (f) = Sea (DI < W52 (F) = Seagpn (DN + 15 Patp () = Sen (FI] < 2€

Ist (@) eine weitere Folge von Partitionen mit w(@,) — 0, dann bilden wir die Folge
(R,) durch Ry, := P, und Rs,.1 := Q,. Da lim, .., Sg, (f) existiert, miissen auch die
beiden Teilfolgen (Sp,(f)) und (Sp, (f)) den gleichen Grenzwert, namlich = haben. W

Lemma 9.7 Das Integral ist eine stetige lineare Abbildung fab co.dt 2 C([a, b, V) — V.
Es gilt

b
|| / F0del < (b —a)llf] -

Beweis: Sei P eine Partition von [a,b]. Dann gilt sicherlich fir f,g € C([a,b],V) und
A €R, daB

Sp(f +Ag) = Sp(f) + ASp(g) -

160



Wendet man dies fiir eine Folge von Partitionen (P,) mit w(P,) — 0 an, so erhélt im
Grenzwert die Linearitat des Integrals. Weiterhin gilt sicher

1SP(HI < Z(ti — i) [l f()]] < sup [[f(D)]] Z(ti —tia) = [[f]l(b—a) .

tela,b]

Daraus folgt im Grenzwert

b
|| / F@)dt] < 1711 (b — a) -

Sei f : [a,b] — V stetig und ¢ € (a,b).

l%@ﬁzl%@ﬁ+l%@ﬁ.

Beweis: Sei P eine Partition von [a, ¢] und @ eine Partition von [c, b]. Dann bilden wor
die Vereinigung P U @, eine Partition von [a, b]. Es gilt offensichtlich

Sp(fijad) + So(fies) = Spug(f) -

Weiterhin ist w(P U Q) < max{w(P),w(Q)}. Wenden wir dies auf Folgen (P,) und (Q,)
mit w(F,) — 0 und w(Q,) — 0, dann erhalten wir im Grenzwert das gewiinschte Ergeb-
nis. |

Lemma 9.8 FEs gilt

Sei f :[a,b] — V stetig und ¢ € (a,b). Wir definieren F : (a,b) — V durch

fctf(s)ds t>c
F(t):= 0 t=c

[ f(s)ds t<c

Lemma 9.9 (Hauptsatz der Diff. und Int.-rechnung) Die Abbildung F ist differen-
zierbar und es gilt f'(t) = f(t).

Beweis: Sei O.B.d.A t > ¢. Wir bilden den Differenzenquotienten (O.B.d.A ist h > 0)

Ft+h)—F@t) [
. =h /t f(s)ds .

Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein ¢ derart., dafl aus |t — s| < § folgt || f(t) — f(s)|| < e.
Wir schreiben

ht / F(s)ds = £(t) + b~ / (f(s) — F(0))ds
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(Wir benutzen hier, daB [ g(s)ds = (v—u)z fiir eine konstante Funktion g mit dem Wert
x gilt) und schétzen die Norm des zweiten Terms fiir h < 0 durch e ab. Folglich ist fiir

h<o F(t+h)—F(t
(PR =D ) <.

Da € > 0 beliebig vorgegeben war, folgt die Behauptung. [ |

9.5 Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven

Seien (M, dy) und (N.dy) metrische Rédume.

Definition 9.10 FEine Abbildung X : M — N heifst Lipschitz-stetig, wenn es eine
Konstante C' > 0 gibt, so daf$ fir alle a,b € M gilt

dy(X(a), X (b)) < Cdpy(a,b) .
Die Zahl C' heif§t Lipschitzkonstante fur X.
Sei (V. ]|.]lv) ein reeller Banachraum und U C V offen und = € U.

Theorem 9.11 Wir nehmen an, daf§ X Lipschitz-stetig ist. Dann ezistiert ein ey > 0
derart, daf8 es fir jedes € € (0,¢y) genau eine auf I := (—¢,€) definierte Integralkurve
f:I—=U mit f(0) =z gibt.

Beweis: Die Zahl € > 0 wird spater im Beweis festgelegt. Sei Cx ein Lipschitzkonstante
von X.

Wir betrachten den Banachraum F := C(I,V) der stetigen V-wertigen beschréankten
Funktionen auf I mit der Norm || f||g = sup,e; [|f(t)|lv. Sei By = Ey(e) == {f €
E|f(I) C U}. Die Teilmenge Ey C E ist nicht leer. da sie zum Beispiel die konstanten
Abbildungen mit Werten in U enthélt. Auf Ey kénnen wir die Abbildung

A=A Ey = E, A(f)t) = :c+/0tX(f(s))ds

definieren. In der Tat ist Af : I — V beschrénkt. Erstens ist namlich f: 1 —- U — V
beschrankt und damit I 5 ¢ — X (f(t)) € V beschrinkt ist wegen der Lipschitzstetigkeit
von X. Daraus folgt die Beschranktheit von Af.

Lemma 9.12 f € Ey ist genau dann Integralkurve von X mit f(0) = x, wenn A(f) = f
qgilt.

Beweis: Sei f eine derartige Integralkurve. Dann gilt

Auw>:x+/xumm5

— o+ \ds
/f

= x4+ f(t) — f(0)
= ft).
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Wenn A(f) = f gilt, so ist offensichtlich f differenzierbar, f(0) = z, und

={AXU@»@WO=XU@%

[ |
Es geniigt also zu zeigen, dafl fiir ein geeignetes ¢ > 0 die Abbildung A genau einen
Fixpunkt in Ey besitzt.

Lemma 9.13 Die Abbildung A ist Lipschitz-stetig mit einer Lipschitzkonstanten eC.

Beweis: Fir f,g € Ey und t € I gilt

IACH(E) = Alg) D)y = II/O[X(f(S))—X(g(S))]dSIIV
<t sup [[X(f(s)) = X(g(s))llv

s€[0,t]
= ersugllf(s)—g(s)Hv
se
= eCOx|lf —9glle -

Also
IA(f) = A(g)lle = sup [[A(f)(?) — A(g)(W)llv < eCx||f —gl& -

tel

[
Wenn wir also € > 0 so klein wéhlen, dal eCx < 1, dann ist A eine Kontraktion und
besitzt hochstens einen Fixpunkt.
Sei nun fy € Ey die konstante Abbildung mit Wert z. Sei r > 0 so, da§ B(z,r) C U.
Wir setzen U, := B(fo,7). Dann gilt Uy C Ey. Sei weiterhin C) := sup,ep ) [|X(0)]-
Diese Zahl ist endlich, in der Tat gilt C; < rCx + || X (2)]|v.

Lemma 9.14 Wenn € > 0 so klein ist, daff eCy < r/2, dann gilt A(Uy) C Uy.

Beweis: Sei f € U;. Dann gilt

V= folle =smw/ﬁ¥ ))dslly
< tsup [X(F)llv

s€[0,t]
S 601 .
Folglich, A(Uy) C B(fo,€Cy) € B(fo,7/2) und damit A(Uy) C B(fo, 7). [ |
Ist also €y > 0 so klein, daf gleichzeitig eC; < r und eCx < 1 gelten, und ist € € (0, €),

dann besitzt A genau einen Fixpunkt f in Uj.
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Damit ist die Existenzaussage bewiesen. Wir beenden nun den Beweis der Ein-
deutigkeit. Die Eindeutigkeit beschrankter Integralkurven ist schon gezeigt, so sie in
Ey liegen. Wir miissen ausschliefen, dal es noch weitere unbeschrankte Integralkur-
ven gibt. Sei g; := (—¢,¢€) eine Integralkurve. Dann ist fiir jedes § € (0,¢) die Zahl
SUP|y<c—s || X (9(2))]| =: C2(9)) endlich. Es gilt fiir [¢| < e— 4, daB

lg(t) =[] < eC2(8)/2 .

Damit ist g|(—ets5,c—s) beschrankt und folglich geich der Einschrankung fi_cys—5). Da d
beliebig klein sein darf, gilt f = g¢. [ |

Ein zeitabhéngiges Vektorfeld auf U C V ist eine Abbildung X : T'x U — V fiir ein
offenes Intervall T C R, welches die Null enthélt. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz
gilt auch fiir zeitabhéngige Vektorfelder, wenn man Lipschitzstetigkeit in der Ortsvari-
ablen voraussetzt. Der Punkt ist, dal man Lipschitzstetigkeit in der Zeit nicht annehmen
muB. Ansonsten kénnte man das Problem in ein autonomes verwandeln und obigen Satz
9.11 anwenden. Diese Verallgemeinerung betrifft etwa eine Gleichung der Form

Fy=t2f), f0)=fo.

Unter einer Integralkurve mit Anfang in z € U versteht man eine Kurve f : I — U mit

f(0) =z und f'(t) = X(t, f(t))-

Theorem 9.15 Wir nehmen an, dafi X stetig ist, und dafs es eine Konstante C' gibt
derart, daff X(t,...): U — V Lipschitzstetig mit Konstanten C' fiir alle t € T ist. Dann
existiert ein € > 0 derart, daff (—eg,e0) € T und fir jedes € € (0,€¢p) genau eine auf
I := (—¢,€) definierte Integralkurve f: 1 — U mit f(0) = x gibt.

Beweis: Der Beweis ist wie in 9.11. Man setzt

Af(t) = x+/0tX(s,f(3))ds .
|

Hier ist ein Beispiel, in welchem die lokale Eindeutigkeit nicht gilt. Sei V := R! und
X : R - R! durch X(z) := +/|z| gegeben. X ist nicht Lipschitz-stetig. Die Kurven
fi:R—=R' i=0,1, fo =0 und

0 t<0
fild) '_{ 2 t>0

sind beides Integralkurven mit f(0) = 0.
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9.6 Maximale Integralkurven

Sei U C V offen, x € U und X : U — V ein Vektorfeld. Sei 0 € J C R ein offenes
Intervall. Ist g : J — U eine Integralkurve des Vektorfeldes und I C J ein offenes
Teilintervall mit 0 € I, dann ist g;; : I — U auch eine Integralkurve. Wir betrachten auf
der Menge der Integralkurven des Vektorfeldes X mit Anfang x die folgenden partielle
Ordnung.

Definition 9.16 Es gilt (f: 1 —U) < (g9:J = U), falls I C J und f = g1 ist.

Theorem 9.17 Unter den Voraussetzungen von Satz 9.11 gibt es genau eine maxi-
male Integralkurve f: 1 — R mit f(0) = z.

Beweis: Die Existenz maximaler Integralkurven folgt aus folgender Betrachtung. Ist ist
(fa : In = U)aer eine Kette von Integralkurven, dann ist g : Userly — U, g(t) := fo(t)
fiir geeignetes a € L so dafi t € I, eine obere Schranke der Kette. Nach dem Lemma von
Zorn folgt daraus die Existenz maximaler Integralkurven.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Seien (¢ : J — U)und (f : I — U) beides maximale
Integralkurven mit ¢g(0) = f(0) = x. Wir betrachten die Menge

E={teR|selnJundg(s)= f(s)Vse€[0,t)} .

Sei T := sup £ und S := inf F/, wobei wir T" = oo und S = —oo zulassen. Wegen der
lokalen Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurven gilt offensichtlich 7" > 0 > S.

Wir zeigen, da8 J = I = (S,T). Klar ist daf8 (S,7") C JNI. Ware diese Inklusion echt,
dann konnen wir etwa annehmen, dal 7€ I N J. Sei y := f(T) = g(T'), wobei die zweite
Gleichheit aus der Stetigkeit der Integralkurven folgt. Dann gilt fiir alle geniigend kleinen
€ >0,daB fr(t) := f(t+T) und gr(t) := g(t + T') zwei verschiedene Integralkurven von
X auf (—e¢,€) mit gr(0) = fr(0) = y definieren. Dies steht im Widerspruch zur lokalen
Eindeutigkeit nach Satz 9.11.

Auf analoge Weise fithrt man S € I N J zum Widerspruch. Wir haben damit indirekt
gezeigt, dal I N J = (S,T). Ware I # J, dann wiirde I C I U J oder J C I U J gelten.
Wir definieren h : I U J — U durch

| f@) tel
h(t) '—{ o) ted

Dann ist nach obiger Diskussion i wohldefiniert und eine Integralkurve von X mit Anfang
in . Diese setzt aber mindestens eine von f oder g echt fort, ein Widerspruch zur
Maximalitat von f und g. |
Fiir diesen Satz haben wir nur die lokale Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven
benutzt. Deshalb gilt er unter etwas allgemeineren Voraussetzungen, etwa wenn das
Vektorfeld durch Umwandlung eines nicht-autonomen in ein autonomes System entsteht,
und das nicht-autonome nur in der Ortsrichtung Lipschitzstetig (lokal gleichmé&Big in der
Zeit) ist.

165



9.7 Vollstandigkeit

Sei U C V eine offene Teilmenge eines Banachraums und X ein Lipschitz-stetiges Vek-

torfeld auf U.

Definition 9.18 1. Das Vektorfeld X heifit vollstandig, falls fir jedes v € U und
die mazimale Integralkurve f : 1 — U von X mit f(0) =x gilt - I =R.

2. Das Vektorfeld X heifit halbvollstandzig, falls fiir jedes v € U und die mazimale
Integralkurve f : I — U von X mit f(0) = x gilt : sup I = co.

Ist I C R, dann sei I, :=[0,00) N I. Analog definieren /_ als den negativen Teil von
I.

Satz 9.19 Sei f : [ — U eine mazimale Integralkurve und to, = supl < oco. Dann st
f(L+) U nicht kompakt.

Beweis: Wir nehmen an, daf§ f(/;) N U kompakt sei.
Lemma 9.20 f setzt sich stetig auf I fort.

Beweis: Sei M := sup, 5y [|[X (v)[lv. Es gilt M < oco.

Sei (t,) eine Folge in I, mit ¢, — to. Sei y € f(Iy) N U ein Haufungspunkt von
(f(tn)). Wir miissen zeigen, daB lim; ;. f(t) = y. Es gilt

17O~y < 170 — )l + 1) — )l
= [ XUy + 150 = o)l
< Mt —tal + £ (t) =)y -

Fiir gegebenes ¢ > 0 wihlen wir n € N derart, daB

Mltoo = tu| +[1f(tn) —9)llv <

gilt. Dann gilt || f(t) — y||lv <e, falls nur t € (t,,t). |
Sei g : (—¢,€) — U eine Integralkurve von X mit ¢(0) = y. Wir definieren
h:TU[0,te+€) = U

durch A(t) := f(t) fir t € I und h(t) := g(t — t) fiir t € [too, too + €). Die Abbildung h
ist stetig und auf ¢ # t,, differenzierbar und dort auch Integralkurve von X. Es gilt

L h(s) = i)

= X(y) -
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Auf der anderen Seite ist fiir 0 < s <t < to

(8 — f(s) = / X(F(u))du

Wir schlielen daraus .
fltx) = 1) = [~ X(f(w)du

und folglich
lim M — lim fstoo X(f(u))du

§Ttoo 5§ —too §Ttoo S — 1o

= X(y) .

Also gilt h'(te) = X(y). Damit ist h eine Integralkurve von X mit Anfang in x, welche
f 1 — U echt fortsetzt. Das steht im Widerspruch zur Maximalitat von f: 1 — U. W

1. Wir betrachten das konstante Vektorfeld X : V' — V mit dem Wert & € V. Dieses
ist vollstandig. In der Tat ist f(t) = z + t£, t € R, die eindeutige maximale
Integralkurve mit Anfang in x € V.

2. Sei U := V' \ {0}. Die Einschrénkung von X auf U ist nicht mehr vollstédndig. So ist
etwa die maximale Integralkurve f(t) = —¢ 4 t£ mit Anfang in x := —¢ nur noch
auf (—oo, 1) definert.

3. Das Vektorfeld X (z,y) = (1,%?) : R? — R? ist nicht vollstindig. Die Integralkurve

mit Anfang in (0, c) ist durch f(t) = (¢, 1%;) gegeben. Fiir ¢ > 0 ist diese maximal

auf dem Intervall (—oo, c™!) definiert.

4. Schrankt man das Vektorfeld aus der vorherigen Aufgabe auf {y < 0} ein, so ist
es immer noch Halbvollstdndig. Die Lésung mit Anfang in (s,c) ist f(t) := (¢t —

ok 1_c(ct_5)) und auf (¢7(1 + sc), 00) definiert.

9.8 Ljapunovfunktionen

Definition 9.21 FEin Abbildung L : M — N zwischen topologischen Rdumen M wund
N heift eigentlich, falls fir jede kompakte Teilmenge K C N das Urbild f~*(K) C M
kompakt ist.

Sei R_ := [~00,0).

Definition 9.22 Fine Ljapunovfunktion fir X ist eine differenzierbare Abbildung L :
U — R mit folgenden Eigenschaften.

1. Fiir alle x € U gilt die Ungleichung dL(x)(X (z)) < 0.

2. L:U — R_ ist eigentlich.

167



Theorem 9.23 FEuxistiert fiir X eine Ljapunovfunktion, so ist X halbvollstandig.

Beweis: Sei x € U und f : I — U die maximale Integralkurve mit f(0) = x. Dann gilt

(fL)(t) = dL{f(1)(f'(t))
= dL(f(0)(X(f(t)))
0

VAN

Wir schlieBen, da L(f(t)) < L(z). Also ist f(I.) C L7'([—o0, L(z)), woraus die Kom-
paktheit von f(1,)NU folgt. Also ist sup I, = co. [

Hier sind einige Beispiele.

1.

Sei (V) < .,. >) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, U C V offen und
L : U — R differenzierbar mit Lipschitz-stetiger Ableitung und so, daf§ L : U — R_
eigentlich ist. Wir betrachten das Vektorfeld

X = —grad(L) = —(01X,...,0,X) .

Diese Vektorfeld ist halbvollstindig. In der Tat ist L eine Ljapunovfunktion fiir X,
da dL(x)(X(z)) = — < grad(L)(x),grad(L)(z) >< 0.

Sei V =R" und L(x) = z?. Dann ist X (x) = —2x. Dieses Feld ist halbvollstindig.
Ind er Tat sind die Teilmengen {L(x) < R} = {||z]|> < R} kompakt. Man kann die
Losung hier sogar explizit finden. Es gilt fiir die Integralkurve mit Anfang in x:

ft)=e?z.
Diese Formel zeigt sogar die Vollstandigkeit.

Sei L wiein 1. und Y : U — V ein weiteres Lipschitz-stetiges Feld mit der Eigen-
schaft < X,Y >> 0. Dann ist fiir jede Lipschitz-stetige Funktion ¢ : U — [0, c0)
das Feld Z := ¢X + Y halbvollstandig. L ist Ljapunovfunktion von Z.

o (1)

und ¢ wie in 3. Dann ist Z(z) := —¢(z)x + Dz halbvollstandig.

Sei V := R? und

9.9 Hamiltonsysteme

Sei V :=R?*" und U C V offen. Wir betrachten die alternierende Bilinearform w(x,y) :=
> TiYitn — TitnYi. Beachte, daB w(x, z) =0 fir alle z € V.
Sei H : U — R eine differenzierbare Funktion mit Lipschitz-stetigen Ableitungen.
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Definition 9.24 Das Hamiltonsche Vektorfeld X wird durch die Gleichung
dH(z)(Y) =w(Xy(x),Y), VY eV

charkterisiert.

Wir schreiben x = (¢, p) mit p,q € R". Dann ist w(x,2') =< ¢,p' > — < p,q¢ >. Es gilt
Xu(q.p) = (0,H(q,p), —0,H(q, p)) -

In der Tat ist ndmlich mit dieser Definition und Y = (U, V) € R™ x R™

wXp,Y)=<0,H,V >—-<-0,HU>=dH(Y) .

Theorem 9.25 Wir nehmen an, daf die Mengen {H = ¢} kompakt sind.
1. Fir jede Integralkurve f : I — V wvon Xy qilt, daf$ f*H konstant ist.

2. X st vollstandig.

Beweis: Sei x € U und f : I — U die maximale Integralkurve mit f(0) = x. Dann gilt

(fFH)(t) = dH(f(1))(f'(t))
w(Xu(f(1)), Xu(f(1)))
= 0.

Es gilt f(I) € HY({H(x)}). Damit ist f(I) N U kompakt und folglich I = R. [ |

1. Sei beispielsweise V := R? und H(z,y) = —1(2z*+y?). Dann ist Xp(z,y) = (y, —2)
daBl schon in 9.2 betrachtete Beispiel.

2. In der Mechanik wird R?" als der Phasenraum eines n-dimensionalen Systems in-
terpretiert. Eine Punkt (¢,p) € R?" beschreibt einen Zustand mit Ort ¢ € R und
Impuls p € R™. Der Wert der Hamiltonfunktion ist die Energie dieses Zustandes.
Fiir eine sich im Schwerefeld tiber der Erdoberflache (Konstante g) bewegende Kugel
der Masse m ist beispielsweise n = 3 und H = 5-||p?|| + mgqgs. Damit ergibt sich
das Hamiltonsche Vektorfeld

XH<q7p) = (Zﬂ 12 @70707 _mg) :

m' m’'m

169



3. Allgemeiner sei F' = —gradU ein durch ein Potential gegebenes Kraftfeld. Wir

setzen 1
H =—p°+U(q) .
(@,p) = 5 —p" +U(q)
Dann ist die Hamiltongleichung
(=2, p=-F)
m
Ersetzt man z := ¢ und v. = £, dann erhélt man die Newtonsche Bewegungsgle-
ichung
1
/ /
= =——F(z).
¥=v, v - (x)

Die Newtonsche Mechanik ist allgemeiner, da man im Gegensatz zur Hamiltonschen
auch Reibungskrafte beschreiben kann, so dafl die Energie nicht notwendig konstant
ist.

9.10 Lineares Wachstum

Theorem 9.26 Sei V' endlich dimensional und X : V. — V ein Lipschitz-stetiges Vek-
torfeld. Dann ist X ist vollstindig (der Punkt ist hier, dafi X auf ganz V' definiert ist).

Beweis: Es reicht (nach Ortsverschiebung und Zeitumkehr), zu zeigen, da8 fiir die max-
imale Integralkurve f : I — V mit f(0) = 0 die Relation supI = oo erfiillt ist. Es

gilt
t

ft)=[ X(f(s))ds .

0
Wir schlieflen

IOl < [ IXGE) s
< / (X () — XO)lly + [ X(0)]}v)ds
= H|X(0)]v + Cx / 1£()llvds -

Lemma 9.27 (Gronwall-Lemma) Seien o, : [0,t] — [0,00] stetige Funktionen, und
erfille g : [0,t) — R die Abschatzung

o(s) < als) + / Bw)g(udu, s e [0,1) .

Dann gilt fiir alle s € [0,t) daf$

g(s) < a(s) + /Os a(u)B(u)eh PO gy
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Beweis: Wir setzen f(s) := [ 8(u)g(u)du. Diese Funktion is differenzierbar und erfiillt
f'(s) = B(s)f(s) = B(s)g(s) = B(s)f(s) < B(s)g(s) — B(s)g(s) + B(s)a(s) = B(s)als) .

Wir setzen nun

h(s) = Fls)e™ i o
Dann gilt
H(s) = [f'(s) = f(5)B(s)]e” o P < (s)a(s)e™ o 2
Durch Integration folgt

o)< [ Blujatwe o0
0
und damit

f(s) < /086<u>a<u>efiﬁ<v>dv .

Daraus folgt die Behauptung. |
Wir wenden das Gronwall-Lemma an mit g(t) = ||f(¢)|v, a(t) = t||X(0)||y und B(t) =
Cx. Es folgt

LF@Ollv < X O)]lv + IIX(O)Ilv/0 uCxe!™ ¥ du =: C(t) .

Waére nun sup I =: T < 00, so wiirde

sup [|f(8)[lv < C(T) .

tely

Also wére f(I,) kompakt. Das steht im Widerspruch zur Maximalitét. [

1. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und A € End(V'). Wir definieren das
lineare Vektorfeld X (z) := A(z). Dieses ist Lipschitz-stetig. In der Tat gilt

X (2) = XW)llv = [[A(z = y)llv < | Allzma) llz = yllv

womit || Al[gnavy eine Lipschitzkonstante von X ist. Sei f. : R — V die maximale
Integralkurve mit f(0) = ¢ € V. Wir definieren e’ € End(V) fiir ¢ € R durch die
konvergente Reihe

0
A tnAn
e =

n!
n=0
Man sieht leicht durch Ableiten dieser Summe ein, dafl
iem = Ae't .

dt
Damit ist f.(t) = ec.

2. Wir hatten schon gesehen, daf3
0 1Y\, [ —sin(t) cos(?)
exp(t < -1 0 >) B ( —cos(t) —sin(t) ) °
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9.11 Stetige und differenzierbare Abhangigkeit von Parametern

Sei (P,dp) ein kompakter metrischer Raum und (V] ||.||y) ein Banachraum. Wir betra-
chten ein vom Parameter p € P abhangendes Vektorfeld X auf einer offenen Teilmenge
U CV, d.h. eine stetige Abbildung X : P x U — V.

Theorem 9.28 Sei x € U. Wir nehmen an, dafS es eine Konstante Cx > 0 derart gibt,
daf$ X (p,.) Lipschitz-stetig fiir alle p € P mit Konstanten Cx ist. Dann existiert ein
offenes Intervall I C R mit 0 € I derart, daf$ fur alle p € P eine eindeutig bestimmte
Integralkurve f, : I — U mit f,(0) = x existiert und die Abbildung P x I > (p,t) —
fp(t) € V stetig ist.

Beweis:  Wir betrachten die Teilmenge Cy(P,V) = {Y € C(P,V) |Y(P) C U} des
Banachraumes C(P, V).

Lemma 9.29 Cy(P,V) C C(P,V) ist eine offene Teilmenge.

Beweis: Sei Y € Cy(P,V). Da Y(P) als stetiges Bild eines kompakten Raumes kompakt
ist, gibt es ein r > 0 derart, dal aus d(v,Y(P)) < r folgt v € U. Dann ist aber
B(Y.r) C Cy(P, V). n
Wir definieren nun das Vektorfeld Z : Cy(V, P) — C(V, P) durch

Z(Y)(p) = X(p.Y(p) eV .
In der Tat gilt
Lemma 9.30 Z(Y) € C(P,V).

Beweis: Die Abbildung p — Z(Y)(p) ist stetig und damit auch beschréankt. [

Lemma 9.31 Das Vektorfeld Z ist Lipschitz-stetig.
Beweis: Es gilt fir Y; € Cy(P,V), i =0, 1, und beliebige p € P, da8

1Z(Yo)(p) = Z(Y1)(0)|lv = | X(p, Yo(p)) — X(p, Y1(p))llv < Cx|[[Yo(p) — Yi(p)llv -

Daraus folgt
12(Yo) = Z(YD)llewvy < Cx[[Yo = Yillowpy) -

Folglich ist C'x eine Lipschitzkonstante von Z. |

Sei Yy : P — U die konstante Funktion mit dem Wert x. Es gilt Y; € Cy (P, V). Eine
Anwendung von Satz 9.11 auf das Vektorfeld Z liefert ein Intervall I C R mit 0 € [ und
die Existenz einer Integralkurve Y : I — Cy(P, V) mit Y(0) =Y.

Fiir p € P definieren wir nun f, : I — U durch f,(¢) := Y(¢)(p). Es gilt f,(0) =

Y(0)(p) = Yo(p) = = und fi(t) = Y'1)(p) = X(p,Y(1)(p)) = X(p, f,(t)). Damit ist

172



fp : I — U die gesuchte Integralkurve und P x I 5 (p,t) — f,(t) € V ist stetig. [

Wir betrachten das Vektorfeld X (p)(t) = p~t auf P x U mit U := (—1,1), x := 0, und

Py = [1,2] sowie P, = (0, 1]. Die Integralkurve von X (p) mit Anfang in 0 ist f,(¢) := i.

Fiir p € P, sind diese auf dem Intervall (—1, 1) definiert. Es gibt aber kein Intervall um 0,
auf welchem die Integralkurven fiir alle p € P; definiert sind. Diese Beispiel unterstreicht
die Bedeutung der Annahme der Kompaktkeit des Parameterraumes.

Eine Modifikation dieses Arguments gibt die differenzierbare Abhéangigkeit von Param-
etern. Sei P C R" eine kompakte Teilmenge welche intP = P erfiillt. Damm kann man
von differenzierbarkeit fiir Funktionen auf P sprechen. Wir machen folgende zusétzliche
Annahmen.

1. X : PxU — YV ist stetig differenzierbar.

2. Die Abbildung = +— dX (p,x) ist fiir alle p € P Lipschitz-stetig mit Konstanten C'y.

Theorem 9.32 Seix € U. FEs existiert ein offenes Intervall I C R mit 0 € I derart, daf
fiir alle p € P eine eindeutig bestimmte Integralkurve f, : I — U mit f,(0) = x existiert
und die Abbildung P x T 3 (p,t) — f,(t) € V stetig differenzierbar ist.

Beweis: Wir betrachten den Banachraum C'(P,V) der stetig differenzierbaren Abbil-
dungen mit der Norm [|Y'||; := sup,cp [|[Y(p)|| + sup,cp |[|[dY (p)||. Darin betrachten wir
die offene Teilmenge C} (P, V) := {f € CY(P,V)| f € Cy(P,V)}. Fir Y € C,(P,V),
p € P, definieren wir wieder Z(Y)(p) := X(p, Y (p)).

Lemma 9.33 Z(Y) € C'(P,V).
Beweis: Es ist mit der Kettenregel klar, dafl Z(Y') stetig differenzierbar ist. |

Sei B(Yy,7) C CL(P,V) ein Ball vom Radius r > 0 um die konstante Abbildung mit
dem Wert z.

Lemma 9.34 7 ist auf B(Yy, 1) Lipschitz-stetig.

Beweis: Wir benutzen die Abschétzung Lemma 9.31. Sei sup,¢p ||[dX (p, 70)|| =: C1 Dann
gilt fiir Y1,Ys € B(Y,r)

1dZ (Y1) (p) — dZ(Y2)(p)|
= [|diX(p,Y1(p)) + d2X(p, Yi(p)) 0 dYi(p) — di X (p, Ya(p)) — doa X (p, Ya(p)) o dYa(p)|
< Cx|Yi(p) = Ya(p) || + |d2X (p, Yi(p)) [ |dY1(p) — dYa(p)|l

+|d2 X (p, Yi(p)) — daX (p, Ya(p)) || |dY2(p)]]

Cx[[Y1 = Yoli + [[Y1 = Ya[[1([[doX (p, @) || + [|doX (p, Yi(p)) — do X (p, @) ||

+Y2[1Cx Y1 = Y2y

1Y = Y2 [[1(Cx + C1 + Ox (YAl + [lz]]) + Cx|[[Ya]l1)

1Y1 = Ya[[1(Cx + C1 + Cx([Jzo|| + 7 + [|2[)) + Cx (]| + 7)) -

IA

VARVAN
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Nach Satz 9.11 finden wir nun eine Integralkurve Y : I — B(Yy,r) C CY(P,V) von Z.
Folglich existiert die Ableitung df, (nach p) und ist stetig. Weiterhin ist f/(t) = X (p, f,(t))
stetig. Damit hat (p,t) — f,(t) stetige partielle Ableitungen und ist damit stetig differen-
zierbar. |

Wenn (p,t) — f,(t) der Differentialgleichung

) = X(p, f,(1)) , £,(0) =

gentigt und nach p differenzierbar ist, dann gilt

dp [ (t) = di X (p, fp(1)) + d2 X (p, fp(£))dp fp(t) , dpfp(0) =0 .

Die Abbildung
gp = (fp,dpfy) : PxI—=V@BR"V)

erfullt also
9, = Z(p,9p) , 9p(0) = (,0)
mit
Z(p, (v,0) = (X(p,v),d1 X (p,v) + d2 X (p,v) 0 §) .

Unsere Voraussetzungen sind so gestaltet, daf das Vektorfeld X" Z die Bedingungen
von Theorem 9.28 erfiillt. Will man zweifach differenzierbare Abhangigkeit der Losung
von Parametern zeigen, dann muB man die Voraussetzungen von Theorem 9.32 fiir X
erfiillen. Definiert man

X0 = (L (xOYD o

(k-mal) und erfiillt dieses die Voraussetzungen von 9.28, dann erhalten fiir eine k-fach
differenzierbare Abhangikeit von Parametern. Explizit sind das folgende zuséatzliche An-
nahmen.

1. X : P x U — V ist k-mal stetig differenzierbar.

2. Fiir alle | < k und p € P ist die Abbildung x — d X (p,z) Lipschitz-stetig mit
Konstanten Cyx.

Theorem 9.35 Seix € U. Es existiert ein offenes Intervall I C R mit 0 € I derart, daf
fiir alle p € P eine eindeutig bestimmte Integralkurve f, : I — U mit f,(0) = x existiert
und die Abbildung P x I > (p,t) — f,(t) € V k-mal stetig differenzierbar ist.

174



9.12 Abhangigkeit von Anfangsbedingungen

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V und eine offene Teilmenge
UCV. Sei X : U — V ein Lipschitz-stetiges Vektorfeld mit Lipschitzkonstante C'y.
Fir z € U sei ®(z) : I, — U, t — ®,(x), die eindeutige maximale Integralkurve mit
(I)O (l‘) =X.

Theorem 9.36 Seix € U. Dann existiert eine Umgebung W C U von x und ein Intervall
I CR mit0 el derart, daff I C NMyewl, und ® : W x I =V, (w,t) — &(w), stetig ist.

Beweis: Sei r > 0 so da} B(z,4r) C U. Wir setzen P := B(z,r). Da wir V als
endlich-dimensional annehmen, ist P kompakt. Wir definieren das parameterabhangige
Vektorfeld Y : P x B(z,2r) — V durch Y(p,v) = X(v —p + x).

Lemma 9.37 Es gibt eine Konstante Cy derart, dafs Y (p,.) Lipschitz-stetig mit Kon-
stanten Cy fir alle p € P ist.

Beweis: In der Tat gilt fir p € P und v,w € B(z,2r) dafl

1Y (p,0) =Y(p,w)llv = |X(v —=p+2) = X(w—p+ )] <Cxlv—wly .

Wir koénnen also Cy := Cx wahlen.

Sei f, : I — B(z,2r) die Integralkurve von Y mit f,(0) = z. Dann ist ®(p)
f»(t) + p — = eine Integralkurve von X mit ®¢(p) = p. Die Abbildung B(x,r) x I
(p,t) = P(p) € V ist stetig.

Bu

Wenn wir annehmen, dafl X Lipschitz-stetige Ableitungen bis zur Ordnung k besitzt,
dann erhalten wir den folgenden Satz.

Theorem 9.38 Seix € U. Dann existiert eine Umgebung W C U von x und ein Intervall
I C R mit0 el derart, daff I C Nyewl, und W x I 3 (z,t) — O4(x) € V' k-mal stetig
differenzierbar ist.

9.13 Flusse

Sei V' ein topologischer Raum.
Definition 9.39 Fin lokaler (Halb-) Fluf$ aufV ist durch folgende Daten gegeben:

1. FEine offene Teilmenge D C R x X (oder D C [0,00) x X fir einen Halbfluf$) mit
0} xVCV.

2. Eine stetige Abbildung ® : D — V, (t,v) — Oy(v).

Dabei miissen folgende Bedingungen erfillt sein.
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1. $p=idy :V >V

2. fir jedes x € V ist {t € R|(t,x) € D} ein (offenes) Intervall in R (oder in [0, c0)
fiir einen Halbflufs).

3. Wenn (s, ®,(z)) € D und (t+ s,z) € D, dann gilt

(I)tJrs(x) = (I)s<q)t<x>> .

Man kann auch Halbfliisse in der negativen Zeitrichtung betrachten.
Auf der Menge der lokalen (Halb-) Fliisse (D, ®) fiihren wir die folgende Halbordnung
ein:

Definition 9.40 Es gilt (D, ®) < (D', ®') genau dann, wenn D C D" und ® = @/,

Satz 9.41 Zu jedem lokalen (Halb-)Fluf$ gibt es einen eindeutigen grifleren mazximalen
lokalen (Halb-) Fluf.

Beweis: Die Existenz zeigt man mit Hilfe des Lemmas von Zorn. Sei (D,,®,) eine
aufsteigende Kette lokaler Fliisse. Dann setzen wir D := U,D, und ®;(z) := $, (),
wobei wir a so wahlen, dafl (¢,z) € D, gilt. Dann ist (D, ®) ein wohldefinierter lokaler
Flufl und eine obere Schranke der Kette. Nach dem Lemma von Zorn gibt es also maximale
lokale Fliisse. Ananlog zeigt man die Existenz maximaler Halbfliisse.

Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit. Seien (E, V) und (F,I') beides maximale (Halb-)
Fliisse welche grofler als (D, @) sind.

Lemma 9.42 FEs gill V\pap = ' ipar.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir Halbfliissse. Wir fixieren # € V. Sei T' die maximale
Zahl derart, daB fiir alle t € (0,7) mit (¢,2) € ENF auch ¥;(z) = [';(y) gilt. Wir nehmen
nun an, daf es ein Paar (s,x) € EN F gibt mit ¥4(z) # Is(y). Dann ist sicher 7" < s
und damit (z,7) € EN F. Folglich gilt aus Stetigkeitsgriinden auch Vr(x) = I'r(y). Sei
nun € > 0 derart, dafl (T + ¢y, z) € ENF und (ey, Ur(x)) € D. Dann gilt fiir alle € < ¢

Ureo(z) = U (Ur(2) = T(Tr(2) = Tryc()

Dies steht im Widerspruch zur Maximalitat von 7. Folglich gibt es die Zahl s mit der
behaupteten Eigenschaft nicht. |

Lemma 9.43 Seien (E,V) und (F,T') mazimale Halbflisse, welche (D, ®) fortsetzen.
Dann gilt (E, V) = (F,T).
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Beweis: Wir definieren einen lokalen Halbflul (G, A) durch

U, (x) (t,z)€e E

G:=EUF, A) ::{ Iy(z) (t,x)eF

Dies ist nach Lemma 9.42 eine wohl-definierte stetige Abbildung.

Wir nehmen nun an, daf (t + s,z) € G und (s, Ai(z)) € G ist. Wir miissen zeigen,
daBl A (Ay(z)) = Agpi(x) gilt.

O.b.d.A gelte (s +t,2) € E und s > 0. Wenn auch (s, Ay(x)), (t,z) € E gilt, dann
haben wir

Bure(z) = Vi) = W (Wi (2) = Ay(A(2))
Seien nun (s, Ai(z)) € F und (¢,z) € E. Dann ist

Aprs(@) = Wapi(2) , As(Ai(2)) = Ts(Wy(2)) -

Wenn U, ¢(z) # Iy(V,(z)) gilt, dann existiert ein maximales 0 < 7' < s derart, da8
Uyii(x) = Ty(Wy(z) fiir alle 0 < u < T gilt. Insbesondere gilt Uri(z) = I'p(Wy(x). Wir
wéhlen €y > 0 derart, daB (eg, Arii(x)) € D, (eg+ T, Ai(z)) € Fund T+ ¢y < s gilt. Fiir
0<e<egilt

Uriert(®) = Ve(Urie(x) = Te(Tp(Vi(2)) = Ty e(Ve()) -

Das steht aber im Widerspruch zur maximalen Wahl von T. Folglich gilt ¥, (x) =

[y (Wy(2)).
|

Sei (D, ®) ein lokaler Fluf auf V. Wir setzen D; := DN [0,00) x V und D_ :=
D N (—o0,0] x V. Die Einschrénkungen (Dy,®) sind lokale Halbfliisse (im Falle D_
mit negativer Zeit). Dann erhalten wir eindeutige maximale Halbfliisse (E*, ®*), welche
(D4, ®) erweitern. Dann definieren wir ¥ : F := ET U E~ — V durch

U, (z) = o580 (g) .

Lemma 9.44 (E, V) ist ein lokaler Fluf.

Beweis: Wir miissen WV, (z) = WU (U (x)) nachrechnen. Absehen von trivialen Féllen
miissen wir etwa den Fall £ > 0 und s < 0 und s+t > 0 betrachten Es gilt fiir alle n > 0,
daB
(0 (x) = (B0 (@F 7 (2))) -
Die Menge
A={U,(2)|s <u<t}

is kompakt. Deshalb gibt es € > 0 derart, dafl (u,y) € D fiir alle y € A und |u| < €.
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Fiir geniigend grofle n kann man also @;: durch ®,/, ersetzen. Analog kann man @ In

durch q):i Jn €rSetzen. Es gilt also

U (Wi(2) = (DL (P10 () = Wiy oy () = Ty () -

In der Tat ist (F, V) der eindeutige maximale lokale Flu, welcher (D, ®) fortsetzt.
Aus der Maximalitéit von (F, V) folgt nach diesem Lemma nédmlich die Maximalitat der
Einschrinkungen (E*, ¥%), welche aber eindeutig sind. [ |

Definition 9.45 Fine lokaler (Halb-) Fluf ist ein (Halb-) Fluf3 auf V', wenn sein Def-
initionsbereich R x V' (bzw. [0,00) X V ist.

Ein Flul auf X ist also einfach durch eine stetige Abbildung R x V' 3 (t,v) — ®,(v) €
V gegeben, wobei &5 = idy und ¢4, = &, o P, fiir alle ¢, s € R gilt.

Sei U C V eine offene Teilmenge eines endlich-dimensionalen Vektorraumes und X :
U — V ein Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Fiir jedes x € U finden wir ein r, > 0 derart und
ein Intervall I, C R derart, daf fiir jedes p € B(x,r,) die Integralkurve ®;(p) mit Anfang
in p auf I, definiert ist. Wir betrachten nun die offene Teilmenge D := U,cpl, X B(x,r,) C
R x U und die induzierte Abbildung ® : D — U.

Lemma 9.46 ® : D — U st ein lokaler Flujfs.

Beweis: In der Tat ist ® nach Satz 9.36 stetig. Wenn s < ¢t und (¢, ), (s,z) € D, dann

gilt auch (u,z) € D fiir alle u € (s,t). Weiter, wenn (t+s,x) € D und (s, ®,(z)) € D ist,

dann sind u — ®,(P4(x)) und u — D, 4(z) beides Integralkurven mit Anfang in ()

und damit gleich. Folglich gilt ®,.4(x) = O4(Dy(z)). [
Durch Einschrankung auf [0, 00) x U N D erhilt man einen HalbfluB.

Definition 9.47 Der von X erzeugte lokale (Halb-) Fluf3 ist ein maximaler lokaler
(Halb)- Fluf$ zu dem oben konstruierten Halbfluf.

Ist X mindestens k-mal differenzierbar und sind die Ableitungen von X bis zur Ord-
nung k Lipschitz-stetig, so gilt die folgende Aussage fiir den von X erzeugten lokalen Flufl
¢:D—-U:

Lemma 9.48 Flir jedes ® : D — U st k-mal stetig differenzierbar.

Beweis: Das folgt aus Satz 9.38. [ |

178



Umgekehrt definiert jeder lokale FluB, fiir welchen ® : D — U differenzierbar ist, ein
Vektorfeld durch

X(z) = %Itoq)t(x) .

Die Kurve t — ®;(x) ist eine Integralkurve mit Anfang in . In der Tat gilt

d d
a2@ = o C(@)
d
= %|s:oq)s<q)t(x))
= X(®i(x))

Korollar 9.49 Insbesondere ist also jeder differenzierbare lokale Fluf$ durch ein Vektor-
feld erzeugt. (Halb)-Vollstindige Vektorfelder entsprechen dabei (Halb-)Flissen.

9.14 Lineare Vektorfelder

Sei V endlich dimensional.

Definition 9.50 Eine lineares Vektorfeld auf V' ist ein Vektorfeld der Form X (z) = Ax
mit A € End(V') (wird durch X eindeutig bestimmdt).

Aus Satz 9.26 folgt die Vollstandigkeit von X. Wir hatten auch schon gesehen, dafl
der durch X erzeugte Flul durch

O, := exp(tA)

beschrieben werden kann.
Sei Ve = V ®gr C die Komplexifizierung von V. Wir kénnen V' als die Teilmenge der
reellen Vektoren auffassen. Sei Ac = A ® id die Ausdehnung von A auf V. Es gilt

Oi(v) = exp(tA)v
exp(tAc)v
= Re(exp(tAc))v ,
folglich
®, = Re(exp(tAc)) .

Eine Konsequenz der Jordanschen Normalform ist die Existenz einer Zerlegung Ac =
S + N, wobei S halbeinfach ist (d.h. eine Diagonalisierung zuléfit), N nilpotent ist (d.h.
NP =0 fiir p >> 0 gilt), und [S, N] = 0 gilt.

Lemma 9.51 Ist W ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sind L, M € End(V') mit
[L, M] =0, dann gilt exp(L + M) = exp(L) exp(M).
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Beweis: Der Beweis geht wie im skalaren Fall. |
Wir schreiben also

®;, = Re(exp(tAc)) = Re(exp(tS) exp(tN)) .

Die Abbildung exp(tS) wird wie folgt berechnet. Wir wéhlen eine Basis, in welcher
fir die Matrix Mg von S
Mg = diag(A, ..., \n)

gilt. Dann ist

Mexpts)y = diag(e™,..., e"") .

Weiterhin ist

e}

exp(tN) = Z

p=0

tP NP
p!

eine endliche Summe und damit ein Polynom in ¢.
Im letzten Schritt multiplizieren wir die Ergebnisse und bilden den Realteil.

0 1
p=( % 0)

und X (z) := Dz. Wir haben Vg = C?. Dg ist halbeinfach, und in der Basis
((1,4)", (1, —i)") gilt Mp = diag(i, —i). Also ist Mexpne) = diag(e™, e™). Folglich

eitfeit  eit_e gt .
_ = S5\ _ ( cos(t) sin(t)
exp(tDc) < iett—ielt  ellteit ) ( —sin(t) cos(t) '

2 2

1. Sei V :=R?,

Dies hatten wir schon in Gleichung (4) gesehen.
2. Dasin 1. behandelte Vektorfeld kann als von der gewohnlichen Differentialgleichung
n' = —h

kommend verstanden werden. Diese Differentialgleichung beschreibt eine ungedampfte
Schwingung. Die gedampfte Schwingung wird durch

h" = —h —2dn

modelliert. Dazu gehort das Vektorfeld X (z) := Ax mit

0 1
A':<—1 —Qd)'

Diese Matrix ist fiir d # 1 halbeinfach mit den Eigenwerten
Ay = —d+ivl—d?
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und den Eigenvektoren

U4+ 1= (]-7 )\:l:)
Damit ist
)\_et,\+7)\+et/\— 1 tA tA_
A€ TTA4e T e —e't)
exp(tAc) = A=Ay )‘+_A’< :
p( (C) ( )\/\_t/\); (e”‘* _ et)\_) >\+i/\— )\+et)‘+ — \_etr

Wenn d > 1, dann ist diese Matrix reell. Wenn d < 1, so gilt mit w := /1 — d?

Re(exp(tAc)) = < de=di gin(wt) + e cos(wt) L sin(wt) ) |

* *

wobei sich die zweite Zeile als Ableitung der ersten ergibt.
3. Im Fall d = 1 ist die Matrix A¢ nicht halbeinfach. Wir erhalten

te t 4+ et tet
* *

exp(tAc) = (

(die zweite Zeile ergibt sich wieder durch Ableiten).

Die Losungsmenge der Differentialgleichung

fr=Af

ist ein Vektorraum der Dimension n. In der Tat 16sen mit fy und f; auch fy + Af; diese
Gleichung. Die Abbildung f +— f(0) gibt einen Isomorphismus des Losungsraumes mit
V.

Sei jetzt R : R — V eine stetige Abbildung. Wir wollen das System linearer Differen-
tialgleichungen

f'=Af+R, f(0)=fo

losen. Eine explizite Methode ist die der Variation der der Konstanten. Die homogene
Gleichung

g =Ag,9(0) = fo

wird bekanntlich durch g(t) := e fy gelést. Wir machen nun den Ansatz
f(t) = e"C(t) ,C(0) = fo .
Durch Ableiten erhalten wir
fl(t) = A O(t) + A (t) .
Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, dann erhalten wir die Gleichung

A AC(t) + 1O (t) = A C(t) + R(1) ,
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also

C'(t) = e "R(t) .
Die Losung ist also

C(t) == fo +/0 e *AR(s)ds .

Die Losungsformel fiir unsere inhomogene Differentialgleichung ist damit

ft) =e"fo+ /t e(t_S)AR(s)ds )

0

Apriori ist klar, dal der Raum der Losungen der inhomogenen Gleichung [/ = Af+ R
ein affiner Raum iiber dem Raum der Losungen der inhomogenen Gleichung ist. Man
bekommet alle Losungen der inhomogenen Gleichung aus der speziellen Losung

t
t»—)/ =94 R(s)ds
0

durch Addition von Losungen der homogenen Gleichung.
Es ist etwas umsténdlich, eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

n—1
5 =3 af 4 r(2)

=0

in ein System erster Ordnung zu iibersetzen. Im Prinzip ist das moglich und zeigt, dafl
wir die Losung der homogenen Gleichung in der (komplexen) Form

r nj—l

f(t) _ Z Z pjﬂ-tie’\ft

j=1 i=0

ansetzen konnen.

Wir bestimmen zuerst den n-dimensionalen Losungsraum der homogenen Gleichung.
Setzt man e in die Differentialgleichung ein, dann ergibt sich die Bestimmungsgleichung
Q) = A"t =3"" Ja;A". Die Zahlen ); sind also die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms ) € R[\]. Es stellt sich heraus, daf die Zahlen n; ihre Vielfachheiten sind.
In der Tat, setzt man t/e’*, dann ergibt sich (-4)/Q(\) = 0 (indem man t/e" = (L)'
schreibt). Es gilt

n=deg(@Q) =) n.
j=1

Die n Funktionen (tf et)‘f) =l 0< f<n;—1 liefern eine Basis der Losungsraumes der ho-
mogenen Gleichung. Der Ansatz fiir die Variation der Konstanten ist in diesem Fall

r 77/]—1

&)= pialt)te’

j=1 i=0
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und fiihrt auf explit durch Integration l6sbare Gleichungen fiir die Funktionen p,;(¢).
Wir betrachten wieder die gedampfte Schwingungsgleichung

f& = —w?f = 2ef' +r(t)
mit w? > €2. Das charakteristische Polynom ist
N 4w’ +2ed =0
und hat die Nullstellen

Ay = —€% iver —w? .
Wir setzen o := V€2 — w2. Die allgemeine relle homogene Losung ist also
e “(psin(at) + qcos(at)) .
Eine spezielle Losung der inhomogene Gleichung findet man durch den Ansatz
f(t) = p(t)e “sin(at) + q(t)e " cos(at) .

Setzt man dies in die Gleichung ein, dann erhalt man allerdings eine recht komplizierte
Bestimmungsgleichung fiir p und gq.

9.15 Lineare nicht-automome Gleichungen
Wir betrachten zuerst den eindimensionalen Fall erster Ordnung
frf=af,

wobei a eine stetige Funktion in ¢ ist. Wir probieren folgende Umschreibung

L — iy

a

Durch Integration ergibt sich

Ist A eine Stammfunktion von a, dann 16st offensichtlich f(t) = e*® die Differentialgle-
ichung. In der Tat ist

(1) = A'(t)e = ae® = a(t) f(1) .

Der Raum der Losungen der Differentialgleichung ist ein 1-dimensionaler Vektorraum,
welcher durch e4® aufgespannt wird. Hier sind einige Beispiele

1. Die Losung des Anfangswertproblems

fr=tf, f0)=1
ergibt sich also durch
ft)=Ce7,C:=1.
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2. Die Losung des Anfangswertproblemes

fi(t) =sin(t) f(t) , f(0) =1

1st

ft)=Ce =0 C =gl

Sei nun ¢ — A(t) eine Lipschitzstetige n x n-matrixwertige Funktion. Wir betrachten
das System

ff=Af.
Der Losungsraum ist ein n-dimensionaler Vektorraum, f +— f(¢) ein Isomorphismus
fiir jedes ¢ € R. Die Losung kann in der Form e/ A®% £(0) geschrieben werden, wenn

[A(s), A(t)] = 0 fir alle t,s € R gilt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, dann ist die
Situation komplizierter. Auf jeden Fall gibt es eine eindeute Abbildung

R >t~ ®(t) € Gl(n) C Mat(n,n)

derart, daf3
f(t) = 2(t) fo

das Anfangswertproblem mit Anfangswert fo lost. Nach Ubersetzung in ein autonomes
System ergibt sich das Vektorfeld X (¢,xz) = (1, A(t)). Dieses ist auf allen Teilmengen
(—A, A) x R" lipschitzstetig und erzeugt einen eindeutig bestimmten maximalen lokalen
Flu}, welcher auf (t,z) fir alle s € (—A — ¢, A — t) definiert ist. Diesen kann man zu
einem eindeutig bestimmten Flufl auf ganz R x R™ fortsetzen. Die Lipschitzstetigkeit
von A ist nicht notwendig, da man den Beweis des Existenz-und Eindeutigkeitssatzes auf
zeitabhéingige lipschitzstetige Vektorfelder verallgemeinern kann und sich so die Ubersetzung
in ein autonomes System spart. Dies betrifft etwa eine Gleichung der Form

Ft)y =11 f ()

Definition 9.52 Die Abbildung ® : R — Mat(n,n) heifst Fundamentalmatriz der
Gleichung f' = Af.

In der Tat ist @ selbst Losung des Anfangswertproblemes
' =AP, P(0)=1id.
Die Funktion det(®(t)) erfiillt die Gleichung
det(®(t))" = det(®(t))Tr(®') = det(®())Tr(d ' (t)A)
Damit gilt wegen det(®(0)) = 1, daB

det(D(t)) = el =@ THA)
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Ein wichtiger Fall ist der periodischer Koeffizienten. Wir betrachten zum Beispiel die
parametrische Schwingungsgleichung

f@ = (sin(wt) — b*) f .

Diese lineare Differentialgleichung 2ter Ordnung mit zeitabhangigen Koeffizienten iiberfithren
wir in ein System erster Ordnung

u = U L)
~ \sin(wt) =b* 0) 7

Eine direkte explizite Losung ist schwierig, man kann aber Floquet-Theorie anwenden.
Sei A : R — Mat(n,n) stetig und periodisch mit Periode p > 0 und ® : R — Mat(n, n)
die Fundamentalmatrix der Gleichung ' = Af.

Satz 9.53 FEs gibl eine stetige p-periodische Abbildung Z : R — Mat(n,n,C) und eine
Matriz R € Mat(n,n,C) derart, daff ®(t) = Z(t)e!? gilt.

Beweis: Die Abbildung V(t) := ®(t+ p) 16st auch die Gleichung W' = AV, allerdings mit
der Anfangsbedingung W(0) = ®(p). Damit gilt ¥(¢) = ®(¢)P(p). Wir nehmen vorerst
die Existenz einer Matrix R an mit e?® = ®(p). Dann definieren wir Z(t) := ®(t)e .
Die Gleichung

ist damit erfillt. Weiterhin gilt
Z(t+p) = Bt + p)e~ I = D(1)D(p)e~ IR = (t)e!” = (1)
Die Existenz von R folgt aus folgendem Lemma:

Lemma 9.54 Ist C' € Mat(n,n,C) invertierbar, dann existiert R € Mat(n,n,C) mit
C = et

Beweis: Wir konnen annehmen, daf3 C' in Jordan-Normalform vorliegt. Es geniigt weiter,
die Behautung fiir ein Jordankéstchen einzusehen, also eine Matrix der Form C' = A + J,

wobei J;; = 0 falls j # ¢ + 1, und J; ;41 = 1. Wir definieren R = log(\) — > =, (_;;\i‘]k.

Diese Summe ist endlich. Dann gilt C' = e® aufgrund der Identitit von Potenzreihen

log(1+) ZOO 1 ZOO (1) '
l1+t=¢e & , —' — T
n!
n=0 k=1

, [ |
Die Matrix R ist nicht eindeutig bestimmt. In der Tat gilt etwa eP® = & RHE5 - Aber
die Realteile der Eigenwerte von R sind bestimmt. Ist f € C™ ein verallgemeinerter
Eigenvektor von R zu Eigenwert A\, dann gilt fiir alle ¢ > 0

lim H(I)(t)fHe*(Re()\)Jre)t =0, lim H@(t)fHef(Re()\)fe)t — 0.
t—o00 00
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In der Tat gilt namlich fiir geeignetes ¢ > 0 (wéhle ¢ := sup;¢(o , max{||Z(t)||, | Z(t)"'||})
cHle@) fl < lle™fll < cll@@)fIl-

Definition 9.55 Die Figenwerte von R heiflen Floquet-Exponenten des Systems f' = Af.

Die Floquet-Exponenten bestimmen das Wachstum der Losungen der Gleichung f' = Af
fiir lange Zeiten. Um das Langzeitverhalten zu bestimmen, miissen wir die Gleichung
¢’ = A® also nur iiber eine Periode p 16sen (z.B. mit numerischen Methoden).
Die inhomogene Gleichung
f'=Af+R

kann wieder durch Variation der Konstanten gelost werden.
Der Ansatz f(t) = ®(t)C(t) fithrt auf

C(t) :/0 ®(s)'R(s)ds .

Damit ist die Losungsformel fiir das Anfangswertproblem der inhomogenen Gleichung

t
f(6) = 0(0)o + 0(t) | @) Rls)ds.
0
1. Die Losung des Anfangswertproblems

ff=tf+t, f(0)=1
ergibt sich also durch

t2 t2 t 52 t2 t2 t2 t2
f(t)y=€e2 +e2 / e zsds=¢e2 +e2(l—e 2)=2e2 — 1.
0

2. Die Losung des Anfangswertproblemes

(1) =sin(O)f(t) + e f(0) = 1
ist .
f(t) _ el—cos(t) + el—cos(t)/ ecos(s)—le—cos(s)ds — el—cos(t) + te—cos(t) )
0

Die nicht-autonome homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

n—1
f(n) = Z az‘fi
=0

mit stetigen Funktionen ¢ — a;(t) kann auf ein nicht-autonomes System erster Ord-
nung zurlickgefithrt werden. Wir erhalten wieder einen n-dimensionalen Vektorraum von
Losungen. Die Abbildung f + (f(0), f/(0),..., f*71(0)) liefert einen Isomorphismus des
Losungsraumes mit R™.
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9.16 Einige spezielle explizit losbare Gleichungen

Eine Differentialgleichung der Form

i — MO
f(t)_g(f)

kann man durch Trennung der Variablen explizit 16sen. Wir schreiben

g(N)f'(t) = h(t) .

Sei G eine Stammfunktion g und H eine Stammfunktion von h. Dann erfiillt eine Losung
die Bedingung G(f(t)) = H(t) + C. Folglich ist f(t) = G*(H(t) + C). Die Konstante C
wird durch die Anfangsbedingung bestimmt.

1.
f'=a(t)f
Hier ist h(t) := a(t) und g(z) = I, also H(t) := f(f a(s)ds und G(z) := In(]z|) und
damit G™!(y) = +e¥. Wir schliefien, daf
f(t) _ :tef(f a(s)ds+C _ C«/ef(;t a(s)ds ’
unsere schon bekannte Losungsformel.
2.

f'@)=t"f"t) ,n>1
Hier ist A(t) = ¢™ und H(t) := 5t™"" sowie g(z) = 7" und G(z) = =72 """
Wir schlieBen G™!(y) = ((—n + 1)y)f+1. Die Losungsformel ergibt

_1_nm+1 ﬁ
f) = (" + O

Die Bernoullische Differentialgleichung hat die Form

fr=a(t)f{t) + b(t) f (1) .

Wir substituieren

und erhalten

g(t) = A=p)f @) f ()" = (1=p)(a(t) f () +b() f()") f ()" = (1—p)a(t)g(t)+(1—p)b(t) .

Diese Gleichung ist linear. Ein Beispiel ist die die logistische Gleichung
f=cf—fr
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Wir erhalten
g =(1-pleg—(1-p).

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

1—p)ct
c
Folglich lost
1
(I=p)et _ 1\ 1-¢
t) = [ Cell=P)et S
rio)i= (et s =

die logistische Gleichung. Es gilt f(0) = C ﬁ, und damit die Relation zwischen C' und
der Anfangsbedingung.
Eine Differentialgleichung der Form

F1(t) = a®)f ()" + b(t) f(t) + c(t)

heifit Riccatische Differentialgleichung. Ist h eine Losung dieser Gleichung, dann
findet man alle weiteren Losungen in der Form f = h + g, wobei g eine Losung der
Bernoullischen Differentialgleichung

g'(t) = [2a(t)h(t) + b(t)]g(t) + a(t)g(t)*

ist. In der Tat gilt
f2=0*=(f = h)(f+h)=glg+2h).

Damit ist
W+ g = a(t)(* + g(t)(g(t) + 2h(t))) + b(t) (A(t) + g(t)) + c(t) .
Es folgt die Bedingung

g = a(t)g(t)* + 2a(t)h(t)g(t) + b(t)g(t) -

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

ff=0-tf+@2-1)f—t.
Die Funktion h(t) = 1 ist eine Losung. Folglich mufl man nun die Gleichung

g =R2A-1)+ = 1Dgt)+ 1 —1)g(t)* = g(t) + (1 = )g(t)’

16sen. Wir substituieren ¢ := ¢g~! und erhalten

Daraus ergibt sich



10 Elemente der Qualitativen Theorie

10.1 Langzeitverhalten
Sei @ : R x V — V ein FluBl.

Definition 10.1 1. Der Orbit von x unter ® ist O, := ®g(x). Wir setzen Of =
Pr, (z) und O~ (z) == Pr_(x).

2. x €V ist ein stationdrer Punkt, falls O, = {z} gilt.

3. O, ist geschlossen mit Periode T € R # 0, falls fir ein (und damit fir alle
y € O,) gilt dp(y) = y. Beachte, dafs mit T auch nT', n € Z \ {0}, eine Periode
ist. Wir sagen dann, daff © ein periodischer Punkt sei.

4. Wir definieren

w(x) = ﬂm

SER+

a(z) = () {P(ws(@)

seER_

5. Eine Teilmenge A C'V heifst invariant, falls fir alle x € A gilt O, C A.

6. Die Teilmenge A C V heifit anziehend, wenn es eine Umgebung U von A derart
gibt, dafs fiir jede Umgebung V von A und Kompaktum K C U ein T > 0 existiert,
50 daf8 Piroo)(K) C V. Analog definiert man abstofende Mengen also solche, die
unter Zeitumkehr anziehend sind.

1. Stationare Punkte und geschlossene Orbits sind invariant.
2. Ist z ein stationdrer Punkt, dann gilt a(x) = w(x) = {z}.
3. Ist z periodisch, dann ist a(z) = w(x) = O,.

) nicht kompakt.

T

4. Ist w(x) (a(z)) leer, dann ist OF (O
5. Die Mengen w(z) und a(x) sind immer abgeschlossen.

Sei V' ein metrischer Raum.

Lemma 10.2 Wenn die Menge OF kompakt ist, dann ist w(x) zusammenhingend.

Beweis: Sei w(x) kompakt und als disjunkte Vereinigung zweier kompakter Mengen Cy, Cy
zerlegt. Sei § = d(Cp, C1). Dann existiert eine Folge (¢,,) mit

lim d(®y,, (z),Co) =0, lim d((I)t%H(x), C1)=0.

k—o00 k—o00
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Dann existieren fiir alle i > iy Punkte to; < s; < t9;41 mit d(®s,(x),Cp) > §/4 und
d(®,(z),Cy) > 6/4. Wegen der Kompaktheit hat (P, (x));>;, einen Haufungspunkt,

welcher entweder zu Cjy oder zu C gehoren mufl. Andererseits hat dieser aber mindestens
den Abstand §/4 von diesen Mengen. Widerspruch. [

Lemma 10.3 Die Mengen w(x) und a(z) sind invariant.

Beweis: Sei y € w(x). Dann existiert eine Folge (t,) mit ¢, — oo und &, (x) — y. Sei
s € R. Dann ist

Pys(y) = nlggo Dy (P4, (2)) = nlggo Dy, +5(2)

und damit ®,(y) € w(z). Die Invarianz von a(z) zeigt man analog. [

Sei nun V ein metrischer Raum.

Definition 10.4 1. Ein Orbit OF heifit stabil, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert,
so daf$ aus d(y,x) < 0 fir allet >0 folgt d(P:(y), P¢(x)) < e.

2. Ein Orbit OF heifit anziehend, wenn es ein 6 > 0 gibt, so daf aus d(x,y) < § folgt

Wir betrachten zum Beispiel die Differentialgleichung
f'=A)f ()

fiir eine p-periodische Funktion A : R — Mat(n,n). Die Ubersetzung in ein autonomes
System liefert das Vektorfeld auf R**! = R x R"

X(xo,z) = (1, A(zo)x) .

Der Losung fo(t) = 0 entspricht der Orbit (’)(J[m) =R, x {0} des Flusses von X. Die Fun-

damentalmatrix ®(¢) der Gleichung (5) hatten wir in der Form ®(t) = Z(t)e'® dargestellt,
wobei Z(t) eine p-periodische matrixwertige Funktion war. Seien Ay, ..., A, die Floquet-
Exponenten des Systems. Wenn Re();) < 0 fiir alle ¢ = 1...,7, dann ist jeder Orbit von
X stabil. Sind alle diese Ungleichung echt, dann ist jeder Orbit anziehend. In der Tat
gilt ist im ersten Fall ||e!®|| beachrinkt und es gilt ||e!®|| — 0 fiir ¢ — oo im zweiten
Fall. In der Tat, ist seien (u,f),(v,g) € R™'. Dann ist ®(u, f) = (u + t, PP, ')
und @;(v,g) = (v +t,®®;1g). Nun ist die Differenz der ersten Komponenten durch
u+t—(v+1t)=u—woin der Zeit konstant. Die Verktorkomponente erfiiltt

12,250 f — @2 gll < [ Z(®) eIl (25" f — @5 )| -

Wenn |[e"®|| — 0, dann ist der Orbit Of, anziehend (fiir jeden anderen Orbit). Andernfalls
kann man durch geniigend kleine Wahl von |u —v| und || f — g|| zumindest erreichen, dafl
(@, f — @,1g)| kleiner als eine vorgegeben Zahl wird. Daraus folgt unmittelbar die
Stabilitat jedes Orbits.
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10.2 1-dimensionale Vektorfelder

Sei X : R — R ein Lipschitz-setiges vollstandiges Vektorfeld auf R und ® der von X
erzeugte Flufs.

Lemma 10.5 Die stationdaren Punkte von ® sind die Nullstellen von X.

Beweis: Ist X(x) = 0, dann ist die konstante Abbildung f : R — R mit f(t) =«
die eindeutige Losung der Differentialgleichung f* = X(f) mit f(0) = z. Damit gilt
O, (x) = x fiir alle t € R und O, = {z}.

Umgekehrt, wenn O, = {z} ist, dann gilt ®;(z) = x und deshalb X(z) = 0 nach
Ableiten. [

Lemma 10.6 Sei x € R und X (z) > 0. Entweder es gibt eine Nullstelle y € R von X
mit y > x, dann gilt w(z) = inf{y > 2| X (y) = 0}, oder w(x) = 0. FEine analoge Aussage
gilt fir die a-Menge.

Beweis: Sei w(x) nicht leer, y € w(z). Wenn X keine Nullstelle oberhalb von x hitte,
dann wire X(z) > 0 fir alle z > z. Fir eine Folge (¢,) mit t, — oo gilt y =
limy, 00 Dy, (2) = y. Wir schreiben ®,, = [;" X(f(s))ds und schlieBen, dafl X(y) = 0
gelten mufl. Widerspruch.

Also existiert eine Nullstelle oberhalb von z. Sei z := inf{y > z|X(y) = 0}. Dann
gilt X (z) = 0 aus Stetigkeitsgriinden. Wenn y > z, dann gébe es ¢t > 0 mit &4(x) = 2.
Da aber z ein stationdrer Punkt ist, gilt dann ®,(x) = z fiir alle s > ¢ und damit y = z.
Widerspruch. Also gilt y = z. |

Lemma 10.7 Seix € R eine Nullstelle von X. Wenn X' < 0 ist, dann ist der Orbit O
anziehend.

Beweis: Sei (x — €,z + €) so gewahlt, dafl X (y) > 0 fiir y € (z — €, 2) und X (y) < 0 fiir
X(y) € (x,¢). Fir jeden Punkt y € (x — €,z + €) gilt lim;_,o, P;(y) = z. Damit ist der
Orbit O, anziehend. n

Da die @ und w-Mengen von X hochstens Punkte sind, kann ein eindimensionales
Vektorfeld keine periodischen Orbits haben.

10.3 2-dimensionale Vektorfelder
10.3.1 Stationare Punkte
Sei X : R? — R? ein Lipschitz-stetiges Vektorfeld und ® der Flu8.

Lemma 10.8 z ist genau dann ein stationdrer Punkt, wenn X (z) = 0.
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Beweis: Ubungsaufgabe. [ |

Wir betrachten nun Beispiele fiir das typische Verhalten eines Flusses in der Nahe von
stationdren Punkten.. Wenn wir X als zweimal differenzierbar annehmen und X (0) = 0
gilt, dann ist

X(z) = Az + O(2?) .

Wir werden weiter hinten sehen, dafl die Matrix A das Verhalten im wesentlichen bes-
timmt, wenn nicht gerade beide Eigenwerte rein imaginér sind.

Seien also Ao, A\; die Eigenwerte. Da das charakteristische Polynom von A reell ist,
gilt entweder Re()\g) = Re(\;), oder beide Eigenwerte sind reell.

Definition 10.9 Der stationare Punkt 0 von X ist

Name stabil hyperbolisch instabil
def Re(Ao) < 0,Re(A\) <0 | N € R;A\A; <0 Re(Ag) >0,Re(A;) >0

N RN N
T "
s | ] (e e
%)
-1 0
ot (1, D)= (5

Das Verhalten des Flusses von X (z) = Ax + O(2?) wird wesentlich von den hoheren
Termen O(z?) beeinfluft.

Die Eigenwerte der Matrix

sind imaginar. Es gilt

10.3.2 Gradientenfelder

Als néchstes betrachten wir Gradientenvektorfelder. Die Argumente funktionieren in
beliebiger Dimensionen. Sei X = —grad(U) fiir ein Potential U : R* — R™.

Lemma 10.10 Fir x € R" ist entweder w(z)

= () oder w(x) besteht aus stationdreren
Punkt von X. Eine analoge Aussage gilt fir a(x).
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Beweis: Sei w(x) # 0 und y € w(z). Wenn X (z) # 0, dann ist U(P;(z)) streng monoton
fallend. In der Tat ist £U(®;(z)) = —|| X (P;(z)||*. Wenn U(P¢(x)) nicht streng monoton
fallend wiére, dann gébe es ein ¢ > 0 mit X(®(¢)) = 0. Dieser Punkt wére ein stationérer
Punkt und deshalb gleich z. Widerspruch. Dann gilt

i U(@) = Uly) = Ule) = [ 1X(@,(0)]ds

t—o00

Daraus folgt X (y) = 0. [

Korollar 10.11 FEin Gradientenvektorfeld im R™ hat keine periodischen Orbits.

10.3.3 periodische Orbits - ein Beispiel

Wir kommen nun auf den zwei-dimensionalen Fall zuriick. Das Vektorfeld X (z) := Ax

mit 01
A= (—1 0)

hat ausschliellich periodische Orbits. Wir betrachten nun

X(z) = Az +af(||z]*) .
In diesem Fall kann man den Fluf explizit berechnen. Sei ¢4(r) Losung der Gleichung

$e = 0sf(93) ,05(0) =5 .
Diese kann man explizit 16sen durch Separation der Variablen. Dann ist

D, () = ¢y (t)e™ap

In der Tat gilt (wegen ez = ||z| )
() = Pl (1) -ty (1) Ae™ = Ay ()" w4y (1).f (|1 (1)*) ez = ADy () +2.f([| @ (2)]7) -

Die periodischen Orbits dieses Systems entsprechen den Nullstellen der Funktion f. Genauer
ist O, periodisch mit Periode 27, wenn f(||z]|) =0 und = # 0 ist.
Wenn f’(|z|) < 0 ist, dann ist der durch x bestimmte periodische Orbit anziehend.
Falls f'(|x|) > 0 ist, dann ist er abstoflend.
10.3.4 Lotka-Volterra Modell
Wir betrachten die Differentialgleichung
B = B(e—aR)
R = R(—y+fB)
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mit positiven Konstanten €, «,, 5. Der Vektor (B, R) Beschreibt die Anzahl der Indi-
viduen zweier Populationen, wobei B die beute des Raubers R ist. Es gilt fiir R = 0, daf§
R = 0 und fiir B = 0, dal B’ = 0. Deshalb ist die Teilmenge U = {R > 0 ,B > 0}
invariant.

Wir berechnen nun die stationaren Punkte. Zunachst einmal erhalten wir

<070)7(£777> ::< )

Rlm

Y

(=2

Die linearisierte Gleichung im Punkt (0, 0) ist
B'=eB, R =-3R.

Dieser Punkt ist hyperbolisch.
Wir linearisieren die Gleichung in (£, 7). Dazu fithren wir die Koordinaten u = B — ¢
v = R — 7 ein und schreiben

u=(+le—aw+n), v'=@+n(—r+pu+g).

Das in (u,v) = (0,0) linearisierte System ist

v =—¢av, v =nfu.

Die Eigenwerte der zugrundeliegenden linearen Abbildung sind +inaf.
Wir betrachten nun die Funktion

E:=pB—~In(B)+aR —eln(R) .
Es gilt

E' = pBB'—~yB'/B+aR —€R'/R
= BB —~(e — aR) + aR — ¢(—y + 8B)
= B(B' —eB)+ a(R +vR)
= —paBR+ afBR
= 0

Diese Funktion ist eigentlich auf dem Inneren von U. Die Integralkurven liegen also auf
den Niveaumengen E = const. Diese sind kompakt und damit existieren die Integralkur-
ven mit Anfang in U fiir alle Zeiten. Sei x € {E = ¢} vom kritischen Punkt verschieden.
Sei v : R — {E = ¢} die Integralkurve durch x. Wir méchten einsehen, dafl v periodisch
ist. In der Tat ist yg prakompakt. Sei (t,) eine Folge mit ¢, — oo und 7, — y. Sei
7" die Integralkurve mit Anfang in y. Dann ist 7 eine Parametrisierung von {F = c}
in der Ndhe von y. Damit existieren t,,t,, € R mit |t, — ¢,,| > 10 und sg,s; € R mit
|so|,|s1] < 1 sodaB , =7, und y,, = 7., gilt. Wir schlieen, daBl v, —sy = ¥ = V4,0—s: -
Damit ist t,, — sg — t,, + s1 # 0 eine Periode von ~.
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10.3.5 Die Duffing Gleichung

Sei V : R — R eine geniigend oft differenzierbare Funktion und 0 ein lokales Minimum

mit V(0) = 0. Dann gilt V(z) = $2® + O(2*) mit a > 0. Wir betrachten die Bewegung

eines Teilchens der Masse 1 im Potential V. Die Differentialgleichung ist

7O = V().
Diese Gleichung hat die Erhaltungsgrofie

1
B(f,1) =51+ V().
Fiir kleine f ist V'(f) ~ af und wir erhalten die lineare Gleichung

f(2) = —(lf )

also die eines harmonischen Oszillators. Deren Losungen kennen wir explizit:
f(t) = csin(wt) + dcos(wt) , w=+a.

Die Losungen liegen auf den Niveaukurven von
1 a
B(f.f) =512+ 51

also Ellipsen. Wir wollen annehmen, da3 V' symmetrisch ist. Dann ist

1 b
V(z) = 5@:1:2 + Z:z:‘l + O(z°)

die nachstbeste Approximation. Wir betrachten den Fall, dal @ < 0 und b > 0 ist.
LaBt man die Terme hoherer Ordnung weg, dann erhalten wir die ungedampfte Duffing
Gleichung

@ = —af —bf*.

Die Losungen liegen auf den Niveaukurven von
1 a b
E / i 12 =2 - 4.
() =51+ 5+ ]
Die Gleichung
0= ng + éle
2 4

hat die Nullstellen f = 0 und + —%a falls ab < 0 ist. Die Nullstellen von V' liegen in

0 und \/T%, wobei die letzteren Minima sind. Die Menge E = 0 zerlegt die Ebene in
drei Bereiche, von denen zwei beschriankt sind und Potentialtopfe genannt werden. Die
Bahnkurven mit £ > 0 umkreisen beide T6pfe. Die Bahnkurven mit £ < 0 umkreisen
den Extremwert von E im jeweiligen Topf.
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Wird das Teilchen geddmpft (z.B. durch Reibung), dann fithrt das zu einem zusétzlichen
Term

f@ =—ef —af —0f°.

In diesem Fall wissen wir, daf fiir jede Losung E(f, f')’ < 0 gilt. Daraus kann man das
qualitative Verhalten der Losungen ablesen. Die kritischen Punkte sind

0.0 (=50 (=/-%.0).

Die Bahnkurven, welche aulerhalb der Topfe starten, werden diese einige Male umkreisen
um dann in der Regel (wenn sie nicht den Punkt (0,0) ansteuern), in einem der Topfe
den dortigen kritischen Punkt annahern. Die Linearisierung der Gleichung im Punkt
(v/—%.0) ist mit u + \/j% = f durch u® = —eu’ + 2au gegeben. Die Eigenwerte der

Matrix
0 1
2a —e

e [ e2
— 4+ — +2a.
5 4+a

Somit ist dieser kritische Punkt wie erwartet stabil (wie auch der im anderen Topf).
Kreisendes Verhalten liegt vor, wenn % +2a < 0, also etwa fiir b > 0, a < 0 und kleine e.
Die Linearisierung bei (0, 0) ist durch die Matrix

(%)

e e?
I
2 TR

sind

beschrieben, welche die Eigenwerte

hat. Diese haben unterschiedliches Vorzeichen und deshalb ist der Punkt hyperbolisch.

10.3.6 Das Poincaré-Bendixson Theorem

Wir betrachten ein zumindest halbvollstéandiges Vektorfeld X auf dem R2. Sei @ : [0, 00) x
R? — R? der Flu8l von X fiir positive Zeiten.

Theorem 10.12 (Poincaré-Bendixson) Sei y € R? und w(y) nicht leer und enthalte
keine Fizpunkte. Dann ist w(y) = w(z) fir einen periodischen Punkt z.

Beweis: Wir skizzieren hier den Beweis, der den Jordanschen Kurvensatz benutzt.
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1. Eine differenzierbare Kurve v : [a,b] — R? ist transversal zu X, wenn v/(¢) und
X(7(t)) linear unabhangig sind fir alle t € [a,b]. Sei # € R? kein stationirer
Punkt von X. Dann konnen wir einen Vektor N € R? wihlen, der von X (z) linear
unabhiingig ist. Die Kurve [—a,a] — x + tN € R? ist fiir geniigend kleine a > 0
transversal zu X. Durch jeden nicht-stationaren Punkt von X gibt es also ein
Transversal.

2. Seia <0< bund 7 : [a,b] — R? transversal zu X. Dann existiert ein € > 0
derart, dal U(s,t) := @ (y(t)) : (—€,€) x (—¢,€¢) — R? ein Diffeomorphismus auf
das Bild ist, welches eine offene Umgebung von 7(0) ist. In der Tat sind 0;¥(0,0) =
X (7(0)) und 0,¥(0,) = +/(0) linear unabhéngig. Wir wenden nun den Satz iiber
die Umkehrfunktion an. Insbesondere, gibt fiir jedes v € R? und ¢ € R mit ®;(u) €
U((—€,€) X (—€,€)) ein ¢’ mit [t — | < € so daB Py € y((—¢,€)).

3. Sei x € R? kein stationirer oder periodischer Punkt. Durch geeignete Wahl der
Koordinaten konnen wir erreichen, dafl = (0,0), X'(0,¢) > 0 fiir t € [-1,1]. Sei
0=ty <t <ty <...die (mdbglicherweise endliche) Folge der Zeiten, zu welchen
der Orbit O, die Strecke {0} x (—1,1) schneidet. Es gilt also ®;,(0,0) = (0, y;) mit
ly;| < 1. Dann ist die Folge der (y;) streng monoton. Da x nicht periodisch ist,
gilt y1 # 0. Wir betrachten den Fall, dal y; > 0. Angenommen, die Folge (y;)
wachse nicht streng monoton. Dann gilt fiir ein geeignetes i, dal y; < y;41 und
Yire < Yir1. Die Gleichheit konnen wir sofort ausschlieSen, da namlich aus y; 11 =
Yiro die Periodizitat von y;,1 und damit von z folgen wiirde. Also gilt y; 10 < yi41-
Die Kurve K welche aus den Segmenten @y, ;. ,1((0,¥;)) und der Strecke zwischen
(0,y;) und (0, y;+1) zusammengesetzt wird, ist geschlossen und ohne Doppelpunkte
(eine Jordankurve). Nach dem Jordanschen Kurvensatz zerfallt R? \ K in zwei
Wegzusammenhangskomponenten C_ und C; (das Innere und das AuBere von K ),
wobei C_ die Komponente links der Strecke von (0, ;) nach (0,y;41) ist. Da wir
fiir |y| < 1 die Ungleichung X'(0,) > 0 angenommen haben, muf schbeidet jder
Orbit die Strecke von (0,—1) nach (0,1) von links nach rechts. Im Punkt #;,4
betritt die Kurve ®;(x) also die Komponente C;. Damit kreuzt die Kurve ®;(x)
das Transversal in ;.5 von Cy nach C_. Das ist aber in dieser Richtung unméglich.

4. Sei v : [a,b] — R transversal zu X, L := ¥([a,b]). Dann gilt fiir jedes x € R?, da8
lw(z)NL| < 1. Sei (t,) die monoton wachsende Folge der Zeiten mit u,, := &, (z) €
L. Dann ist die Folge der (u,) nach 3. monoton in L. Ist sie unendlich, dann hat
sie einen Grenzwert Zz.

Sei jetzt z € w(x) N L. Die Betrachtung 2. zeigt, dal wenn ein Orbit ®;(x) zu einer
bestimmten Zeit ¢t nahe an z liegt, dann auch L in einem Punkt nahe an z fiir einen
Zeitpunkt ¢’ nahe an t schneiden mufl. Wir finden mit 2. eine Folge von Zeiten
tn, — oo mit ®; (r) — z und @, () € L. Damit ist aber z = 2/.

5. Unsere Annahmen implizieren die Existenz eines Punktes z € w(y) mit y # z. Dann
gilt OF C w(y) und deshalb w(z) C w(y). Sei u € w(z) C w(y). Dann gilt X (u) # 0
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und deshalb existiert ein Transversal L zu X durch u. Der Orbit OF schneidet
L unendlich oft (siche Argument weiter oben), andererseits gilt {u} = w(y) N L.
Folglich fallen alle diese Schnittpunkte mit v zusammen und z ist ein periodischer
Punkt. Wir sehen, dafl w(y) aus periodischen Punkten besteht.

6. Seiz € w(y) und w(y)\w(2) # 0. Daw(y) zusammenhéngend ist, existiert ein Punkt
21 € w(z), welcher ein Haufungspunkt von w(y) \ w(z) ist. Sei L ein Transversal
durch z;. Dann gibt es eine Folge von Punkten (u;) in w(y) \ w(z) derart, dafl
Of NL #0. Da alle diese Schnittpunkte in w(y) liegen, fallen diese Schnittpunkte
mit z; zusammen, da {z1} = L Nw(y). Da aber u; ¢ O,, = w(z1) = w(z) gelten
soll, ist das unmoglich.

10.4 Topologische Konjugiertheit
Seien (D, ®) und (D', @) lokale Fliisse auf topologischen Rdumen V und V’.

Definition 10.13 Die beiden Flisse heiffen zueinander orbitaquivalent, falls es Homéomorphismen
h:D— D und H:V — V' derart gibt, dafs

D—l>p pD-lsp

lmH lm lq) lqm

H

V=V V=V

kommutieren und die Zeitorientierung erhalten bleibt, also ust < s und (s,z), (t,z) €
h(s,z) = (', H(x)) und h(t,x) = (t', H(z)) folgt t' < s'. Falls h(t,x) = (t, H(x)) gzlt
dann heiffen die Flisse topologisch konjugiert.

Orbitiquivalenz und topologische Konjugiertheit von lokalen Fliissen sind Aquivalenzrelationen.
Die Symmetrie folgt, da man die Homéomorphismen invertieren kann. Transitivitat be-
nutzt die Komposition der Homoomorphismen.

Lemma 10.14 Seien (D, ®) und (D', ') zueinander orbitiquivalent. Dann gilt
1. Ist x Fizpunkt von (D, ®), dann ist H(x) Fizpunkt von (D', ).

2. Liegt x auf einem geschlossenen Orbit von (D,®), dann liegt H(x) auf einem
geschlossenen Orbit von (D', ®).

3. Es gilt w(H(x)) = H(w(x)), a(H(x)) = H(a(z)).
Beweis: Klar [

Seien X, X' Lipschitz-stetige Vektorfelder auf U C V', U’ — V' und (D, ®) und (D', ')
die entsprechenden maximalen lokalen Fliisse.
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Definition 10.15 X wund X' heiflfen zueinander orbitdquivalent oder topologisch kon-
Jugiert, wenn die entsprechenden mazximalen lokalen Fliisse zueinander orbitaquivalent
oder topologisch konjugiert sind.

Orbitéquivalenz und topologische Konjugiertheit von Vektorfeldern sind Aquivalenzrelationen.

Seien A, B topologische Raume, a € A. Eine lokal bei a definierte stetige Ab-
bildung mit Werten in B ist ein Paar (U, f), wobei U C A eine Umgebung von a und
f : U — B eine stetige Abbildung ist. Zwei solche lokal bei a definierte stetige Abbil-
dungen (U, f) und (V, g) heiBen zueinander dquivalent, wenn es eine lokal bei a definierte
stetige Abbildung (W, h) gibt mit W C UNV und h = fijw und h = gj. Unter einem
Keim einer stetigen Abbildung bei a mit Werten in B versteht man eine Aquivalenzklasse
lokal bei a definierte stetiger Abbildungen mit Werten in B. Eine global definerte Abbil-
dung f : A — B reprisentiert einen Keim bei a, den wir mit (f,a) notieren.

Seien jetzt V und V' Banachrdume und x € U, 2’ € U’. Seien weiter (X, z) und
(X', 2") die Keime von Vektorfeldern X und X’ in den Punkten z und 2.

Definition 10.16 Wir sagen, dafi (X,z) und (X', 2') zueinander orbitdquivalent sind,
falls es Umgebungen V' und V' von x und x' gibt auf welcher Reprdsentanten der Keime
(X, 2) und (X', 2') definiert sind, so daf Xy und X, zueinander orbitiquivalent.

10.5 Flulboxen

Wir betrachten das konstante Vektorfeld auf R”, Y(x) = (1,0,...,0). Der assoziierte
Flu$ ist durch
U, (z) .=z +t(1,0,...,0)

gegeben.
Sei dim(V') = n.

Theorem 10.17 Sei U C V offen und X ein Lipschitzstetiges differenzierbares Vektor-
feld auf U. Sei x € U ein ein reguldrer Punkt von X, d.h. X(x) # 0. Dann sind (X, x)
und (Y, 0) zueinander topologisch konjugiert.

Beweis: Nach Verschiebung kénnen wir z = 0 annehmen. Sei (D, ®) der von X erzeugte
maximal lokaler Flu}. Sei N C V ein n — 1-dimensionaler Unterraum mit X (z) ¢ N. Wir
zerlegen V = RX(x) & N und notieren die Elemente als Paare. Wir wéhlen ein Intervall
I := (—¢,€) und eine Umgebung R derart, dafl 1 x R C D gilt. Wir betrachten nun die
Abbildung F': I x R — U,

F(t,r) =®(x+7) .

Im Punkt (0,0) C I x R gilt dF(0,0)(s,r) = (sX(z),dPo(x)(r)) = (sX(z),r) fiir alle
(s,7) € R x N. Insbesondere ist damit dF'(0,0) invertierbar. Damit existiert eine offene
Umgebung W C I x R derart, da8 F'(IV) eine offene Umgebung von = und Fjy : W —
F(W) diffeomorph ist. Wir kénnen 0.B.d.A durch Verkleinern von e annehmen, dafl
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W =1xQmit 0 € @ C R gilt. Der maximale lokale Flu} von Xpw) auf D :=
{(u, F(t,7))|lu+t € IreQ} definiert. Es gilt

b, 0 F(t,r) = P, o0dP(x+7)
= Oy (x+7)
F((t,r) + u(1,0))
Wir wéhlen eine linearen Isomorphismus b : R"™! — R und damit B = (idg1,b) : R" =
R! x R"! — R! x R. Dann gilt offensichtlich auf der Umgebung I x b~1(Q) = B~Y(W) C

R"™ von 0
$,0FoB(t,y)=FoBoWV,(ty)

fir alle v + ¢ € I. Damit sind X|pw) und Y-y durch H : Fo B : B{(W) — F(W)
und h: D — D', h(u,z) = (u, H(x)) zueinander topologisch konjugiert. [ |

10.6 Struktur hyperbolischer kritischer Punkte

Sei V' eindlichdimensional und A € End(V'). Sei spec(A) € C die Menge der Eigenwerte
von Ac.

Definition 10.18 A heifit hyperbolisch, falls spec(Ac) NiR = ().
Sei U C V offen, und X ein Lipschitz-stetig differenzierbares Vektorfeld auf U.

Definition 10.19 Ein Punkt x € U heifst hyperbolischer singularer Punkt von X, falls
X(x) =0 und dX (x) hyperbolisch ist.

Sei x € U hyperbolischer kritischer Punkt von X und L das lineare Vektorfeld auf V',
L(v) :=dX(z)(v).

Theorem 10.20 (Grobman und Hartman) (X, z) und (L,0) sind orbitdquivalent.

Der Beweis dieses Satzes wird im Verlauf von mehreren Kapiteln erbracht.

Die Voraussetzung hyperbolisch ist wichtig. Sei z.B. X auf R? durch X(z,y) :=
(y, —z)* — (2%,y)" gegeben. Dann ist 0 ein kritischer Punkt, aber nicht hyperbolisch.
Wir haben L(z,y) := (y, —x)". Die Keime (X,0) und (L, 0) sind nicht orbitdquivalent.
In der Tat liegen alle Punkte von R? auf geschlossenen Orbits von L. Das Feld X aber
hat aufler 0 keine geschlossenen Orbits.

Definition 10.21 Fir A € End(A) und X\ € C ist die Multiplizitit durch
mult(A) := lim dim¢ ker(Ac — A\)"
n—oo
definiert. Wir definieren den Index

ind(A) = Z mult(\)

AEC, Re(N)<0
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Seien A, B € End(V') hyperbolisch und X, Y die entsprechenden linearen Vektorfelder,
X(z) := Az, Y(x) := By.

Theorem 10.22 Wenn ind(A) = ind(B), so sind (X,0) und (Y,0) orbitiquivalent.

Sei nun X ein Vektorfeld auf U C V und x ein hyperbolischer kritischer Punkt von
X.

Definition 10.23 Wir definieren den Index von X in x durch ind(X, z) := ind(dX (z)).

Nimmt man die Satze 10.20 und 10.22 zusammen, so erhélt man die folgende Konse-
quenz.

Theorem 10.24 Seien X, X' Lipschitz-stetig differenzierbare Vektorfelder auf U C V,
U CVundx e U,z €U hyperbolische kritische Punkte von X, X' mit

ind(X,z) = ind(X', 2') .

Dann sind (X, x) und (X', z") orbitdquivalent.

10.7 Stabilitat
Wir betrachten das Vektorfeld

X)\(:L‘ay) = (>‘ - {L‘2, _y)

auf R Fiir A < 0 besitzt es keine kritischen Punkte. Fiir A = 0 ist (0,0) ein kritischer
Punkt, wihrend fiir A > 0 die kritischen Punkte (v/X,0) und (—v/X,0) vorliegen. Hierbei
ist der erste ein stabiler Fixpunkt und der zweite ein hyperbolischer Sattel. Dieses System
verdndert bei A = 0 das qualitative Verhalten (Sattel-Knoten-Bifurkation). Der Fixpunkt
(0,0) im Fall A = 0 ist nicht hyperbolisch.

Stabilitat formalisiert die Aussage, dafl kleine Storungen des Vektorfeldes das Qual-
itative Verhalten des Flusses nicht andern. Damit man von der Kleinheit der Storung
reden kann, braucht man einen topologischen Raum der Vektorfelder. Eine Moglichkeit
ist es, den Raum C'(U,V) zu nehmen. Wenn U konvex ist, dann sind die Elemente
dieses Raumes automatisch Lipschitz-stetig. Wir machen deshalb hier diese Annahme
der Einfachheit halber.

Definition 10.25 X € CY(U,V) heifst topologisch stabil, falls es eine Umgebung W C
VEU) gibt, so daf$ jedes Y € W zu X orbitdquivalent ist.

Wir kénnen auch einen entsprechenden lokalen Begriff betrachten. Sei x € U und X
stetig differenzierbar.

Definition 10.26 Der Keim (X, x) heifit topologisch stabil, wenn es eine konvexe Umge-
bung Uy C U von z gibt und eine Umgebung W C CY(Uy, V) gibt, so dap fiir jedes Y € W
ein y € Uy existiert, so daf$ (X, z) und (Y,y) zueindander orbitiquivalent sind.
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Das obige Beispiel (Xj, (0,0)) ist also nicht topologisch stabil.

Theorem 10.27 Wenn x ein reqularer Punkt oder ein hyperbolischer Fixpunkt von X
ist, dann ist (X, z) topologisch stabil.

Beweis: Sei zuerst x regularer Punkt von X. Sei U; C U ein kleiner Ball um x. Dann ist
z reguldrer Punkt von allen Y € B(X, 1| X (z)||) = W. Folglich sind (X,z) und (Y,z)
zueinander orbitaquivalent.

Sei nun x ein hyperbolischer kritischer Punkt von x vom Index m. Wir zeigen, daf es
Umgebungen U; C U von z und W € C*(U,, V) gibt, so da jedes Y € W einen kritischen
Punkt P(Y') € U; vom Index m hat.

Aus 10.24 folgt dann die Behauptung.

Wir betrachten dazu die Abbildung B : C* (U1, V) x Uy — V', B(Y,y) = Y (y), wobei
Uy C U ein kleiner Ball um x ist Diese Abbildung ist stetig differenzierbar. In der
Tat ist d1B(Y,y)(Z) = Z(y) und doB(Y,y)(v) = dY (y)(v). Es gilt B(X,z) = 0 und
dyB(X,z) =dX(z) : V — V ist invertierbar. Damit kdnnen wir den Satz {iber implizite
Funktionen anwenden und erhalten eine differenzierbare Abbildung P : W — U; mit
Y (P(y)) =0 fir alle Y € W, wobei W C C(Uy, V) eine geeignete Umgebung von X ist.

Wegen der Stetigkeit von W Y — dY (P(Y)) € End(V) folgt, dafl nach eventuellem
Verkleinern von W die Abbildungen dY (P(Y')) hyperbolisch vom Index m sind. [

10.8 Beweis von Satz 10.22

Satz 10.28 Seien A, B € End(V') hyperbolisch und ind(A) = ind(B) = dim(V'). Dann
existiert ein Homéomorphismus H : V. — V mit H o "4 = e'B o H fiir alle t € R.

Beweis:

Lemma 10.29 Ist A € End(V') hyperbolisch und ind(A) = dim(V'), so ezistiert ein ¢ < 0
und ein Skalarprodukt < .,. > aufV mit

< Aw,x ><c|z|*, VreV.

Beweis: Wir setzen ¢ = max{Re(\) | A € spec(Ac)}. Sei (e;)iz1,.., eine Basis von
Ve, beztiglich welcher A¢ eine Jordansche Normalform hat. Dann gilt entweder Ae; =
Aie; oder Ae; = M\e; + e;_1, wobei \; € spec(Ac) ist. Sei < .,. >¢ das hermitesche
Skalarprodukt, beziiglich welchem die Basis (e;) orthonormal ist. Wir definieren das
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Skalarprodukt < .,. > durch < z,y >=Re(< z,y >¢). Dann gilt fiir z = ), ¢je;

<Ax,x > = Re(z ¢t < Ace;, e >¢)
0]
= Re()_leil’A)

= > leil*Re(\)

< cfz|

Lemma 10.30 Seien A und < .,. > wie in Lemma 10.29. Dann ezistiert eine differen-
zierbare Funktiont : V' \ {0} — R derart, daff

|ef@ 42| =1, VzeV.
Beweis: Es ist klar,daB fiir jedes x € V' \ {0} gilt
lim |z =0, lim [e™z| =o0.
t—o0 t——o0

Weiterhin ist wegen

Tl el? =< Az, z >< ¢l

die Funktion ¢ — ||x||? streng monoton fallend. Damit gibt es fiir jedes = € V'\ {0} genau
ein t(z) € R mit ||e!™4z| = 1. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist x — ¢(x)
differenzierbar. [ |

Seinen nun < .,. >4 und < .,. >pg wie in Lemma 10.29 fiir A, B. Wir definieren

H:V — V durch ( (
e~ t(@)Bgt(z)A,
H(z) := @Ay o ¥ 70
0, z=0

Die Abbildung H ist stetig. In der Tat, wenn z — 0, so t(x) — —o0, damit e *®By — 0

gleichméBig auf S| . Wenn wir s S Sy, Peachten so folgt H(x) — 0. Die zu H

[EAREE
inverse Abbildung erhilt man durch vertauschen der Rollen von A und B. Damit ist H

ein Homoomorphismus. Es gilt
B eft(:v)B et(:v)Ax
le* 4] 5
o (1—1()) B g (t(x)—1) A gtA .
||e(t(x)—t)AetAx||B

= Hoez)

ePoH(z) = e
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Wir beweisen nun den Satz 10.22. Seien A, B wie im Satz. Als Konsequenz der Jor-
danschen Normalform existieren A (bzw. B)-invariante Aufspaltungen V' = E*@E*® (bzw.
V = F" ® F?) derart, dal spec((Ajg«)c) C {Re > 0} und spec((Ajgs)c) C {Re < 0}
(spec((Bjpu)c) C {Re > 0} und spec((Bjps)c) C {Re < 0}). Nach Lemma 10.28 finden
wir Homéomorphismen H" : E* — F“ H®: E* — F* derart, daf fir H = (H", H®) gilt
ePo H=Hoe [

10.9 Beweis des Satzes 10.20
Definition 10.31 Ein Element A € GI(V') heifst hyperbolisch, falls spec(Ac) NSt = 0.

Satz 10.32 Sei A € End(V) hyperbolisch. FEs existiert ein € > 0 derart,daf fir alle
Lipschitz-stetigen ¢1, 9o € C(V, V') mit Lipschitzkonstanten < € ein Homdomorphismus
h:V —V existiert, so dafs

ho(A+¢1) = (A+ea)oh, (6)
und wenn h =1+u mit w € C(V,V), dann ist h eindeutig bestimmt.

Beweis: Als Konsequenz der Jordanzerlegung gibt es eine Konstante a € (0, 1) und eine

A-invariante Aufspaltung V = E* @ E* derart, dafl ”AfEluH < a und [[Ajps|| < a, wobei

||.|| beziiglich einem Skalarprodukt gebildet wird, in welchem E® und E* orthogonal sind.
Wir machen den Ansatz h =1+ u, u € C(V,V). Die Gleichung (6) is dquivalent zu

¢1—¢g0(1+u)=Aou—u(A+¢1). (7)

Lemma 10.33 Ist € geniigend klein, so ist die Abbildung L : C(V,V) — C(V, V), L(u) :=
Aou—wuo(A+ ¢1), ist stetig invertierbar. Es gilt ||[L7| < %.

Beweis: Wir schreiben L = Ao L, wobei A, L : C(V,V) = C(V,V), A(u) = A o u, und
L(u) == u—A"Touo(A+¢). Die Abbildung A ist invertierbar mit Norm [|A~1|| = ||A~!|.
Wir miissen also zeigen, daf auch L stetig invertierbar ist und ||L~!]| < — gilt. Sei
e < A%ll'
ir lbehaupten, daB dann A 4 ¢; : V — V ein Hom6omorphismus ist. Wir suchen
die inverse Abbildung in der Form A~ + v mit v € C(V,V). Durch Auswerten von
(A+ ¢1) o (A +u) = 1 sehen wir, dafi die Abbildung u der Gleichung

u=—-A"1o¢ o (A +u)=: Bu)
geniigen mufl. Die Abbildung B : C(V,V) — C(V, V) erfiillt

1B(u) = B()|| < e A7 [[|u—v]
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und ist deshalb fiir e < ﬁ ein Kontraktion. Damit existiert ein eindeutiger Fixpunkt
v und A~ +w ist ein Rechtsinverses von A+ ¢;. Wir suchen nun ein Linksinverses in der
Form A~!'+wv. Die Abbildung v : V' — V muB also der Gleichung v(A+¢;)+ A tog; =0
geniigen. Wir komponieren von rechts mit A~!+wu und erhalten v = —A tog;0 (A~ +u).
Damit besitzt A + ¢; auch ein Linksinverses welches dann notwendigerweise mit A=! +u
ibereinstimmen muf3.

Wir machen nun die Aufspaltung C(V,V) = C(V, E*) & C(V, E?), u = (u*,u°) u
schreiben L(u) = (L*(u), L*(u)). Da A die Unterrdume E*, E* erhalt, hingen L*(u), L*(u
nur von den jeweiligen Komponenten u*, u® ab. Wir deﬁnleren RY:C(V,E") — C(V, E*
durch R*(v) := —A"Elu ovo(A+¢), und analog R* : C(V, E®) — C(V, E*) durch R*(w) :
—A‘_Els owo (A4 ¢). Dann gilt L(u) = (u* + R*(u"),u® + R*(u?)).

Der lineare Operator R® is invertierbar, (R*)™'(w) = —Ajgs cow o (A + gbl) L Es gilt
[(R%) " (w)| < |Ajg=||||w|| und damit (R*)~' < a. Wir schreiben 1+R* = ((RS)*1+1).
Dann gilt (1+ R*)™" = ((R*)"' +1)7" o (R*)"" und damit ||(1+ R®)7|| < 1%

Es gilt ||R*|| < a und damit ist 1 4+ R invertierbar und ||(1+ R*)™!|| < .

Wir sehen, da L7 = ((1+ R*)~, (1+ R*)™!) existiert und ||L7}]| < max{{L, %} =
1T1a gilt.

nd
)
)

Wir 16sen jetzt (7). Die Abbildung u ist Losung dieser Gleichung, genau dann, wenn
u ein Fixpunkt der Abbildung

S:C(V,V) = C(V,V), S(u)=L"(¢1—¢s0(A+u))
ist. Wegen

I50u) — S < 1L 62(A + 1) — b0 (A + )| < T2 e )

ist S eine Kontraktion, wenn wir € < ﬁ voraussetzen. In diesem Fall hat S einen
eindeutig bestimmten Fixpukt w.
Es bleibt zu zeigenm dafl h := 1 4+ v ein Homéomorphismus ist. Vertauscht man die
Rollen von ¢; und ¢, so findet man wie oben ein v € C(V, V') derart, dafl
(14+v)o(A4+ o) =(A+¢1)o(1+v).
Es hilt demnach
(I+v)o(l+u)o(A+¢1)=(A+¢1)o(1+v)o(1+u).

Eine nochmalige Anwendung der obigen Betrachtung (Eindeutigkeitsaussage) mit ¢1 = ¢
zeigt, dal (1 4+ v) o (1 +u) = id. Analog ergibt sich (1 +u) o (1 +v) = id.

Wir betrachten jetzt das Vektorfeld X wie im Satz 10.20. Wir kénnen o.B.d.A.
annehmen, dafl 0 € U der betrachtete hyperbolische kritische Punktvon X ist. Sei
L € End(V) durch L := dX(0) definiert. Sei Z(z) := Lz das zu Z gehorige lineare
Vektorfeld.
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Satz 10.34 Fur jedes € > 0 existiert ein R > 1 und ein Vektorfeld Y auf V' derart, dafs
1. 'Y ist Lipschitz-stetig mit Konstanten Cly .

Auf V\ B(0,R) gilt Z =Y.

Auf B(0,5R™) gilt X =Y.

Sei W der Fluff von Y und ¢, := Wy —exp(tZ). Dann gilt sup,ei_s o [|¢e|| =1 M < 00

@1 ist Lipschitz-stetig mit Konstanten < e.

S &v A e e

Beweis: Wir schreiben X = L + 4 mit ¢ : U — V. Dann gilt ¢(0) = 0, Dy(0) = 0. Wir
wéhlen nun eine Abschneidefunktion o € C'oo(R) mit a(t) € [0, 1], a(t) =1 fur ¢t < 1/2,
a(t) =0 fiir ¢ > 1 und setzen sup,cp [/ (t)| =: K.

Sei 0 > 0. Dann wiihlen wir R so groB, daB fiir alle z € B(0, R™") ||dy(2)|| < 5% gilt.
Wir setzen

3(a) = oy

Dann gilt Y e C(V,V), ¥(0) = 0 und 1) ist Lipschitz-stetig mit Konstanten ¢ (da
sup,, ||dv]| < §). Wir setzen )
Y (z) := Lz +¢(x) .

Dann erfiillt Y die Bedingungen 1., 2. und 3. Die Bedingung 4. folgt aus einer
Anwendung des Gronwall-Lemmas. Wir haben die Ungleichung

W4 (2) =W (y)| = Hx—y+/0 (X (Ws(2)) =X (Ts(y))]ds]|| < !\x—y!\+Cy/0 [V (2)=Ws(y)llds .

Daraus schlieflen wir
1) = Ty(y)]| < ||z -y . (8)

Mit 2 = V_4(u), y = ¥_4(v) erhalten wir auch
1@ —e(u) = U(0)]| = e flu— v .

Analog gilt
le™*(u) — e~ (v)| = e IEl||u — o] .

Fiirz € V mit ||z| > eI} Rund alle t € [~2,2] gilt | ¥,(z)|| > Rund |e'*(x) > R.
Fiir diese x gilt also ¢y(z) = 0. Wenn ||z|| < {eZ*{YILINR 5o ist fiir ¢ € [~2, 2]

de(2)|| < [ Wu(2)]| + || (2)|| < 'O IED R

Folglich gilt sup;e(_s 9 [|¢¢] < gimax{Cy |ILII} R
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Wie schéatzen nun die Lipschitzkonstante von ¢, ab.

R
= YoU,— Loe *
= Lo‘llt—i—z/;o‘llt—Loe*tL
= $oT,+Log, (9)

Wir integrieren : .
¢u(x) = do() +/0 [ o W (x) 4 L o ds()]ds .

Beachte, dal ¢o(x) = 0. Damit folgt fiir alle ¢ € [0, 1]

[¢e(2) = ¢e(y)ll = /0[H@O\I’s(ﬂf)—lﬁoﬁ's(y)lHHLHchs(x)—és(y)H%
< 5/0 !\‘I's(x)—\lfs(y)!\d8+!\L!\/o ¢s(z) = ds(y)llds

t
< 6% o=yl + 121 [ len(o) = ouwlds
Mit dem Gronwall-Lemma schlielen wir

16e(x) = Pe(W)]| < |z — ylloe™ el .

Wir withlen nun § < ee=“~ILl Dann gilt 5.
Wir zeigen nun 6. indem wir fiir jedes p > 0 die Ungleichung

()]l < pllzll, Vo eV, |zl <r(p)

zeigen.

Es gilt /(0) = 0 und di(0) = dip(0) = 0. Wir finden daher #(p) > 0 derart, daf
fiir ||| < r(p) gilt ||¢(x)]| < nljz| mit 5 = pe~ Il Fir ¢ € [0,1] gilt nun (siehe (8)
|0y (x)]| < e ||z|| und damit fiir ||z|| < 7#(p)e~Y =: r(p) die Ungleichung [|v) o Wy(x)|| <
pe IFl||z||. Wir erhalten mit (9)

ol = 1 [ (9o 0ute)+ Loo.io) ds|

t
< m*WWﬂ+anAn@@m@-

Mit dem Gronwall-Lemma schlieBen wir, daf fiir ||z| < r(p) die Ungleichung ||¢;(z)]| <

pllz| gilt. u

Wir schlielen jetzt den Beweis des Satzes 10.20 ab. Wir treffen die gleichen Verein-
fachungen wie im Beweis von 10.34. Wir fixieren ¢ > 0 und wéhlen Y und R > 0 wie
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dort. Dann gilt X =Y auf B(0,3R'). Folglich sind (X,0) und (Y,0) zueinander or-
bitdquivalent. Es bleibt zu zeigen, daf (Y, 0) und (Z,0) zueinander topologisch konjugiert
sind.

Wir konstruieren einen Homéomorphismus H : V' — V mit
HoU,=e"oH.

Sei nun A := e® € GI(V). Wir bemerken, dal A hyperbolisch ist und ¥; = A + ¢; gilt.

€ ist eine Lipschitzkonstante von ¢;. Sei nun € so klein, dafl wir 10.32 anwenden konnen.
Wir finden mit diesem Resultat einen Homéomorphismus h : V — V mit ho ¥; = eX o h.
Wir setzen

1
H::/ e ohoW,dt .
0

Wir zeigen, dafl H o ¥; = e'* o H fiir alle ¢t € [0, 1] gilt. Daraus folgt diese Indentitét
fiir alle ¢t wegen

HoVU,,=HoU"=(e™)"oH=e""0H.
Sei t € [0,1]. Dann gilt

1
e "oHoU, = = / e Gt oho U, ds
0
1 t
= / e L ohoW.ds+ / e LoetohoW, oWds
t 0

1 t

= /e_(s)Loho\Ifsder/ e *FohoW.ds
t 0

= H

Es bleibt zu zeigen, dafl H ein Homéomorphismus ist. Es galt h =14« mit u € C(V, V)
und damit

1
H = /e_tLo(1+u)o(etL+gbt)
0
= 14U
1
U = /[e_tLo¢t+e_tLouo(etLJrgbt)]dt.
0

Wegen 10.34,4., gilt U € C(V,V). Wir haben ho ¥; = el oh und Ho ¥; = el o
H. Wegen der Eindeutigkeitsaussage von 10.32 mufl also h = H gelten, womit H ein
Homoomorphismmus ist. |

11 Integration im R”

11.1 Der Ausdehnungssatz von Tietze-Urysohn
Sei X metrischer Raum, A C X und f: A — R stetig.
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Definition 11.1 FEine stetige Funktion X heifit stetige Ausdehnung von f falls Fi4 = f.
Unter welchen Vorraussetzungen besitzt f stetige Ausdehnungen. Beispiele :

1. Sei A =[0,1] € R = X. Dann hat jede stetige Funktion f : A — R eine stetige
Ausdehnung, z. B.

f(0)  x<0
F(z):=4¢ f(z) z€(0,1)
f(1y z>1

2. 8¢i A =(0,1] € R = X und f(z) = sin(). Diese Funktion hat keine stetige

Ausdehnung, da schon lim, .o f(x) nicht existiert.

Theorem 11.2 (Tietze-Urysohn) Wenn A abgeschlossen und f beschrinkt ist, dann
existiert eine Ausdehnung F' on f mit supy F' =supy f =: S und infx F' =inf, f =: I.

Beweis: Da A abgeschlossen ist, folgt aus z ¢ A dafl

d(z,A) ;= inf d(x,a) >0 .

acA
Wir definieren
F(a) = { infaeA(f(a>—1{1<>:ft2x,a) re
o) +I—-1 z&€ A
Es gilt j((j”z)) > 1 und damit F(z) > [ fir alle z € X. Auf der anderen Seite

inf (f(a) — I+ 1)d(z,a) <sup(f(a) — I+ 1);251 dz,a) = (S —1+1)d(z,A) .

acA acA

Folglich, F(z) < S fiir alle x € X. Es beleibt zu zeigen, daf§ F' stetig ist. Wir zerlegen
dazu X = int(A) U (X \ A) U (A \ int(A)). Wir zeigen die Stetigkeit von F' im Punkt
xo € X, wobei wir die entsprechenden drei Falle unterscheiden.

xo € int(A): F ist stetig in x¢, da int(A) offen ist, und F auf int(A) mit der stetigen
Funktion f iibereinstimmt.

xo € X \ A: Wir zeigen, daf

1. X\ A3z~ d(z,A)~" und
2. X\ Az inf,ca(f(a) — I —1)d(x,a) stetig in x sind.

Zu 1. Es gilt d(xg, A) # 0, da A abeschlossen ist. Wir zeigen ,dafl z — d(z, A) stetig in
xg ist. Sei € > 0 gegeben. Dann folgt aus d(xg,z) < €

d(w, 4) = d(zo, A)| = |inf d(z,a) — inf d(z,a)]

< |;T61£ d(xo,a) — ;relfl d(xo, a)| + d(x, o)

A

€ .
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Nun zu 2. Sei € > 0 gegeben. Wir setzen § := =75 A d(z9, A). Dann folgt aus
d(x,z9) < d daB x € X \ A. Weiterhin gilt

|3161£(f(a) — I+ 1)d(z,a) — ;Ielgq(a) — [+ 1)d(xg,a)] < (S —1+1)d(z,z0) < €.

xo € A\ int(A) : Sei € > 0 egeben. Wir wéhlen r > 0 so dafl aus z € AN B(xo,7)

folgt |f(z) — f(zo)| < €.Sei d := T A 7"(5—7214&) und C' := AN B(zg,7), D :== A\ C. Ist
z € X\ A, d(z,z0) < 0, dann gilt fiir a € D,daB d(z,a) > d(zo,a) —d(z, ) > r—1% = 2.
Damit infeep(f(a) — I + 1)d(x,a) > 2. Da aberzum Beispiel (f(z¢) — I + 1)d(z, zy) <
(S —=1+1)6 < g ist, gilt infoca(f(a) — I+ 1)d(x,a) = infoec(f(a) — 1 + 1)d(x,a). Es
gelten gelten ferner f(xg) — e < f(a) < f(wo) + € fiir a € C und inf,ec d(z,a) = d(x, A).
Folglich ist

(f(zg) —I+1—¢€)d(x,A) < inf(f(a) — I+ 1)d(z,a) < (f(xg) —I+1—€)d(z,A).

acC

Daraus schlieflen wir |F'(z) — F(z9)| < e.
Ist x € A mit d(z, ) < 9, so gilt auch |F(x) — F(zo)| < |f(z) — f(zo)| < e. Damit
haben wir auch die Stetigkeit von F' gezeigt.

Korollar 11.3 Sei X ein metrischer Raum und A, B C X nichtleere disjunkte abgeschlossene
Teilmengen. Dann gibt es eine stetige Funktion F' € C(X) mit F(X) C [0,1], Fla =1
und Fjp = 0.

Beweis: Wir wenden den Satz 11.2 auf f € C(AU B) mit fjx =1 und fijzp =0 an. [ |

11.2 Zerlegung der Eins

Sei X topologischer Raum und U := (U,)xer eine Uberdeckung von X durch offene
Mengen.

Definition 11.4 U heifit lokal endlich, falls jedes x € X eine Umgebung U besitzt, fiir
welche die Menge {\ € L | Uy NU # 0} endlich ist.

Sei U lokal endlich.

Definition 11.5 FineU untergeordnete Zerlequng der Eins ist eine Familie P := (f))er
mit fr € C(X), supp(fr) C Ur und Y\, fr(z) =1 fir jedes x € X.

Hier ist ein Beispiel. Sei X = R, L = Z und Uy = (A — 2, A + 2). Wir definieren
f R — R durch

0 r<-—1
flx):=< 1—|z| ze€[-1,1]
0 z>1

Dann setzen wir fy(x) := f(z — A).
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Theorem 11.6 Sei X ein metrischer Raum undU eine hochstens abzahlbare lokal endliche
offene Uberdeckung von X. Dann existiert eine U untergeordnete Zerlequng der Fins.

Beweis: Wir nehmen an, da§l L = N (Falls L endlich war, so ergénzen wir U durch
abzdhlbar viele leere Mengen). Wir setzen Vy := (). Wir konstruieren induktiv offene
Teilmengen V,, C X mit V,, C V,, C U, derart, daB fiir alle m € N Uncm Vi UlUsm Un =
X. Seien V, fir n < m schon konstruiert. Wir betrachten die offene Teilmenge C' :=
Un<m Vo U Upsmio Un von X. Es gilt dann X \ €' C Upqy. Ist X\ C = 0 so setzen
wir Viy1 = (. Andernfalls wihlen wir mit Satz 11.2 eine Funktion F' € C(X) mit
Fix\c =0 und Fix\p,,,, = 1. Dann definieren wir V1 := F~1((—00,1/2)). Als Urbild
einer offenen Menge durch eine stetige Funktion ist diese Menge offen. Weiterhin gilt
Vi1 C F71(=00,1/2]) C Uppsy.

Wir wihlen jetzt mit Satz 11.2 fiir jedes n € N ein g, € C(X) mit g,y, = 1 und
gnix\v, = 0. Weiter definieren wir h,, := (g, — %) V 0. Dann gilt supph, C U, und
h(z) == 3", cn hn(x) > 0 fiir jedes # € X (da dieses in mindestens einem V;,, liegen muf3,
wo hy,(z) = 3 gilt.

Die Funktion A ist stetig. In der Tat ist diese Funktion lokal eine endliche Summe
stetiger Funktionen. Sei z € X und U eine Umgebung von x mit der Eigenschaft, dafl die
Menge {n € N | U,N # (0} endlich ist, dann gilt

hp= Y. hau.

Wir definieren nun

hn
fn = -
Die Familie (f,,)nen ist eine U untergeordnete Zerlegung der Eins. [ |

11.3 Iterierte Integrale

Sei X topologischer Raum und E, F' Banachraume. Sei A : E — F eine stetige lineare
Abbildung. Dann definieren wir fiir f € C(X, FE) die Abbildung A.f : X — F durch

A f(x) = A(f(2))-
Lemma 11.7 Es qilt A.f € C(X, F). Die Abbildung A, stetig und es gilt ||A.|| = ||A]|.

Beweis: A.f : X — F ist als Komposition stetiger Abbildungen stetig. Die Beschrénktheit
folgt aus

sup | A, f () || < sup [[A[[[[f ()] = [[Alll[ /1] -
rzeX zeX

Diese Ungleichung zeigt auch ||A.|| < ||A]|. Durch Einsetzen konstanter Funktionen sieht
man jedoch die Gleichheit ||A.|| = ||A]. [
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Sei U C R" offen und K C U kompakt. Sei E ein Banachraum. Wir definieren
Ck(U,E):={f € C(U,E)|supp(f) C K} .

Lemma 11.8 Ck (U, E) is ein abgeschlossender Unterrraum von C(U, E) und damit ein
Banachraum.

Beweis: Sei f; € Ck(U, E) eine Folge mit f; — f. Dann gilt fir z € U \ K da8
0 = fi(x) = f(z) und damit f(x) = 0. Wir sehen also, dafl supp(f) € K und damit
fe CK<U, E) [

Sei U’ C X offen K’ C U’ kompakt und weiterhin U C U’ und K C K’. Dann haben
wir eine isometrische Abbildung Ck (U, E) — Ck/(U’, E), welche durch fortsetzung durch
Null gegeben wird.

Wir setzen ferner

C.(U,E):={feC(U,FE)|supp(f) kompakt} .

Dieser Raum ist die Vereinigung der Cx (U, E) fiir alle K. Er ist eine linearer Unterraum
von C(U, E), aber nicht notwendig abgeschlossen.

Wir schreiben nun R® = R"~! x R! und schreiben die Punkte entsprechend in der Form
r=(2,2,), v, € R, 2/ € R"1 Seien p' : R — R"! und p, : R — R durch p(z) := 2’
und p,(x) := x, gebeben. Fir K C R" setzen wir K,, := p,(K), K' := p'(K). Ist K
kompakt, so sind es auch K,,, K’. Sei f € C(R", F). Wir definieren ¢(f)R"' — C(R, E)
durch g(f)(@/)(zn) = (&', 20).

Lemma 11.9 1. Sei K kompakt und f € Cx(R"™, E). Dann gilt () € Cx/(R"!, Ck, (R, E)).

2. Die lineare Abbildung q : Cx(R", E) — Cx/(R"L, Ck, (R, E)) ist stetig und efillt
lall = 1.

Beweis: Wenn o’ ¢ K’ oder z,, ¢ K,, dann ist (2/,z,) ¢ K’ x K, und damit wegen
K C K' x K,, auch = € K. Deshalb gelten die Aussagen tiber die Tréiger.

Wir zeigen, daBl ¢(f) stetig ist. Aus der Kompaktheit von supp(f) folgt, dal f gle-
ichméBig stetig ist. Sei e > 0 gegeben. Wir wéhlen ¢ > 0 derart, daf§ aus ||z —y|| < J folgt
| f(x) — f(y)|| < e Wenn nun |2’ —y/|| <9 ist, dann gilt wegen ||(z/, x,) — (¢, z,)|| < 0
auch

lg(f) (=) = a() W]l = sup | (@', z0) = (5, an)] <6 .
Die Aussage tiber die Norm von ¢ ergibt sich aus der Abschétzung

la(HI = sup fla(F)('

xR~

= sup sup [|f)(, z,)]|

$,€Rn71 InER

= sup || /]|
rER™

= I
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Wir erinnern jetzt an einige Eigenschaften des Integrals. Sei K C R kompakt. Wir
betrachten die Abbildung I : Cx(R) — R, welche durch

b
107) = [ fayds
gegeben wird, wobei a < b so geeignet gewihlt werden, dal K C [a, b].

Lemma 11.10 [ :: Cg(R) — R ist eine positive stetige Abbildung.

Beweis: Wenn f > 0, so gilt auch I(f) > 0. Das ist die Positivitit. Sei nun K C [a, b].
Dann gilt I(f) < (b—a)|f||. Damit ist I stetig. |

Sei nun K C R™ kompakt. Mit Hilfe von Lemma 11.7 definieren wir [,, : Cx(R") —
Cr(R™1) durch
l,:=1,0q.

Wir schlieflen, dafl I,, eine beschrénkte lineare positive Abbildung ist.

Definition 11.11 Wir definieren die beschrdinkte positive lineare Abbildung : Cx(R"™) —
R durch als die Komposition

In—l

CK(Rn) I# CK’(Rnil) — C(K/)/(Rn72) In—_)Q . g R .

Um den Anschlul an allgemein tibliche Bezeichunungen herzustellen, schreiben wir auch

[(f):/_Z.../_Zf(:cl,...,:cn)dxn...dxl.

Da Motivation der Definition von I(f) ist, dafl diese Zahl fiir f > 0 das Volumen der
Menge {(z,t) € R" x R|0 > ¢ < f(x)} beschreiben sollte. Wir werden hier keine Un-
abhangige Definition dieses Volumen geben. Vielmehr stellen wir uns auf den Standpunkt,
daB dieses Volumen durch I(f) definert werde.

11.4 Vertauschung der Koordinaten
Sei GG eine Gruppe.

Definition 11.12 Eine Wirkung von G auf einer Menge X ist durch eine Familie von
Abbildungen (Ly)gec, Ly X — X, mit Ly o Ly, = Ly, und Ly = id gegeben.

Sei (Ly)gec eine Wirkung. Sei Map(X,Y) die Menge der Abbildungen von X — Y.
Wir definieren fiir g € G eine Abbildung Lf := Ly, auf Map(X,Y).
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Lemma 11.13 (Lg)geg ist eine Wirkung von G auf Map(X,Y").
Beweis: Es gilt Lg = L} = id und
LiLj =LiaLyo =Ly =Ly 1 =L, .
[ |

Sei S,, die Gruppe der Permutationen von [n] := {1,...,n}. Wir identifizieren R" =
Map([n],R). Dann definieren wir eine Wirkung von S,, auf R durch L, := s*,

Wir definieren nun eine Wirkung von S,, auf C(R") durch I, := Lf. Es gilt offensichtlich
125 = 1.

Beachte, daB8 Lgsupp(Lif) = supp(f) gilt t. Deshalb kénnen wir (l5)ses, zu einer
Wirkung von S,, auf C.(R") einschrianken.

Schliellich erhalten wir eine Wirkung (I%),cs, auf Map(C.(R"), R).

In diesem Kapitel zeigen wir, dafl das iterierte Integral I invariant unter Vertauschung
der Koordinaten ist.

Theorem 11.14 Fs fiir alle s € S,:
) =1T.

Beweis: Wir zeigen zuerst einen Spezialfall. Wir nehmen vorerst an, dafi n = 2 und
s:=(1,2) € 5.

Lemma 11.15 I:(]) =1

Beweis: Sei f € C,((R?). Wir zeigen, daf fiir jedes e > 0 gilt

\I(L(f) = I(f)| <€ .

Sei sup(f) C [a,b] x [a,b] fur geeignete a < b und M := (b — a). Die Funktion f ist
gleichméBig stetig. Wir wéhlen ein § > 0 derart, daf aus ||z —y|| < § folgt | f(z) — f(y)] <
5i7z- Wir approximieren nun Integrale durch Riemannsummen. Der Index kennzeichnet
die Nummer der Variable, beziiglich welcher die Summe gebildet wird. Das Ergebnis ist
eine Funktion der anderen Variable. So setzen wir RSs(f)(z) :== 6, .5 f(2,dm). Dann
gilt |Io(f) — RS2(f)| < 55 und damit |I(f) — [1(RS2(f))| < e. Fir |z — 2’| < ¢ gilt

2M

|RS>(f)(x) — RS(f)(2'| < 557. Daraus folgt

1(BS:(F) ~ BS: (RS()] < 5

Da eine endlich Summe unabhéngig von der Reihenfolge der Summanden ist, gilt offen-
sichtlich
RS1(RS:(15(f))) = RS2(RS1(f) = RS1(RS:(f)) -
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Daraus schlieffen wir

\I(L(f) = I(f)| <€ .
|

Wir folgern jetzt den Satz. Eine Permutation s € S, heifit elementar, falls sie genau
ein Paar benachbarter Elemente vertauscht, das hefit, es gibt ein ¢ € {1,...n — 1} so
daB s(k) = k fir k <i—1oder k > i+ 1, und s(z) =i+ 1, s(i + 1) = ¢ gilt. Wir
benutzen nun die Tatsache, dafl S,, durch elementare Permutationen erzeugt wird, dafl
also jedes Permutation als Produkt von elementaren Permutationen geschrieben werden.
Wir mussen die Gleichung I*] = I nur fiir eine S, erzeugende Menge von Permutationen
zeigen. Es geniigt also, diese Gleichung fiir elementare Permutationen einzusehen.

Sei s elementar und vertausche die Zahlen 7,7+ 1. Sei p € S;;; die elementare Permu-
tation, welche 7,7 4+ 1 vertauscht. Dann gilt

1 = Iol
= Liolyo---ol,0l}
— [1O[20“-0([@'0[i+10l;)01¢+20~-~o[n
= Liolyo---ol;ol; 10l 00---01,
I.

11.5 Transformationsformel
Seien U,V C R"™ offen.

Definition 11.16 Ein C'-Diffeomorphismus von U nachV ist eine stetig-differenzierbare
Bigektion ® : U — V' mit det(JP(x)) # 0 fiir alle x € U

Zur Erinnerung, J® bezeichnet die Jacobimatrix von ®. Ist ® : U — V ein C'-
Diffeomorphismus, so ist nach dem Satz tiber die Umkehrfunktion die inverse Abbildung
®~!:V — U auch ein C*-Diffeomorphismus.

Ist K C V kompakt, so ist ®}(K) C U auch kompakt. Zuriickziehen liefert eine Ab-
bildung ®* : Cx (V) = Co-1(x)(U). Folglich haben wir auch ®* : Cx (R") = Co-1(5)(R™).

Theorem 11.17 (Transformationsformel) Seien U,V C R™ offen, K C V kompakt
und ® : U — V ein C1-Diffeomorphismus. Fir f € Cx(R™) gilt

L(®*(f) | det(JP)[) = I(f) -

Beweis: Wir fithren Induktion nach n durch. Sei also der Satz fiir alle kleineren Dimen-
sionen bewiesen.

Wir betrachten nun die Dimension n. Wir zeigen diese Formel zuerst unter der An-
nahme, dafl ¢ spezielle Formen hat. Dann schliefen wir daraus den allgemeinen Fall.
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Lemma 11.18 Der Satz stimmt, falls Phi(z) = (2/, ¢(z))" fir eine Funktion ¢ : U — R.

In diesem Fall hat die Jacobi Matrix eine Blockform

((n—l)x(n—l) 1x(n—1)) '

(n—1)xl 1zl

(10
J¢_<J¢&@)..

Wir sehen, daB | det(JP)| = |0,¢]| gilt. Die eindimensionale TRansformationsformel gibt

H(@™(f) [det(JP)|) = [n(D"f|0n0]) = Ln(f) -

Es gilt

Lemma 11.19 Der Satz stimmt, wenn ®(x) = (x1,¢(x)) fiir ein ¢ : U — R ist.

Beweis: In diesem Fall betrachten wir die Blockstruktur

( (n ixll)xl (n ixf;zx(_nll 1) ) '

1 0
J(I)_<311P J'w) |
wobei J'U die Jacobimatrix von 1 bei festgehaltener 1-ter Verdnderlicher bezeichnet.

Wir sehen, daf | det(J®)|| = |det(J'¢)|. Wir schreiben I = I; o I'. wobei I’ das n — 1-

dimensionale Integral bezeichnet. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung
I(@*(f) | det(J@)|) = I' o L(I'(®*(f) [det(JY)]) = I' o I'(f) = I(f) -
[ |

Wir beweisen jetzt die Transformationsformel im allgemeinen Fall. Sei y € U. Dann
ist rkJ®(y) = n. Folglich kénnen wir nach umnumerieren der Koordinaten annehmen,
daB det J'i(y) # 0 ist. Hierbei verwenden wir die Zerlegung ®(x) := (®'(z), ,(x)). Wir
definieren ¥, (z) := (®'(x), x,). Dann ist det(J¥,)(y) = det(J9)(y) # 0. Nach dem Satz
tiber die Umkehrfunktion gibt es eine Umgebung U, C U von x derart, da ¥, : U, — V},
invertierbar ist. Wir definieren nun ¥y : V, — U durch ¥, := ® o \111_1. Dann ist
Uy 1V, = W, := Wy(V,) auch invertierbar. Weiterhin gilt & = W, o ¥y. Offensichtlich ist
Uy(z) = (¢, ¢(2)) fiir eine Abbildung ¢ : V,, — R. Es gilt

det J(®) = Wi[det J (V)] det J(Ty) .
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Sei nun supp(f) C V,, dann gilt wegen der Lemmata 11.18 und 11.19

I(®*f)|det(J®) = I(Wi(V3f)[¥ildet J(Wy)]| |det.J(Fy)]

= I(V3f)|det J(¥9)|)

= I(f).
Wi fithren die obige Konstruktion fiir jedes y € U durch. Dann ist {V} },cu eine offene
Uberdeckung von V. Da K C V kompakt ist, existiert eine endliche Menge {y;,...,y,} C
U derart, da K C |J._, V,,. Wir wihlen eine U untergeordnete Zerlegung der Eins
(Xi)iz1,.r. Dann schreiben wir f = "7 | f; mit f; := x;f. Da supp(f;) C V,, ist, gilt
fir alle I = 1,...,r I(®*f;)| det(J®)| = I(f;). Indem wir die Summe iiber i = 1,...,r
bilden, erhalten wir

H(®" fldet(J®)]) = I(f) -

11.6 Beispiele

1. Sei p(r) = 2> — 1 und f : R?* — R durch f(:p,y) = p(x)p(y) fir (z,y) € [—1,1] x
[—1,1] und durch f(z,y) := 0 fir (z,y) &€ [-1,1] x [-1,1] gegeben Dann ist
[ € Criqyx—1,1)(R?). Wir berechnen

1 = [ s
_ /1/1 y)dyda
= / |Lp(x) x — x)dx

= |1_ (22 — 1)(% — 2)dx

-1

2, 1
= —5\1—1(§$3 — )
2 2
3)

2. Sei h(r) = (r —1)(r — 1/2) fir r € [1/2,1], r = 0 fur r < 1/2 und r > 1. Wir
definieren f(z,y) = h(z* + y?)sin(2arctan(x/y)) fir z,y > 0 und f(z,y) = 0
sonst. Das Integral I(f) berechnet man am besten in Polarkoordinaten. Sei ® :
(0,00) X (=7, 7) — R? durch ®(r,a) := (rcos(a),rsin(a))’ gegeben. @ is ein
C'-Diffeomorphismus und supp(f) C im(®). Wir berechnen

JO(r, o) = ( cos(ar)  —rsin(a) ) .

sin(a) 7 cos(a)
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Daraus folgt det J(®)(r, a) = r cos?(a) + rsin®*(a) = r. Es gilt

I(f) = I(®" f| det J(®)])

Nun ist aber ®* f(r,a) = (r — 1)(r — 1/2) sin(2«) fiir (r, ) € (1/2,1) x (0,7/2) und
®* f(r,a) = 0 sonst. Es ergibt sich

1 /2
I(f) = /1/2/0 r(r—1)(r — 1/2) sin(2a)dadr

—1
3/2— cos(2a) / (r® —3/2r? +1/2)dr
2 1/2

|10(1/4r" — 1/2r% + 1/4r7)
= (1/4—-1/2+1/4—1/64+1/16 — 1/16)
= —1/64.
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