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1 Eingangstest

1. Welcher Typ von Antwort pafit zur Frage.

(a) Vereinfachen Sie den Term (2? — 3)(x + 1)(x — 1)~

(b) Ist die Gleichung (z — a)(z + a) = x? — a® richtig?

(c) Losen Sie die Gleichung 2* — 3z +2 =0 in R.

(d) Hat die Gleichung z* + x + 10 Losungen in R?

(e) Zeigen Sie, da$ fiir alle natiirlichen Zahlen n*> — 2 + 1 > n gilt.
(f) Berechnen Sie 5% — 2.

(g) Zeigen Sie, daf es keine rationale Zahl gibt deren Quadrat gleich 2 ist.
(h) Wieviele Teilmengen hat ().

(i) Ist die Zahl 30 ist ein Produkt von Primzahlen?

)
)
)
)
)
)
)
)
(j) Finden Sie die Primteiler von 30.
(k) Geben Sie eine echte Teilmenge von {a,b,c} U {a, b} an.
(1) Werten Sie aus: Aus 3|30 folgt, dafl die Zahl 30 genau 3 Primteiler hat.
(m) Berechnen Sie das Produkt der Primteiler von 30.
(n) Hat () eine Teilmenge?
(o) Bilden Sie die Ableitung von x? + .
(p) Fiir welche reellen Zahlen gilt 23 € [3,4]?
(q) Sei A :={a,b,c} und B := {a,c}. Bilden Sie A\ B.
(r) Berechnen Sie wahr V (falsch = wahr).

Antworten

(a) Nein

(b) Die Zahl 6 hat den nichttrivialen Teiler 3. Deshalb ist 6 keine Primzahl.

(c) {reR|2< 2z <3}

(d) 2z —1
)
)
)
)

(e) wahr
(

—

g

h

0
(g) 3
(h) {2,3,5,7} CN



2. Ordnung Sie korrekt zu:

(a) Die Menge der Primzahlen

(b)

(c) Die Menge der natiirlichen Zahlen mit genau vier Teilern.
)

(d) Die Menge der Quadratzahlen in N.

Die Menge der rationalen Zahlen

(a) {neN|(Im e N|n=m?)}

b) {rcR|(FacZ IeZ|(bA0)A(x=1%)}
)
)

(c x€N|(Vn€N|(nZQ)/\((n|a:):>(n:x)\/(n:1)))}
(d) {n e N|(#{m e N|m|n} = 4)}

Ordnung Sie korrekt zu:

22 +322+3z+1
n(n+1)

5]
n®—1



2 Mathematische Sprache

Die Basis fiir die mathematische Kommunikation ist die Sprache der Mengenlehre und
der Logik. Fiir den Anfang werden wir keine prézise Einfithrung in die Mengentheorie
und Logik geben, sondern ein intuitives Verstdndnis davon voraussetzen. Wir werden
durch Beispiele erkldaren, wie wir diese Sprache verwenden werden. H&lt man sich an
einige sehr einfache Regeln, dann wird man Fehler weitestgehend vermeiden. In einem
fortgeschrittenen Stadium des Mathematikstudiums ist es durchaus niitzlich, sich genauer
mir der Mengenlehre und der Logik auseinanderzusetzen.

Ein Beispiel fiir eine Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen

N:={0,1,2,...}.

Diese Formel ist kein praziser mathematischer Ausdruck, da natiirlich nicht genau festge-
legt wird, was die Punkte bedeuten. Trotzdem wird durch diese Formel sehr versténdlich
klargemacht, was mit dem Symbol N gemeint ist, da wir die natiirlichen Zahlen als be-
kannt voraussetzen kénnen und im Text benannt haben. Insbesondere legen wir visuell
schnell erfafbar die Konvention fest, dal Null eine natiirliche Zahl ist. In mathematischen
Texten werden wir immer wieder mit dem Problem konfrontiert, einerseits so prézise wie
moglich zu formulieren, auf der anderen Seite aber versténdlich zu bleiben. Ein passender
Kompromiss muf} jeweils gefunden werden.

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir eine Menge ist die leere Menge, die mit () bezeichnet
wird.

Wir benutzen also das Zeichen :=, wenn wir einem Symbol eine Bedeutung zuweisen.
Wir verdeutlichen die Verwendung des Symbols := an weiteren Beispielen

1. W :={wahr, falsch} ordnet dem Symbol W die Menge der Wahrheitswerte zu.
2. x := 3 ordnet dem Symbol x die Zahl drei zu.

3. Wenn wir x := y+ z schreiben, dann sollten vorher die Werte der Symbole y, z schon
festgelegt sein und zwar so, daf§ die Summe sinnvoll erklart ist. Folgender Text ist
also sinnvoll:

Implizit haben wir damit festgelegt, dafl die Symbole z,y, z Zahlen bezeichnen.

4. Andererseits ist folgendes nicht sinnvoll.
Wir setzen x := = + 3.
Im Unterschied zu := wird das Zeichen = benutzt, um eine Aussage zu bilden. Aussagen

sind logische Konstrukte, die Variablen enthalten kénnen, und die einen Wahrheitswert
haben, wenn alle Variablen belegt sind.



. Eine Aussage ohne Variable ist:
Das Quadrat von 4 ist gleich 16.

Diese Aussage ist offensichtlich wahr.

. In Formeln kénnten wir diese Aussage auch als

42 = 16

schreiben. Wir sehen hier, wie das Gleichheitszeichen verwendet wird.

. Der Satz

Es gilt 4% = 16.

hat eine andere Bedeutung, die in Kurzform
wahr = (42 = 16)

7 "

geschrieben werden kann. “Es gilt ...” ist also eine Textform fiir “wahr = ...".

. Wenn man in einem Text das Zeichen = antrifft dann sollte man immer zunéchst
priifen, aus welchen Mengen die Terme auf beiden Seiten stammen, und ob diese
iiberhaupt vergleichbar sind.

In wahr = (4 = 16) werden in der inneren Klammer zwei Zahlen verglichen. Das
auflere Zeichen “ =" vergleicht zwei Aussagen.

Folgender Text ist nicht sinnvoll:
Es gibt eine reelle Zahl x fiir welche 4 = (v = 1/16) gilt.
In der Tat ist die linke Seite eine Zahl und die rechte Seite ein Wahrheitswert.

. Wir schreiben manchmal etwas wie

Es gilt (2 +5)% = 7% = 49.

Dies ist eine verkiirzte Form von

Es gelten (2 + 5)? = 7% und 7% = 49.

10



Aussagen kénnen Variablen enthalten. Hier ist ein Beispiel einer Aussage iiber die natiirliche
Zahl n:

P(n) := (n ist durch 3 teilbar.).

Im Vorsatz wird beschrieben, mit welchen Elementen wir die Variable belegen méchten.
Solange aber n nicht belegt ist, hat P(n) keinen Wahrheitswert. Eine Aussage mit einer
freien Variablen nennt man auch Aussageform. Belegungen kénnen auf verschieden Arten
erreicht werden. Die folgenden 4 Aussagen sind auf den ersten Blick verschieden, haben
aber den gleichen Inhalt.

1. Die Aussage P(7) ist falsch.
2. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Wenn n = 7 gilt, dann ist P(n) falsch.
3. Wir setzen n := 7. Dann ist P(n) falsch.

4. Die Aussage (P(7) = wahr) ist falsch.

Will man eigentlich nur eine Aussage iiber die Teilbarkeit der einen natiirlichen Zahl 7
machen, dann braucht man die Variable nicht wirklich und wiirde eigentlich einfacher
schreiben:

Die Zahl 7 ist nicht durch 3 teilbar.

Aussagen mit Variablen werden wichtig wenn man Aussagen der folgenden Art machen
mochte.

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt P(n® + 3n* + 2n).

In dem Text "Fiir alle natiirlichen Zahlen n...” wird die Variable n belegt und mufl

deshalb benannt werden. So kann man nicht formulieren:
Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt P(n? + 3n® + 2n).
In Formeln liest sich diese Aussage so:
(Vn € N| P(n® + 3n% + 2n)).

Diese Aussage ist iibrigends wahr, da n® + 3n® + 2n = n(n + 1)(n + 2) gilt und fiir jede
natiirliche Zahl n einer der drei Faktoren n,n 4+ 1 oder n + 2 durch 3 teilbar ist.

Wir wollen hier erklidren, wie man Rechenaufgaben korrekt interpretiert und deren Losung
formuliert. Stellen wir uns vor, wir erhalten die Aufgabenstellung:

Lise die Gleichung x* + 6z — 5 = 0.

11



Um diese Aufgabe prézise zu verstehen, mufl man diese Aufgabe in einem Kontext sehen.
Wir nehmen an, dafl wir gerade iiber reelle Zahlen reden und wir deshalb relle Zahlen su-
chen, welche dieser Gleichung geniigen und nicht etwa ganze. Eine genauere Formulierung
der Frage wére also:

Finde alle reellen Zahlen x welche der Gleichung z? + 6z — 5 = 0 geniigen.

Auch hier ist es wieder wichtig, die Variable x im Vorsatz zu benennen. Eine durchaus
korrekte Antwort wére:

. .. - . . 9 2
Die Losung der Aufgabe ist die Menge {x € R | 2* + 6z — 5

0}.

Es ist wieder der Kontext der Aufgabenstellung, aus welchem wir aufgefordert werden, eine
moglichst explizite Beschreibung der Losungsmenge anzugeben. Eine explizitere Antwort
ware:

i(", vienge der reelien / anlen r, weicne der ("i(" 1ung .1'2 —+ ()I — 5 = () oeniigen, lhf (hll’("h
Die Menge d llen Zahl Iche der Gleichung geniig

{-3+ V14, -3 — V/14} gegeben.
Schlechte Formulierungen wéren etwa:
Die Losung der Aufgabe ist L = —3 + /14.
Die Losung ist z = —3 + v/14.

Diese Formulierungen beschreiben keine Mengen. In der ersten kommt noch ein unmoti-
viertes Symbol L vor.
Oft wird die Aufgabe noch préziser gestellt.

Finde alle reellen Zahlen x welche der Gleichung z? + 6x — 5 = 0 geniigen und begiinde
die Antwort.

Eine mogliche Antwort konnte so aussehen:
Durch Anwendung der Losungformel fiir quadratische Gleichungen sehen wir, dafi die

Menge der reellen Zahlen z, welche der Gleichung % + 62z — 5 = 0 geniigen, durch

{3+ V14, -3 — /14} gegeben ist.

Die Menge der reellen Zahlen z, welche der Gleichung % 4 3z — 5 = 0 geniigen, ist durch
{—3 + V14, -3 — \/14} gegeben. Da die Gleichung quadratisch ist, hat sie hochstens zwei
verschiedene Losungen. Es gilt

(—3+v14)2+6(—3+v14) —5=9F6V14+ 14— 18+ 614 —5=0

12



Schlecht ist:

Wie man leicht sieht, sind die Lésungen x = % Vid

In einem anderen Kontext kénnte aber selbst die Angabe der Losungsmenge noch nicht
reichen und etwa eine Begriindung der Losungformel oder ein Nahrungsverfahren zur Be-
rechnung der Dezimalentwicklung der Losungen verlangt sein. Bei jeder Aufgabenstellung
muf man sich den Kontext der Aufgabe klar machen und erkennen, welche Art von Losung
gefragt ist.

2.1 Ubungen
1. Wir fithren die Bezeichnungen z := 3 und y := 5 ein. Sei weiter z := (zr+2—y = 0).

Welche der folgenden mathematischen Textpassagen sind sinnvoll (Begriinde die
Antwort).

a) Es gilt nicht y := 3.

(a)
(b) Esgilt 2 =7.
(c) Es gilt z.

(d) Wenn z =y + 2 gilt, dann auch z.

2. Definieren Aussageformen iiber natiirliche Zahlen, welche genau fiir alle Kubikzahlen
bzw. alle Zahlen mit mindestens 6 Primteilern wahr sind.

3. Lose folgende Aufgabe:

Finde alle ganzen Zahlen x, welche der Ungleichung
|z® + 3| < 30

geniigen. Begiinde die Antwort.

3 Operationen mit Mengen

In diesem Kapitel beschreiben wir die grundlegenden Operationen der Mengensprache.
Fiir zwei Objekte a, A der Mengentheorie soll die Aussage

a€ A

definiert sind. Sie ist wahr, wenn a ein Element von A ist und falsch andernfalls. Wir
setzen

agA:=-(a€A).

13



Das Zeichen — ist das Symbol fiir die logische Operation der Negation. Das heifit, es gilt
a ¢ A genau dann wenn a kein Element von A ist.

Im Augenblick kénnen wir nicht genauer erkldren, was Objekte der Mengentheorie sind
und appellieren an die Intuition.

1. Sei A :={a,b}. Dann gilt a € A.
2. Sei A:={0,1}. Dann gilt a &€ A.
Die einfachste Moglichkeit eine Menge zu beschreiben ist es, ihre Elemente aufzulisten.
1. {1,2,4,7}
2. {a, f,r,w}

Unendliche Mengen kann man natiirlich nicht auflisten. Eine M6glichkeit ist, sie in natiirlicher
Sprache zu beschreiben. Wichtig ist die Kombination aus Formel und textlicher Beschrei-
bung.

Hier wird auf den ersten Blick klar, was gemeint ist. Dies ist eine giinstige Form fiir
die informelle mathematische Kommunikation.

Die Definition

beschreibt die gleiche Menge in formal korrekter Weise, ist aber schwerer zu deko-
dieren.

2. Die Symbole Z, Q, R, C bezeichnen standardméflig die Mengen der ganzen, rationa-
len, reellen oder komplexen Zahlen.

14



Definition 3.1 Seien A, B Mengen. Die Menge B ist eine Teilmenge der Menge A, wenn
fiir alle (Objekte x der Mengentheorie) aus der Aussage x € B die Aussage x € A folgt.

In dieser Definition wird also eine Aussage ” B ist eine Teilmenge von A”iiber Paare von
Mengen A, B definiert. Wir notieren diese Aussage in der Form

BCA.
In Formeln liest sich diese Definition also wie folgt:
(BCA):=WVzl(xeB)=(ze€A).

Man kann also den die Textpassage ”. .. ist Teilmenge von ... " bzw. das Zeichen --- C ...
als Abkiirzungen eines langeren logischen Ausdruckes ansehen.
Es gilt B = A genau dann, wenn die Aussagen A C B und B C A beide gelten.

Seien A eine Menge und B, C' Teilmengen von A. Dann kénnen wir die Teilmengen BUC'
(die Vereinigung von B und C') und B N C' (den Durchschnitt von B und C' bilden):

BUuC = {a€A|(aeB)V(ael)}
BNnC = {a€A|(aeB)A(aeC)}

Siehe auch B.11

Seien B, C wieder Mengen. Dann kénnen wir die disjunkte Vereinigung

BucC

15



bilden. Dabei werden alle Elemente von B als von den Elementen von C' verschieden
betrachtet. Die Elemente bekommen sozusagen ein Etikett, auf welchem B oder C' steht.
Es gilt fiir B :={0,1,2} und C := {0, 2,3} daf$§

BuC= {OBlev2B>OC>2073C} )
wobei zum Beispiel 0¢ # 0p ist.

Ist A eine Menge, dann konnen wir die Menge { A} bilden, welche die Menge A als einziges
Element hat. Beachte, dafl A keine Teilmenge von {A} ist.

Beispiele sind die Mengen {0} oder {N}, oder komplexer, B := {N, 1, {1}, 0}. Diese enthélt
N als ein Element aber nicht als Teilmenge. Es gilt 1 € B, aber 2 ¢ B.

Sei A wieder eine Menge.

Definition 3.2 Die Potenzmenge von A ist die Menge aller Teilmengen von A und wird
mit P(A) bezeichnet.

Als Beispiel, sei A := {a,b}. Dann ist
P(A) ={0,{a}, {b},{a,b}} .
Weiter ist P(0) = {0}. Es gilt immer
hePA), AeP(A).

Hier ist ein weiteres Beispiel fiir eine Menge und Elemente ihrer Potenzmenge

Wir stellen uns die Menge R als Zahlengerade vor.

16
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Punkte in der Ebene kénnen wir dann durch die Angabe von zwei Koordinaten beschrei-
ben.

RxR

Wir notieren diese Koordinaten in der Form (x,y). Die Punkte (1,3) und (3,1) sind
verschieden. Es kommt hier also auf die Reihenfolge an. Wir nennen (1, 3) ein geordnetes
Paar reeller Zahlen und notieren die Menge aller solchen Paare als R x R oder R?.

Die Bildung der Menge der geordneten Paare ist eine allgemeine mengentheoretische Ope-
ration. Seien A und B zwei Mengen. Ein geordnetes Paar von einem Element a aus A und
einem Element b aus B wird in der Form (a,b) notiert.

Definition 3.3 Das Produkt A x B ist die Menge der geordneten Paare (a,b) aus Ele-
menten a aus A und b aus B.

Dabei ist a der erste Eintrag des Paares und b der zweite. Als Beispiel sei A := {a, b} und
B :={0,1,2}. Dann ist

A x B ={(a,0),(a, 1), (a,2), (b,0), (b, 1), (5,2)} .

Es gilt zu Beispiel
D=0xA.

Sei M die Menge der ménnlichen und F' die Menge der weiblichen Studenten in diesem
Raum. Dann ist P := M x F die Menge der moglichen (heterosexuellen) Pérchen.

3.1 Aufgaben

1. Sei A:={a,b,c,d,e}. Geben Sie alle Elemente der Potenzmenge an, die die Menge
{a,b,c} als Teilmenge haben.

2. Seien A eine Menge und B, C' Teilmengen. Zeigen Sie, dal dann BN C C BUC
gilt. Skizzieren Sie diese Situation schematisch.

17



3. Zeigen Sie, daB fiir je drei Mengen A, B, C' die Relationen AN (BUC) = (AN B)U
(AUC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC) gelten. Skizzieren Sie diese Situation
schematisch.

4. Seien A, B Mengen und X, Y Teilmengen von A und Z, U Teilmengen von B. Zeigen
Sie, daf3
(X xZ2)N(Y xU)=(XNY)x (ZNU)

gilt. Zeigen Sie weiter, dafl eine analoge Formel nicht gilt, wenn man N durch U
ersetzt. Skizziere diese Situationen im Fall, dal A = B = R und X, Y, Z, U Intervalle
sind.

4 Aussagen und Teilmengen

Eine Aussageform iiber Elemente einer Menge ordnet jedem ihrer Elemente einen Wert
aus der Menge {wahr, falsch} zu. Die folgende Vorschrift beschreibt eine Aussageform
P(n) iiber natiirliche Zahlen n:

P(n) = wahr 3 ist Teiler von n
"\ falsch andernfalls

Ist eine solche Aussageform P(n) gegeben, dann kénnen wir die Teilmenge
{a€e A|P(a)} C A
aller Elemente von a € A bilden, fiir welche die Aussage P(a) wahr ist.

1. In unserem Beipiel ist
{n eN|P(n)}

die Teilmenge der durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen.
2. Hier ein anderes Beispiel. Sei S die Menge der Schwine und
Farbe : S — {weiss, schwarz}
die Abbildung, welche jedem Schwan seine Farbe zuordnet. Dann ist
{s € S| F(s) = schwarz}
die Teilmenge der schwarzen Schwine.
3. Wir betrachten die Aussage iiber natiirliche Zahlen n:
P(n) := (Wenn eine natiirliche Zahl z die Zahl n teilt, dann gilt = n oder x = 1).
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

Pn)=(MzeN]|(zjn)=(x=1)V(x=n)).
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Beachte hier den Unterschied. Oben haben wir := gebraucht, um das Symbol P(n)
zu erkldren. Unten haben wir = benutzt. Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine
Aussage, welche die Variable n enthélt. Die Variable n ist frei, wihrend = gebunden
ist.

Die Menge {n € N| P(n) A (n > 2)} ist die Menge der Primzahlen.

Wir haben gesehen, dafl eine Aussage iiber die Elemente einer Menge benutzt werden
kann, um eine Teilmenge dieser Menge zu definieren. Das kann man auch umdrehen. Wir
betrachten eine Teilmenge U einer Menge A. Dann kénnen wir die Aussageform (a € U)
iiber die Elemente a von A bilden. Es gilt dann

U={a€A|l(acl)}.

Lemma 4.1 Wir erhalten damit eine eins-zu-eins Entsprechung zwischen Aussagen tber
die Elemente von A und den Teilmengen von A.

Wir konnen dieses Lemma hier nicht im formalen Sinn beweisen, da die Bedeutung von
“eins-zu-eins Entsprechung” noch nicht geklart ist.

Remark 4.2 In der Mengentheorie verlangen wir fir je zwei zwei Objekte a,b dafi die
Aussage a € b definiert ist. Wir konnen deshalb nicht die Menge M aller Mengen als
Objekt der Mengentheorie betrachten. Dann kénnte man ndmlich die Teilmenge M’ =
{A e M| A ¢ A} bilden. Wiren M und M’ Objekte der Mengentheorie, dann muf
(M e M) € {wahr, falsch} definert sein. Das geht aber nicht. In der Tat wiirde aus
M e M’ folgen daff M' & M’ gilt. Andererseits wiirde aber aus M' & M’ auch M' € M’

folgen.

4.1 Aufgaben

1. Bilden Sie eine Aussageform P(n) iiber ganze Zahlen n derart daf
{ne€eZ|P(n)} ={-16,-8,—4,-2,—1}
gilt.
2. Geben Sie die Menge
{neN|GkeN|n=Fkk—-1)))A(n<50)}

explizit an.
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5 Operationen mit Aussagen

In diesem Kapitel wiederholen wir die Grundlagen der Aussagenlogik. Wir arbeiten mit
folgenden logische Operationen:

1. Das Symbol fiir die Negation ist . Sei P eine Aussage. Die Negation von P ist = P.

‘ P ‘ wahr ‘falsch‘
‘ -P ‘ falsch ‘ wahr ‘ ’

Wenn P = falsch ist, dann ist folgende Aussage richtig: Es gilt —P.
2. Das Symbol A steht fiir die “und”-Verkniipfung:

A wahr | falsch
wahr | wahr | falsch
falsch | falsch | falsch

Sei P eine Aussage. Dann gilt P A =P = fasch.
3. Das Symbol V steht fiir die “oder”-Verkniipfung:

V wahr | falsch
wahr | wahr | wahr
falsch | wahr | falsch

Sei P eine Aussage. Dann gilt PV =P = fasch.
4. Das Symbol fiir die “wenn dann”-Verkniipfung ist =:

P\Q | wahr | falsch
P=qQ wahr | wahr | falsch
falsch | wahr | wahr

5. Das Symbol fiir die “genau-dann-wenn’-Verkniipfung ist <

& wahr | falsch
wahr | wahr | falsch

falsch | falsch | wahr

Diese Wahrheitswertetabellen sind als Definitionen der Operationen zu betrachten.
Die logischen Symbole sind kein Ersatz fiir Worter und sollten nur in Formeln verwendet
werden.

1.

2. Die Zahl 16 ist gerade A eine Quadratzahl.
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4. Es gilt 3z — 6 & 62 — 12

Zwei logische Terme in der gleichen Menge von Variablen sind dquivalent, wenn sie fiir
alle moglichen Belegungen der Variablen die gleichen Wahrheitswerte haben.

1. Die Terme —(Q V P) und —=Q A =P sind dquivalent. Wir notieren die Ausage iiber
die Aquivalenz logischer Terme in der Form

—(QV P) < ~QAN-P.
Das Zeichen < ist nicht mit dem Zeichen < zu verwechseln. Die Formel

-(QV P)= QNP

ist wieder ein logischer Term, keine Aussage. Er erhélt eine Wahrheitswert, wenn
wir die Variablen @), P belegen. Andererseits ist

—(QV P)+ -QAN-P

eine (in diesem Fall wahre) Aussage. Sie ist dquivalent zu

Wir priifen die Behauptung nach, indem wir alle méglichen Belegungen durchgehen.

Q\P | wahr | falsch
-(QVP) : wahr | falsch | falsch
falsch | falsch | wahr

Q\P | wahr | falsch
QNP wahr | falsch | falsch
falsch | falsch | wahr

2. Eine Variable mufl in einem logischen Term nicht explizit auftreten. Zum Beispiel
sind falsch und P A =P zwei logische Terme in der Variablen P, welche &dquivalent
sind.

3. Analog sieht man folgende Regeln ein:
(a) =(@AP) < (=QV —P)
() Q& P (Q= P)A(P=Q)
(c) (= P) <+ ~P=-Q

(d) PAN(QVR)« (PANQ)V (PAR)
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(e) Q=P+ -QVP

(f) PV(QAR) < (PVQ)AN(PVR)

(g) Kompliziertere Ausdriicke kann man durch mehrfache Anwendung dieser Re-
geln in einfachere Umfomen: Die folgenden Terme sind alle dquivalent.

(@= P)A=(QAP)
(=QV P)A(=QV —P)
-QV (P A-P)

=Q V falsch

Q)

(h) Oft ist es sinnvoll, mathematische Textpassagen mit Hilfe des logischen For-
malismusses zu analysieren.

i. Wir betrachten die Aussage iiber eine natiirliche Zahl n:

P(n) :=(Die Zahl n ist eine gerade Primzahl.)

Wir wollen das Gegenteil =P (n) bilden.
Falsch wire etwa:

Die Zahl n ist eine ungerade Primzahl.

Richtig ist:

Um das einzusehen, schreiben wir P(n) in der Form:
(Die Zahl n ist ungerade.)A (Die Zahl n ist prim.)
Mit Regel (a) ist die Negation dieser Aussage:

(Die Zahl n ist gerade.)V (Die Zahl n ist nicht prim.)

ii. Wir betrachten die Aussage

Es regnet nicht oder die Strafle ist naf.

Deren Bedeutung ist nicht einfach zu erfassen. Wendet man aber Regel (e)
an, dann sieht man, das sie zur Aussage

dquivalent ist.
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Wir diskutieren jetzt den Zusammenhang zwischen den logischen und mengentheoreti-
schen Operationen. Voriibergehend fithren wir die folgende Notation ein. Sei A eine Men-
ge. Wenn P eine Aussage iiber Elemente dieser Menge ist, dann schreiben wir

Ap ={zx € A|P(z)}
fiir die Teilmenge derjenigen Elementen von A, fiir welche die Aussage P gilt.

Lemma 5.1 Es gelten die folgenden Relationen:
AQﬂAR:AQ/\R, AQUAR:AQ\/R.

Wir priifen dieses Lemma zunéchst in einem Beispiel nach.
Sei A :={a,b,c,d,e}. Wir betrachten die Aussagen @, R iiber die Elemente von A, welche
durch folgende Tabellen gegeben sind:

[c|d]e

c a‘b‘c‘d‘e
R:
‘w‘w‘f’

_alb )
O=uTy = lwlw 7

Es gilt
AQ = {(l, G, d}7 AR = {b7 C} :

Wir berechnen nun
AQ/\R = {JZ c A | Q([E) A R((E)} = {C} = AQ N AR

und
AQ\/RZ{x€A|Q\/R}:{a,b,c,d}:AQUAR .

Diese Ergebnis erhélt man, indem man nacheinander fiir alle Elemente von A den Wert
der Aussagen Q A R und ) V R nachpriift.

Falsch ware:
AgU Ag ={a,c,d, b, c}.

Proof. (Lemma Das Argument fiir die erste Relation geht so. Wir zeigen die Gleichheit
der beiden Seiten indem wir nachweisen, da Agrr € Ag N Ag und Ag N Ar C Agar
gelten. Um diese beiden Inklusionen zu zeigen, iiberzeugen wir uns, dafl die Aussageformen

(Cl € AQ/\R) = (a € AQ N AR) (1)

und
(Cl € AQ N AR) = (CL € AQ/\R) (2)

fiir alle Elemente a aus A wahr sind.
Wir betrachten (I). Sei @ € A. Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Es gilt (a € Agar) = falsch. Dann ist ([I)) wahr.

23



2. Es gilt (a € Agar) = wahr. Dann gelten Q(a) A R(a) und damit insbesondere Q)(a)
und R(a) separat. Also gelten a € Ag und a € Ag. Folglich gilt a € Ag N Ag. Also
ist (a € Ag N Ar) = wahr und damit wahr.

In der Regel kiirzt man das Argument ab und sagt nichts iiber den Fall 1.
Fiir argumentiert man genauso.

Ist P eine Aussage, welche fiir alle Elemente von A den Wert falsch liefert, dann ist

h={a€ A|P(a)} .

5.1 Aufgaben

1. Sind (-QV P)A(QV R) und (RA-Q)V (PAQ)V (P A R) dquivalent. Begriinde
die Antwort.

2. Zeigen Sie, daf} jeder logische Term, welcher die Operationen =, V, A\, =, < enthélt,
aquivalent zu einem Term ist, der nur die Operationen — und V enthélt.

6 Quantoren

Wir betrachten die Aussageform {iber natiirliche Zahlen

P(n) := (Wenn n prim und grofler als 2 ist, dann ist n ungerade) .

Diese Aussageform wird zu einer Aussage wenn wir die Zahl n festlegen. So ist etwa P(8)
wahr. In der Tat wissen wir aber, dal die Aussage P(n) fiir jede natiirliche Zahl n wahr
ist. Diese Erkenntnis konnen wir so ausdriicken: Es gilt:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt P(n) .

Um diese Aussage in Formeln zu schreiben, benutzen wir den Quantor V:

(Vn € N| P(n))

Diese Aussage ist wahr.
Sei Q(n) die Aussageform iiber natiirliche Zahlen:

Q(n) := (n ist eine Kubikzahl.) .
In Formeln kann man diese Aussageform auch so schreiben:
(3m e N|n=m?).

Die Aussage =Q(n), d.h.
(n ist keine Kubikzahl)
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kann in Formeln so formuliert werden:
(Ym € N | =(n =m?))

Das ist ein Spezialfall der folgenden Regeln. Sei A eine Menge und P eine Aussage iiber
die Elemente dieser Menge. Dann gilt

—(Va € A| P(a)) = (Ja € A| —=P(a)) ,
—(Ja € A| P(a)) = (Va € A|=P(a)) .
Das folgende Beispiel illustriert diese Regeln in der Textform: Wir betrachten die Aussage:

Alle Schwine sind weiss.
Wir versuchen nun das Gegenteil zu bilden.

1. Einfach ist

2. Gut ist auch

3. Falsch sind
Alle Schwane sind nicht weiss

Alle Schwane sind schwarz

In vielen Aussagen kommen mehrere Quantoren vor.
Die umgangsprachlich formulierte Aussage, dafl es beliebig grofle Primzahlen gibt, wiirde
man prézise so formulieren:

Unsinnig ist etwa:
Es gibt eine Primzahl die beliebig grof ist!

Sei P C N die Teilmenge der Primzahlen. Dann ist die obige Aussage in Formeln ausge-
driickt:
(Yn e NIpe P|p>n).

Die Reihenfolge ist hier wichtig. Bei Unklarheiten sollte man Klammern setzen:
(VneN|(@FpePlp>n)).

Dadurch kann man erreichen, daf§ auf jedem Niveau immer nur ein Quantor steht.
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Die Aussage mit vertauschter Reihenfolge
(3p € PVYn e N|p>n)

ist falsch, deren Negation
(Vpe PIneN|p<n).

also wahr. In Worten lautet diese nédmlich:
Fiir jede Primzahl gibt es eine gréflere natiirliche Zahl.

Man kann ja einfach den Nachfolger der Primzahl nehmen.
Die Symbole 3 und V ersetzen keine Worter und sollten nur in Formeln verwendet werden.
Eine schlechte Formulierung ist:

3 eine natiirliche Zahl n, so daf V Teiler von n gilt 2|n.

Besser ist

Seien A und B Mengen und sei fiir jedes b € B eine Teilmenge A, C A gegeben. In
anderen Worten, b — A ist eine Abbildung B — P(A). So etwas nennen wir auch eine
durch B indizierte Familie von Teilmengen von A und notieren diese in der Form (A )pep.
Dann konnen wir die Vereinigung und den Durchschnitt dieser Familie bilden:

J4 = {acA|@beBlacA))

(14 = {acA|(WbeBlacA))

6.1 Aufgaben

1. Formulieren Sie die Aussage, dafl es beliebig kleine positive rationale Zahlen gibt,
mathematisch korrekt.

2. Bilden Sie die Negation der folgenden Aussagen:

(a) Der Nachfolger jeder Primzahl ist gerade.
(b) Jede durch 30 und 27 teilbare natiirliche Zahl ist durch 15 teilbar.

(c) Fiir jede natiirliche Zahl n existiert eine natiirliche Zahl k derart, daB fiir alle
Teiler d von n die Ungleichung d < k — n gilt.

3. Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der in 2. betrachteten Aussagen und der gefundenen
Negationen direkt.
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4. Fiir jedes n € N sie A, := {m € N|n|m}. Beschreiben Sie die Mengen | J,, . A» und
MNnen An moglichst explizit.

5. Sei A eine Menge und a € A ein Element von A. Zeigen Sie, dafl ﬂ{Bep(A) laeB} B =
{a} gilt.

7 Induktionsbeweise und indirekte Beweise

Das Induktionsprinzip ist eine Methode, Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen zu bewei-
sen oder durch natiirliche Zahlen indizierte Objekte zu definieren. Im Hintergrund des
Induktionsprinzips steht folgende, hier als Axiom zu verstehende Aussage

Axiom 7.1 Sei A eine Teilmenge von N und erfiille die folgenden Bedingungen:
1.0 A
2. Fir jedes k € N gilt: (k€ A) = (k+ 1€ A).

Dann gilt A =N.

Als erste Anwendung geben wir eine rekursive Definition des Summenzeichens. Sei f(n)
ein Term, der von einer natiirlichen Zahl n abhéngt. Dann ist

eine Abkiirzung fiir die Summe

FO) +FM) +---+ f(R) .

Wir geben nun eine sprachlich prazise Definition. Wir setzen
0
> f(n) = f(0) .
n=0

Wenn k£ € N ist und wir Zz:o f(n) schon definiert haben, dann definieren wir

k+1 k

(]
s
z
l
(]
s
2
+
e
o
+
=

Sei
A= {keN|XF_, f(n)ist definiert} .

Dann ist A = N nach dem Induktionsprinzip. In der Tat gilt 0 € A und mit £ € A ist
auch k+1 € A.
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Wir kommen nun zu Induktionsbeweisen. Sei P(n) eine Aussageform iiber natiirliche
Zahlen. Das Ziel des Induktionsbeweises ist es, die Aussage

(Vn € N | P(n))

beweisen. Mit der Notation
A:={neN|P(n)}

ist diese Aussage dquivalent zu
A=N.

In einem Induktionsbeweis verifizieren wir die in Axiom formulierten Bedingungen.
e Den Nachweis, dal 0 € A (also P(0)) gilt, nennt man den Induktionsanfang.

e Der Nachweis, daf fiir jedes k € N aus k € A auch k+1 € A folgt (also die Aussage
P(k) = P(k+ 1) gilt) heifit Induktionsschritt.

Wir erkldren das Vorgehen an einem Beispiel.

Lemma 7.2 Friir alle natirlichen Zahlen k > 0 gilt

Son= XD 3)

Proof. Wir verwenden einen Induktionsbeweis.
Induktionsanfang: k = 0

Es gelten S0_,n = 0 und % = 0 und damit (3).

k(k+1)

5 schon

Induktionsschritt: Sei & € N und wir nehmen an, dafl die Formel ZZ:O n =
bewiesen ist.

Wir zeigen diese Formel jetzt fiir £ 4 1. Es gilt nach der rekursiven Definition des Sum-

menzeichens
k41 k

dn=> n+(k+1).

Fiir den ersten Summanden konnen wir die Annahme einsetzen und erhalten

k41
kE(k+1
Zn:%%—(k—i—l).
n=0
Nun gilt
k(k+1 E+1)((E+1)+1
(D) g G ELD D
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Also gilt

O

Wir werden Induktionsargumente meist verkiirzt oder leicht modifiziert wie im folgenden
Beispiel aufschreiben.

Lemma 7.3 Es gilt fiir allen € N daff n? < 2" + 1.

Proof. Wir zeigen die Behauptung induktiv. Zunichst sehen wir die Falle n € {0,1,2,3}
durch explizite Rechnung ein:

e 2041=2>0=02
2l 11=3>1=12
e 24 1=5>4=2
e 284+1=9>9=32

Sei nun n € N, n > 3 und 2" + 1 > n? schon gezeigt. Wir zeigen zuniichst, dafl aus n > 3
die Ungleichung
(n+1)*<2n* -1 (4)

folgt. In der Tat ist
2<n-1

und damit
4<(n—-12=n’>-2n+1

und durch Umstellen
o2n+3<n?.

Nun ist
(n+1)2=n*+2n+1<n’+2n+3-2<n’+n?-2=2n2-2<2n?-1.

Wir multiplizieren
n?<2"+1

mit 2 und ziehen 1 ab und erhalten
2m?—1<22" 41 =2"" 41,
Mit erhalten wir schliellich wie gewiinscht die Giiltigkeit von

(n+1)2<2"t 41,
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Wir kommen nun zum Prinzip des indirekten Beweises. Wir beschreiben die Struktur
des indirekten Beweises zunéchst abstrakt. Ziel ist es, die Aussage () beweisen. In einem
indirekten Beweis zeigen wir dazu daf3

—(Q) = falsch

gilt. In der Tat ist das nur moglich, wenn Q) = wahr gilt.
Wir illustrieren das Prinzip wieder mit einem Beispiel. Wir benutzen den Fakt, daf jede
natiirliche Zahl in Primfaktoren zerlegbar ist.

Lemma 7.4 FEs gibt unendlich viele Primzahlen.
Proof. Wir argumentieren indirekt. Wir miissen die Aussage
(Es gibt endlich viele Primzahlen) = falsch

zeigen. Sei P die Menge der Primzahlen. Wir machen den Annahme, dafl P endlich ist.

Seien py,...,p, die endlich vielen Primzahlen der Gréfie nach aufgezdhlt (Wir werden
spater sehen, dafl das geht.). Dann bilden wir die natiirliche Zahl
m = H pr+1.
k=1

Diese Zahl 148t bei der Division durch jede Primzahl den Rest 1. Da m in Primfaktoren
zerlegbar ist, mufl m € P gelten. Nun gilt aber sicher p, < m fiir alle k € {1,...,n} und
damit m ¢ P Wir haben also die Aussage (m € P) A (m & P), also falsch gefolgert.

(]
7.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie induktiv, daf§ fiir alle £ € N die Gleichung
k
k(k+1)2k+1

n=0
gilt.

2. Zeigen Sie durch einen indirekten Beweis, dafl der Nachfolger eine geraden Zahl
nicht gerade ist.
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8 Relationen und Abbildungen

Seien A, B Mengen.

Definition 8.1 Fine Relation zwischen (den Elementen von) A und B ist eine Teilmenge
des Produktes A x B.

Relationen entsprechen Aussagen iiber Paare von Elementen a € A und b € B. Sei R eine
Relation zwischen A und B und a und b Elemente von A und B. Die iibliche Notation
fiir die dazugehorige Aussage ist a ~g b. Es gilt also a ~g b genau dann, wenn (a,b) € R
ist. Umgekehrt haben wir die Gleichheit von Mengen

R ={(a,b) e AXx B|ar~pgb}.
Hier sind einige Beispiele von Relationen.

1. Die Relation idy := {(z,y) € A x A|x = y} heiit die Identitdt von A. Es gilt
T ~i4, Y genau dann, wenn x = y.

2. Fiir die Relation A x A gilt  ~4x4 y fiir alle Paare z,y € A.

3. Fiir die Relation R := {(n,m) € N x N |3|(m —n)} gilt n ~r m genau dann wenn
n=m mod (3) ist.

4. Auf der Menge der natiirlichen Zahlen haben wir die Nachfolgerrelation
Nachf :={(m,n) e NxN|m=n+1}.
Es gilt m ~ngens 7 genau dann wenn m der Nachfolger von n ist.
5. Auf der Menge der Studenten in diesem Raum haben wir die Relation

s~t:=skennt t .

Wir kommen nun zum Begriff einer Abbildung f von A nach B. In den meisten Féllen ist
es giinstig, sich die Abbildung f als eine Maschine vorzustellen, welche jedem Element a
von A ein wohlbestimmtes Element f(a) von B zuordnet.

Eingabe —— f —— Ausgabe

Eine Abbildung f von N nach N kann zum Beipiel durch einen Term beschrieben werden.

f(n):=n*+n+1, neN.
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Der Anfang der Wertetabelle dieser Abbildung ist

01]2]3|4]5]...
1]3]7]13[21]31]...

Andere Schreibweisen fiir die Erkldarung der Abbildung f sind
f:No>N, f:n—»n’+n+1

oder
Nanén2+n+1€N.

In beiden Formeln wird sowohl deutlich gemacht, dafl f eine Abbildung von N nach N ist
als auch die Beschreibung durch einen Term gegeben.
Nicht gut ist

Die Abbildung f(n) ist n? +n + 1!

Der Name der Abbildung ist f, wéhrend f(n) eine Zahl bezeichnet, die festgelegt ist,
sobald die Symbole f und n erklart sind.
Da es undendlich viele natiirlichen Zahlen gibt, 148t sich eine solche Abbildung nicht
vollsténdig durch die Angabe einer Wertetabelle beschreiben. Fiir Abbildungen aus einer
endlichen Menge heraus geht das aber schon. Zum Beipiel bestimmt die Tabelle
alblc|d
112148
eine Abbildung f von {a,b, ¢, d} nach N vollstindig.
Fiir theoretische Zwecke ist es wichtig, den Begriff einer Abbildung genauer zu verstehen.
Der oben verwendete Begriff einer Maschine ist kein mathematischer, sondern soll nur
die richtige Vorstellung produzieren. Wir werden sehr oft die Menge aller Abbildungen

zwischen zwei Mengen studieren. Dazu miissen wir den Abbildungsbegriff préiziser fassen.
Wir werden Abbildungen mit speziellen Relationen identifizieren.

Definition 8.2 FEine Relation R zwischen den Mengen B und A heifit funktional, wenn
fiir jedes Element a von A genau ein Element b von B mit der Figenschaft (b,a) € R

ezistiert. Fine Abbildung f von A nach B ist eine funktionale Relation zwischen B und
A.

In Formeln kann die Aussage, dal R C B x A funktional ist, so geschrieben werden:
(Vae A e BVYY €B| ((bya) e R)A(((V,a) € R)= (b=1))) .
Eine Abbildung f von A nach B verstehen wir dabei als die Relation der Form

{(b,a) e Bx A|b=f(a)},
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also die Teilmenge der Paare (f(a), a) aus der Wertetabelle von f. Der Wert der Abbildung
auf dem Element a € A ist das eindeutig bestimmte b € B mit (b, a) € f und wir notieren
wie iiblich f(a) := b. Wenn man sich die Abbildung f eher als ein dynamisches Objekt
vorstellt, welches Elemente aus A auf Elemente aus B abbildet, dann bezeichnet man die
Relation oft auch als den Graphen Graph(f) von f.

Die Menge aller Abbildungen von A nach B ist damit durch

{R € P(B x A) | R ist funktional}

beschrieben und wird durch B4 notiert.

Wir notieren hier den Wertebereich eine Abbildung als erste und den Definitionsbereich
als zweite Komponente. In der Literatur wird of die umgekehrte Konvention verwendet.
Unsere hat den Vorteil, dal spéter die Komposition von Relationen und Abbildungen
ohne Vertauschungen auskommt.

Im folgenden diskutieren wir einige weitere Beipiele. Sei A := {z,y, 2z} und B := {u,v}.

Die Relation
Ry = {(u,2), (u,y), (v,2)}

ist funktional, wihrend die Relationen

Ry = {(ua x)? (1), y)}

und
R3 = {(u7 .I‘), (U7 ZE)}

nicht funktional sind. Dies priift man durch Inspektion nach. Im ersten Fall iiberpriift
man anhand der Wertetabelle, daf es fiir jedes Element a aus A genau ein Element b aus
B gibt, so dal a ~p, b gilt. Fiir Ry siecht man, dafl es kein Element in Ry mit dem zweiten
Eintrag z gibt. Bei R3 stellt man fest, dafl es zwei verschiedene Elemente in R3 mit dem
zweiten Eintrag x gibt.

Wir haben eine geometrische Vorstellung von der Menge R x R als Ebene. Deshalb kénnen
wir uns den Graphen einer Abbildung als Teilmenge dieser Ebene vorstellen. In diesen
Zeichnungen ist die horizontale Koordinate die zweite und die vertikale Koordinate die
erste Komponente. Dieses Bild ist ein Graph einer solchen Abbildung:

Diese beiden Bilder sind keine Graphen von Abbildungen
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Hier sind weitere Beispiele funktionaler Relationen.

1. Die Identitdt id4 von A nach A ist eine funktionale Relation. Es gilt ida(a) = a
fiir alle a € A.

2. Sei b ein Element von B. Dann ist betrachten wir die konstante Abbildung const,
von A nach B mit dem Wert b, d.h. die funktionale Relation

consty := {(y,z) € Bx A|y =05} .

3. Eine Folge (a,) von Elementen einer Menge A ist per definitionem eine Abbildung
von N nach A. Wir notieren einfach den Wert dieser Abbildung in der natiirlichen
Zahl n als a,

4. Oft beschreiben wir Abbildungen durch Wertetabellen oder Funktionenterm. Wir

betrachten
fo 011 3
12 8

Diese kann man durch einen Funktionenter
dann so aussehen:

B oo

beschreiben. Im Beipiel wiirde das

f:4{0,1,2,3} = N, f(n):=2".

Beachte, da§ f nur auf {0, 1,2, 3} definiert ist, obwohl der Funktionenterm fiir alle
natiirlichen Zahlen sinnvoll ist. Die Angabe des Definitionsbereichs ist unbedingt
notwendig, um f zu beschreiben.

5. Abbildungen f aus der Menge der natiirlichen Zahlen heraus nach irgendeiner Menge
A werden of rekursiv beschrieben. Man erkldrt zundchst die Werte f(i) fiir alle
natirlichen Zahlen ¢ mit 0 < 7 < 43. Danach beschreibt man fiir alle natiirlichen

34



8.1

9

Zahlen n mit iy < n wie man f(n+ 1) unter der Annahme, daf§ die Werte f(m) fiir
alle natiirlichen Zahlen m mit m < n schon definiert sind, bekommt.

Ein typisches Beipiel ist die Fibonaccifolge (f,). Wir setzen fo := 1 und f; := 1.
Sei nun 2 < n und die Werte f,, fiir alle natiirlichen Zahlen m mit m < n erklért.
Dann setzen wir f,.1 := f, + fu_1. Wir erhalten

fo=0, fi=1, fo=1, f3=2, fu=3, fs=5, fe=8,....

Aufgaben

. Skizziere die Graphen von idg und const, : R — R.

Skizziere den Graphen von f: [0,1]U [2,3] = R, f(x) := 2 — .

Finde eine rekursive Definition der Folge (@)

Eigenschaften von Abbildungen

Die folgende Definition prézisiert nun die grundlegenden Eigenschaften von Abbildungen.

Definition 9.1 Sei f eine Abbildung von A nach B.

1.

.

f heifst injektiv, wenn fir je zwei Elemente x,z" von A aus f(x) = f(2') die Aussage
x =1 folgt.

f heifit surjektiv, wenn fir jedes Element y von B ein Element x von A mit f(x) =y
existiert.

3. f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

In folgendem schematischen Bild ist die Abbildung 1. weder injektiv noch surjektiv, 2.
bijektiv, 3. injektiv und 4. surjektiv.

1 2
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Bijektionen sind invertierbare Abbildungen. Wir beginnen zunéchst mit einigen theoreti-
schen Vorbetrachtungen.

Definition 9.2 Fiir eine Relation R C A X B definieren wir die inverse Relation durch
R':={(y,z) € Bx Al (z,y) € R} .

Das Inverse einer Relation R C R x R erhélt man durch Spiegeln an der Diagonalen.

Sei f: A — B eine funktionale Relation zwischen B und A.

Lemma 9.3 Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
1. Ist f bijektiv.
2. f~1 st funktional.
Proof. Ubungsaufgabe ! O

Seien f : A — B eine Abbildung und U C A, V' C B Teilmengen.
Definition 9.4 Die Einschrinkung von f auf U ist die (funktionale!) Relation
f|U =fﬂ(B X U) 5
Wir setzen
f(U)={beB}|[(FacU|fla)=0)}.
und
fIV):={a€ Al fla) e V}.
Insbesondere ist
Bild(f) = f(B)
das Bild von f

Seien A, B ein Mengen und U, V' disjunkte Teilmengen von A so dal A = UUV gilt. Seien
weiter Abbildungen f: U — B und g : V — B gegeben.

Lemma 9.5 Es gibt genau eine Abbildung h : A — B mit hy = f und hyy = g. Wenn
F(U)Ug(V) = B ist, dann ist h surjektiv. Wenn f und g injektiv sind und f(U)Ng(V) =0
qilt, dann ist h injektiv.

Proof. Ubungsaufgabe.
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9.1 Aufgaben

1. Beweis von Lemma [0.3]
2. Uberpriife folgende Abbildungen auf Injektivitét und Surjektivitiit.

(a) add.: N — N, add.(n) := n + c fiir ein festes ¢ € N.
(b) mult, : N — N, mult.(n) := cn fir ein festes ¢ € N.

)
)
(¢) f:Z — N, f(n) :=n>
(d) f:N—=Z, f(n) ::{

n ist gerade

n
o
L= n ist ungerade

T2

3. Beschreibe die inverse Abbildung von Q > z +— 3x — 1 € Q explizit.

4. Seien f: A — B eine Abbildung und V, V'’ Teilmengen von B. Zeige die Relationen
VAV =1 V)N V).

5. Seien f : A — B eine Abbildung und U, U’ Teilmengen von A. Zeige die Relati-
on f(UNU") C f(U)N f~YU"). Zeige durch ein Beispiel, dal diese Inklusion im
allgemeinen echt ist.

6. Zeige Lemma [9.5

10 Komposition

In diesem Abschnitt formalisieren wir die Prozedur der Hintereinanderausfithrung von
Abbildungen. Wir diskutieren dies zunéchst auf der Ebene von Relationen. Sei R eine
Relation zwischen A und B und S eine Relation zwischen B und C'.

Definition 10.1 Wir definieren die Komposition der Relationen R und S durch
Ro S :={(a,c) € Ax C| Es gibt ein Element b in B mit (a,b) € R und (b,c) € S)} .
In Formeln
Ro S :={(a,c) e AxC| (e B|((a,b) € R) A ((b,c) €9))} .

Im folgenden Lemma bezeiche T eine dritte Relation zwischen C' und D.
Lemma 10.2 1. Es gilt (RoS)oT =Ro(SoT)

2. (RoS)'=8"1oR™!

3. Sind R und S funktional, so auch Ro S.

4. Sind R und R™' funktional, dann gilt R~' o R = idp.
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5. Es gilt (R7')™' = R.
Proof.

1. Wir zeigen, dal Ro(SoT) C (RoS)oT gilt. Der Beweis der umgekehrten Inklusion
ist dhnlich. Sei also (a,d) € Ro (S oT). Dann gibt es ein Element b in B mit
(a,b) € Rund (b,d) € SoT. Damit gibt es weiter ein Element ¢ in C mit (b,c) € S
und (¢,d) € T. Dann ist aber (a,c) € Ro S und folglich (a,d) € (Ro S)oT.

2. Ubungsaufgabe.
3. Ubungsaufgabe.
4. Ubungsaufgabe
5. Klar.

O

Wir benutzen den Teil 3. von Lemma um die Komposition von Abbildungen zu
definieren. Sei f eine Abbildung von A nach B und g eine Abbildung von B nach C.

Definition 10.3 Die Komposition der Abbildungen g o f von A nach C' ist durch die
Komposition der Relationen definiert.

Der Wert von g o f auf dem Element a von A ist g(f(a)).

Ausgabe
— 8

g(f(x)) f(x)

Eingabe Ausgabe f Eingabe

e

Lemma 10.4 Seien f eine Abbildung von A nach B. Dann ist f eine Bijektion genau
dann, wenn es eine Abbildung g von B nach A gibt, so daff go f = id4 und f o g = idp
qgilt.

Proof. Ubungsaufgabe. O
Die Abbildung g heifit die inverse Abbildung von f.

Lemma 10.5 Ist f eine Bijektion, dann ist die inverse Abbildung von f eindeutig be-
stimmt und durch f~' gegeben.

Proof. Ubungsaufgabe. O
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1. Weiter oben hatten wir fiir jede Menge A eine Bijektion zwischen der Potenzmenge
P(A) von A und der Menge {wahr, falsch}? der Aussagen iiber Elemente von A
durch

U~ (aeU), UeP(A) (6)
beschrieben. Die inverse Abbildung von {wahr, falsch}* nach P(A) ist durch
P—{ac A|P(a)}, P e {wahr, falsch}"
gegeben.

2. Sei A eine Menge. Dann haben wir eine Bijektion von A2 nach A x A, welche
durch

o+ (4(1),6(2), ¢ €AY

gegeben wird. Dies priift man wieder am einfachsten durch die Angabe der inversen
Bijektion von A x A nach A2}

(a,b) —

Q| =

Z, (a,b) € Ax A

nach. Wir priifen durch Einsetzen der Definitionen nach, dal diese beiden Abbil-
dungen invers zueinander sind.

Seien A, B,C, D Mengen und g : C'— D und h : A — B Abbildungen.
Definition 10.6 Wir definieren die Abbildungen
g :CP = DP, firgof

und
*:CPC*, f— foh.

Lemma 10.7 Es gelten folgende Aussagen:

1. (g ist injektiv ) = (g« ist injektiv)
2. (g ist surjektiv ) = (g« ist surjektiv)
3. (h ist surjektiv ) = (h* ist injektiv )
4. (h ist injektiv ) = (h* ist surjektiv )
Proof. Ubungsaufgabe. Teil 2. braucht im Allgemeinen das Auswahlaxiom. O
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10.1 Aufgaben

1. Beweis von Lemma [10.2

2. Seien zum Beispiel g von {0, 1, 2} nach {a, b, ¢, d} und f von {u, v, w, z} nach {0, 1,2}

durch
012 P ulv|lw|zx
9="aTb b T 0l0[1]2
gegeben. Bestimmen Sie g o f explizit.
3. Beweis von Lemma [10.4

4. Beweis von Lemma [10.5]

5. Seien f,g:Z — Z durch f(n):=n(n+ 1) und g(n) := 2n — 1 gegeben. Beschreibe
die Abbildungen ¢* f und g, f von Z nach Z durch Abbildungsterme.

6. Seien f : A — B, g: B — C und h : C — D Abbildungen. Uberpriife die Relationen
(go f) h=f(gh) und (ho g).f = h.(g.f).

11 Uber die Anzahl der Elemente von Mengen

Ab sofort werden wir folgende sprachliche Vereinfachungen verwenden, durch welche die
die optische Lesbarkeit ldngerer mathematischer Texte hoffentlich verbessert. Statt
sei a ein Element von A
schreiben wir
.seia€ A....
In dieser Kurzform wird das Symbol a eingefiihrt, wobei das Symbol A vorher festgelegt
sein muf} und festgelegt, dafl die Aussage a € A wahr ist.
Diese Formulierung ist deutlich von dem Ausdruck der Behauptung zu trennen, dafl ein
vorher schon mit a bezeichnetes Objekt ein Element von A ist. Letztere wiirde man
némlich in der Form
esgiltae A
notieren.
Statt
. eine Abbildung f von A nach B

schreiben wir

eine Abbildung f: A — B.
Hiermit geben wir dem Symbol f seine Bedeutung und machen auf optisch iibersichtliche
Weise deutlich, welche Mengen der Definitions- und Bildbereich der Abbildung f sind.
Die Symbole A und B miissen vorher erklédrt worden sein.
Statt

sei U eine Teilmenge von A
schreiben wir
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sei U C A.
Hier wird das Symbol U festgelegt, wobei wiederum das Symbol A vorher erklart worden
sein muf.
Wir betrachten den folgenden Begriff welcher die Vorstellung formalisiert, dafl zwei Men-
gen die gleiche Anzahl von Elementen haben.

Definition 11.1 Zwei Mengen A und B heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung A — B gibt.

1. Die Mengen A := {a,b,c¢,d} und B := {0, 1,2, 3} sind gleichméchtig. Eine Bijektion
ist zum Beispiel durch die Abbildung mit der Wertetabelle

b d
1 3

| O

a
0
gegeben.

2. Die Mengen A :={a,b,c,d} und B :={0,1,2,3,4,5} sind nicht gleichméchtig. Um
das zu sehen, mufl man zeigen, daf keine Bijektion zwischen A und B existiert. Dazu
miifite man sich im Prinzip eine Liste aller 4096 Abbildungen B — A hinschreiben
und fiir jede einzelne nachpriifen, ob sie eine Bijektion ist. Fiir grofe Mengen ist
das unpraktisch. Wir haben ja sofort gesehen, dafl die Mengen verschieden viele
Elemente haben und es deshalb keine Bijektion zwischen ihnen geben kann.

Die folgende Diskussion dient dazu, diese Einsicht zu formalisieren. Wir fithren den Begriff
der Anzahl der Elemente eine Menge ein. Die Bestimmung der Anzahl der Elemente
wird auf die Konstruktion eine Bijektion mit einer Vergleichsmenge zuriickgefiihrt. In der
Praxis ist es viel einfacher, Bijektionen anzugeben, als deren Nichtexistenz nachzuweisen.
Gleichméchtige Mengen haben dieselbe Anzahl von Elementen.

Sei A eine Menge von Mengen (zur Warnung siehe[£.2)). Dann kénnen wir Gleichméchtigkeit
als eine Relation auf A betrachten:

R:={(X,Y) € Ax A| X ist gleichméchtig zu Y} .

In zeigen wir, dafl “Gleichméchtigkeit” eine Aquivalenzrelation ist.

Wir diskutieren nun den Begriff der Anzahl genauer. Wir unterscheiden zunéchst endliche
und unendliche Mengen. Die Idee fiir die Unterscheidung dieser beiden Félle besteht darin,
daB man aus einer unendlichen Menge Elemente entfernen kann, ohne die Anzahl zu
verdndern, was sicher bei endlichen Mengen nicht geht, siehe Lemma [T1.5]

Definition 11.2 Fine Menge heifst unendlich, wenn sie gleichmdchtig zu einer echten
Teilmenge von sich selbst ist. Eine Menge ist endlich, wenn sie nicht unendlich ist.

Wir schreiben diese Definition noch einmal als Formel, um den versteckten Existenzquan-
tor hervorzuheben.

(Die Menge A ist unendlich.) := (3B € P(A)|((B # A)A(B und A sind gleichméchtig))) .
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1. Ein typisches Beispiel einer unendlichen Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen
N. Um das zu sehen betrachten wir die echte Teilmenge N’ := {n € N|jn > 1} und
definieren die Bijektion f : N — N durch f(n) :=n — 1.

2. Man kann die Bedingung fiir die Unendlichkeit einer Menge wie folgt umformulieren:

Lemma 11.3 FEine Menge A ist genau dann unendlich, wenn es eine injektive, aber
nicht surjektive Abbildung A — A g¢ibt.

Proof. In der Tat sind namlich A und f(A) gleichméchtig und es gilt die echte
Inklusion: f(A) C A. O

3. Lemma 11.4 Enthdlt eine Menge eine unendliche Teilmenge, dann ist sie selbst
unendlich.

Proof. Seien B eine Menge und A C B. Wir nehmen an, dafl §4 = oo gilt. Dann
gibt es eine echte Teilmenge A’ C A und eine Bijektion f : A" — A. Wir zerlegen
B in die disjunkten Teilmengen A und B\ A und sehen, dafl B’ := (B\ A) U A’
eine echte Teilmenge von B ist. Wir definieren eine Bijektion g : B" — B durch
giB\A = idp\4 und gja := f. Damit enthélt B die echte, zu B gleichméchtige Teil-
menge B’. Folglich gilt B = oo. O

4. Es folgt, dafl die Mengen Z, Q, R und C unendlich sind, da sie jeweils N enthalten.

Lemma 11.5 Sei A eine unendliche Menge und a € A. Dann ist A" .= A\ {a} auch
unendlich.

Proof. Da A unendlich ist, gibt es eine echte Teilmenge B C A und eine Bijektion
f: B — A. Wir unterscheiden drei Fille:

1. Wenn a € Bist und f(a) = a gilt, dann ist B\ {a} eine echte Teilmenge von A\ {a}
und fip\fa} : B\ {a} = A\ {a} eine Bijektion.

2. Seia € Bund f(a) # a. Dann existiert ein b € B mit f(b) = a. Wir definieren eine
neue Bijektion f : B — A durch fig\ap) := f und f(a) := a und f(b) := f(a). Dies
produziert die Situation 1.

3. Sei a ¢ B. Dann existiert ein b € B mit f(b) = a. Die Menge B \ {b} ist eine echte
Teilmenge von A\ {a} und f: B\ {b} — A\ {a} ist eine Bijektion.

Es stimmt nicht, dal je zwei unendliche Mengen gleichméchtig sind. Vielmehr gibt es
verschiedene Stufen der Unendlichkeit. Wir demonstrieren dies an folgendem Beispiel.
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Lemma 11.6 Sei A eine Menge. Dann sind A und P(A) nicht gleichmdchtig. Es existiert
keine Surjektion A — P(A).

Proof. Die zweite Aussage ist starker. Wir beweisen sie indirekt und nehmen die Existenz
einer Surjektion f: A — P(A) an. Wir bilden @ :={b € A|b ¢ f(b)}. Dann existiert ein
a € Amit Q = f(a).

1. Wenn a € @ gilt, dann gilt a € f(a) und a ¢ f(a). Dieser Fall ist also ausgeschlossen.

2. Wenn a ¢ @ gilt, dann ist a ¢ f(a) und a € f(a). Dieser Fall ist also auch ausge-
schlossen.

Widerspruch. O

Die Mengen
N, PN), P(PN)),

sind also alle unendlich, aber paarweise nicht gleichméchtig.

Definition 11.7 FEine Menge heif§t abzihlbar unendlich, wenn sie gleichmdchtig zu N ist.
Fine nicht abzihlbare unendliche Menge heifst iiberabzihlbar.

Die Menge P(N) ist also iiberabzihlbar.

Hier ist ein Kriterium, mit welchem man die Abzahlbarkeit einer Menge einsehen kann.

Lemma 11.8 Sei A eine unendliche Menge welche eine surjektive Abbildung f: N — A
zuldfSt. Dann ist A abzdhlbar unendlich.

Proof. Wir konstruieren eine Bijektion g : N — A rekursiv wie folgt. Wir betrachten die
Teilmengen < n >:= {0,...,n} von N und benutzen, dafl diese Mengen endlich sind.

Wir setzen ¢(0) := f(0).

Sei nun n € N, n > 1 und g auf < n — 1 > schon konstruiert und injektiv. Da A
nicht endlich ist, ist A\ g(< n — 1 >) nicht leer. Da f surjektiv ist, ist die Teilmenge
YA\ g(< n—1>) von N nicht leer. Sei 4,, das minimale Element dieser Teilmenge.
Wir setzen g auf < n > fort durch g(n) := f(i,). Diese Fortsetzung ist wieder injektiv.

Wir erhalten eine Abbildung g : N — A. Man kann sich davon iiberzeigen, daf diese
Abbildung eine Bijektion ist. Wir iiberlassen das Argument als Ubungsaufgabe. O

Wir kommen nun zum Anzahlbegriff fiir endliche Mengen. Die Anzahl einer endlichen
Menge A soll eine natiirliche Zahl sein, die wir in der Form §A notieren. Um diese Zahl
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zu beschreiben, definieren jetzt eine Folge von Vergleichsmengen (A,,) in der folgenden

rekursiven Weise. Wir setzen
AO = @ .

Sei nun n € N und 0 < n. Unter der Annahme, dafl wir die Mengen A,, fir alle m € N
mit 0 < m < n schon konstruiert haben, setzen wir

An o= An—l L {An—l} :

Wir miissen hier genau zwischen der Menge A,,_; und der Menge {A,,_1}, deren einziges
Element A,,_; ist, unterscheiden. Also erhalten wir

A= {Q} , Ay = {®7 {®}} , Az= {(ba {@}’ {@, {(b}}} pooo

und so weiter. Nach dem Induktionsprinzip verfiigen wir damit iiber wohlbestimmte Men-
gen A, fiir alle natiirlichen Zahlen n. Nach Konstruktion gilt fiir allen € Ndal A, C A,.1.
Diese Inklusionen sind echt, da etwa A, € A, gilt, nicht aber A, € A,,.

Um die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge als natiirliche Zahl definieren zu
kénnen, miissen wir uns von der Wahrheit folgender Aussagen iiberzeugen.

Proposition 11.9 1. Fiir jedes n € N ist die Menge A,, endlich.

2. Wenn fiir zwei natiirliche Zahlen n und m die Mengen A, und A,, gleichmdchtig
sind, dann gilt n = m.

3. Ist A eine endliche Menge, dann existiert ein eindeutig bestimmtes n € N so daff A
zu A, gleichmdchtiq ist.

Proof.

1. Wir zeigen zunéchst durch einen Widerspruchsbeweis, dal die Mengen A, fiir alle
n € N endlich sind. Die Menge Aq ist leer, hat also keine echte Teilmenge und
ist damit endlich. Wenn nicht alle A, endlich sind, dann gibt es ein minimales
n € N derart, dafl A, unendlich ist. Wir wissen schon, dal 0 < n gilt. Wegen
A, 1= A, \ {A,_1} wiire nach Lemma auch A,_; unendlich. Widerspruch!

2. Seien n,m € N und m < n. Wir zeigen nun wiederum indirekt, daf} A,, und A,
nicht gleichméchtig sind. In der Tat, gidbe es eine Bijektion A, — A,, dann wére
die Komposition dieser Abbildung mit der Einbettung A,, — A,, injektiv und nicht
surjektiv. Damit wére aber A, nach Lemma unendlich.

Das hatten wir schon ausgeschlossen.

3. Sei nun A eine endliche Menge. Wir konstruieren rekursiv injektive Abbildungen
fot Ap — A

Die kanonische Abbildung fy : Ag — A ist injektiv.
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Sei nun n € N und f,, fiir alle m € N mit m < n schon definiert. Entweder ist
fn Ay — A bijektiv, oder es gibt ein Element a € A, welches nicht im Bild von f,
liegt. Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten definieren wir die injektive Abbildung
fos1 + Ans1 — A durch Fortsetzung von f,, vermoge f,11({A,}) := a. Wenn die
Konstruktion nicht abbricht, dann erhalten wir eine injektive Abbildung g : N — A
durch g(n) := fo41({A,}). Dann wire A aber unendlich nach Lemma [11.4 Also
muf} die Konstruktion abbrechen. Also erhalten wir eine Bijektion f : A, — A fiir
irgend eine natiirlich Zahl n. Es kann dann aber keine weitere von n verschiedene
natiirlich Zahl m mit einer Bijektion A,, — A geben, weil sonst auch A, und A,,
gleichméchtig wéren.

O

Damit 148t die Anzahl fiir endliche Mengen durch Vergleich mit den Mengen A, erkléren.

Definition 11.10 Sei A eine endliche Menge. Wir definieren die Anzahl der Elemen-
te #A als die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft dafi A zu A,
gleichmdchtig ist.

Lemma 11.11 FEs gilt
#{0,...,n}=n+1.

Proof. 'Wir definieren eine Bijektion
{0,...,n}2i— A, € Apyq .

O

Die Rechenoperationen mit natiirlichen Zahlen vertragen sich mit mengentheoretischen
Operationen wie folgt.

Proposition 11.12 Seien A und B endliche Mengen. Dann gelten folgende Aussagen:
1. (AU B) =4A+§B.
2. (A x B) =tA-{B.

3. B4 = B,
4. {P(A) = 2%,
Proof.

1. Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach der Anzahl der Elemente von B. Sei n :=

4A.
Wenn §B = 0 ist, dann ist B = () und die Behauptung klar.
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Sei m € N und die Formel fiir alle Mengen B mit §B < m schon bewiesen. Wir
nehmen nun an, dal B = m + 1 gilt. Dann existiert eine Bijektion g : A,,11 — B.
Wir setzen B’ := ¢g(A,,). Dann ist B’ = m und nach Induktionsvoraussetzung
existiert eine Bijektion f : A,,, — AU B’. Wir setzen f zu einer Bijektion h :
Apimi1 — AU B fort, indem wir f({A,1m}) = g({An}) setzen.

. Wir fiithren wieder eine Induktion nach der Anzahl der Elemente von B durch.
Wenn §B € {0, 1} ist, dann ist die Aussage klar.

Sein nun n € N und die Formel fiir alle Mengen B mit §B8 < n schon bewiesen. Wir
nehmen nun an, dafi B = n + 1. Wir kénnen ein Element b € B wéhlen und setzen
B’ := B\{b}. Dann gilt B’ = n und es gibt eine Bijektion Ax B — Ax B'LUA X {b}.
Mit 1. und der Induktionsvoraussetzung

f(Ax B)=#(Ax B)+#(Ax {b}) =4A-tB'+ fA=4A-(4B'+1) = tA - 1B .
. Wir fiihren eine Induktion nach der Anzahl der Elemente von A durch.

Wenn §A = 1 ist, dann ist 34 = #B, da eine Abbildung A — B durch die Angabe
des Wertes auf dem einzigen Element von A genau bestimmt ist.

Sei nun n € N und die Formel fiir alle Mengen A mit §A < n schon bewiesen. Wir
nehmen nun an, dal fA = n + 1 ist. Wir konnen ein Element a € A wéhlen und
setzen A’ := A\ {a}. Fiir jedes b € B definieren wir die Teilmenge

Xy = {f € B| f(a) = b} .
Wenn b, € B und b # b, dann gilt X; N X = 0. Andererseits gilt

B2 | |{f e B"| f(a)=1b}.

beB

Fiir jedes b € B haben eine Bijektion

X, — B, fr fla .
Damit gilt nach Induktionsvoraussetzung

#B* = §BY(B*) = {B§B*" = B¢+ = 4B .

. Wir hatten schon eine Bijektion @

P(A) — {wahr, falsch}*
konstruiert. Da f{wahr, falsch} = 2 gilt, folgt aus 3., daB

iP(4) = 2t

gilt.

46



11.1

12

Aufgaben

Seien A und B nicht-leere Mengen. Zeigen Sie, dafl A x B und AP unendlich sind,
sobald eine der Mengen A oder B unendlich ist und im zweiten Fall A mindestens
zwei Elemente hat.

Sei A eine unendliche Menge. Zeigen Sie, dafl es dann eine injektive Abbildung
N — A gibt.

Kombinatorische Formeln

Sei wieder A eine endliche Menge und n € N. Wir interessieren uns nun fiir folgende
Grofen:

1.

t{f : A, — A| f is injektiv} - Anzahl der geordneten Teilmengen von A mit n
Elementen

#{f : A, — A| f is bijektiv} - Anzahl der Ordnungen von A
t{X € P(A) | tX = n} - Anzahl der Teilmengen von A mit n Elementen

. Wir identifizieren A9 mit der Menge der Kugeln einer bekannten Lotterie. Dann ist

t{f : As = Aso | f is injektiv}

die Menge der moglichen Ziehungen (mit Reihenfolge) im Spiel 6 aus 49. Wir miissen
Injektivitét verlangen, da keine Kugel zweimal gezogen werden kann. Im realen Spiel
kommt es auf die Reihenfolge nicht an. Die Zahl

1
#H{X € P(Ayp) | 41X = 6}

ist also die Wahrscheinlichkeit eines Sechsers.

Wir definieren die Abbildung !(...) : N — N (lies n! :=!(n) als n-Fakultét) durch

n

Verabredungsgemafl hat ein leeres Produkt den Wert 1, also gilt 0! = 1.

Lemma 12.1 Flir eine endliche Menge A und n € N gilt

HF Ay — Al f is injektiv} = $A((BA) — 1) ... ((BA) —n+1) =
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Proof. Wir beweisen induktiv.
Wir betrachten zunéchst den Fall n = 0: Es gilt

(84)!

ﬁ{f:A0—>A|fisinjektiv}:1:m,

In der Tat gilt
A’ .= {R C A x 0| R ist funktional} = {0} .

Sei jetzt n € N, n > 0. Wir nehmen an, daf fiir alle m € N mit m < n die Formel

(#4)!
((#4) —m)!

schon gezeigt ist. Fiir jedes injektive g : A,_1 — A setzen wir

t{f: Ay — A| f is injektiv} =

Ay =A{f: A, — A| [ is injektiv und fia, , = g} .
Fiir g,9' € {g: An1 — A| g is injektiv} mit g # ¢’ gilt A, N Ay = 0. Weiter gilt
{f:A, = A| f is injektiv} = | | A, .
{g:An—1—A| g is injektiv}

Wir iiberzeugen uns nun, dafl

fAy = (#4) — (n = 1)

ist. In der Tat gibt es (fA) — (n — 1)-viele Moglichkeiten, den Wert f(A,,—1) in A\ g(A,—1)
festzulegen. Beachten hier den Unterschied: g(A,_1) ist das Bild von g, also eine Teilmenge
von A, wiahrend f(A,_1) der Wert von f auf dem Element A,_; € A, ist, also ein Element
von A. Es gilt

(84)! _ @A)

ﬁ{f:An—>A|fisinjektiv}:((ﬁA)—(n—l))((ﬁA)_(n_l))! ROOED

Corollary 12.2 Sei A endlich. Die Anzahl der bijektiven Abbildungen A — A ist dann
durch ($A)! gegeben.

Proof. Man setze A := A, in[12.1] O

Fiir die Formulierung der Losung des dritten Problems fithren wir die Binomialkoeffizien-
ten ein.
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Definition 12.3 Fir natirliche Zahlen m,n mit m < n definieren wir

Qe

Lemma 12.4 Flir eine endliche Menge A und n € N gilt

n

HX € P(A) | £X = n} = (M) .

Proof. Ist X € P(A) und X = n, dann existiert eine Bijektion f : A, — X. Jede andere
solche Bijektion kann man als f o ¢ fiir eine eindeutig bestimmte Bijektion ¢ : 4, — A,
schreiben. Die Anzahl der Bijektionen von A, nach X ist also gleich der Anzahl der
Bijektionen von A, nach A, also gleich n! nach Korollar [12.2]
Damit ist

n! H{X € P(A) |4X =n} =t{f: A, — A| f is injektiv}

und

e (YF

1. Die Wahrscheinlichkeit eines Sechsers im Spiel 6 aus 49 ist also

I
(¥) 13983816

Wir fiithren die Abkiirzung
Fo(A) = H{X € P(A) [ X = n}

ein und betrachten den Term

1A
Ta(z) =Y  Fi(A)z" .

Der Term T4(z) wird auch als die erzeugende Funktion der Zahlen Fy(A), k =0,...,44
genannt.

Lemma 12.5 Es gilt
Ta(z) = (1+z)* . (8)
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Proof. Wir fithren einen Induktionsbeweis.
Der Induktionsanfang ist der Fall n = 1. Wenn A4 = 1 ist, dann gilt F(z) =1+ =.
Wir nehmen nun an, dafl n € N und die Formel (8] unter Annahme $A < n schon bewiesen
i?\gi.r nehmen nun an, dafl 14 = n gilt. Sei a € A und A" := A\ {a}. Wir zerlegen weiter
{X eP(AIEX =n} Z2{X € P(A)|(tX =n)A(a € X)}H{X € P(A)|BX =n)A(a & X)} .
Wir haben Bijektionen

{XePA|tX=nhaeX} > {XePA)|tX=n—-1}, X+ X\ {a},

und
{(XePA|tX=nhag X} > {XePA)|tX=n}, X—X.

Wir schlieflen, dafl
F,(A) = F,(A") + F,_1(A4")

gilt. Daraus folgt in direkter Rechnung, dafl
(14 2)Tar(x) = Ta(z)
gilt. Also gilt nach Induktionsvoraussetzung

Ta(z) = (1+z)1+2)" =1 +2)".

Wir haben damit gezeigt:

Corollary 12.6 1.
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12.1 Aufgaben

1. Zeige die binomische Formel

(x+y)" = (Z) T
k=0

2. Seien A eine endliche Menge und m,n € N. Finde eine Formel fiir

f(n,m) := Ij{(X,Y) EPA?|(XNY =0)AHX =n)A{HY = m)} )

3. Sei (f,) die Fibonacci Folge in N, welche rekursiv durch

for=0, fi=1, foro:=fapi+/fn
gegeben ist. Wir bilden die erzeugende Funktion

k

Fi(x) := anx" :

Zeigen Sie, daf fiir alle £ € N die Gleichung
Frio(x) = 2+ 2Fpy1(z) + 22 F(z)

gilt.

13 Aquivalenzrelationen und Klassen

Aquivalenzrelationen formalisieren die Vorstellung, Elemente einer Menge nach bestimm-

ten Eigenschaften gruppieren zu kénnen.

1. Sei A eine Menge. Dann kénnen wir die Elemente von P(A) nach Threr Méchtigkeit

zusammenfassen.

2. Die Menge der Studenten in diesem Raum konnte nach der Zugehérigkeit zu Ubungsgruppen

unterteilt werden.

3. Die Menge Z kann in Teilmengen zerlegt werden, die durch den Rest bei der Division

durch 3 unterschieden werden.

Definition 13.1 Eine Relation R auf einer Menge A ist eine Aquivalenzrelation, wenn

folgende FEigenschaften erfillt sind:
1. Reflexivitit: idy C R

2. Symmetrie: R™' = R
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3. Transitivitit: Ro R C R
Hier sind einige Beispiele fiir Aquivalenzrelationen.

1. Sei A eine Menge. Dann sind Ax A und id, die maximale und minimale Aquivalenzrelation
auf A.

2. Lemma 13.2 Sei A eine Menge. Die Gleichmichtigkeitsrelation R C P(A) x P(A)
ist eine Aquivalenzrelation.

Proof. Ubungsaufgabe. O

3. Lemma 13.3 Die Relation {(m,n) € ZxZ|(3|(m—n))} ist eine Aquivalenzrelation
auf 7.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Sei A eine Menge und R C A x A eine Aquivalenzrelation auf A.

Definition 13.4 Eine Aquivalenzklasse (bez. R) in A ist eine Teilmenge X C A mit der
FEigenschaft

1. X #0
2. Fiir je zwei Elemente x,y € X gilt (x,y) € R.
3. Ausa € A, x € X und (a,z) € R folgt a € X.

Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann kann man A als eine disjunkte Vereinigung
von Aquivalenzklassen schreiben. Genauer gilt:

Lemma 13.5 1. Sind X, Y C A Aquivalenzklassen, dann gilt entweder X =Y oder
Xny =40.

2. FEs qilt

S
12

| | X .

{X € P(A) | X ist Aquivalenzklasse}

Proof.

1. Aus X NY = () folgt X # Y. Sein nun X NY # (). Wir wihlen dann ein Element
z € XNY. Fir jedes x € X gilt wegen z € X dafl (x,z) € R. Dann gilt aber wegen
z € Y auch x € Y. Das zeigt die Inklusion X C Y. Analog zeigt man, da§ Y C X
gilt. Insgesamt schlieBen wir, dal aus X NY # () die Gleichheit X =Y folgt.
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2. Wir miissen nur noch zeigen, da8 jedes a € A in einer Aquivalenzklasse enthalten
ist. Wir definieren die Teilmenge von A

la] :={r € Ala~pgx}

und zeigen, daB dies eine Aquivalenzklasse ist. In der Tat ist a € [a] und damit
[a] # 0. Weiter folgt aus z,y € [a] daB x ~g a Aa ~g y und damit © ~p y gilt.
SchlieBlich, wenn fiir y € A die Relation y ~g « fiir ein x € [a] gilt, dann auch
y ~p a und damit y € [a].

O

Definition 13.6 Mit A/ ~p bezeichen wir die Menge der Aquivalenzklassen.

Die Menge A/ ~pg ist also eine Teilmenge der Potenzmenge von A. Wir haben eine kano-
nische Abbildung p : A — A/ ~p, welche jedes Element a € A auf seine Aquivalenzklass
[a] abbildet.

Hier sind einige Beispiele

1. Sei A eine Menge. Die Identitit idy ist eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir jedes
a€ Agilt [a] ={a} und p: A — A/ ~iq4, ist eine Bijektion.

2. Sei A eine Menge. Durch R := Ax A wird eine Aquivalenzrelation auf A beschrieben.
Fiir jedes a € A gilt [a] = A.

3. Sei r € N. Wir definieren die Relation R auf Z durch
R:={(n,m) € ZxZ|r teilt m —n} .
Im Fall r =3ist [5] ={...,—4,—1,2,5,8,11,... }. Diese Relation wird of auch mit
n=m modr

notiert und man schreibt
7] ~p=7/rZ .

4. Sei A die Menge der Karten eines Skatblattes. Wir betrachten die Relationen

(a) gleiche Zahl: Z
(b) gleiche Farbe (also Karo, Herz, Pique, Kreuz) : F'

auf A. Dann gilt §(A/ ~z) = 8 und #(A/ ~r) = 4.
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5. Sei S die Menge der Studenten in diesem Raum und R die Relation
s ~pt. = {s und t sind in der gleichen Ubungsgruppe} .
Dann ist S/ ~p die Menge der Ubungsgruppen.

Sei A eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A. Wir werden oft mir dem Problem
konfrontiert werden, eine Abbildung

A/ ~r— B

fiir eine weitere Menge B zu konstruieren. Dazu werden oft zunéchst eine Abbildung
F : A — B betrachten und aus dieser die Abbildung f durch Auswertung auf Vertretern
gewinnen:

A

N

A/ ~g s B
Wir sagen auch, da§ F' iiber die Projektion A — A/ ~p faktorisiert.

Betrachten wir als Beispiel unser Skatblatt A und die Relation
R = gleiche Farbe aus {Karo, Herz, Pique, Kreuz} .
Wir fragen uns nun, ob man eine Abbildung
f A/ ~gp— {rot, schwarz}

definieren kann, welche jeder Karte ihre (physikalische) Farbe zuordnet. Wir kénnen
sicherlich jeder Karte eine solche Farbe zuordnen. Dies sei die Abbildung F' : S —
{rot, schwarz}.

Sei nun Karo etwa die Aquivalenzklasse der Karokarten. Dann withlen wir eine Karokarte
aus, z.B. 7 — Karo. Wir sehen, dafl diese Karte rot ist und setzen

f(Karo) := F(7T— Karo) .

Diese Konstruktion funktioniert, da wir auch jede andere Karokarte hatten wéhlen konnen,
z.B. den Karo Buben. Der wire auch rot gewesen.
Wir kommen nun wieder auf den allgemeinen Fall zuriick. Wir nehmen an, dafl wir eine
Abbildung F' : A — B gegeben haben. Sei nun X € A/ ~p, dann wéhlen wir einen
Vertreter a € X und versuchen f(X) := F(a) zu setzen. Wir werden die Definition von f
oft in der Form

f(la]) == F(a)
notieren. Um einzusehen, daf§ wir auf diese Weise eine Abbildung A/ ~r— B konstru-
ieren, miissen wir zeigen, dafl der Wert F'(a) unabhéngig von der Wahl des Vertreters
a € X ist. In diesem Fall sagen wir, da} f wohldefiniert sei.

Wenn wir in unserem Skatbeispiel die Relation Z betrachten und dann versuchen die
Farbe einer Aquivalenzklasse durch f([a]z) := F(a) zu definieren, dann wére f nicht
wohldefiniert.
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13.1 Aufgaben
1. Was ist falsch?

Proposition 13.7 Sei R eine symmetrische und transitive Relation auf einer Men-
ge A. Dann ist R reflexiv.

Proof. In der Tat, sei a € A. Wir miissen zeigen, daf§ dann (a,a) € R gilt. Wir
wéhlen zunédchst ein b € A mit (a,b) € R. Da R symmetrisch ist, gilt dann auch
(b,a) € R. Aus (a,b) € R und (b,a) € R folgt nun wegen der Transitivitéit von R,
daB (a,a) € R gilt.

2. Welches sind Aquivalenzrelationen auf N:

(a) Die Nachfolgerrelation Nachf := {(n,m) € Nx N |m =n+ 1}.
(b) Die Ordnungsrelation <.
(c) Die Relation

n ~ m := (n und m enden auf der gleichen Ziffer (in der Dezimaldarstellung)) .
(@) (m~m) = (g:9T(m,m) = 1).
(e) (m~mn):=(2|(n* —m?).
3. Zeigen Sie [13.3]
4. Welche der Abbildungen sind wohldefiniert:

(a) Z/5Z > [n] + [n?® — bn] € Z/25Z.
(b) Z/5Z > [n] — (2|n) € {wahr, falsch}.
(¢) Z/5Z > [n] — (5|n) € {wahr, falsch}.

14 Ganze und Rationale Zahlen

In diesem Kapitel wiederholen wir die Konstruktion der ganzen und der rationalen Zahlen.
Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet. Besonders wichtige Elemente
sind 0,1 € N. Wir haben weiterhin die bindren Operationen

+:NxN—>N, -:NxN-oN

der Addition und Multiplikation.
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Diese Operationen sind kommutativ, assoziativ und vertragen sich mittels dem Distribu-
tivgesetz. Eine Menge mit einer assoziativen und kommutativen bindren Operation und
einem Einselement heifit kommutatives Monoid. Insbesondere sind

(N707 +) ) (N\{O}vlv)
kommutative Monoide. Die Kombination dieser Strukturen
(N7 +7 Y 07 1)

ist eine kommutative Semiringringstruktur. Die Begriffe Monoid, Gruppe, Semiring und
die im folgenden benutzten Begriffe Ring und Kdrper werden in in der linearen Algebra
prézisiert.
Fiigt man zu dem kommutativen Monoid (N, +,0) Inverse der Addition (also negative
Zahlen) hinzu, dann erhdlt man die kommutative Gruppe (Z, +, 0) der ganzen Zahlen. Im
folgenden zeigen wir, wie dieses Hinzufiigen im Detail funktioniert.
Die Idee ist, dafl man jede ganze Zahl als Differenz m — n von zwei natiirlichen Zahlen
m,n € N schreiben kann. Wir parametrisieren die ganzen Zahlen also durch die Menge
N? := N x N. Zwei Paare (m,n), (k,1) € N? stellen dabei die gleiche ganze Zahl da, wenn
m —n = k — [ gilt. Diese Gleichung kann man auch innerhalb der natiirlichen Zahlen
ausdriicken in der Form m + [ = n + k. Wir betrachten also auf der Menge N? := N x N
die Relation

R = {((m,n), (k,1)) e > x N* |m+1=n+k}.

Lemma 14.1 Die Relation R ist eine Aquivalenzrelation.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Da R eine Aquivalenzrelation ist, konnen wir die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich
R bilden.

Definition 14.2 Wir definieren die Menge der ganzen Zahlen durch
Z:=N?] ~p .
Definition 14.3 Wir definieren eine Abbildung
t:N—=>Z, un):=][n,0)].
Wir erklaren die Rechenoperationen auf 7 wie folgt:
1 [(m,n)] + [(k, D] = [(m + k,n +1)]
2. [(m,n)] - [(k,D)] = [(mk + nl, ml + nk)]
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Lemma 14.4 1. Diese Operationen sind wohldefiniert und erfillen das Kommutativ-,
Assoziativ-, und Distributivgesetz.

2. Die Abbildung v : N — Z ist injektiv.
3. (Z,+,(0)) ist eine kommutative Gruppe.
4. (Z,4+,-,1(0),¢(1)) ist ein kommutativer Ring.

Proof. Das Argument sollte im wesentlichen aus der Schule bekannt sein. Wir miissen
zeigen, daB die Konstruktion nicht von dieser Wahl der Vertreter der Aquivalenzklasse
abhéngt. Sei zum Beispiel [(m, n)] = [(m/,n')], also m+n’ = m/+n. Wir miissen dann zei-
gen, daf} [(m+k, n+1)] = [(m'+k), (n'+1)] und [(mk+nl, mi+nk)] = [(m'k+n'l, m'l4+n'k)]
gelten. Das kann man aber einfach nachrechnen: In der Tat gilt etwa m + k +n' +1 =
n+l+m +k. O

In der Analysis identifizieren wir gewohnlich N mit dem Bild in Z unter «. Wir schreiben
n = [(n,0)]. Weiter setzen wir wie iiblich —n := [(0,n)].

Im Ring Z hat also jedes Element ein Inverses unter der Addition, jedoch nicht immer
fiir die Multiplikation. Fiigt man zu dem Ring (Z, +, -, 0, 1) multiplikative Inverse fiir alle
von Null verschiedenen Elemente hinzu, dann erhdlt man den Kérper (Q,+,+,0,1) der
rationalen Zahlen.

Jede rationale Zahl soll als Bruch ** dargestellt werden mit n # 0. Zwei solche Briiche ™
und % stellen die gleiche rationale Zahl dar, wenn ml = nk gilt.

Mit dem nun schon bekannten Formalismus definieren wir auf Z x Z eine Relation

R = {((m,n), (k,1)) € Z* x Z* | ml = nk} .
Lemma 14.5 Die Relation R ist eine Aquivalenzrelation.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Definition 14.6 Wir definieren die Menge der rationalen Zahlen durch
Q:=2%/ ~r \[(1,0)] .
Definition 14.7 Wir definieren
1:Z2—-Q, n—(n1).
Wir erkliren die Rechenoperationen auf Q wie folgt:
1. [(m,n)] + [(k, )] = [(ml + nk, nl)]
2. [(m,n)] - [(k, )] = [(mk, nl)]

57



Lemma 14.8 1. Diese Operationen sind wohldefiniert und erfiillen das Kommutativ-,
Assoziativ-, und Distributivgesetz.

2. Die Abbildung v : 7Z — Q ist injektiv.
3. (Q,+,-,0(0),(1)) ist ein Kérper .

Proof. Wi iiberlassen diesen Beweis als Ubungsaufgabe. O
In der Analysis identifizieren wir Z mit dem Bild unter ¢ in Q. Wir schreiben ™ := [(m, n)]
und (m,n)~! = (n,m) falls m # 0 ist. Man kann jede rationale Zahl in der Form 2 mit

0 < n schreiben und annehmen, dal m und n keine gemeinsamen Teiler haben.
Proposition 14.9 Die Mengen Z und Q sind abzdihlbar unendlich.

Proof. Wir definieren zunéchst eine Bijektion f : N — Z durch

5 (2n)
n) = 2
J { -5 2 M)
Da Z — Q injektiv ist, ist Q nicht endlich. Um die Abzahlbarkeit von QQ zu zeigen, reicht
es nach Lemma [11.8] aus eine surjektive Abbildung N — Q anzugeben. Wir betrachten
eine Kette von Abbildungen

(m,n)—

NANxNX'zZxN S Q.
Die zweite und dritte sind surjektiv. Wir miissen also nur eine Surjektion p: N — N x N

konstruieren. Die Idee ist, die Paare natiirlicher Zahlen in der folgenden Weise durch-
zuzihlen:

(0,0) ,(1,0) ,(0,1) ,(2,0),(1,1),(0,2) ,(3,0) ,(2,1) ,... .

Fiir alle a,b € N gilt (a,b) = p(n) mit n := W%—b. Siehe Ubungsaufgabe [14.1] 5. O
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14.1 Aufgaben

1. Zeigen Sie Lemma [14.1]
2. Zeigen Sie Lemma [14.4]
3. Zeigen Sie Lemma [14.5]
4. Zeigen Sie Lemma [14.8]

5. Zeigen Sie, daf§ die Abbildung f : Nx N — N | f(a,b) = w + b, eine
Bijektion ist.

6. Zeige: Fiir jede endliche Teilmenge X C Q existiert eine positive natiirlich Zahl
n € N mit der Eigenschaft, daf fiir alle x € X das Produkt nx ganz ist.

15 Ordnungsrelationen

Die natiirlichen Zahlen kénnen wir der Gréfle nach ordnen. Die Buchstaben werden im
Alphabet geordnet. Daraus ergibt sich die Reihenfolge der Wérter im Duden. Abstrahiert
man diese Fille, so kommt man auf den Begriff einer Ordnungsrelation auf einer Menge.
Oft wird eine solche Relation durch das Symbol < ausgedriickt. Die Aussage a < b
bedeutet, dafl a kleiner oder gleich b, oder daffi das Wort a vor dem Wort b kommt oder
mit b ibereinstimmt.

Definition 15.1 Fine Relation R auf einer Menge A ist eine Ordnungsrelation, wenn
sie folgenden Bedingungen gentigt:

1. Antisymmetrie: RN R~ = idy
2. Totalitit: RUR'=Ax A
3. Transitivitat: Ro R C R.

Fine geordnete Menge ist eine Paar (A, R) aus einer Menge A und einer Ordnungsrela-
tion.

Im folgenden erkldren wir die Bedingungen in der Elementsprache. In der Regel benutzt
man diese umformulierte Bedingung um nachzuweisen, dafl eine Relation eine Ordnungs-
relation ist.

1. Wenn fiir a, b € A beide Aussagen a < bund b < a gelten, dann ist a = b. Umgekehrt
gilt fiir jedes Element a € A die Aussage a < a.

2. Fiir je zwei Elemente a,b € A gilt mindestens eine der beiden Aussagen a < b oder
b <a.
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3. Wenn fiir Elemente a,b,c € A die Aussagen a < b und b < ¢ gelten, dann auch
a<c.

1. Die Relation < auf N ist eine Ordnungsrelation. Wenn wir die Nachfolgerrelation
Nachf :={(m,n) e NxN|n=m+1}
als gegeben ansehen, dann hat < die folgende Beschreibung. Wir definieren rekursiv
Nachf? = idy
und
Nachf™ := Nachf o Nachf™ !

fiir alle n € N, n > 1. Dann gilt

<= UNachf”. (9)

neN

2. Wir haben weiterhin Ordnungsrelationen < auf Z und Q die wir spéter prézise
konstruieren werden.

3. Das Alphabet bestimmt eine Ordnungsrelation auf der Menge der Buchstaben. Wir
betrachten das Leerzeichen als kleinsten Buchstaben.

4. Sei (A, R) eine Menge mit einer Relation R und B C A eine Teilmenge. Die Ein-
schréankung der Relation R auf die Teilmenge B wird durch g Rjp := RN (B x B)
definiert.

Lemma 15.2 Wenn R eine Ordnungsrelation ist, dann ist auch die Einschrdinkung
Bl Rjp von R auf B eine Ordnungsrelation.

Proof. Die Bedingungen werden in der Sprache der Elemente sofort verifiziert. O

(a) So hat etwa die Menge der Primzahlen eine von der Ordnung von N induzierte
Ordnung.

(b) Fiir alle m € N wird die geordnete Teilmenge {n € N| (0 < n) A (n < m)} mit
[m] bezeichnet.
5. Definition 15.3 FEine geordnete Menge (A, R) ist wohlgeordnet, wenn jede Teil-
menge von A ein kleinstes Element hat.

Ein kleinstes Element eine geordneten Menge ist eindeutig bestimmt (siche Lemma
16.1]).

Zum Beispiel sind (N, >) und endliche geordnete Mengen wohlgeordnet.
Wenn (A, R) wohlgeordnet ist, dann definieren wir eine Abbildung

min : P(A) —» A
welche jedem U € P(A) das kleinste Element von U zuordnet.
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6.

Die Menge der Worter kann man als Teilmenge von {Alphabet} verstehen. Die
Ordnung der Worter im Duden ist die lexikographische Ordnung, welche im allge-
meinen wie folgt definiert wird.

Seien (A, R) eine wohlgeordnete Menge und (B, S) eine weitere geordnete Menge.
Dann besitzt B4 die lexikographische Ordnungsrelation 7. Wir definieren zunichst
eine Abbildung Diff : B4 x B4 — P(A) durch

Dif£(f,g) = {a € A| f(a) # g(a)} .

Die Menge Diff(f,g) ist also die Menge derjenigen a € A, an welchen sich f und g
unterscheiden. Dann definieren wir

T = {(f,g) € B x B*\ idga}| f(min(Dif£(, g))) < g(min(Dif£(,g)))} Uidpa .

Die Herausnahme von idga im ersten Teil ist erforderlich, da Diff(f, f) fiir f € B4
leer und das Minimum nicht definiert ist. Es gilt also f < ¢, wenn f # ¢ und
f(a) < g(a) gilt fir die kleinste Stelle a € A an welcher sich f und g unterscheiden,
oder wenn f = g ist

Lemma 15.4 T st eine Ordnungsrelation.

Hier sind aufsteigend geordnet die ersten Elemente der lexikographisch geordneten
Menge [3]12]:
000, 001, 002,003, 010,011,012, 013, 020, . . .

Sei (A, <) eine geordnete Menge. Wir schreiben

a<b:={a<b}A(a#D).

In einer geordneten Menge konnen wir Intervalle bilden.

Definition 15.5 Fir a,b € A definieren wir die folgenden Teilmenge von A:

1.

2
3
/.
5
6

la,b] :={r € Ala <z und z < b}
(a,b) :={x € Ala <z und x < b}
(a,b) :={r € Ala <z und x < b}

[a,b) :={r€Ala<zundz <b}

. fa,00) :={z € A|la<x}

. (—00,b] :={z € Az <b}

Hier sind einige Beispiele:

61



1. In (N <) habe wir
[1,5] ={1,2,3,4,5} , [1,5)={1,2,3,4}, (5,00)=16,7,8,...}, (4,2)=0.
2. In NI habe wir
[(1,1),(2,3)) ={[1,0],[1,1],...,[1,n],...,(2,0),(2,1),(2,2)} .
3. In {Alphabet}!? haben wir (ard,arg) = {are,arf}.
Lemma 15.6 Sei (A, <) eine geordnete Menge und a,b € A mit a < b. Dann gelten:
1. ) = (—00,a) N[a,o0) und A = (—00,a) U [a, o).
2. ) = (—o0,a] N (a,00) und A = (—o0,al U (a,o00)
3. Die Mengen (—o0, a) , [a,b] , (b, 00) sind paarweise disjunkt und es gilt A = (—oo, a)U
[a, b] U (b, 00).

Proof. Wir zeigen 1. Die anderen Félle haben &hnliche Argumente. Wir zeigen zunéchst,
daB (—o0,a) N [a,00) = O gilt. In der Tat, wenn x € A ein Element dieses Durchschnittes
wére, dann wiirde x < a und a < x gleichzeitig gelten. Das ist unmoglich.

Wir zeigen nun, dal A = (—o0,a) U [a,00) gilt. Es ist klar dafl (—o0,a) U [a,00) C A
gilt. Sei nun x € A. Dann gilt entweder z < a oder a < z. Damit ist € (—o0, a) oder
x € [a,00) erfiillt, also z € (—o0,a) U [a, c0). O

Seien (A, <4) und (B, <p) geordnete Mengen. Wir verstehen die Ordnungen <, und <p
als Zusatzstrukturen auf den Mengen A und B. In dieser Situation betrachten wir solche
Abbildungen von A nach B, die mit den Zusatzstrukturen vertréiglich sind. Was das genau
bedeutet, muf} in jedem Fall erklédrt werden.

Definition 15.7 Eine Abbildung f : A — B ist monoton, wenn
(f x f)(<a) €<B

gilt. Eine monotone Abbildung ist strikt monoton, wenn sie zusdtzlich injektiv ist.

In der Sprache der Elemente bedeutet die Monotonie, da$ fiir je zwei Elemente a,a’ € A
aus der Relation a <4 &' die Relation f(a) <p f(a') folgt. Die Abbildung f ist strikt
monoton, wenn aus der strikten Ungleichung a < a’ die strikte Ungleichung f(a) < f(a')
folgt.
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1. Die Abbildung f : N — N, f(n) := 2n + 1 ist monoton. Begriindung: Seien n,n’
natiirliche Zahlen und n < n/. Da 0 < 2 gilt, folgt nach Multiplikation mit 2 die
Ungleichung 2n < 2n/. Daraus folgt 2n + 1 < 2n’ 4+ 1. Wir haben also gezeigt, daf3
aus der Ungleichung n < n’ die Ungleichung f(n) < f(n’) folgt.

2. Die Abbildung f : Z — Z, f(n) = (—1)" ist nicht monoton. Begriindung: Dazu
geniigt es, zwei ganze Zahlen n,n’ mit n < n’ zu finden, so da8 f(n) > f(n') gilt.
Wir nehmen n := 0 und n’ = 1. Es gilt f(n) =1 und f(n’) = —1. Also gilt n < n/
und f(n) > f(n').

3. Sei Q= := [0, 00) die Teilmenge der nichtnegativen rationalen Zahlen mit der ein-
geschrinkten Ordnungsrelation. Wir zeigen, dafl die Abbildung

QZO—H@, x> 2’

monoton ist. Seien x,y € Q=% und gelte z < y. Da o > 0 ist, erhalten wir durch
Multiplikation mit = die Relation z* < xy (die Zuliissigkeit dieses Schlusses folgt
aus dem Axiom ). Analog schlieBen wir durch Multiplikation mit y aus z <y
daB zy < y? gilt. Die Transitivitit der Ordnungsrelation liefert nun z? < 3.

15.1 Aufgaben

1. Wir betrachten Z* mit der lexikographischen Ordnung. Geben Sie Elemente a, b von
Z? an mit a € ((1,2,3),(5,6,7)) und b & ((1,2,3),(5,6,7)).

2. Zeigen Sie[15.4]
3. Zeigen Sie, da} die Abbildung
Qoz—22€Q
strikt monoton ist.

4. Sei (A, <) eine geordnete Menge und Al lexikographisch geordnet. Untersuchen Sie
die Projektionen p; : AW — A, i =0, ..., n auf Monotonie.

16 Maximum und Supremum

Lemma 16.1 Sei (A, <) eine geordnete Menge und X C A eine nichtleere Teilmenge.

1. X besitzt hichstens ein Element x € X mit der Figenschaft, daf$ fiir alle weiteren
Elemente y € X die Relation y < x gqilt. Wenn es ein solches Element gibt, dann
heift es das Maximum von X und wird durch max X notiert.

2. X besitzt hochstens ein Element x € X mit der Eigenschaft, daf fir alle weiteren
Elemente y € X die Relation x < y gilt. Wenn es ein solches Element gibt, dann
heifst es das Miniumum von X und wird durch min X notiert.
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Proof. Wir zeigen, dafl es nur ein Element © € X gegeben kann, welches gréfler oder
gleich allen anderen Elementen von X ist. In der Tat, wére y € Y ein zweites, dann wiirde
y <z und x <y gelten, und damit x = y folgen. O

Das Maximum oder Minimum einer Teilmenge mufl nicht immer existieren.

1.

Sei 2N C N die Teilmenge der geraden natiirlichen Zahlen. Diese hat ein Miniumum,
néamlich min(2N) = 0, aber kein Maximum.

. Wir betrachten das Intervall (0, 1) C Q. Dieses hat weder Maximum noch Minimum.

Wir argumentieren indirekt. Sei € (0,1) ein Maximum. Dann bilden wir 2’ :=
x + 5%, die Mitte zwischen z und 1. Es gilt z < 2’/ und 2’ € (0,1). Das ist ein
Widerspruch.

Definition 16.2 Sei X eine nichtleere Teilmenge der geordneten Menge (A, <).

1.
2,

FEin Element a € A heifit obere Schranke von X, wenn (Vx € X |z < a) gilt.
Wenn X eine obere Schranke besitzt, dann heifst X von oben beschrinkt.

Wenn X wvon oben beschrinkt ist und die Teilmenge der oberen Schranken von A
ein Minimum besitzt, dann heifit dieses das Supremum von X und wird durch sup X
notiert.

. Ein Element a € A heifit untere Schranke von X, wenn (Vx € X |a < x) gilt.

Wenn X eine untere Schranke besitzt, dann heifst X von unten beschrinkt.

Wenn X von unten beschrdnkt ist und die Teilmenge der unteren Schranken von A
ein Maximum besitzt, dann heifst dieses das Infimum von X und wird durch inf X
notiert.

Die Teilmenge X heifst beschrinkt, wenn sie von oben und unten beschrinkt ist.

. Wir halten folgende wichtige Eigenschaft der Ordnungsrelation auf der Menge der

natiirlichen Zahlen fest.

Lemma 16.3 Wir betrachten die geordnete Menge (N, <). Jede von oben beschrinkte
Teilmenge von N hat ein Mazimum. Jede Teilmenge von N hat ein Miniumum.

Wie wir oben gesehen haben, hat (Q, <) diese Eigenschaften nicht.

. Wir betrachten eine nichtleere Teilmenge X der lexikographisch geordnete Menge

NY. Wir definieren rekursiv

ap:=min{k e N|(Fx € X |xg =k)} ,
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ap:=min{k eN|(Fz e X|(k=z,)ANVme{0,....n—1} |z, = an))} .
Dann gilt (a,) = inf X, aber im allgemeinen nicht (a,) € X.

Als Beispiel betrachten wir die Menge X, welche aus den Folgen f, fir n € N
besteht, wobei

ist. Dann ist inf X = (1,1,...). Die Menge X hat aber kein Minimum.

3. Lemma 16.4 Wenn max X existiert, so auch sup X und es ¢ilt max X = sup X.
Analoges gilt fiir Minimum und Infimum.

Proof. Wenn max X existiert, dann ist es eine obere Schranke von X. In der Tat ist
es die kleinste obere Schranke. Wir argumentieren indirekt. Wir nehmen an, daf§ es
eine weitere obere Schranke y von X gibt mit y < z. Andererseits gilt wegen x € X
aber x < y. Das ist ein Widerspruch. O

4. Im allgemeinen gilt inf X < sup X wenn beide GréBen existieren. Den Nachweis
iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

5. Wir betrachten diese Begriffe fiir Teilmenge der geordneten Menge (Q, <).

(a) max[0,1] =1 = supl0, 1]
(b) max]0, 1) existiert nicht, aber es gilt sup[0,1) = 1.

(c) Die Teilmenge W := {x € Q|2? < 2} ist von unten und oben beschriinkt, zum
Beispiel durch 3 von oben. Sie hat aber weder Supremum noch Infimum.

In der Tat, wenn 3 < z ist, dann gilt wegen der Monotonie der Funktion z ~ x?
auch 9 < 22, also insbesondere 2 < 2?2 und damit = & W.

Wir zeigen nun, dafl W kein Supremum besitzt. Wir argumentieren wieder in-
direkt und nehmen an, daf} es ein Supremum x = sup W € Q géibe. Wir wissen,
daB es keine rationale Zahl x mit 22 = 2 geben kann. Dann ist entweder 22 < 2
oder 22 > 2. Wenn 22 < 2 ist, dann gibt es eine rationale Zahl 2/ mit z < 2/
und 2?2 < 21| Damit wire x keine obere Schranke der Menge W, O

Wir untersuchen nun die Vertréglichkeit der Bildung von Supremum und Maximum mit
monotonen Abbildungen. Seien (A, <,) und (B, <p) geordnete Mengen und f: A — B
eine monotone Abbildung.

Lemma 16.5 Sei X € P(A). Dann gelten:

IDas war eine Hausaufgabe!
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1. Wenn X wvon oben beschrankt ist, dann ist f(X) von oben beschrdnkt.

2. Wenn max X existiert, dann gilt max f(X) = f(max X).

3. Wenn sup X und sup f(X) existieren, dann gilt sup f(X) < f(sup X).
Proof.

1. Wenn a € A eine obere Schranke von X ist, dann ist f(a) eine obere Schranke von

f(X).

2. Wire y € f(X) mit f(max X) < y, dann wiirde es ein z € X mit f(z) = y gegeben.
Dann gilt 2z < max X und damit y = f(z) < f(max X). Widerspruch.

3. Auf jeden Fall ist f(sup X) eine obere Schranke von f(X) nur moglicherweise nicht
die kleinste.

O

Im Folgenden zeigen wir durch zwei Beispiele, daf man in Lemma [16.5 3. weder die
Annahme, dafl sup f(X) existiert weglassen kann, noch die Behauptung dahingehend
verschérfen kann, dafl sup f(X) = f(sup X) gilt.

1. Sei A:=(0,1)U[3,6] und f : A — Q die Einbettung. Diese Abbildung ist monoton.
Es gilt sup(0, 1) = 3. Andererseits ist sup f((0,1)) = 1.

2. Wir betrachten A wie in 1., B := (0,1) U (2,6] und die kanonische Einbettung
A — B. Dann existiert sup(0, 1), nicht aber sup f(0, 1).

Sei (A, <) eine geordnete Menge und B eine weitere Menge. Sei f : B — A eine Abbildung
und f(B) C A das Bild von f.

Definition 16.6 1. Die Abbildung [ heifst von oben beschrinkt, falls f(B) von oben
beschrdnkt ist. In diesem Fall setzen wir

sup f :=sup f(B) , max f:=max f(B),

falls diese Grifen existieren.

2. Die Abbildung f heifit von unten beschrankt, falls f(B) von unten beschrankt ist. In
diesem Fall setzen wir

inf f:=inf f(B), minf:=minf(B),

falls diese Grifen ezistieren.
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Ist U C B eine Teilmenge, dann schreiben wir auch

16.1
1.

17

mgxf ==max fjy , supf :=supfjy etc.
U

Aufgaben

Sei X eine Teilmenge einer geordneten Menge (A, <) fiir welche inf X und sup X
existieren. Zeigen Sie, dafy dann inf X < sup X gilt.

Untersuchen Sie folgende Teilmengen von Q auf untere/obere Beschrinktheit und
Existenz von Minimum/Maximum bzw. Infimum/Supremum:

(a) {z € Q|2® <27)}

(b) {zeQ|(z®<28) A (-1<2)}

(c) {xr€eQ|(FneN|nzx=1)}

(d) {z€Q|(YneN|nz=1)}
Untersuchen Sie, ob fiir folgende Folgen (a,) rationaler Zahlen (d.h. Abbildungen

N — Q) die Grélen sup(a,) oder inf(a,) existieren. Berechnen Sie diese Zahlen
gegebenenfalls und iiberpriifen Sie, ob es sich um Maxima oder Minima handelt.

(3) an = 5
(b) an = (=1)"5
(c) a, = =
-1 nn2 -1 nn2
(d) an:= ((nil) =4 n—)‘r2
Sei A:={zx € Q|3 e N\{0,1} |z = n(;i5 — 777)} Zeigen Sie, daB A von unten

und oben schréankt ist und berechnen Sie sup A und inf A und, gegebenfalls, max A
und min A.

Geordnete Korper

In diesem Abschnitt untersuchen wir Ordnungsrelationen auf Korpern genauer. Zunéchst
diskutieren wir die Vertréglichkeit einer Ordnungselation mit den arithmetischen Opera-
tionen im Allgemeinen. Danach besprechen wir die Ordnung auf dem Korper Q.
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Axiom 17.1 Sei (R,+,-,0,1) ein Semiring und < eine Ordnungsrelation auf R. Wir
sagen, daf$ die Ordnungsrelation < mit den arithmetischen Operationen vertrdglich ist,
wenn folgende Aussagen tiber Elemente x,y,z € R gelten:

1. Ausxz <y folgt x + z < y + 2.

2. Aus 0 <z und 0 < y folgt 0 < xy.

In anderen Worten, die Addition von einem festen Element und die Multiplikation mit
einem festen nichtnegativen Element sind monotone Abbildungen von (R, <) in sich.

Lemma 17.2 Sei (R, +,-,0,1) ein Ring und < eine Ordnungsrelation auf R, welche
erfiullt. Dann gelten fir x,y,z € R:

1. Aus x <0 und y <0 folgt 0 < xy.
2. Es gilt 0 < 22, insbesondere also 0 < 1.
3. Wenn z <0 und x <y, dann gilt yz < xz.

4. Wenn 0 < x < y und multiplikativ inverse Elemente v, y~! existieren, dann gilt

y~ <7t
Proof.

1. Aus x < 0nach[17.1] 1., daBl z + (—z) < 0+ (—x), also 0 < —z gilt. Analog folgt
aus y < 0, daB 0 < —y gilt. Nach .2. schlieflen wir 0 < (—xz)(—y), also 0 < xy.

2. Folgt aus 1., da entweder 0 < x oder x < 0.
3. Es gilt z —y < 0. Damit 0 < zz — yz, also yz < xz.
4. Wir zeigen zuniichst 0 < z7!. Andernfalls wire 0 < —z~! und damit 0 < —1,

Widerspruch. Analog gilt 0 < y~!. Wir multiplizieren 0 < y — z mit 271y~ und

erhalten 0 < 27! —y~ 1 also y ! <271

Wir haben bisher akzeptiert, dafi es auf Q eine Ordnungsrelation < gibt, welche dem
Axiom [17.1] geniigt. Wir wollen das im folgenden genauer begriinden.

Wir starten mir der Ordnungsrelation < auf N (siehe @) von welcher wir als gegeben
akzeptieren, dafl sie das Axiom erfiillt. Siehe auch Aufgabe 1.

Definition 17.3 Wir definieren die Relation < auf Z durch
<:={(m,n) EZXZ|n—meN} .

Lemma 17.4 Die Relation < auf Z ist eine Ordnungsrelation und erfullt Axziom [17.1]
Die Einbettung N — Z is monoton.
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Proof. Wir miissen nachweisen, dafl < eine Ordnungsrelation ist. Wir diskutieren als
Beispiel die Transitivitat: Seien m,n,k € Z und gelte m < n und n < k. Dann gilt
n—m € N und £ —n € N. Daraus folgt durch Addition £ —m € N, also m < k. Den
Nachweis der restlichen Eigenschaften iiberlassen wir als eine Ubungsaufgabe.

Wir weisen nun Axiom [17.1,1. nach. Sei m < n, also n — m € N und k € Z. Dann gilt
(m+k)—(n+k)=m-neNalsom+k<n+k.

Den Nachweis von Axiom [17.1} 2. und der Monotonie der Einbettung N — Z iiberlassen
wir als Ubungsaufgabe. O

Definition 17.5 Wir definieren die Relation < auf Q durch
<={(z,y) €eQxQ|(In e N\ {0} | (nx € Z) A (ny € Z) A (nx < ny))} .

Lemma 17.6 Diese Relationen < auf Q ist eine Ordnungsrelation und erfullt das Axiom
17.1. Die Einbettung Z — Q ist monoton.

Proof. Wir diskutieren zunéchst den Nachweis der Eigenschaften einer Ordnungsrelation.

1. Transitivitdat: Seien z,y,2 € Q 2 < y und y < z. Wir finden n,m € N\ {0} mit
mz,my € Z und ny,nz € Z und mx < my und ny < nz. Wir setzen p := mn.
Dann ist px,py,pz € Z und es gilt pr < py < pz in der Ordnung von Z. Also ist
2z < z in der Ordnung von Q.

2. Antisymmetrie: Ubungsaufgabe.
3. Totalitét: Ubungsaufgabe.
Wir weisen nun Axiom [I7.1l nach.

1. Seien z,y, z € Q und gelte z < y. Dann finden wir ein n € N\ {0} mit nx, ny,nz € Z
und nx < ny. Es folgt n(z +2) < n(y+ z) also x + z < y + z.

2. Die Vertriglichkeit mit der Multiplikation ist eine einfache Ubung.

SchlieBlich verbleibt als Ubungsaufgabe, die Monotonie der Einbettung Z — Q zu zeigen.
O

Anhand der Losung der folgenden Aufgabe zeigen wir, wie man die Eigenschaften der
Ordnungsrelation < auf Q anwenden kann.

Finde alle rationalen Zahlen z € Q, welche der Ungleichung 2® — 322 + 22 < 0 geniigen.
Gesucht ist also eine moglichst explizite Darstellung der Menge

U={zecQ|z*-322+22<0}.
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Eine akzeptable Losung wére zum Beispiel:
U= (—00,0]U[1,2] .
Eine Begriindung koénnte so aussehen: Wir sehen die Faktorisierung
2} — 322+ 2z =z(z — 1)(z —2) .
Damit kénnen wir die Situation we folgt skizzieren:

'

Wir zerlegen
Q = (—OO, O] U (07 1) U [17 2] U (27 OO)

in paarweise disjunkte Teilmengen diskutieren diese separat wie folgt.

1. Sei x € (—o0,0]. Dann sind alle drei Faktoren nicht positiv. Folglich ist das Produkt
der ersten beiden Faktoren nichtnegativ. Multipliziert man mit dem dritten Faktor,
so erhélt man ein nichtpositives Ergebnis. Folglich gilt z € U.

2. Ist € (0,1), dann sind genau zwei Faktoren negativ und einer positiv. Somit ist
das Produkt positiv. Es gilt « € U.

3. Fiir z € [1,2] sind zwei Faktoren nicht negativ und einer nicht positiv. Damit ist
das Produkt nicht positiv und z € U.

4. Fir z € (2,00) sind alle drei Faktoren positiv und damit auch das Produkt. Also
gilt € U.

Im Folgenden zeigen wir weitere Beispiele fiir geordnete Korper und Korper, die keine
Ordnung besitzen.

1. Wir werden spater sehen, dafl der Kérper der reellen Zahlen R geordnet ist. Damit
ist auch jeder Unterkorper von R geordnet, beispielsweise Q(\/§)

2. Andererseits 148t sich die Ordnungsrelation von Q nicht auf jede Erweiterung aus-
dehnen. So besitzt Q(v/—1) keine Ordnungsrelation, welche dem Axiom geniigt.
In der Tat ist in einem geordneten Korper —1 < 0. In Q(v/—1) ist —1 ein Quadrat
und miiBte positiv sein. Ein Kérper, der v/—1 enthélt, kann also nicht geordnet sein.
Das trifft auch auf den Korper C zu.
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3. Der endliche Korper F, ist nicht geordnet. In der Tat wire 0 < 1. Wir addieren
diese Ungleichung p — 1-mal zu sich selbst und erhalten 0 < p —1 = —1.

Lemma 17.7 (Bernoulli-Ungleichung) In einem geordneten Korper K gilt fir alle
x € K mit x > —1 und n € N die Bernoulli-Ungleichung

l+nx < (1+2)".
Proof. 'Wir benutzen vollstdndige Induktion.
Fiir n = 0 ist die Ungleichung richtig.
Sei die Ungleichung nun fiir n € N bewiesen. Es gilt wegen 0 < (1 + z) und 0 < na?
l+2)"'=1+2)Q+2)">Q+z)1l+nz)=1+(n+Dr+nz*>1+n+1)z.

O

17.1 Aufgaben

1. Komplettieren Sie den Beweis von Lemma [17.4]
2. Komplettieren Sie den Beweis von Lemma [17.6]
3. Wir machen folgende Definition:
Definition 17.8 Wir definieren eine Relation R auf N durch

R:={(m,n) e NxN|A, CA,}.

Zeigen Sie (unabhéngig von den Annahmen {iber <, aber unter Benutzung von Satz

IL.12)

Lemma 17.9 (a) Die Relation R auf N ist eine Ordnungsrelation welche das Axi-
om |17.1) eriillt.

(b) Es gilt R = <, wobei < wie in () charakterisiert ist.

4. Lose die Ungleichung 22 + 2 — 2 > 0 in Q.

5. Wann tritt in der Bernoulli-Ungleichung die Gleichheit ein.
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6. Zeigen Sie, daB die Folge ((1 4 25)"*") durch 3 beschréinkt ist.

Hier ist das Argument in Kurzform:

1 a1 1 DR ey 172"+2
14+ ntl _ ( ) < — <14+ = <3.
( n+1) ;;) k (n+1)k_kz::k - Z:2" 1-3

(n+1)(n+1-1)...(n+1—k)
(n+1)k
schétzen wir 1; durch k ab. Das geht fiir £ > 4. Der Summand 1 korrigiert den Fehler bei den Termen fiir

In der ersten Ungleichung schétzen wir durch 1 nach oben ab. In der zweiten Ungleichung

k = 1,2,3. Fiir dle folgende Gleichung benutzen wir die Summenformel fiir geometrische Summen, welche man

durch vollstandige Induktion beweisen kann.

7. Wir betrachten einen geordneten Korper. Zeigen Sie, daB fiir n € N die Abbildung
x +— z" von [0, 00) — [0, 00) strikt monoton ist.

18 Das Archimedische Axiom

Fiir jeden Korper K haben wir zumindest einen Homomorphismus von Monoiden ¢ : N —
K, welcher durch
tn)=1+---+1
—_——
nx

gegeben wird. Wenn ¢ injektiv ist, dann sagen wir, dafl K die Charakteristik char(K) = 0
hat. Zum Beipiel gilt char(Q) = 0. Wenn ¢ nicht injektiv ist, dann wird die Charakteristik
von K durch

char(K) := min{n € N|(n > 1) A «(n) = 0}

definiert. Es gilt zum Beispiel char(F,) = p.
Der geordnete Korper Q erfiillt eine schérfere Variante Bedingung char(Q) = 0, das
archimedische Axiom.

Axiom 18.1 FEin geordneter Koper (K, +,-,0,1, <) erfillt das archimedische Axiom, falls
fiir jedes © € K ein n € N existiert, so daff x < 1(n) gilt.

Lemma 18.2 Der geordnete Kiper (Q,+,-,0,1, <) erfillt das archimedische Aziom.
Proof. Sei ™ € Q. Dann ist sicher = < |m|. O
Corollary 18.3 Sei (K, +,-,0,1, <) ein geordnete Koper der archimedische Aziom erfillt.
Sei weiter 0 < x € K. Dann exzistiert ein n € N mit +(n)™! < x.

Proof. Wir wihlen n € N so dal z7! + 1 < «(n) gilt. O

Es gibt geordnete Korper, die das archimedische Axiom nicht erfiillen. Die Konstruktion
des folgenden Beispiels erfordert allerdings etwas fortgeschrittene algebraische Methoden.
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Wir betrachten den Ring Q[x] der Polynome in einer Variablen mit rationalen Koeffizi-
enten. Auf Q[z] definieren wir eine Ordnungsrelation durch folgende Vorschrift: Es gelte
p > 0, wenn p,, > 0 gilt, wobei n := deg(p) und p,, der fiihrende Koeffizient von p ist.
Diese Vorschrift erfiillt schon Axiom[I7.1], 2. Wir setzen diese Vorschrift mit Axiom [I7.1]1.
vertraglich fort so dafl p > ¢ genau dann gilt, wenn p — ¢ > 0 ist.

Wir betrachten nun den Quotientenkorper Q(Q[z]) des Integritdtsbereiches Q[x]. Wir
setzen die Ordnung wie beim Ubergang von Z nach Q von Q[z] auf Q(Q[z]) fort so daf
p > q genau dann gilt, wenn rp > rq fiir ein r € Q[z] mit » > 0 und rp, rq € Q[z] gilt.
Der Kérper Q(Q[z]) ist geordnet, aber nicht archimedisch. In der Tat ist das Polynom x
grofler als jede natiirliche Zahl (verstanden als konstantes Polynom).

18.1 Aufgaben

1. Sei K ein archimedisch geordneter Korper. Zeigen Sie, dafl die Abbildung ¢ : N — K
eine eindeutige Fortsetzung zu einem Korperhomomorphismus ¢ : Q@ — K hat.
Zeigen Sie weiter, dafl fir z,y € K mit z < y ein ¢ € Q existiert mit z < i(q) < y.

2. Sei K ein geordneter Korper, der das archimedische Axiom erfiillt. Sei z € K und
1 < x. Zeigen Sie, daB es fiir jedes y € K ein n € N gibt so dal y < 2" gilt.

19 Reelle Zahlen

Wir hatten gesehen, dafl nicht jede von oben beschriankte Teilmenge X C Q ein Supremum
besitzt.

1. Ein Beispiel ist die Menge
X ={reQ|a*<2}.
In den zu konstruierenden reellen Zahlen R wihre das Supremum dieser Menge V2.

2. Wir betrachten die Folge ((1 + —5)"*"!). Diese Folge ist durch 3 beschréinkt. Aber

sup((1 + %H)”“) existiert in Q nicht. In R wére es durch die FEulersche Zahl e

gegeben.

3. Eine rationale Ausschopfung ) des euklidischen Einheitsballs
B = {(,y) €R®|a® +y? < 1}

ist eine endliche, paarweise disjunkte Familie (Q;);c;r von Quadraten @Q; C B, deren
Eckpunkte rationale Koordinaten haben.
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Sei g; die Seitenlénge des Quadrates @Q);. Wir definieren das Volumen der Ausschépfung

durch
vol(Q) =) qi .
icl

Sei A die Menge solcher Ausschopfungen und
Vi={zeQ|(IQ € Az =vol(Q))}

die Menge der resultierenden Volumina. Das Supremum sup V' existiert in QQ nicht.
In R wire es das Volumen von B, also die Zahl 7.

Um den Defekt nichtexistierender Suprema beschrénkter Mengen aufzuheben konstruieren
wir eine Korpererweiterung Q@ C R durch Hinzunahme der oberen Schranken. In der
Analysis ist die konkrete Konstruktion dieser Erweiterung irrelevant. Die gesamte Theorie
baut nur auf den weiter unten in Definition geforderten Eigenschaften eines Korpers
reeller Zahlen auf. Fiir deren Formulierung brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 19.1 Fine geordnete Menge hat die Supremumseigenschaft, wenn fiir jede von
oben beschrinkte, nicht-leere Teilmenge das Supremum existiert.

Zum Beispiel hat (Z, <) die Supremumseigenschaft. In der Tat, wenn X C Z eine von
oben beschrinkte Teilmenge ist, dann existiert sogar das Maximum max X . Andererseits
hat Q die Supremumseigenschaft wie schon bemerkt nicht.

Definition 19.2 FEin Korper reeller Zahlen ist ein geordneter Korper (K,+,-,0,1, <),
welcher das archimedische Aziom (cf. erfillt und die Supremumseigenschaft besitzt.

Die Konstruktion eines Korpers R aus Q durch Hinzunahme oberer Schranken ist wichtig,
um die Existenz eines Korpers der reellen Zahlen nachzuweisen. Wir skizzieren hier die
Idee, ohne alle Details nachzurechnen.

Definition 19.3 FEin Dedekindscher Schnitt A von Q ist eine nichtleere Teilmengen A C
Q mit folgenden Eigenschaften:

1. A ist von oben beschrdinkt.

2. A ist nach unten abgeschlossen, d.h. mit a € A ist (—oo,a] C A.
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3. A hat kein Maximum.

Wir werden im Folgenden einfach Schnitt sagen. Die Idee ist, dal der Schnitt A das
moglicherweise in Q nicht existierende Supremum von A darstellt.

Die zweite und dritte Bedingung ist wichtig, damit jede reelle Zahl einer eindeutig be-
stimmenten Teilmenge von QQ entspricht. Laflit man die zweite weg, dann konnte man die
Zahl 2 durch (—o0,2), aber auch durch (1,2) darstellen. Letztere ist kein Schnitt, da nicht
nach unten abgeschlossen. Wiirde man die dritte Bedingung weglassen, dann wiirden die
Mengen (—oo, 1] und (—o0, 1) beide die 1 darstellen wiirden. Aber (—oo, 1] ist eben kein
Schnitt, weil diese Menge ein Maximum hat.

Definition 19.4 Wir definieren die Menge der reellen Zahlen R als die Menge der Schnit-
te von Q.

1. Als Beispiel betrachte den Schnitt
V2 :={z€Q|z?<2}U(-00,0] .
Wir haben damit /2 als reelle Zahl definiert.

2. Analog definieren wir

V2 :={zcQ|z® <2}

Im Gegensatz zu o — 22 ist x — 2® monoton so dafl wir die untere Abgeschlossenheit
nicht extra erzwingen miissen.

Wir wollen R als Erweiterung der rationalen Zahlen verstehen. Dazu miissen wir die
rationalen Zahlen Q mit einer Teilmenge von R identifizieren. Zu diesem Zweck definieren
wir eine Abbildung

L:Q—-R, z):=(—00,x) .

Wir miissen einsehen, dafl ¢ injektiv ist. Dazu betrachten wir zwei rationale Zahlen z,y
und nehmen an, da «(z) = «(y) gilt, also die Gleichheit der Teilmengen (—o0,z) =
(—o0,y) von Q gilt. Wenn z # y wire, dann kénnen wir nach eventuellem Vertauschen
von z und y annehmen dafl x < y gilt. Dann wire aber x € (0,y) und y &€ (0,y), also
(—00,x) # (—o00,y). Widerspruch!
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Wir erkédren nun eine Ordnungsrelation auf R durch
A<A  =ACA, AAcER.
Den Nachweis, da dies wirklich eine Ordnungsrelation ist, iiberlassen wir hier als Ubungsaufgabe.

Als néchstes miissen wir die Rechenoperationen definieren. Fiir zwei Schnitte A, B € R
setzen wir

A+B:={z€Q|(FacATFBeB|lz=a+b)}.

Man muf3 zeigen, daf§ durch die rechte Seite ein Schnitt definiert wird. Es ist klar, dafl diese
Menge nicht leer, nach unten abgeschlossen und durch die Summe von oberen Schranken
von A und B von oben beschrankt ist. Wéare a + b mit a € A und b € B ein Maximum
von A + B, dann miifite a ein Maximum von A sein. Also hat die Menge A + B kein
Maximum.

Das additive Inverse von Schnitt A ist der Schnitt

—A = U B .

{BER | B+A<(0)}
Die Verifikation iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Die Multiplikation auf R definiert man fiir A, B € R mit ¢(0) < A und ¢(0) < B durch
AB = U (—o0,ab) .
{a€AbeB | (0<a) A (0<b)}
Die anderen Fille erhdlt man durch

—A(—B) falls ¢(0) < A und B < ¢(0),
—(—A)B falls 1(0) < B und A < ¢(0),
(—A)(—B) falls B < ¢(0) und A < ¢(0).
(—o00,0) falls A =(0) oder B = ¢(0).

AB =

Lemma 19.5 Diese Operationen sind wohldefiniert (liefern also Schnitte) und
(R, +,-,4(0), (1), <)

st ein archimedisch geordneter Korper. Die Einbettung ¢ : Q — R ist ein Homomorphis-
mus.

Proof. Wir lassen den nicht schweren, aber ldnglichen Beweis weg. O

An dieser Stelle wire logischerweise zu zeigen, dafl \/52 — 4(2) gilt. Das ist eine Ubungsaufgabe.

Wir zeigen nun, daf die geordnete Menge (R, <) die Supremumseigenschaft hat.
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Lemma 19.6 Sei X C R nicht leer und von oben beschrinkt. Dann gilt

sup X = UAER.

Proof. Wir miissen zeigen, da8 W := [ 4.y A ein Schnitt ist. In der Tat ist W nicht leer
und durch jede obere Schranke von X beschréankt. Weiter ist W nach unten abgeschlossen.
Wiére w € W ein Maximum, dann wére w € A fiir ein A € X. Dann wére aber w ein
Maximum von A.

Es ist klar, dal W eine obere Schranke von X ist. Gébe es eine kleinere obere Schranke
V, dann wire W C V. Widerspruch! O

Lemma 19.7 In (R, <) hat jede von unten beschrinkte Teilmenge X ein Infimum inf X .

Proof. Wir setzen —X :={y € R| —y € X}. Dann gilt inf X = sup(—X). O

Wir erkldren nun, wie man die Eindeutigkeit der reellen Zahlen erhélt. Das ist wichtig,
wenn man sicher sein will, daf§ die Analysis nicht von gewahlten Modell der reellen Zahlen
abhéngt.

Proposition 19.8 Wenn (R, +,-,0,1,<) ein weiterer Korper reeller Zahlen ist, dann
existiert ein eindeutiger Isomorphismus geordneter Kdrper

k:(R,+,-,0,1,<) = (R, +,-,0,1,<) .

Proof. Wir erhalten wegen dem archimedischen Axiom fiir R’ eine injektive, monotone
Abbildung
/:Q—R.

/\

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ~ R/

Es gibt wie angedeutet eine eindeutige ordnungserhaltende Fortsetzung x : R — R’. Sie
ist durch

Wir betrachten das Diagram

k(A) :=sup/(A), AeR

vollstandig bestimmt. Hier verwenden wir die Supremumseigenschaft von R’.

Man rechnet nun nach, daf§ x ein Kérperhomomorphismus ist. Insbesondere ist diese
Abbildung injektiv.

Wir zeigen nun die Surjektivitit. Sei x € R’. Dann ist A := {u € Q|/(u) < z} ein Schnitt,
also ein Element von R. Wir zeigen, dafl x(A) = z gilt. Es gilt sicher k(A) < z. Wire
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k(A) < x, dann wiirden wir mit dem archimedischen Axiom fiir R eine Zahl ¢ € Q finden
mit xK(A) < /(¢) < z. Dann wére aber ¢ € A und deshalb //(¢) < k(A). Widerspruch. O

Von nun an werden wir die konkrete Konstruktion der reellen Zahlen nicht
mehr benutzen, sondern nur die axiomatische Beschreibung als archimedisch
geordneter Korper der die Supremumseigenschaft hat. Wir identifizieren Q
mit einer Teilmenge von R. Damit sind auch N und Z Teilmengen.

19.1
1.

20

Aufgaben

Komplettieren Sie den Beweis von Lemma [19.5]

. Zeigen Sie, daf§ \/52 = 2 gilt.

Komplettieren Sie den Beweis von Satz [19.8]

. Wir betrachten die Folge ((1+ —5)"*") reeller Zahlen. Zeigen Sie, daB

_)n—i—l)

1
sup(( o

existiert.

. Wir betrachten in R eine absteigende Folge nicht-leerer, abgeschlossener Intervalle

(I,). Hier ist I,, also von der Form [a,, b,] fiir geeignete reelle Zahlen a,,, b, und fiir
alle n € N gilt I,, D I,;1. Zeigen Sie, daB8 (), .y I, nicht leer ist.

Zeigen Sie, dafl folgende Aussage falsch ist:

Fiir jede Folge von nicht-leeren Intervallen I,, der Form (a,,b,) mit I, C I, fiir

alle n € N gilt 0 # (,,en In-

. Seien X eine Menge und f,g : X — R von oben beschrankte Abbildungen. Zeigen

Sie, daB aus f < g folgt, daBl sup f < sup g gilt. Zeigen Sie weiter, dafl sup(f +g) <
sup f + sup g gilt.

Der Betrag

In diesem kurzen Abschnitt besprechen wir den Umgang mit der Betragsfunktion.

Definition 20.1 Die Betragsfunktion |...|: R — R wird durch

I o= r x>0
Tl —x <0

definiert.
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Ix]

Das folgende Lemma fait die Eigenschaften der Betragsfunktion zusammen.
Lemma 20.2 1. Fir alle x € R gilt |z| > 0.
2. Weiter ist |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
Fiir alle v € R gelten x < |z| und —z < |z|.
Fiir x, A € R gilt | \x| = |\||z]

Fiir x,y gilt die Dreiecksungleichung |x + y| < |z| + |y|

S &v A S

Seien c¢,e € R und € > 0. Dann ist die Ungleichung |z — c| < € fiir x € R dquivalent
zur Giiltigkeit der Ungleichungskette

c—e<zxz<cHe.

7. Fir alle x,y € R gilt |z| — |y| < |z —y|.

Proof. Die ersten 4 Aussagen sind einfach zu sehen. Wir zeigen die Dreiecksungleichung
und machen dazu die folgende Falldiskussion.

1. Wenn z+y > 0 gilt, dann ist | +y| = 2 +y. Kombinieren wir dies mit x < |z| und
y < |y|, so erhalten wir |z + y| < |z| + |y|.

2. Seinun z+y < 0. Dann gilt |z+y| = —x—y. Wir erhalten wiederum |z+y| < |z|+|y].

Fiir 6. argumentieren wir wie folgt. Sei |x — ¢| < e. Dann gelten z — ¢ < e und ¢ — z <
e. Daraus folgen die beiden behaupteten Ungleichung. Die Umkehrung lassen wir als
Ubungsaufgabe.

Wir zeigen nun 7. Wir starten mit * = x — y +y und wenden die Dreiecksungleichung an.
Wir erhalten |z| < |z — y| + |y|. Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Hier ein Beispiel fiir die Losung einer Ungleichung, welche die Betragsfunktion enthélt.

Bestimme alle € R, welche die Ungleichung |z — 1| — 2 < 0 erfiillen.
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Um eine solche Ungleichung zu 16sen, macht man eine Fallunterscheidung.

1. Fall : —1 > 0. Wir miissen dann die Ungleichung x —1—2 < 0 l6sen. Der erste Fall
liefert also die Losungsmenge Ly ;= {x € R: |(x > 1)A(x < 3)}. Es gilt L, = [1, 3].

2. Fall : x — 1 < 0. Wir miissen dann die Ungleichung —(x — 1) — 2 < 0 16sen. Der
zweite Fall trigt also die Losungsmenge Ly := {z € R|(z < 1) A (=1 < x)} bei. Es
gilt Ly = [—1,1).

Die Losungsmenge der Ungleichung ist L; U Lo, also [—1, 3].

20.1 Aufgaben
1. Losen Sie die Ungleichung 2|z — 4] — 10 < z in R.
2. Losen Sie die Ungleichung |z + 1| + |z — 1| > 1 in R.

3. Losen Sie die Ungleichung ||z — 1| = 1| =1 <0 in R.

21 Folgenkonvergenz

Wie kann man eine reelle Zahl angeben? Fiir natiirliche Zahlen haben wir die Ziffern
0,1,...9. Fiir grofere Zahlen benutzen wir das Dezimalsystem in dem wir etwa

1032=1-10>+0-10>2+3-10" + 2

schreiben kénnen. Rationale Zahlen konnen wir als Quotienten ganzer Zahlen schreiben,

etwa in der Form % Diese Form der Darstellung ist kompakt, hat aber den Nachteil der

Nichteindeutigkeit. Zum Beispiel kann man dieselbe Zahl auch in der Form ﬁ schreiben.

Eindeutigkeit kann erzwungen werden, wenn man n > 0 und g.g.7(m,n) = 1 fordert. Ein

Nachteil dieser Darstellung als Bruch ist, dal nicht auf den ersten Blick erkenntlich ist,
13

welche der Zahlen % oder 2 nun die grofere ist. In einigen Féllen kann man rationale

Zahlen als endliche Dezimalbriiche schreiben, etwa

3
120'75:7'10_1+5'10_2'
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Die Zahl % hat allerdings keine endliche Dezimalbruchentwicklung, sondern eine periodi-

sche
0,285714285714285714.. . . .

Dies ist genaugenommen eine unendliche Summe, deren prézisen Sinne wir erst noch
erkldren miissen. Die Dezimaldarstellung ist aber auch nicht eindeutig. Zum Beispiel ist

0.1999999... =0.2 .

Man kann Eindeutigkeit erzwingen, indem man keine 9-er Perioden zulaft.
Eine prézise Darstellung der Quadrdatwurzel der 2 ist sicher

V2 :=sup{z €eR|2? <2} .

Es ist aber klar, daf} sich damit schwer rechnen 148t und man auch keine Vorstellung iiber
die GréBe von v/2 bekommt. Fiir praktische Zwecke ist eine unendliche Dezimaldarstellung

Vo= 1414 = 14+4-10"141-10"2+4-10"% + ...
viel informativer. Zum Beispiel sehen wir sofort, dafl
14<Vv2<15

gilt. Sei
To.L_1X_2T_3...

ein unendlicher Dezimalbruch. Unsere Interpretation ist dafl er eine Folge (a,) von ratio-
nalen Zahlen

ay ‘= g
a; = xo+zx_1107t

as = To+x_1107 1+ 2z 51072

ag = Zo+z_1107'+2_,1072+2_51073

beschreibt. Die Zahl a,, approximiert dabei die Zahl x bis auf eine Genauigkeit 107",
Im folgenden abstrahieren wir von dieser konkreten Situation und geben eine prézisen
Begriff dafiir, das eine Folge von Zahlen eine Zahl beliebig genau approximiert.

Definition 21.1 FEine Folge (a,,) reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl a, falls
fiir jedes € € R~ ein ng € N existiert, so daf fiir alle n € N mit n > ngy die Ungleichung
la, — a| < € erfillt ist.

Definition 21.2 Fine Folge reeller Zahlen heifit konvergent, wenn es eine reelle Zahl
qibt, gegen welche die Folge konvergiert.
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Die Formel
Es gilt 1im, ,a, = a

ist eine Kurzform der Aussage, daf die Folge (a,) gegen a konvergiert.
Unter der Voraussetzung, dafl die Folge (a,,) gegen a konvergiert, benutzen wir das Symbol

1im, ool

als eine Bezeichnung fiir die reelle Zahl a.
In logischen Symbolen geschrieben gilt:

( Es gilt 1im, ,a, =a) = (Ve e R” Ing e NVn e N| ng <n=la —a,| <e) .
Sei P(n) eine Aussageform iiber natiirliche Zahlen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Die Menge {n € N|=P(n)} ist endlich.
2. Es gibt ein ng € N mit der Eigenschaft, da§ P(n) fiir alle n € N mit n > ng gilt.
In diesem Fall sagen wir auch, da P(n) fiir fast alle n € N gilt.

Eine Folge reller Zahlen (a,,) konvergiert also genau dann gegen a, wenn fiir jedes ¢ € R~
die Ungleichung |a,, — a| < € fiir fast alle n € N gilt.

Kommen wir zuriick auf unseren Dezimalbruch. Wir illustrieren an diesem Beispiel, wie
man mit der Definition umgeht.

Lemma 21.3 Sei xg.x_1x_sx_3... ein unendlicher Dezimalbruch. Wir bilden die Folge
(an) durch a, = ,_,x_;107" fiir alle n € N. Die Folge (a,) konvergiert.

Proof. Zunichst miissen wir uns den Kandidaten fiir den Grenzwert a der Folge (a,,)
verschaffen. Zunéchst beobachten wir, daf§ die Folge (a,) etwa durch ay + 1 von oben
beschrénkt ist. Damit existiert das Supremum a := sup(a,). Wir behaupten nun, daf die
Folge (a,) gegen a konvergiert.

Die iibliche Argumentation geht wie folgt. Wir stellen uns vor, dal uns ”jemand” eine
positive reelle Zahl ¢ € R~ vorgibt. Wir miissen dann erkldren wie wir ng wihlen wollen.
Im vorliegenden Fall withlen wir ng so groff, da$ 1070 < ¢ gilt. Das ist nach Aufgabe[18.1]
1. moglich. Fiir das Argument ist es egal, wie wir auf diese Wahl kommen. Im vorliegenden
Fall sicher durch den Uberblick iiber den Rest des Arguments. Wir miissen nun zeigen,
daB fiir alle n € N mit n > ng die Ungleichung |a,, — a| < e gilt. In der Tat gilt

Ay < ap, < @y +107" <y, + €.

Insbesondere gilt a,, < a < a,, + 107" und damit |a — a,| < 107 <. O

Damit die Darstellung einer rellen Zahl durch einen unendlichen Dezimalbruch sinnvoll
ist, darf eine konvergente Folge nur gegen einen Grenzwert konvergieren.
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Lemma 21.4 Sei (a,) eine konvergente Folge reeller Zahlen und a,a’ € R, so daff
lim, ,ca, = a und lim,_,,.a, = da' gelten. Dann gilt a = a'.

_ la—a|

Proof. Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dal a # o’ gilt. Wir setzen € : 7

Dann gilt € € R”. Wir finden ng,ny € N derart, da§ aus n,n’ € N und n > ng, n’ > n;
folgt, dafl |a, — a] < e und |a,y — d'| < € gilt. Dann gilt fiir m = max{ng,nj} dafl
|a,, —a| < € und |a,, — d| < e. Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung |a — a'| < 2e,
also |a — d'| < @ Das ist sicher falsch. 0

Hier sind weitere Beipiele fiir den Nachweis einer Folgenkonvergenz.

= (0.

Proof. Sei e € R~ gegeben. Wir wahlen ng € N nach dem archimedischen Axiom
derart, dal e7! < ng gilt. Wenn n € N die Ungleichung ng < n erfiillt, dann auch
e ! <n+ 1. Aus letzterer folgt n+r1 < ¢ und schlieSlich |n+r1 —0| <e O

1. Lemma 21.5 Es gilt lim,Hoon+rl

2. Lemma 21.6 Seix € (—1,1) C R. Dann gilt 1im, 2" = 0.

Proof. Sei ¢ € R” gegeben. Es gilt 1 < |z7!|. Wir withlen ny € N derart, da8
e ! < |z7!™. Dann gilt fiir n € N mit n > ng, dafi e ! < |z71|". Letztere Unglei-
chung ist dquivalent zu |2™ — 0] <. O

3. Lemma 21.7 Sei z € (0,1). Dann gilt 1im, ,,onz"™ = 0.

Proof. Wir setzen § := 7! — 1. Dann gilt § € R” und z7" = (1 +§)". Wir nehmen
n > 3 an und schreiben die ersten drei Terme der binomischen Formel explizit auf:

o nn—1) 5  ~=(n\
" =1+nd+ 5 6+;(k>6.

Wir sehen durch ignorieren positiver Terme, daf3

" > n(n — 1)52
- 2
ist. Daraus folgt
" S L5—2
n(n —1)
und schlief3lich
n 2 —2
nz" < )
n—1

no—l
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gilt. Dann gilt fiir alle n € N mit n > ng dafl

also

Wir betrachten die Folge der Fibonacci-Zahlen, welche induktiv durch

ap:=0, ar:=1, apo=ay1+a,.

gegeben wird. Diese Folge konvergiert offensichtlich nicht. Aber auf den ersten Blick er-
scheint die Begriindung fiir diese Einsicht als schwierig. Wir miilten fiir jede reelle Zahl a
zeigen, dafl die Bedingung der Definition nicht erfiillt werden kann. Gliicklicherweise
hat die Konvergenz einer Folge Konsequenzen, die einfacher falsifiziert werden koénnen.

Lemma 21.8 Fine konvergente Folge (a,) reeller Zahlen ist beschrinkt. Es gilt 1im, ,sa, <
sup(ay).

Proof. Sei a € R und gelte 1im,,_,,.a,, = a. Wir betrachten die Bedingung in fiir die
Wahl € := 1 Dann gibt es eine natiirliche Zahl ny derart, daB fiir alle n € N mit n > ng
die Ungleichung |a,, — a|] <1 gilt. Damit ist

min{{an|n:O,...,n0—1}U{a—1}}

eine untere und
max{{an|n=0,...,n0—1}u{a—|—1}}

eine obere Schranke der Folge (a,).

Es gilt a,, < sup(a,,) fiir alle n € N. Wir zeigen indirekt, dafl dann a < sup(a,,) gilt. Ware
a > sup(a,,), dann wére € := %p(“m) positiv. Fiir geniigend grofie n € N gilt |a, —a| < e.
Daraus folgt a, > a — ¢, also mit a = sup(a,,) + (@ — sup(a,,)) auch a,, > sup(a,,) + €.
Das ist falsch. O

1. Wir zeigen nun:

Lemma 21.9 Die Fibonachi-Folge (a,) ist nicht beschrankt.
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Proof. Wir behaupten, daf fiir all n > 0 die Ungleichung n — 3 < a,, gilt. Der
Nachweis erfolgt durch Induktion. Die Ungleichung stimmt fiir n € {0,1,2,3,4,5}
durch Inspektion. Sei nun m € N mit m > 6. Wir nehmen an, das die behauptete
Ungleichung fiir alle n € N mit n < m gezeigt ist. Wir schétzen ab und erhalten
folgende Kette von Ungleichungen

Ay = Q-1+ Qa2 >m—44+m—-5=2m—-9=m—-3+m—-6>m—3.

O
WEeil die Fibonachi-Folge nicht beschrankt ist, kann sie auch nicht konvergieren.

2. Ist ist aber nicht so, daf jede beschréinkte Folge konvergiert. Als Beispiel betrachten
wir ((—1)™) gegeben durch Diese Folge ist sicher durch 1 von oben und durch —1
von unten beschrankt.

Lemma 21.10 Die Folge ((—1)") konvergiert nicht.

Proof. Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dafl die Folge konvergiert, sagen
wir gegen a. In wéhlen wir € = % Dann gilt fiir alle geniigend groflen geraden
natiirliche Zahlen n die Ungleichung |a — 1| < %, also insbesondere 0 < a. Ande-
rerseits gilt fiir alle geniigend grofle ungerade natiirliche Zahlen n die Ungleichung
la+ 1] < %, also insbesondere a < 0. Beide Ungeichungen gleichzeitig konnen nicht
gelten. Damit ist die Annahme, dafi die Folge ((—1)") gegen a konvergiert, falsch.

O

21.1 Aufgaben

Untersuchen Sie folgende Folgen (a,) auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenfalls den
Grenzwert.

. n?  n?
1 Oy -= n+1 n-+2
_ 1
2. an = 1z
1 n
3. a, = L0

5. an :=nFz" ke N.
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22 Monotone Folgen, limsup, liminf

In diesem Kapitel lernen wir weitere Methoden kennen, mit denen wir Folgen auf Kon-
vergenz analysieren und Grenzwerte berechnen konnen. Wir werden eine monotone Folge
(ay) auch als monoton wachsend bezeichnen. Wir sagen, dafl die Folge (a,,) monoton fillt,
wenn (—a,) monoton wéchst.

Lemma 22.1 Sei (a,) eine monoton wachsende und von oben beschrinkte Folge. Dann
konvergiert diese Folge.

Proof. Wir benutzen die Supremumseigenschaft der reeller Zahlen und setzen a := sup(a,,).
Wir behaupten, dafl

lim, oG, = a

gilt. Wir argumentieren indirekt. Wir nehmen an, daf es ein ¢ € R~ gibt so daf fiir jedes
no € N eine Zahl n € N mit n > ng und |a,, — a| > € existiert. Wegen a,, < a gilt dann
a, < a — €, und wegen der Monotonie der Folge auch a,, < a — €. Dann wére aber a — €
auch eine obere Schranke von (a,) und damit a < a — e. Das ist falsch. O

Analog oder durch Ubergang zur Folge (—a,) zeigt man:

Lemma 22.2 Sei (a,) eine monoton fallende und von unten beschrinkte Folge. Dann
konvergiert diese Folge.

1. Die Folge (; +L) ist monoton wachsend und hat damit einen Grenzwert. Wir wer-
n+1

den weiter unten sehen, daf3

1
lim, yoo——— =1
L4 ——
gilt.
2. Wir zeigen, daf die Folge (1 + n%l)"“ monoton wéchst. Es gilt fiir n > 1 daf3

1 "\ /n\ 1

1+ ) = -
a+ =3 (})=

k=0

Wir benutzen jetzt die Ungleichung

WEEIGe s

Man kann zeigen, daf§ diese Folge durch 3 von oben beschrankt ist, siehe [17.1} Wir
werden spéter einsehen, daf

)n+1 —e

oo n+1

gilt.
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3. Sei nun (a,) wieder die Fibonachi-Folge. Wir betrachten die Folge der Quotienten
(bn) gegeben durch
by = peN.
An+1
Da fiir n > 1 die Ungleichung 0 < a,, < a,41 gilt, gilt auch 0 < b,, < 1. Die Folge

(b,) also im Gegensatz zur Folge (a,) beschrinkt.

Lemma 22.3 (a) Die Folge (by,) ist monoton wachsend und die Folge (boyy1) ist
monoton fallend.

(b) SeiV/ :=1lim, ,oobo, und b := 1lim, ,oobon1. Dann gilt b = b".
(c) Es gilt 1im, ,..b, =1'.

Proof. 'Wir rechnen

Ap+1 Qp,
bn+1 - bn - -
Ap+2 Ap+1

2
Ay — Qpy20y

Ap420n41
und betrachten die Zahler weiter fiir n > 1:
2 2
Apiq — Api20p = (an + an—l) - (an + an—i—l)an
2 2 2
= a, +2a,0n_1 +a,_; —a, — (a, + ap_1)ay
2 2
= —a, + a,ap—1 +a,_,
2
= —Q, + ap-10np41
2
—(az, — an-1an11) -
Da a? — asag = 1 ist, gilt also mit Induktion

a2 — @p_18p41 = (=)™ .

Es gilt also
(-1

bn+1 - bn =
an+2an+1

Wir erhalten

bn+2 - bn — (bn+2 - bn+1) aln (bn+1 - bn)
-1 n+1 —1)
() (1)

Ap43An42 Ap420n41

. 1 1
= (-1 -
Apn4-20n41 An430n42

Wir sehen, daf3 die Folge (bg,) monoton wichst. Analog fallt (bs, 1) monoton.
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Damit existieren die folgenden Grenzwerte:
lim, yoobon, =: 0,  1im,_oobopiq =: 0" .
Wir behaupten, dafl
b/ — b/l

gilt. In der Tat existiert fiir jedes e € R~ ein ny € N derart, daf fiir alle n > nq die
Ungleichungen [0/ — by, | < € und [b” — by, 11| < € gelten. Dann gilt

|bon+1=b2n| = [ban1—=b"+0"=b'+b'=ban| = [0 =b| = [b'=ban| = |b" b 41| = [b" 1| 2¢.

Damit gilt fiir n > ng
1

b — 0| <2+ )
2042020 +1

Da die Folge (ag,11a2,+2) unbeschriankt ist, folgt daraus (mit dem Archimedischen
Axiom) |b" —b'| < 2e. Da wir € beliebig vorgeben koénnen, folgt b' = b”. Daraus folgt

lim, b, = U’ in einfacher weise. O

Es ergibt sich schlieBflich die Frage, ob man die Zahl b := &’ explizit beschreiben
kann. Wir werden dieses Problem in Kor. 16sen.

Fiir eine nicht-leere, von oben beschréankte Teilmenge A C R moge S4 die Menge der
oberen Schranken von A bezeichnen. Dann gilt nach Definition des Supremums

sup A =min Sy, .

Wenn A C B gilt und auch B von oben beschrénkt ist, dann haben wir die Relation
Sp C S4 und damit
sup A <supB .

Sei (a,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann definieren wir fiir jedes n € N die
Teilmenge

An ={an, ans1,. ..} (10)

aller Folgenglieder ab der Stelle n. Es gilt offensichtlich fiir n,m € N mit n > m daB
A, C A,, und damit
sup A, <supA,, , inf A, >inf A, .

Eine obere (bzw. untere) Schranke der Folge (a,,) ist auch eine der Folgen (sup A4,) oder
(inf A,,). Wenn die Folge (a,,) beschrankt ist, dann konvergieren also die monotonen Folgen
(sup A,,) und (inf A,,).

Definition 22.4 Fiir eine beschrinkte Folge (a,,) reeller Zahlen definieren wir

liminf a, :=1im,_ . inf A, , limsupa, := lim,_,, sup A, .
n—00 n—00
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Zum Beispiel gilt
liminf(—-1)" = -1, limsup(—1)"=1.

n—oo n—o00

Lemma 22.5 Fir eine beschrinkte Folge (a,,) gilt

liminf a,, < limsupa,, .
n—oo n—o00

Insbesondere konvergiert die Folge (a,) genau dann, wenn

lim inf a,, = lim sup a,,

n—oo n—oo

qilt. In diesem Fall ist
lim, ,a, = liminfa,, .
n—oo

Proof.
Wir sehen zunéchst, dafl fiir alle n,m € N mit n > m die Ungleichung inf A,, < sup A,
gilt. Daraus folgt fiir alle m € N daB inf 4,, < limsup,,_,., a, und schlieflich 1im,, ,a,, <
limsup,,_, o, @p.

1. Wir nehmen an, daf§ die Folge (a,) konvergiert und zeigen, da lim, ,,.a, =
liminf, - a, und 1lim, ,,a, = limsup,,_,. a, gelten.

Sei € € R” gegeben. Wir wihlen ny € N derart, daf fiir alle n € N mit n > ng die
Ungleichung |a, — a| < € gilt.

Sei nun n € N und n > ny Dann gilt fiir alle z € A, die Ungleichung x < a + €.
Wir schlielen, dal sup A, < a + €. Da a, € A, ist, gilt a — ¢ < sup A,,. Insgesamt
erhalten wir |sup 4,, — a| <e.

Das zeigt, dal lim sup,,_,., a, = a gilt. Analog zeigen wir liminf,,_, a, = a.
2. Wir nehmen nun an, dafl liminf,, ., a, = limsup,,_,. a, gilt. Sei a := liminf, ., a,.

Sei € > 0 vorgegeben. Wir wiahlen nyg € N so daf fiir alle n € N mit n > ng gilt
|sup A, —a| <eund |inf 4, —a| <e.

Sei nun n € N und n > ng. Dann gilt a, € A, und damit inf A, < a, und
a, < supA,, Daraus schliefen wir a — ¢ < a,, und a, < a + €. Beides zusammen
ergibt |a, —a| <e.

Das zeigt 1im, ,..a, = a.
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22.1

23

Aufgaben
Komplettieren Sie den Beweis von Teil 3 von Lemma Zeigen Sie allgemeiner:

Lemma 22.6 Seien (a,) eine Folge reeller Zahlen und a € R. Es gilt 1im, ,a, = a
genau dann wenn 1im, ...as, = a und lim, ,as,11 = a gelten.

Zeigen Sie folgende Aussage:

Lemma 22.7 Sei(a,) eine Folge reeller Zahlen. Es gilt 1im,_,..a,, = a genau dann,
wenn fiir jede monotone, unbeschrinkte Abbildung f : N — N gilt 1im, ,a @) = a.

Geben Sie eine prizisen Ausdruck fiir die Menge A,, in an.

Seix € (0,1). Wir definieren die Folge (a,,) rekursiv durch ag := z und a,, 41 := 1—a?.
Zeigen Sie, daf} die Folge (a,) beschrénkt ist und die Relationen 0 < liminf, . a,
und limsup,, . a, < 1 gelten.

Sei A eine nicht-leere und von oben beschriankte Teilmenge von R. Zeigen Sie, dafl
es eine Folge (a,) gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) Es gilt a, € A fiir alle n € N.
(b) (ay) ist monoton.

(¢) lim,—e0a, = sup A.
Sei x € R, x > 0. Wir betrachten die Abbildung

X
eN|lz<nlan— 1+ — )T eR.
neNlz<n}anm (1+—")

Zeigen Sie, dafl diese Abbildung monoton wéchst.

Arithmetische Operationen mit konvergenten Fol-
gen

Komplizierte Folgen werden oft durch arithmetische Operationen aus einfacheren Folgen
zusammengesetzt. Fiir das Berechnen der Grenzwerte dieser Folgen ist es dann giinstig,
die Vertraglichkeit der Bildung von Grenzwerten mit den arithmetischen Operationen
auszunutzen.

Seien

(a,) und (b,) Folgen reeller Zahlen.

Lemma 23.1 1. Wenn

lim, 0@, =a und lim,_,..b, =0>
gelten, dann auch

lim, (@, +b,) =a+b, lim, ,o(anb,) = ab .
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2. Wenn lim,_,oa, = a gilt und (b,) nicht konvergiert, dann konvergiert auch (a,+b,,)
nicht.

3. Gelte fiir alle n € N die Ungleichung a,, # 0. Wenn dann lim, ...a, = a mit a # 0
gilt, dann gilt 1im, ,a' =a™'.

4. Wenn lim, ,oa, = a und a # 0 gilt und (b,) nicht konvergiert, dann konvergiert
auch (a,b,) nicht.

Proof.

1. Wir betrachten zunichst den Fall einer Summe von Folgen. Sei ¢ € R~ gegeben.
Wir wihlen ng € N derart, daf§ fiir alle n € N mit n > ng gilt:
|an_a‘§ ) ’bn_blg

N |
N |

Sei nun n € N mit n > ng. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung
la, + b, —a —b| < |a, — a| + |b, — b

auch
lan + b, —a —b| < €.

Wir betrachten jetzt das Produkt. Sei wieder ¢ € R~ gegeben. Wir wahlen ng € N
derart, dafl fiir alle n € N mit n > ng gilt

€
—alE wmmd |l —
an a'—mm{’2<rb|+1>}
und

&
by — bl <mindl,—— %
| ’—mm{ 2<|a|+1>}

Es gilt
|anbyp — abl = |(an — a)by + albs, — b)| < [(an — a)|[ba] + [al[(bn — b)] .
Fiir n > ng erhalten wir wegen |b,| < |b| + 1 daB

€
(an = a)|lbal < 5, lall(bs = B)] <

DO ™

Daraus ergibt sich |a,b, — ab| < e.

2. Wir argumentieren indirekt. Wiirde (a,, + b,) konvergieren, so auch ([a,, + b,] — ay),
also (by,).
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3. Sei € € R” gegeben. Wir wihlen ng € N so grof8, dafl fiir alle n € N mit n > ng die

Ungleichungen
lal |al*
3 Slaal, lan—al = ==
gelten. Wir schreiben |a; ! — a7t = |a,| |a| ™ a — a,|. Dann gilt fiir n > ny die

Ungleichung |a,|™! < % und damit |a,! —a™!| <e.

4. Wiirde (a,b,) konvergieren, dann auch (a,,'[b,a,]), also (b,).

Lemma 23.2 Wir betrachten Polynome

p(x) =t top 12", q@)=dirt Hdi_ g

mit ¢, # 0 und d; # 0 und bilden die Folge (a,) reeller Zahlen durch

p(n)
an::{tI(n Q(”)?_’ég , neN

N

Dann gilt
1. Wenn k > 1 ist, dann konvergiert (a,) nicht.

2. Wenn k =1 ist, dann qilt 1im, ,.a, = 2—’;.

3. Wenn k < ist, dann gilt 1im,_,..a, = 0.
Proof.  Wir schreiben
p(n) o k—1Ck + Ckfln_l 4. 4 Con—k
q(n) di+din=t + ... don!

Wir sehen zunéchst ein, daf3

e+ cran 4+ cenF _ G
dl + dl,ln—l + ... don_l B dl

gilt.

+dp .

L. k>1:Da #0ist und (nk=Y) nicht konvergiert, konvergiert die Folge (a,) nicht.

2. Wenn k = [ ist, dann gilt 1im, ,a, = fi—’j.

3. Wenn k < [ ist, dann gilt 1im,_,.a, = 0, da 1im,_,.,n*' = 0.
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23.1 Aufgaben

Uberpriifen Sie folgende Folgen auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls den
Grenzert.

I+

n+1
L (HW)
o . 1— n+1
2. Firz e R: (;5%-).
n+%
3' (n+2i—i)

24 Cauchy Folgen, Konvergenz gegen +o00

Um das Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge nachzupriifen, mufite man bisher den po-
tentiellen Grenzwert dieser Folge schon kennen oder Monotonievoraussetzungen machen.
Das Cauchy-Kriterium liefert eine Methode, die Konvergenz einer Folge reeller Zahlen
einzusehen, ohne den Grenzwert zu kennen.

Definition 24.1 Fine Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge, wenn fiir jedes e € R~
ein ng € N existiert, so daf fir alle n,m € N mit n > ng und m > ngy die Ungleichung
la, — an| < € gilt.

Lemma 24.2 FEine Cauchyfolge (a,) reeller Zahlen ist konvergent. Umgekehrt ist jede
konvergente Folge reeller Zahlen eine Cauchyfolge.

Proof.
Sei (a,,) eine Cauchyfolge. Wir zeigen die Konvergenz. Wir zeigen zunéchst, dafl die Folge

(an) beschrinkt ist. Es gibt ein ng € N derart, daf fiir alle n € N mit n > ng die
Ungleichung |a,, — a,| < 1 gilt. Insbesondere ist

max{ag, . .., ang—1,0n, + 1}
eine obere Schranke fiir die Folge. Analog zeigt man die Existenz einer unteren Schranke.
Wir zeigen nun, daf liminf,_, a,, = limsup,,_, a, gilt und wenden Lemma an.

Sei € € R” gegeben und ng € N wie in der Cauchy-Bedingung gewihlt. Dann gilt fiir alle
n,m € N mit n > ng und m > ngy dafl a,, < a, + €. Daraus folgt sup 4,, < a,, + € und
schlieflich lim sup,,, . am < a, + €. Daraus folgt weiter lim sup,,, ., @, < inf A, + € und
schlieflich limsup,,_, . @, < liminf,, ;. a, + €. Damit ist

|limsup a,, — liminfa,| <e€.
m—00 =2

Diese Ungleichung ist fiir jedes ¢ € R~ richtig. Folglich gilt lim sup,,, ., a,, = liminf, . a,.
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Wir zeigen nun, dafl aus der Konvergenz einer Folge die Cauchy-Eigenschaft folgt. Sei
a € R und gelte 1im,,_,,a, = a. Sei € € R” gegeben. Wir wihlen ny € N, so daf fiir alle
n € N mit ng < n gilt |a, —a| < 5. Dann gilt fiir alle n,m € N mit no < n und ng < m,
daB

€

lan = am| = |(an = @) + (@ = an)| < lan —al + |an —a] S 5+ 5 =¢.

Wir betrachten als Beispiel die Folge, welche durch
ap:=0, a,:= Z(—l)ka—l n>1
k=1

gegeben wird. Es ist eine leichte Ubungsaufgabe, sich zu iiberlegen, daB fiir jedes ng € N
mit ng > 1, und m,n € N mit m,n > ng die Ungleichung |a,, — a,,| < ny" gilt. Die Folge
(ay) ist also eine Cauchy-Folge.

Wir werden spiéter, nachdem wir die Logarithmusfunktion eingefiihrt haben, sehen, daf3

lim, ooa, = In2

gilt.
Ein divergente Folge kann sehr chaotisch aussehen, oder aber auch ein systematischen
Verhalten haben. Eine Moglichkeit des letzteren wird in folgender Definition beschrieben.

Definition 24.3 FEine Folge reeller Zahlen (a,) konvergiert gegen oo, wenn fiir jedes ¢ €
R ein nyg € N ezistiert, so daff fir n € N aus n > ng die Ungleichung ¢ < a,, folgt. Die
Folge (a,) konvergiert gegen —oo, wenn (—a,) gegen oo konvergiert. Wir notieren diese
Falle als 1im,,_,o.a,, = o0 oder 1im,_ -, = —00.

Beachte, dafl eine Folge, die gegen oo oder —oo konvergiert, nicht konvergent ist in Sinne
der Definition 21.2] Der Begriff

konvergiert gegen co
ist eine Einheit und kann im Augenblick nicht in

konvergiert

und

der Grenzwert ist co
zerlegt werden.
Wir werden spéter in eine Topologie auf der vervollstindigten Zahlengeraden R :=
R U {—00,00} definieren. Damit kann die Konvergenz gegen oo oder —oo auf gleicher
Ebene wie die Konvergenz gegen jedes andere Element von R verstanden werden kann.

1. Die Folge (n) konvergiert gegen oo, nicht aber ((—1)"n).

2. Jede monoton wachsende und nicht konvergente Folge konvergiert gegen oo.

3. Wenn (a,,) gegen oo konvergiert und a,, # 0 fiir alle n € N gilt, dann gilt 1im, ,,.a, ' =
0. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. So gilt 1im, ;o (—1)"(n+1)"! = 0, nicht
aber 1im,_,.(—1)"(n + 1) = oo.
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24.1 Aufgaben

1. Sei (x,) eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen welche gegen 0 kon-
vergiert. Wir bilden fiir alle n € N die Summe a,, := Y _,(—1)*zy. Zeigen Sie, daf
(an) eine Cauchyfolge ist.

2. Untersuchen Sie auf Konvergenz (einschliefllich gegen +00):

X
@

) (o).

1
1-9—‘“+

25 Reihen

Wir motivieren das Thema anhand einiger Beispiele.

1. In fritheren Vorlesungen hatten wir einen Dezimalbruch
2.4673. ..

als eine unendliche Summe

oy 240, T 3
10 102 10® 10
interpretiert. Wir hatten die Folge (a,) gebildet, wobei a,, die endliche Summe der
ersten n Summanden ist. Die Summe aller Terme hatten wir dann als Grenzwert
dieser Folge interpretiert.

2. Betrachten wir das klassische Beispiel von Achill und der Schildkréte. Achill laufe
doppelt so schnell wie die Schildkréte, welche am Anfang einen Vorsprung von x
hat und mit der Geschwindigkeit v kricht. Nach der Zeit ty := 5 ist Achill am
Startpunkt der Schildkrote, die in dieser Zeit einen Weg fov = § zuriickgelegt hat.
Diese Strecke lauft Achill in ¢; := -, aber die Schildkréte hat dann den Vorsprung
tiv = 7. Die alte Frage ist, ob Achill die Schildkréte iiberhaupt einholen kann, und

wenn ja, dann nach welcher Zeit. Nach obiger Uberlegung miifite dies die Zeit
£L'+.1'+33+ oz 1+1+1+ +1+ oz
20 4v  8v S w\2 4 8 on ) T

sein. In der Tat ist die Schildkrote in dieser Zeit die Strecke x gekrochen, wahrend
Achill die Strecke 2z zuriickgelegt hat. Er hat damit den Vorsprung aufgeholt und
ist an der selben Stelle wie die Schildkrote.
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Wir fithren nun das dazugehérige abstrakte Konzept ein. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen.
Wir mochte gerne die Summe

[e.9]

a0+a1+"'zzan

n=0
bilden. Dazu bilden wir eine neue Folge (s,) durch die Vorschrift

n

sn::E ay, -

k=0

Definition 25.1 Die Folge (s,) nennt man die aus der Folge (a,) gebildete Reihe. Die
Zahlen s, heiflen auch Partialsummen der Reihe. Wenn die Folge (s,) gegen eine reelle
Zahl s konvergiert, dann heifit s Grenzwert der Reihe. Wir notieren den Grenzwert als

In der Regel werden wir abkiirzend einfach den Term
>a,
n=0

eine Reihe nennen und gegebenfalls sagen, dass sie konvergiere. Das Symbol > > ja,
bezeichnet damit sowohl die Folge (s,) der Partialsummen als auch deren Grenzwert. Es
wird immer aus dem Kontext klar sein, welche Bedeutung vorliegt.

Ein sehr wichtiges Beipiel ist die geometrische Reihe.

Definition 25.2 Wir betrachten eine reelle Zahl x. Die Rethe ", x™ heifit geometrische
Reihe.

Wir untersuchen nun, fir welche z € R die geometrische Reihe )7 /2" konvergiert und
berechnen gegebenenfalls ihren Grenzwert. Dazu bestimmen wir zunéchst die Partialsum-
men explizit.

Lemma 25.3 Es gilt fir x # 1.

k+1

k
11—z
n=0
Fir x =1 haben wir

k
Zx":k—i—l.
n=0
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Proof. Der Fall x = 1 ist klar. Wir nehmen x # 1 an und fiithren einen Induktionsbe-
weis. Aussage stimmt fiir £ = 0. Sei nun k eine natiirliche Zahl und die Formel fiir alle
natiirlichen Zahlen [ mit [ < k schon gezeigt. Dann gilt

k—1
n n k
Ex = Em—l—x
n=0

7 1—l‘k

11—z
1—2%+(1—x)zk

1—=x
k+1

1—=x
l1—=x

Bei 7 haben wir die Induktionsvoraussetzung benutzt. O

Lemma 25.4 Die geometrische Reihe Y~ a" konvergiert genau dann, wenn |z| < 1
gilt. In diesem Fall gilt
[o.¢] . 1
E T :
1l—=x
n=0

Proof. Wenn x = 1 ist, dann ist die Folge der Partialsummen (s;) der geometrischen Reihe
durch sy = k4 1 gegeben und insbesondere nicht beschrankt. In diesem Fall konvergiert
die geometrische Reihe nicht.
Sei nun x # 1. Wir schreiben

k

1 1
E z" = - AR
—~ L=uw L=

Wenn |z| > 1ist, dann ist (z*™!) eine unbeschrénkte Folge. Da der Vorfaktor —— nicht ver-
schwindet, ist auch die Folge der Partialsummen der geometrischen Reihe unbeschrankt.
Damit konvergiert die geometrische Reihe fiir || > 1 nicht.

SchlieBlich, wenn |z| < 1 ist, dann konvergiert die Folge (z**!) gegen Null. Folglich kon-
vergiert die geometrische Reihe gegen ﬁ O

Um die Konvergenz komplizierterer Reihen einzusehen, brauchen wir handliche Kriterien.

Lemma 25.5 (Majorantenkriterium) Sei )~  a, eine Reihe und ) .~ b, eine kon-
vergente Reihe mit der Figenschaft, daf$ fir alle n € N die Ungleichung |a,| < b, gilt.
Dann konvergiert auch die Reihe Y ay,.

Wenn die Bedingung des Lemmas erfiillt ist, dann nennt man die Reihe > b, auch
eine konvergente Majorante der Reihe Y °  ay,.
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Proof. Seien (s,,) und (t,) die Folgen der Partialsummen der Reihen > 7 ja, und > b,.
Sei € € R™ gegeben. Wir wihlen ng € N derart, daf fiir alle n,m € N mit n > ng und
m > ng die Ungleichung |t,, — t,,,| < € gilt.

Seien nun m,n € N mit n > ng, m > ng und oBdA m < n. Dann gilt

n n n
k=m-+1 k=m+1 k=m+1

O

Die Bedingung im Majorantenkriterium kann man dahingehend abschwéchen, dafl die
Ungleichung |a,| < b, nur fiir fast alle n € N gelten mu$.

1. Fur z € (—1,1) und k € N konvergiert die Reihe

E nFz"

neN

Wir wihlen eine Zahl » € (0,1) mit |z| < r und schreiben x = sr. Dann gilt

€ (—1,1). Weiterhin gilt 1im, ,,,n*|s|" = 0. Damit gilt [n*z"| < 7" fiir fast alle n.
Die Reihe ) >2 (7" ist eine konvergente Majorante der Reihe Y _n"z" die damit
auch konvergiert.

Lemma 25.6 Wenn eine Rethe ZZO:O a, konvergiert, dann gilt 1im, . .a, = 0.

Proof. Die Folge der Partialsummen der Reihe eine Cauchyfolge. Es gilt a,, .1 = Z:é ay—

> ko Q-

Sei € € R” gegeben. Dann gilt |a,| < € fiir fast alle n € N. O

Zum Beispiel konvergieren die Reihen Z%N(—l)”ngil oder > >° (2n + 1) nicht.

25.1 Aufgaben
1. Untersuchen Sie, fiir welche z € R die Reihe Y 7 o= konvergiert.

2. Untersuchen Sie auf Konvergenz: >~ n™".

3. Konvergiert > | —15—7
= e

26 Klassische Funktionen

Aus dem Vergleich mir der geometrischen Reihe kann man ein weiteres Kriterium fiir die
Reihenkonvergenz ableiten.

Lemma 26.1 (Quotientenkriterium) Sei Y~ a, eine Reihe. Wir nehmen an, dafs
es ein ng € N gibt, so dass a, # 0 fir alle n € N mit ng < n gilt.
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1. Wenn es ein q € [0,1) und ein ny € N gibt, so daff || < q fiir alle n € N mit
n > max{ng,n,} gilt, dann konvergiert die Reihe.

2. Wenn es ein n; € N gibt, so dafl ]’1:;—:1\ > 1 fir alle n € N mit n > max{ng,n;}
gilt, dann konvergiert die Rethe nicht.

Proof. Sei ny := max{ng, ny }. Im ersten Fall gilt |a,.1| < ¢lay,| fiir alle n € N mit n > ns.

Daraus folgt |a,| < |an,|¢" . Damit ist die geometrische Reihe > "7 |a,,q "?|¢" eine

konvergente Majorante von 7 ay,.

Im zweiten Fall sieht man leicht, dafl die Folge (a,) nicht gegen 0 konvergiert. O

Eine wichtige Reihe ist die Exponentialreihe, welcher fiir x € R durch

o0 n

T
2

n=0
gegeben ist.
Lemma 26.2 Die Ezponentialreihe konvergiert fiir jede reelle Zahl x.

Proof. Der Fall x = 0 ist trivial. Wir nehmen an, dafl x # 0 gilt. Wir wenden das
Quotientenkriterium an. Sei ng := 0, ¢ := % und ny := min{n € N|n > |2z|}. Fiir alle
n € N mit n > ny gilt

xn+1

oy e _w,_ ol 1
= |<|=l<5i<5=¢-
=T +1 n |2z| — 2
Definition 26.3 Die Exponentialfunktion.
exp: R—R

ist die Abbildung, welche jeder reellen Zahl x € R den Grenzwert der FExponentialreihe
zuordnet. Wir schreiben oft auch e” := exp(z).

Wir fiithren nun die trigonometrischen Funktionen iiber ihre Reihendarstellungen ein.

Lemma 26.4 Die Reithen

>V L Gy

konvergieren fiir alle € R.

Proof.  Wir betrachten die erste Reihe und den Fall dal x # 1 gilt. Wir wenden das
Quotientenkriterium an. Sei ¢ := % Wir setzen ng € N derart, dal ng > 222 gilt. Dann
gilt fiir alle n € N mit n > ng daf§

gl 2D+
(=)™ CICES S I 5 2> 2?1
| 22nt1 ‘_| \S—S—S——q.
(-2t (2n+3)(2n+1) n 0o 2
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Definition 26.5 Wir definieren die trigonometrischen Funktionen

sin,cos : R =+ R

durch
' o gt oo g
sin(z) = nZ;(—l) @yl cos(x) = nz;(—l) @n)
Fir z € (—1,1) betrachten wir die Reihe
[e.9] mn
n

Die geometrische Reihe )7 |2"| ist eine konvergente Majorante.

Definition 26.6 Wir definieren die Logarithmusfunktion log : (0,2) — R durch

o0

log (2 Z (1—a)”

n=1

Wir werden spéter die Logarithmusfunktion zu einer Abbildung log : (0, 00) — R ausdeh-
nen und zeigen, daf fiir alle = € (0, 00) gilt:

exp(log(z)) = = .

26.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie, daf die Reihen
2n+1

sinh(x :Z Gn T 1)

2n

cosh(zx) := ZO (gn)'

fiir alle z € R konvergieren und damit wohldefinierte Abbildungen R — R bestim-
men.

2. Untersuchen Sie auf Konvergenz:
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27 Das Verdichtungsprinzip und die harmonische Rei-
he

Die Reihe

=1
25

heifft harmonische Reihe. In diesem Fall konvergiert die Folge der Summanden (%) tatsachlich
gegen Null. Dies wire nach Lemma [25.6] aber nur notwendig fiir die Konvergenz der har-
monischen Reihe, ist aber nicht hinreichend. In der Tat konvergiert die harmonische Reihe

nicht wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 27.1 Die harmonischen Reihe (d.h. die Folge der Partialsummen s, = ,_, %)
st nicht beschrinkt.
Proof. Das folgende Argument benutzt das sogenannte Verdichtungsprinzip. Es gilt

2n+1

Son+1 — Son = Z % c

k=27+1

Wir konnen alle 2" Summanden auf der rechten Seite durch # nach unten abschétzen.
Wir erhalten die Ungleichung
1 1

Son+1 — Son > 2n2n+1 = 5 5

Also gilt s; > %, So > %, Sy > % und so weiter. Wir schlielen induktiv, daf} fiir alle

natiirlichen Zahlen n die Ungleichung

n
S2n71 Z 5
gilt. Das zeigt die Unbeschrénktheit der Folge (s,,). O
Die Reihe
(o] . 1
> (==
n=1

heifit alternierende harmonische Reihe. Wir werden sehen, dafl diese Reihe konvergiert.
In der Tat folgt das aus einer Anwendung des folgenden Lemmas.

Lemma 27.2 Sei (x,) eine monoton fallende, gegen Null konvergierende Folge nicht-
negativer reeller Zahlen. Dann konvergiert die Rethe y - (—1)"x,.
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Proof.  Sei s, := Y ._,(—=1)*z; die nte Partialsumme. Wir sehen ein, daf} die Teilfolge
(s2n,) monoton fallt. Umgekehrt wéchst die Teilfolge (s2,41) monoton. Schliefllich gilt fiir
alle natiirlichen Zahlen n die Ungleichung

Son+1 < Sop -

Wir sehen, daf§ die monoton fallende Folge (s3,) nach unten und die monoton wachsende
Folge (s2,41) nach oben beschriankt ist. Folglich konvergieren diese Folgen und wir kénnen
die reellen Zahlen

S = lim, ;00820 ;S = 1limy oS24
definieren. Es gilt
S—s= 1imn—>oo(32n - S2n+1) = —limy y0o®ont1 = 0.

Damit konvergiert die Folge (s,,). O
Es gilt

— 1

D (-1)"— =-In(2) .

n
n=1

Das konnen wir aber erst einsehen, wenn wir die Logarithmusfunktion ausfiihrlich behan-
delt haben.

Wir untersuchen nun die Konvergenz der Reihen > 7 n~* fiir k& > 2. Das Quotienten-
kriterium ist nicht anwendbar: Es gilt

(n+1)7% 1
nk (14 1)k
und
: L
llmn%mm =1

Wir verwenden das folgende Kriterium:

Lemma 27.3 Sei (a,) eine monoton fallende Folge nichtnegativer reller Zahlen. Dann
konvergiert die Reihe ) | a, genau dann, wenn die Reihe Y, 2"asm konvergiert.

Proof. Seien (s,) und (t,) die monoton wachsenden Folgen der Partialsummen der Reihen
S ay und Y07 2"age. Fiir n,k € Nmit 0 < n < 2M7 gilt

ko 2itl_1 k
Sp < E E a; < E a2 =ty .
=0 =21 =0

Wenn die Folge (t;) konvergiert, dann ist sie beschrankt. In diesem Fall ist dann auch die
Folge (s,,) beschrankt und nach Lemma konvergent.
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Fiir n, k € N mit n > 2+ gilt

%
1 , 1
8p = Z a; = 3 2(12”121 E(tkﬂ — o) -

Wenn die Folge (s,) konvergiert, dann ist sie beschrénkt. Dann ist aber auch (t,) be-
schrankt und damit konvergent. O

Corollary 27.4 Fiir k > 2 konvergiert die Reihe > - n~".

Proof. Wir verwenden das Kriterium . Wir zeigen die Konvergenz von 7

n=0 (2"
mit dem Quotientenkriterium. Es gilt

2n+1
(2”2—;1)k — 21716 ]
(2m)k
Wegen k > 2 gilt 217F < % und das Quotientenkriterium ist erfiillt. O
27.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie, dafl die Reihe
2
n=1 n
konvergiert.
2. Zeigen Sie, dafl die Reihe
.11
n=1 n

divergiert.

3. Untersuchen Sie die Reihe

NE
3
+ | =

3

[|

I\
3=

auf Konvergenz.

4. Untersuchen Sie die Reihe

(]2
=T
=

3

i
I\

|
S =

auf Konvergenz.
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28 Absolute Konvergenz, Umordnen

Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen, £ € N und

ol kY= {1, k)

eine Bijektion. Dann folgt aus dem Kommutativgesetz fiir die Addition, dafl

k k
D =) s
n=1

n=1

gilt. Wir nennen die rechte Seite eine Umordnung der Summe mittels f. In diesem Ka-
pitel untersuchen wir, inwieweit Umordnen die Konvergenz und Grenzwerte unendlicher
Summen beeinflufit.

Definition 28.1 Sei I eine endliche Menge und a : I — R eine Abbildung. Wir definieren

Operation
§1
Zai = Zaf(n) 5
n=1

i€l
wobei f:{1,..., 81} — I eine beliebig gewdhlte Bijektion ist.
Man kann sich iiberlegen, dafl die Summe iiber I wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl

der Bijektion f abhéngt.
Sei J eine weitere endliche Menge und b € R’. Dann gilt

Z a; Z bj = Z (Iibj o
el jeJ (4,5)eIxJ

Wir fragen uns wieder, ob diese Rechnung auch fiir konvergente Reihen funktioniert.
Zur Motivation betrachten wir folgende Rechnung mit der Exponentialreihe.
Wir schreiben die binomische Formel in der Form

n)
(x+y)" = Z —'xpyq )
{(p,q)eN? | p+q=n} pig’

Es gilt fiir z,y € R:

ex—&-yzzx—i_y Z Z T'L—!xpyq:i Z m—I:y—T:....
p! ¢!

lg! n!
n=0 =0 {(p,)eN? | p+g=n} L 1 n=0 {(p.g)eN? | p+g=n}

Wir beobachten, daf3
U{®p.9) eN*|p+q=n}

neN
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eine paarweise disjunkte Zerlegung der Menge N? ist. Wir wiirden gerne wie folgt weiter-
rechnen.

> P 1/ 53 @ D q
e = E E —g/—: _y_: P y_:emey
p! ¢! > p! ¢! Zp!z:q!
n=0 {(p,q)eN? | p+q=n} (p,q)ENZ peN

Wir werden diese Gleichung weiter unten rechtfertigen. Die entscheidende Voraussetzung
ist die absolute Konvergenz der betreffenden Reihen.

Definition 28.2 Eine Reihe Y a, konvergiert absolut, wenn die Reihe >~ |a,| kon-
vergiert.

1. Fiir z € (-1, 1) konvergiert die geometrische Reihe Y 7, #* absolut.

2. Das Quotientenkriterium impliziert die absolute Konvergenz. Insbesondere konver-
gieren die Reihen fiir e* und sin(z), cos(x), sinh(z) und cosh(x) absolut.

3. Die Reihe Y (_;)n konvergiert nicht absolut.

Sei f : N — N eine Bijektion und > % a,, eine Reihe. Dann heifit > as(,) die mittels f
umgeordnete Reihe. Es stellt sich die Frage, ob mit >~  a,, auch >~ 7 jas,) konvergiert
und ob gegebenfalls die Grenzwerte iibereinstimmen.

Wir zeigen zunéchst ein negatives Ergebnis:

Lemma 28.3 Sei )~ a, konvergent, aber nicht absolut konvergent. Dann existiert fir
jede relle Zahl x eine Bijektion f : N — N derart, daff die durch f umgeordnete Reihe
Y om0 Gf(n) gegen x konvergiert.

Proof. Wir definieren
A={neN|a, >0}, B:={neNja,<0}.

Dann gilt AN B :=( und AU B = N. Wir definieren die Folgen (u,) und (v,) durch

Uy = E a; , Up:i= E a; .

{icA|i<n} {ieB|i<n}

Wir sehen ein, daf§ beide Folgen unbeschrankt sind. Wir definieren nun die Abbildung
f N — N rekursiv wie folgt. Wir setzen f(0) := 0. Sei nun k£ € N. Wir nehmen an, daf
f(n) fiir alle alle n € N mit n < k schon definiert ist.

e Wenn Zi:o ag(n) > o, dann wihlen wir

Fk+1):=min{l € B|l & f({0,... k}},

also den negativen Summanden mit dem kleinsten noch nicht verwendeten Index.
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e Falls ZZ:O afny < x, dann setzen wir

Fk+1) =min{l € Al & f({0,...,k}}

also den positiven Summanden mit dem kleinsten noch nicht verwendeten Index.

Es ist klar, daf§ die so definierte Abbildung f injektiv ist. Wir sehen weiter durch ein
indirektes Argument ein, dal f surjektiv ist. Ware ein Element A € A nicht im Bild von
f, dann sind auch alle Elemente von A, die grofler als A sind, nicht im Bild. Damit wiirden
aber ab einem bestimmten Schritt ky der Konstruktion immer nur negative Summanden
ausgewahlt werden. Insbesondere wire dann Zﬁ:o ayn) > x fiir alle k > ko. Da die Folge
(v,,) nach unten unbeschrénkt ist, ist das aber nicht moglich.

Wir sehen weiter mit einem induktiven Argument, dafl

k
arm) — x| < sup|a -
\% ry = | U |ai]
Daraus folgt die Konvergenz > jar@u) = . O

Wir kommen nun zur positiven Aussage.

Lemma 28.4 Wenn )~ a, absolut konvergiert und f : N — N eine Bijektion ist, dann
konvergiert auch Y " apum) absolut und es gilt

Z ap = Z af(n) o
n=0 n=0

Proof. Wir zeigen zunéchst, dafl die umgeordnete Reihe auch absolut konvergiert. Wir
weisen das Cauchykriterium nach. Sei € € R~ gegeben. Dann existiert ein ng € N derart,
daB fiir alle n,m € N mit ng < m < n gilt

n

> aif <.

i=m

Es gibt ein ny € N derart, dafl

{O,...,?’Lo} Q f({O,,nl}) o

Dann gilt fiir £,/ € N, mit n; < k <[ daf

l U
D olasl €D lail <,
=k i=u

wobei
U = min f‘{k7.,,7l} , U :=max f\{k,...,l}
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und wir ng < u < U benutzen. Wir sehen also, da8 die Reihe Y% |a ()| auch absolut
konvergiert.

Wir wihlen nun ny € N so groB, daB f({0,...,n1} C {0,...,ny) gilt. Wenn n >
max{ng, ny,ns} ist, dann gilt

n n n n
12 e =D asel < D _lail + 3 lail < 2e.
i=0 i=0 i=no Pa—

Daraus folgt
1D ai— ) asml < 2.
i=0 i=0

Da € beliebig klein gewahlt werden kann, gilt

Z a; = Z af(n) o
1=0 =0

Definition 28.5 Sei I eine abzihlbar unendliche Menge und (a;) € RY. Wir wollen die
Summe ), a; definieren. Dazu wihlen wir eine Bijektion f : N — I und definieren

Yo=Y an
n=0

i€l
falls die Reihe auf der echten Seite absolut konvergiert.
In diesem Fall ist nach Lemma die Summe ), a; unabhéngig von der Wahl von f.

Die Summe ) ., a; ist also wohldefiniert.
Wir untersuchen nun Produkte konvergenter Reihen.

Lemma 28.6 Seien >~ a, und Y - b, konvergente Reihen. Wenn Y °  a, sogar
absolut konvergiert, dann konvergiert Y >, ¢, mit ¢, 1= Z;’L:o a;b,—; und es gilt

o (e.0) (0.0)
E an g b, = g Cn -
n=0 n=0 n=0

Proof. Seien A,, := 3" ja;, By, =Y ¢ b und C,, := > " ¢; die Partialsummen und
b:=lim, ,,B,. Dann gilt mit g, := B, — b:

On = aan—i-aan_l—i—---—i—anBo
= ag(b+Bn) Far(b+ Bn1) + - +an(b+ B)

= Anb + zn: aiﬁn—i 2

=0
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Sei

n n

Tn = Z aiﬁn—i - Z an—iﬁi .

i=0 i=0
Wir miissen zeigen, dafl imsup,,_, |7,| = 0 gilt. Sei o := 3 .2 |a;|. Sei € € R gegeben.
Wir wéhlen ny € N so grof}, da8 fiir alle n € N mit n > ng gilt: |5,| < =*=. Fiir diese

a+l”

Zahlen n gilt dann

no n no

i=0 i=ng+1 =0
Fiir alle i € N gilt 1im, ,oo|a,—;| = 0. Wir erhalten

limsup |y,| < €.
n—o0

Da € beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die Behauptung. O

Corollary 28.7 Die Exponentialfunktion erfillt die folgende Funktionalgleichung:
eV = e%e¥ .
Insbesondere ist sie strikt monoton.
Proof. Wir zeigen nur die strikte Monotonie. Sei e € R”. Dann gilt
exp(z + €) = exp(x) exp(€) < exp(zx) ,

da exp(e) > 1. Letztere Ungleichung folgt unmittelbar aus der Reihendarstellung. O

28.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie die Funktionalgleichungen

sin(z+y) = sin(x) cos(y)+cos(z) sin(y) , cos(x+y) = cos(x) cos(y)—sin(x) sin(y) .

29 Die Fibonacci Folge

In diesem Abschnitt wollen wir als Anwendung der Reihentheorie Eigenschaften der
Fibonacci-Folge zeigen. Zur Erinnerung, die Fibonacci Folge ist rekursiv durch

Jor=0, fir=1, fo2:=/fop+fa

gegeben ist. Wir kodieren diese Folge in der Reihe Y 7 o f,2™.
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Diese Reihe konvergiert fiir |z| < 1. In der Tat ist (f,) monoton wachsend. Daraus folgt

fiir n > 1 da83 ; ;
n+1 n—1
<1+
In Jeo

<2.

Damit gilt fiir n > 1
jh+1xn+1

fnx"

| <2lz| < 1.

Wir definieren die Funktion
: ( ! 1) ( ) = f "
F 2,2—>R, xz— F(x): ngo I A

Lemma 29.1 Die Funktion F erfillt die Funktionalgleichung
F(z) =z + zF(z) + 2°F () .

Proof. Da die Reihe Y >° , f,2" absolut konvergiert, kénnen wir folgt rechnen:
T+ zF(x) + 2°F(z) = x+fonx"+xZanx”
n=0 n=0
= e+ foad"+ ) foaa”
n=2 n=2

= 93+an:6"
n—2
= F(z).

Wir stellen die Gleichung F(z) = x + zF(x) + 2?F(z) nach F(x) um und erhalten

F(z) °

1l—z—22

Die Menge der Nullstellen des Nenners ist {#‘F’, %5} Wir fithren eine Partialbruch-
zerlegung durch und schreiben

75 B TA xB
1—x—x2_x_—1+\/5+

Die Zahlen A, B bestimmen wir aus dem Gleichungssystem

- 1
A+B=0, A 2\/54—3 *2”/3:

1.
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Wir eliminieren B und erhalten

—1-v6 —-1++5

A =1
( 2 2 ) 7
also | |
A=——, B=—.
V5 V5
Es ergibt sich schliellich
s N
F(z) =— + .
T — flgﬁ) 7 — —inlB
Wir schreiben das um in
2 =z _2 =z
He)= =t =
—1+v5 -1-v5

Wir entwickeln nun die beiden Terme in geometrische Reihen und erhalten

Fo = e () v ()

In der Tat folgt aus |z| < 3 daB |- 1‘6\/5| < 1 gilt. Es gilt also fiir alle z € (—3, 3) daB
— 2" 1 ! 2 "
Flay=) a"—=||———= ] - |——= :
@-2rz (o) - (555))

Daraus lesen wir die explizite Formel fiir die Fibonacci-Zahlen ab:

fo  VE-1
fn+1_ 2 .

Wir schlieflen weiter

lim, oo

29.1 Aufgaben

1. Wir betrachten die rekursiv durch
1
for=0, fi=1, fo:= 5(3fn+1 - fn)

gegeben Folge. Benutzen Sie die Theorie der erzeugenden Reihe, um (wie oben fiir
die Fibonacci-Folge) eine explizite Formel fir f,, anzugeben.
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30 Komplexe Zahlen

Es gibt keine reelle Zahl z mit der Eigenschaft, dafl 22 = —2 gilt. In der Tat, gibe es eine
solche Zahl, dann wiirde ndmlich 0 < 22 = —2 gelten.

Man kann aber eine solche Zahl, die wir vorldufig mit v/—2 bezeichnen zu den reellen
Zahlen hinzuftigen. Wir betrachten dazu Paare (a,b) aus reellen Zahlen, die wir in der
Form a + by/—2 schreiben und erkliren die Rechenoperationen durch

(a+bvV=2)(c+dvV=2) := (a+c) + (b+ d)vV—=2) ,
(a4 bvV=2)(c+ dvV—=2) := (ac — 2bd) + (ad + bc)vV/ =2 .

Man iiberzeugt sich durch Nachrechnen, daff man damit eine kommutative Ringstruktur
auf R? definiert mit dem Nullelement 0 4+ 0v/—2 und dem 1-Element 1 + 04/—2. Ist 0 +
0v—2 # a + byv/—2, dann existiert auch das multiplikative Inverse

(a+by/=2)"1 = a - V=2

a? + 2b? l a? + 2b?

Wir haben damit auf R? die Struktur eines Korpers definiert, den man gewoéhnlich mit
R(+v/—2) bezeichnet. Die Abbildung R — R(y/—2), a — a + 04/—2 ist injektiv.
Im Koérper R(y/—2) kann man die Gleichung z*> = —1 16sen. In der Tat sind die Elemente

0+ % Losungen dieser Gleichung.

Diese Konstruktion kann man mit jeder anderen von Null verschiedenen Zahl anstelle
von 2 genauso durchfithren. Uberlicherweise nimmt man die 1 und fiihrt die Abkiirzung
i := v/—1 ein. Wir schreiben Elemente der Menge R? in der Form a + bi und definieren
die Rechenoperationen durch

(a+bi)(c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a+bi)(c+ di) := (ac — bd) + (ad + be)i .
Das Nullelement und das 1-Element sind durch 0 + 0z und 1 4 0z gegeben.

Lemma 30.1 Die Menge R? mit den Operationen +, - und den Elementen 0 + 0i und
1+ 0i ist ein Korper. Die Abbildung R — R?, a — a + 0i ist ein Homomorphismus.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Definition 30.2 Der in Lemma beschriebene Korper heifit Kdorper der komplexen
Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Wihrend wir die Elemente von R als Punkte auf der Zahlengeraden veranschaulichen
konnen, interpretieren wir die komplexen Zahlen als Punkte in der Ebene.

Definition 30.3 Wir definieren den Betrag der komplexen Zahl a + bv als

la 4+ bi| := Va? +b% .
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Imz

V2 1 2 Rez

Die anschauliche Bedeutung des Betrages ist der Abstand der komplexen Zahl von 0. Das
folgt aus dem Satz von Phytagoras.

Definition 30.4 Wir definieren die komplex konjugierte Zahl von a + bi durch a + b :=
a — bi.

Lemma 30.5 Fir zwei komplexe Zahlen z,z gelten:

1. 242 =2+ 2.

o =7
2z = |2)?.
22| = |||

2+ 2] < [z] + |-

-1_ 2z

S

Proof.  Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung und lassen die anderen Aussagen als
Ubungsaufgabe. Es gilt

|2+2'* = (24+2)(2+2)) = |2+ [*+22'+22" = |2 HZ[*+2Re(2Z) < |2*+|2'[*+2l2]|2'] = (2| +Z])*.

O
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30.1 Aufgaben
1. Finden Sie alle Losungen der Gleichung 2® = 2 in C.

2. Zeigen Sie, daf die Abbildung C — C, z — 22, surjektiv ist.

3. Skizzieren Sie die Menge {z € C| |z — 4| < 3} in der Ebene.

31 Abstand und Topologie

Sei z € R. Eine Umgebung von z ist eine Teilmenge von R, die alle Punkte enthilt, welche
geniigend nahe bei x liegen. Prézise kann man das wie folgt formulieren.

Definition 31.1 FEine Teilmenge W C R heifst Umgebung von x, wenn es ein € > 0 gibt,
so daf$ (x —e,x+¢€) CW gilt.

Hier sind einige Beispiele, die den Umgebungsbegriff verdeutlichen sollen.
1. R ist eine Umgebung jeder rellen Zahl.
2. [—1,1] ist eine Umgebung von 0.
3. Das Intervall (a, b) ist eine Umgebung jedes seiner Punkte.
4. Das Intervall [a, b) ist keine Umgebung von a.

5. Ist W C W' C R und W eine Umgebung von x , dann ist W’ eine Umgebung von
x.

Definition 31.2 FEine Teilmenge von R heifit offen, wenn sie Umgebung jedes threr Punk-
te ist. Fine Teilmenge von R heifit abgeschlossen, wenn thr Komplement offen ist.

1. (a,b) oder (a,00) sind offen.
2. (a,b] und [a,b) sind weder abgeschlossen noch offen.

3. [a,b] ist abgeschlossen.

Fiir zwei reelle Zahlen z,y interpretieren wir |z — y| als Abstand zwischen = und y. Fiir
€ € R” ist (z — €,z + €) die Menge der Zahlen, deren Abstand von x kleiner als € ist.
Wir schreiben d(z,y) := |z — y| und halten folgende Eigenschaften fest.

Axiom 31.3 (Axiome fiir einen Abstand)

1. d(z,y) >0
2. (d(z,y) =0) & (z =y)
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3. Symmetrie: d(z,y) = d(y, )
4. Dreiecksungleichung: d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2)

Wir benutzen diese Eigenschaften, um den Begriff eines Abstandes auf beliebigen Mengen
einzufiihren.

Definition 31.4 Sei X eine Menge. Ein Abstand (oder auch Metrik genannt) auf X
ist eine Abbildung d : X x X — R, welche fiir alle x,y,z € X die formulierten

Bedingungen erfillt. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge und einem

Abstand.

Durch die Festlegung der Funktion d bestimmen wir eine Abstandsmessung zwischen den
Punkten von X. Wir interpretieren also den Wert d(x,y) als den Abstand zwischen den
Punkten z,y € X gemessen mit d. Hier sind einige Beispiele fiir Metriken.

1. Auf R haben wir den Abstand d(z,y) := |z — y|. Wenn wir R als metrischen Raum
betrachten und nichts anderes gesagt wird, dann ist immer dieser Abstand gemeint.

2. Auf R™ haben wir den euklidischen Abstand

Es gilt beispielsweise in R3:
d((1,1,1),(2,2,2)) = V3.

Manchmal schreibt man auch d» fiir diesen Abstand. Insbesondere dann, wenn man
ihn von anderen Absténden auf R" wie

unterscheiden maéchte. Es gilt

di((1,1,1)(2,2,2) =3, do((1,1,1),(2,2,2)) =1 .

Wenn nichts anderes festgelegt wird, betrachtet man auf R™ diesem Abstand.

3. Auf C betrachten wir normalerweise den Abstand d(z,z') := |z — 2/|. Unter der
Identifikation C = R? ist das der euklidische Abstand.

4. Auf jeder Menge haben wir den diskreten Abstand
] O z=y
o)y ={ 257
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5. Sei A eine Menge. Dann definieren wir einen Abstand auf
X := {f € R*| f ist beschriinkt}

durch
d(f,g) :=sup|f —g|.

Sei X :=[0,1] und g, f : [0,1] — R durch f(z) := z und g(z) := 2* gegeben. Dann

1st
2 /1

d(f,g) = 3\3

Das Supremum von [0,1] 3 2 + |z — 23| € R wird an der Stelle \/g angenomimen.

Definition 31.5 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Firxz € X undr € R” sei
Bla,r) = {y € X | d(z,y) < 1}

der Ball vom Radius r um x. Also ist B(x,r) genau die Menge der Punkte in X,
deren Abstand von x (gemessen mit d) kleiner als r ist.

Die folgenden Skizzen stellen die Form der Bille im R? mit den Abstinden d;, do
und dem euklidischen Abstand dar:

d = aubblids de
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2. Seix € X. Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x, wenn es einr € R” gibt
mit B(xz,r) CU.

3. Fine Teilmenge U C X heifit offen, wenn sie Umgebung jedes threr Punkte ist.

4. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Als Anwendung der Dreiecksungleichung zeigen wir:

Lemma 31.6 Sei (X, d) ein metrischer Raum, v € X und r € R”. Dann ist der Ball
B(z,r) offen.

Proof. Sei y € B. Wir miissen einen Ball um y finden, der in B(z,r) enthalten ist.
Es gilt d(x,y) < r. Sei € € R~ derart, dal d(x,y) + € < r gilt. Wir zeigen, dafl dann
B(y,€) C B(z,r) gilt. Sei z € B(y, €). Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) < d(z,y)+e<r.

Also ist z € B(z,r). O

In folgendem Lemma halten wir wesentliche Eigenschaften offener und abgeschlossener
Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d) fest.

Lemma 31.7 1. Eine beliebige Vereinigung offener Teilmengen ist offen.
2. Ein beliebiger Durchschnitt abgeschlossener Teilmengen ist abgeschlossen.
3. Ein endlicher Durchschnitt offener Teilmengen ist offen.
4. Fine endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen ist abgeschlossen.

Proof.

1. Sei (Uy)sep eine Familie offener Teilmengen in X. Wir miissen zeigen, daB (J,.z Us
eine Umgebung jedes ihrer Punkte x ist. In der Tat existiert ein b € B mit z € U,.
Dann gibt es ein r € R” mit B(x,r) C U,. Dann ist aber auch

B(xz,r) CU, C UUb.

beB
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2. Folgt aus 1. durch Komplementbildung.

3. Sei B endlich und (Up)pep eine Familie offener Teilmengen. Wir zeigen, dafl (), Us
eine Umgebung jedes ihrer Punkte x ist. Fiir jedes b € B existiert ein r, € R~ mit
B(z,ry) C Up. Sei r := minyep 1. Dann ist » € R~ und

B(z,r) C ﬂ B(x,m,) C ﬂ Uy.

beB beB

4. Folgt aus 3. durch Komplementbildung.

In den Aussagen 3. und 4. von Lemma kann man die Voraussetzung der Endlichkeit
nicht weglassen. Wir betrachten als Beispiel den metrischen Raum R. Zum Beispiel ist
{z} fiir jedes = € R abgeschlossen. Aber es gilt

0,1)= | {=}.
)

xz€(0,1
Diese Teilmenge ist offen und nicht abgeschlossen. Andererseits ist

0} =N(=2)

neN

ein unendlicher Durschnitt offener Teilmengen, welcher nicht mehr offen ist.

Eine ganze Reihe von Begriffen und Beweisen in der Analysis kann man so formulieren,
daf} sie nur den Begriff der offenen Mengen und die obigen Eigenschaften benutzen. Aus
diesem Grunde fithren wir den Begriff der Topologie ein.

Definition 31.8 Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge T C P(X),
welche folgenden Figenschaften hat:

1.0eT,XeT

2. T ist abgeschlossen unter der Bildung beliebiger Vereinigungen von Elementen aus

T.

3. T st abgeschlossen unter der Bildung endlicher Durchschnitte von Elementen aus

T.

Fine topologischer Raum ist ein Paar (X,T) aus einer Menge X und einer Topologie T
auf X.

Definition 31.9 Sei (X,T) ein topologischer Raum.
1. Die Elemente von T heiflen offene Teilmengen.

2. Die Komplemente offener Mengen heiffen abgeschlossene Teilmengen.
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3. Sei x € X. Fine Teilmenge V' C X heifit Umgebung von x, wenn es eine offene
Teilmenge U gibt mit x € U C V.

Wenn wir auf einer Menge X eine Topologie auszeichnen, dann kénnen wir iiber Umgebun-
gen reden. Der Begriff der Umgebung eines Punktes x prézisiert, was mit der Gesamtheit
aller zu = geniigend benachbarten (gemessen mit der betrachteten Topologie) Punkte
gemeint ist.

1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. In Definition haben wir festgelegt, welche
Teilmengen von X offen sind. Die Menge 7 dieser offenen Teilmengen erfiillt nach
Lemma [31.7]die Axiome fiir eine Topologie. Wir haben also jedem metrischen Raum
einen topologischen Raum zugeordnet. Diesen nennt man auch den unterliegenden
topologischen Raum.

2. Auf R™ haben wir die Metriken d;, dy und d., und damit unterliegende Topologien
Ti, T2 und T.

Lemma 31.10 Es gilt T, = T = Tw.

Proof. Ubungsaufgabe. O

3. Sei X eine Menge. Dann ist die Potenzmenge P(X) eine Topologie. Sie heifit diskrete
Topologie und wird durch den diskreten Abstand induziert.

4. Sei X eine Menge. Dann ist {0}, X'} eine Topologie. Sie heifit chaotische Topologie.
Wir betrachten nun einen topologischen Raum (X, 7") und eine Teilmenge W. Wir setzen
Tw ={VePW)| QUeT|V=WnU)}.

Lemma 31.11 Die Teilmenge Tyw ist eine Topologie auf W.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Definition 31.12 Wir bezeichnen Tyw als die induzierte Topologie auf W .

Wenn wir nichts anderes sagen, dann betrachten wir Teilmengen eines topologischen
Raumes immer als topologische Rdume mit der induzierten Topologie.

Lemma 31.13 Ist d eine Metrik auf X und T die durch d induzierte Topologie. Dann
ist dywxw eine Metrik auf W, welche Ty induziert.

Proof. Ubungsaufgabe. O
Wir betrachten einige Beispiele in der Welt der reellen Zahlen.
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1. Die Teilmenge [0,3) C [0,4] ist offen in der induzierten Topologie auf [0,4], nicht
aber [1,2] C [0, 2].

2. Die Teilmenge (0, 1] € (0, 4] ist abgeschlossen in der induzierten Topologie auf [0, 4],
nicht aber (0,1) C (0, 1].

3. Wir betrachten N mit der durch die Einbettung N C R induzierten Topologie. Der
Punkt {1} ist eine offene Teilmenge. In der Tat ist {1} = (0,2) N N.

31.1 Aufgaben

1. Zeigen Sie, dal Q C R weder offen noch abgeschlossen ist.
2. Zeigen Sie, dafl Punkte eines metrischen Raumes abgeschlossen sind.

3. Wir betrachten die Teilmenge Z C R. Zeigen Sie, daf die auf Z induzierte Topologie
die diskrete Topologie ist.

4. Zeigen Sie Lemma 31.11]

5. Zeigen Sie Lemma [31.13]

6. Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Zeigen Sie: Eine Teilmenge U C X ist ge-
nau dann offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Hinweis: Betrachte die
Teilmenge W = U{Veﬂvg]} V. Schliefie aus der Voraussetzung, dafS diese offene
Menge mit U dibereinstimmd.

32 Konvergenz von Folgen

Man kann den Begriff der Konvergenz von Folgen auf den topologischen Kontext aus-
dehnen. Die folgende Definition benutzt den durch die Wahl der Topologie bestimmten
Umgebungsbegriff.

Definition 32.1 Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und (z,,) eine Folge in X und x € X.
Die Folge konvergiert gegen x genau dann, wenn fir jede Umgebung U von x die Aussage
xn, € U fiir fast alle n € N gilt.

Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann werden wir oft X als topologischen Raum
betrachten, wobei die Topologie die von der Metrik d induzierte ist. Wir werden diese

Konvention meist nicht explizit erwéhnen.

Lemma 32.2 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge () in X konvergiert gegen
x € X genau dann, wenn fir jedes € > 0 die Aussage x,, € B(z,€) fir fast allen € N gilt.
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Proof.  Wir nehmen zunéchst an, daf (z,) gegen = konvergiert. Sei ¢ € R”. Dann ist
B(z, €) eine Umgebung von x. Folglich gilt x,, € B(z,¢) fiir fast alle n € N.

Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei U eine Umgebung von x. Dann existiert ein € € R~
mit B(z,e) C U. Nach Voraussetzung gilt z,, € B(z,¢€) und damit auch z,, € U fiir fast
alle n € N. O

Wir betrachten den metrischen Raum R mit dem Abstand d(z,y) := |z — y|. In diesem
Fall stimmt der hier neu eingefiihrte Konvergenzberiff mit dem alten in Definition [21.1]
eingefiihrten iiberein.

Im Folgenden betrachten wir einige Eigenschaften des Grenzwertbegriffs fiir Folgen und
heben Unterschiede zwischen dem metrischen und dem allgemeinen topologischen Kontext
hervor.

1. In einem metrischen Raum hat eine Folge héchstens einen Grenzwert. Der Beweis
von Lemma verallgemeinert sich sinngemés.

2. In einem allgemeinen topologischen Raum kann eine Folge mehrere Grenzwerte ha-
ben. In der chaotischen Topologie konvergiert jede Folge gegen jedes Element.

3. Um den in 2. beschriebenen Effekt zu vermeiden, mufl man Trennungseigenschaf-
ten iiber die Topologie voraussetzen. Es gibt eine ganze Reihe von Trennungsaxio-
men, die gelegentlich in der Form 7; durchnumeriert werden. Die wichtigste ist die
Hausdorff-Eigenschaft T5.

Definition 32.3 FEin topologischer Raum hat die Hausdorff-Eigenschaft, wenn fiir

je zwei Punkte x,y € X mit x # y Umgebungen U von x und V wvon y ezistieren
mit UNV = 0.

e __/’—\——___\\
\

o ™
\
\

,f/
fo0™ ~)
\

Ein topologischer Raum mit mehr als einem Punkt und der chaotischen Topologie
hat die Hausdorff Eigenschaft nicht.

Lemma 32.4 FEin metrischer Raum hat die Hausdorff-Eigenschaft.
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Proof. Ubungsaufgabe. O

4. Lemma 32.5 In einem topologischen Raum mit der Hausdorff-Figenschaft hat eine
Folge hochstens einen Grenzwert.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Fiir einen metrischen Raum (X, d) konnen wir den Begriff einer Cauchyfolge verallgemei-
ner.

Definition 32.6 FEine Folge (x,) in X ist eine Cauchyfolge, wenn fiir jedes e € R” ein
nog € N existiert, so daf$ fir alle n,m € N mit n > ng und m > ng gilt d(x,, z,) < €.

1. Fiir allgemeine metrische Rédume ist es nicht richtig, dafl jede Cauchyfolge konver-
giert. Als Beispiel betrachten wir den metrischen Raum @Q als Teilraum von R und
eine Folge rationaler Zahlen (z,) welche in R gegen v/2 konvergiert. Diese Folge ist
sicher eine Cauchyfolge, aber (in Q) nicht konvergent.

2. Definition 32.7 FEin metrischer Raum heif$t vollstindig, wenn in thm jede Cauchy-
folge konvergiert.

3. Die reellen Zahlen sind als metrischer Raum vollstandig, wahrend @Q nicht vollsténdig
ist.

4. Der Raum R* mit jedem der Abstinde d;, ds, dos ist vollsténdig.

Lemma 32.8 FEine Folge (z,,) in R¥ mit dem Abstand d, fiir ein { € {1,2,00} ist
eine Cauchyfolge (oder eine gegen y € R™ konvergierende Folge) genau dann, wenn
die Folgen (xz,;) fir alle i € {1,...,k} Cauchyfolgen (oder gegen y; konvergierende
Folgen) sind. Hierbei ist x,,; und y; die i’te Komponente von x, oder y.

Proof. Ubungsaufgabe.

5. Lemma 32.9 Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und W C X eine Teil-
menge. Dann ist (W, djwxw) genau dann vollstindig, wenn die Teilmenge W abge-
schlossen ist.

Proof. Wir nehmen an, dafl W abgschlossen ist. Sei (w;) eine Cauchyfolge in T.
Dann ist (w;) eine Cauchyfolge in X und es gibt wegen der Vollstédndigkeit von X
ein Element z € X mit 1lim, ,,w, = z. Es gilt + € W. Wéare namlich ¢ W, dann
gibe es wegen der Abgeschlossenheit von W eine Umgebung U von x mit UNW = ().
Andererseits miifite w,, € U fiir fast alle n € N gelten. Widerspruch. Man sieht nun
leicht ein, daB (w,) im metrischen Raum W gegen x konvergiert.
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Sei nun (W, d‘WXw) vollstéandig. Wir nehmen an, dafl W als Teilmenge von X nicht
abgeschlossen ist. Dann ist X \ W nicht offen. Damit gibt es einen Punkt z € X \ W
derart, daB wir fiir jedes n € N einen Punkt w, € B(x, =) N W wihlen kénnen. In
X gilt 1im, ,,w, = x. Damit ist (w,) eine Cauchyfolge in . Sie hat aber in W
keinen Grenzwert. Damit ist W nicht vollstéandig. O

Wir betrachten die Menge R:=RU {—00, 0}, welche wir als vervollstandigte Zahlenge-
raden bezeichnen. Auf R definieren wir die Topologie durch

UNReTr und
Tz = U € P(R) (0c€elU)= (xR |(r,00) CU) und
(—oo€eU)= (dz €R|(—o0,z) CU)

In anderen Worten, wir betrachten die Teilmengen der Form (z, co)U{oco} als Umgebungen
von oo und die Teilmengen (—oo,z) U {—oc0} als Umgebungen von —oo.

Lemma 32.10 7z ist eine Topologie auf R.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Lemma 32.11 Eine Folge (a,) in R konvergiert gegen a € R im Sinne von Def. fur
a € R oder Def. fu'r a € {00, —o0} genau dann, wenn (a,) gegen a in Sinne von Def.
konvergiert.

Proof. Das ist im Wesentlichen eine Umformulierung der Definitionen. O

1. In R gilt:

lim, ..o, = 00 .

In der Tat, sei U eine Umgebung von co. Dann existiert ein z € R mit (z,00) C U.
Fiir fast alle n € N gilt aber < n und damit n € U. O

2. In R konvergiert ((—1)"n) nicht.

32.1 Aufgaben

1. Zeigen Sie, dafl eine Folge reeller Zahlen genau dann geméif der Definition [32.]]
konvergiert, wenn sie geméfl Definition konvergiert.

2. Zeigen Sie, dafl in einem metrischen Raum eine Folge hochstens einen Grenzwert
hat.
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3. Sei (X, T) ein chaotischer topologischer Raum. Zeigen Sie, dafl jede Folge in X
gegen jedes Element von X konvergiert.

4. Komplettieren Sie den Beweis von Lemma, (32.4]
5. Komplettieren Sie den Beweis von Lemma [32.5]

6. Sei X eine Menge. Zeigen Sie, dafl der diskrete Abstand auf X die diskrete Topologie
induziert. Zeigen Sie weiter, dal X mit dem diskreten Abstand vollsténdig ist.

7. Zeigen Sie Lemma [32.10]
8. Zeigen Sie, daf es auf R einen Abstand gibt, welcher die Topologie 7 induziert.

9. Sei {+} eine einpunktige Menge. Definieren Sie eine Topologie Tg+ auf Rt :=
R U {4} derart, daB8 (7g+)r die Standardtopologie von R ist und die Folgen (n),
(—n) und ((—1)"n) alle gegen + konvergieren. Den Raum R™ nennt man auch die
Einpunktkompaktifizierung von R.

33 Komplexe Reihen

Die Menge der komplexen Zahlen C hat einen Abstand d(z, ') := |z — 2’| und damit die
Struktur eines topologischen Raumes mit der Hausdorff Eigenschaft. Insbesondere ist der
Begriftf der Konvergenz von Folgen und damit auch von Reihen definiert.

Wir betrachten also eine Reihe ) a,, wobei (a,) eine Folge komplexer Zahlen ist. Die
Reihe steht wieder fiir die Folge der Partialsummen (3*_ a,). Die Reihe konvergiert,
wenn diese Folge im topologischen Raum C konvergiert. Das ist nach Lemma [32.8| gleich-
bedeutend mit der Konvergenz der Folgen (Re Zi:o a,) und (Im ZZ:O a,) der Real- und
Imaginarteile der Partialsummen.
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Das Majorantenkriterium und das Quotientenkriterium iibertragen sich wortlich auf den
komplexen Fall und zeigen jeweils die absolute Konvergenz. Auch der Beweis des Umord-
nungssatzes fiir absolut konvergente Reihen verallgemeinert sich wortlich.

Definition 33.1 Wir definieren die Funktionen exp,sin,cos : C — C durch

0o 2
exp(z) := Zﬁ
n=0
€9 (_1)nx2n+1

sin(z) = ; Gt
= (—1)Pz*"
cos(z) = Z ((QT)'

n

Diese Reihen konvergieren fiir alle komplexe Zahlen x absolut. Diese Definitionen set-
zen die Definitionen fiir reelle Argumente fort. Der Beweis der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion verallgemeinert sich wortlich. Es gilt also

exp(z +y) = exp(z) exp(y) -

Die Eulersche Formel stellt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen der Exponen-
tialfunktion und den trigonometrischen Funktionen her.
Lemma 33.2 (Eulersche Formel) Fiir alle x € C gilt

exp(ix) = cos(x) + isin(z) .

Proof. Wir spalten die Exponentialreihe in zwei Summen auf. Die erste Summe ist die
iiber die geraden natiirlichen Zahlen und die zweite die Summe iiber die ungeraden. Dies
liefert die Formel. O

Da die Koeffizienten der Potenzreihe exp(x) reell sind, gilt

(@) = exp()

gilt. Fiir z € R gilt iz = —iz und damit wegen der Funktionalgleichung der Exponential-
funktion

| exp(iz)|* = exp(ix)exp(iz) = exp(iz) exp(—iz) = exp(0) =1 .
Mit der Eulerformel schliefen wir:
Corollary 33.3 Fiir x € R gilt

cos(z)? + sin(x)? = 1.
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Weiter erhalten wir aus

cos(z +y) +isin(z+y) = exp(i(z+y))
= exp(iz) exp(iy)
= (cos(x) + isin(z)) (cos(y) + i sin(y))

= (cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)) + i(cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y))

und lesen fiir reelle Argumente x die Additionstheoreme
cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) , sin(x + y) = cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y)
ab. Diese Identitdten gelten dann aber fiir alle komplexen Zahlen x.

Die Exponential- und die Trigonometrischen Funktionen werden durch Potenzreihen de-
finiert. Im Folgenden legen wir einige allgemeine Tatsachen iiber Potenzreihen dar.

Definition 33.4 FEine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

o0
n

p2
n=0
fiir z € C und eine Folge komplexer Zahlen (a,).
Lemma 33.5 Wenn eine Potenzreihe fiir zo € C konvergiert, dann auch fiir alle z € C

mit |z| < |zo| absolut. Wenn die Reihe fir zo € C nicht konvergiert, dann auch nicht fir
alle z € C mit |z| > |2o]-

Proof. Sei |z] < |zo|. Dann gilt
42" = lauzg]| ="
an2"| = |anzg||—|" -
oll%
Nun ist (|a,uzg]) eine Nullfolge und |Z] < 1. Folglich ist } 7%, |Z|" eine konvergente
Majorante.

Moge die Reihe )" a,z{ nicht konvergieren und fiir z € C die Ungleichung |z| > |z
gelten. Dann kann nach der ersten Aussage auch ) > a,z" nicht konvergieren. O

Sei > ,a,z" eine Potenzreihe. Wir betrachten die Menge
K:={rel0,00)|(3z€C|> 2, a,z" konvergiert und |z| =r)}
konvergiert.

Definition 33.6 Der Konvergenzradius r € [0,00) U{oo} der Potenzreihe Y anz" ist

durch
. { 00 K ist unbeschrankt }

sup K sonst
definiert.
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Sei r der Konvergenzradius der ) a,z". Dann konvergiert diese Reihe nach Lemma
33.5| absolut fiir alle z € C mit |z| < r. Wenn |z| > r ist, dann konvergiert die Reihe nicht.
Im Grenzfall |z| = r kann man keine allgemeine Aussage treffen.

Als Beispiel betrachten wir die Reihe

9
>

o .
n=1

Sie konvergiert fiir |z| < 1 und konvergiert nicht fiir |z| > 1. Sie konvergiert nicht fir
z = 1, aber sie konvergiert fiir z = —1.

Wir wollen eine Formel fiir den Konvergenzradius bereitstellen. Dazu zeigen wir zunéchst
das Wurzekriterium.

Lemma 33.7 (Wurzelkriterium) Sei Y ° ¢, eine Reihe komplexer Zahlen.

1. Wenn es eine Zahl q € [0,1) gibt und ein ng € N, so daf fir alle n € N mit ng <n
gilt /\cn| < q, dann konvergiert die Reihe absolut.

2. Wenn die Menge {n € N | {/|c,| > 1} unendlich ist, dann konvergiert die Reihe

nicht.
Proof.

1. Die Reihe )" ¢" is eine konvergente Majorante.

2. Die Folge |c,| ist keine Nullfolge.

Lemma 33.8 (Formel fiir den Konvergenzradius) Der Konvergenzradius r der Po-
tenzreihe Yy~ o a,z" wird durch

: ! e (/|an|) beschrinkt und limsup,,_, . /|an| # 0
1m sup,, an

"= 00 ({/|an|) beschrinkt und limsup,, .. /|a,| =0
0 (¥/|an|) unbeschrankt

gegeben.

Proof. Wir betrachten den Fall, daf8 » ¢ {0, 00}. Die anderen Fille sind &hnlich. Wenn
z € Cund |z| < r gilt, dann ist

r
limsup {/|a,2"| < limsup {/|a,|r =—-=1.

n—o00 n—o00 T
Damit konvergiert die Potenzreihe absolut. Wenn |z| > r gilt. Dann gilt

lim sup {/|a,2"| > limsup {/|a,|r =1

n—oo n—o0

und damit konvergiert die Reihe nicht. O
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1. Der Konvergenzradius der Exponentialreihe ist also oo.

2. Der Konvergenzradius der Reihe

o0

S,

n=1

welche gegen — In(1 + x) konvergiert, ist 1.

3. Der Konvergenzradius der geometrischen Reihe >~ 2", die gegen ﬁ konvergiert,
ist 1.

4. Der Konvergenzradius der Potenzreihe

o
E 3™n32"
n=0

ist % Dazu rechnen wir v/3"n? = 3{753 und benutzen lim, .., {/n =1 (siehe [35.1)).

Fiir spatere Zwecke halten wir folgende schirfere Aussage tiber Konvergenz einer Potenz-
reihe fest. Eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r konvergiert auf jedem Ball B(0, s)
mit s < r gleichméfBig. Im Detail:

Lemma 33.9 1. Sei) - a,z" eine Potenzreihe mit einem Konvergenzradius r € R>
und s € (0,7). Dann ezistiert fir jedes ¢ € R~ ein ng € N derart, daf§ fir alle
z € B(0,s) gilt: Wenn n € N und nyp <n, dann

n (e.9]
|Zakzk - Zakzk| <e.
k=0 k=0

2. Fiir jedes € € R” existiert ein § € R” mit § < r derart, daf§ aus z € B(0,9) folgt

oo
|Zak$k—ao| <e.
k=0

Proof. Die Behauptung, daf die Potenzreihe > a,z" auf B(0, s) konvergiert, besagt,
daB man fiir jedes e € R” und z € B(0, s) ein eventuell von z abhéngendes ng € N wéhlen
kann, so dafl fogende Aussage gilt:

Fiir alle n € N mit ny < n gilt

n (e e)
]Zakzk — Zakzk| <e.
k=0 k=0

Der Punkt bei der gleichméfiigen Konvergenz in 1. ist, dafl eine Zahl ny gefunden werden
kann, so daf diese Aussage fiir alle z € B(0, s) gilt.
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis.
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1. Seit € (s,r). Dann gilt
| Z apz® — Z ap2®| < Z |ax|tF.
k=0 k=0 k=n+1

Wenn € € R” gegeben ist, dann miissen wir ng derart wihlen, da8 Y27 . [ax[th < e
gilt.

2. Sei € € R~ gegeben. Wir wihlen ng € N so dafl

€
DTS

k=ngp+1

fiir alle z € B(0, 5) gilt. Dann wéhlen wir 6 € (0, 5) so, da8 aus |z| < § folgt

ng
| Z apz® — ag| <
k=0

DN ™

Dann gilt fiir z € B(0,9)

00 o] no no (&9 no
|Zakzk—ao| < |Zakzk—2akzk+2akzk—ao| <| Z ap2"|+| Zakzk—a0| <e.
k=0 k=0 k=0 k=0

k=no+1 k=0

O

Lemma 33.10 (Transformationssatz) Sei )~ a,z" eine Potenzreihe mit dem Kon-
vergenzradius v und xo € C mit |x¢| < r. Dann gibt es eine Potenzreihe Y~ b,z" mit

dem Konvergenzradius s mit s > r — |xg| derart, daf$ fir alle z € B(xo, T — |x0|) gilt

o [o.¢]
Z ap2" = Z by (z — xo)" .
n=0 n=0

Proof.
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Wir schreiben

Z a,z" = Z an(x — xo + T0)
n=0 n=0
= ; kz:; a, (Z) (x — xo)kxg_k
_ i(f’f — o)t [i an (Z) :cg’f]
k=0 n=~k
= Z br(x — zo)*
k=0
mit -
b, = Z Qp, <Z> g;g—k
n=k
Wegen

- n - n n
() = awat41 = (1o = ol + ol <7
k=0

konvergieren alle diese Summen absolut und die vorgenommenen Umordnungen sind ge-
rechtfertigt. O

Als Beispiel betrachten wir die folgende Umrechnung, die fiir z € C mit |z — 1| < 1 giiltig
ist.

o0 . 1
nzzox T 1-2z

B 1
—@—3 3

B 1
I-G-D

B 2

- 1-2(z-1)
S n 1n

- >y
n=0
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33.1
1.

2.

3.

34

Aufgaben
Zeigen Sie, dafl die Reihe

1L = a8
In(z) = ;H)”H( - )
fir |z| < 1 konvergiert.
Zeigen Sie, daf fiir alle x € C
sinh(z) = —isin(iz) , cosh(x) = cos(ix)

gilt.

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Y oo n?z".

Topologische Begriffe

Definition 34.1 Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

1.

2.

Fin Punkt x € X heifit isolierter Punkt, wenn {x} € T gilt.

Fine Teilmenge W C X heifit diskret, wenn die auf W induzierte Topologie die
diskrete Topologie ist.

. Eine Teilmenge W C X ist diskret genau dann, wenn jeder Punkt w € W ein

isolierter Punkt in (W, 7w ) ist.

. Die Teilmengen N und Z von R sind diskret.
. Das Bild B C R der Abbildung N 5 n — n~! € R ist diskret, nicht aber B U {0}.

. Jede endliche Teilmenge von R ist diskret. Ist ndmlich x € W, so betrachten wir

die offene Teilmenge U, := R\ {z} = (—o0,2) U (z,00). Fiir y € W ist der endliche
Durchschnitt V;, := ., U, offen und es gilt {y} =W NV,

Definition 34.2 Ein topologischer Raum (X, T) heifit zusammenhdngend, wenn es keine
zwet disjunkte, nichtleere, offene Teilmengen U,V von X mit UUV = X g¢ibt.

Im folgenden Lemma betrachten wir Intervalle in R mit der induzierten Topologie.

Lemma 34.3 Intervalle in R sind zusammenhdngend.
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Proof. Wir betrachten als Beispiel [a, b]. Sei [a,b] = UUV eine disjunkte Zerlegung durch
in [a,b] offene nichtleere Teilmengen U, V. Moge ohne Beschriankung der Allgemeinheit
a € U gelten. Sei v € V. Dann betrachten wir die Teilmenge U, := {u € U |u < v}. Wegen
a € U, ist diese Teilmenge nicht leer. Sie ist durch v beschrénkt. Es gilt ¢ := sup U, € [a, b].
Da mit v eine ganze Umgebung von v in V' enthalten ist, gilt sicher ¢ < v. Wére ¢ € U,
dann wiirde eine Umgebung von ¢ in U enthalten sein, es gibe damit Element v’ € U mit
u < v’ < vund ¢ wéare nicht das Supremum von U,. Also gilt ¢ € V. Dann wére wiederum
eine Umgebung von ¢ in V. Insbesondere also gébe es eine kleinere obere Schranke von
U,. Widerspruch. O

1. Ein topologischer Raum (X, 7) ist genau dann zusammenhéngend, wenn die Mengen
X und () die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind.

2. Die Mengen R und () sind die einzigen Teilmengen von R die sowohl offen als auch
abgeschlossen sind. In der Tat ist R = (—o00, 00) als Intervall zusammenhéngend.

3. Eine diskreter topologischer Raum ist genau dann zusammenhéngend, wenn er aus
einem Punkt besteht.

Definition 34.4 Sei (X, T) ein topologischer Raum und Y eine Menge. Eine Abbildung
X — Y heifit lokal konstant, wenn fir jeden Punkt x € X eine Umgebung U in X
ewistiert, so dafl fjy = const ) gilt.

Lemma 34.5 Ist X zusammenhdingend und f lokal konstant, dann st f konstant.

Proof. Wir argumentieren indirekt. Sei z € X und gelte f~'({f(z)}) # X. Wir setzen
U:=f{f(@)}) und V:= (Y \ {f(2)}). Dann sind U und V offen. In der Tat folgt
aus der lokalen Konstanz von f, daf fir y € U (bzw. y € V) eine ganze Umgebung von y
in U (bzw. in V') liegt. Dann bilden {U, V'} eine Zerlegung von X in zwei disjunkte offene
Teilmengen und X wére damit nicht zusammenhéngend. O

Sie X eine Menge und P : P(X) — {wahr, falsch} eine Aussage iiber die Teilmengen
von X.

Definition 34.6 Fine Teilmenge A C X ist eine kleinste Teilmenge fiir welche die Aus-
sage P(A) gilt, wenn P(A) gilt und fir jede Teilmenge B C A die Aussage (P(B) =
(A= B)) gilt.

Analog definiert man die grofite Teilmenge welche P erfiillt.

Die Relation C ist eine Halbordnung auf P(X), siehe 46.3] Allgemeiner betrachtet man
kleinste oder grofite Elemente auf halbgeordneten Mengen.

Im allgemeinen muf eine solche Teilmenge weder existieren noch eindeutig sein.
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1. Es gibt keine grofite Teilmenge von N, die endlich ist.

2. Es gibt viele kleinste Teilmengen von N mit mindestens drei Elementen.
Sei (X, T) ein topologischer Raum und W C X eine Teilmenge.

Definition 34.7 FEin Abschluf$ von W ist eine kleinste abgeschlossene Teilmenge von X,
welche W enthdlt.

In der Tat existiert der AbschluB immer und ist eindeutig. Er wird mit W bezeichnet und

ist durch
W = N B
{BCX | B abgeschlossen und W C B}

gegeben.
Definition 34.8 Wenn W = X gilt, dann heifst W dicht in X .

Lemma 34.9 Sei (X, T) ein topologischer Raum und W C X eine Teilmenge. Wenn
(wy,) eine Folge in W ist, welche in X gegen x € X konvergiert, dann gilt v € W. Unter
der Annahme, dafi (X,T) der unterliegende topologische Raum eines metrischen Raumes
ist, gilt auch die Umkehrung.

Proof. Sei (w,,) eine Folge in W und limy 0wy = z. Wire z ¢ W, dann wire X \ W
eine Umgebung von z. Es gilt 2, € X \ W fiir kein n € N und damit nicht fir fast alle
n € N. Damit wiirde aber nicht 1im, . w, = x gelten. Widerspruch.

Wir nehmen an, daf§ (X, 7) der unterliegende Raum eines metrischen Raumes (X, d) ist.
Wir koénnen daher Bille benutzen. Sei € W. Wir zeigen zunichst, daB fiir alle n € N
gilt: WN B(z, +) # 0. Wire némlich fiir ein n € N die Gleichung W N B(z, +) = @ richtig,
dann wiire fiir jede abgeschlossene Teilmenge B von X mit W C B auch B\ B(z, 1)
abgeschlossen und W C B\ B(xz, 1). Dann wire W C B\ B(z, 1) und deshalb « ¢ W.
Widerspruch.
Wir wihlen nun fiir jedes n € N ein Element w, € W N B(z, 1) aus. Dann ist (w,) eine
Folge in W und es gilt 1lim, . w, = x.

O

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Sei W C X eine Teilmenge und x € X. Das folgende
Lemma gibt ein einfaches Kriterium, mit welchem man priifen kann, ob z € W gilt.

Lemma 34.10 Fs gilt © € W genau dann, wenn jede Umgebunge von x einen nichtleeren
Durchschnitt mit W hat.

Proof. Wenn x ¢ W gilt, dann ist X \ W eine Umgebung von z, welche W nicht schneidet.
Sei nun z € W und V C X eine Umgebung von X. Wir miissen zeigen, dal V N W # ()
gilt. Wir nehmen das Gegenteil an. Wir kénnen nach eventuellem Ersetzen von V' durch

eine offene Teilmenge annehmen, dafi V' offen ist. Dann wire X \V eine abgeschlossene
Teilmenge von X, welche W enthélt. Damit wiare W C X\ V und = ¢ W. Widerspruch. O
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1. Ist W in X abgeschlossen, dann gilt W = .
2. Wir betrachten den topologischen Raum R. Es gilt [1,2] = (1,2) = (1, 2].

3. Wir betrachten den topologischen Raum (a,b) C R fiir a,b € R mit a < b und die
Teilmenge Q N (a,b). Dann gilt QN (a,b) = (a,b). Betrachtet man Q N (a,b) als
Teilmenge von R, dann gilt natiirlich Q N (a,b) = [a, b].

4. Die Menge Q ist eine dichte Teilmenge von R. Sei € R. Wir zeigen x € Q mit
dem Kriterium Sei U eine Umgebung von z. Dann gibt es ein ¢ € R> mit
B(xz,e) C U. Es gibt eine rationale Zahl ¢ € Q mit z < ¢ < x 4 €. Dann gilt
q € B(x,€) und folglich ¢ € U N Q.

Sei (X, T) ein topologischer Raum und W C X eine Teilmenge.

Definition 34.11 Ein Inneres von W ist eine grofite offene Teilmenge von W.

Das Innere von W existiert und ist eindeutig. Das Innere von W wird mit 1¥/ bezeichnet

und ist durch .
w= |J U
{UeT |UCW}

gegeben.
Definition 34.12 Wir definieren den Rand von W durch
oW =W\ W .

Lemma 34.13 Sei x € W. Dann gilt x € OW genau dann, wenn fir jede Umgebung U
von z die Relation U N (X \ W) # 0 gilt.

Proof. Sei x € OW und U eine Umgebung von z. Wére U N (X \ W) = (), dann wiirde

x EI/f/ gelten und damit nicht x € 9W. Widerspruch.
Sei nun umgekehrt x € W so daB jede Umgebung U von x mit X \ W einen nicht-leeren

Durchschnitt hat. Wére z GW dann wire W eine Umgebung von = welche X \ W trivial
schneidet. Also gilt z € OW. O

1. Wenn W offen ist, dann gilt W —WW und OW = 0.

2. Wir betrachten Teilmengen von R. Seien a,b € R und a < b. Es gilt [a,b)= (a,b)
und J[a, b) = {a}.
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3. Es gilt Q= 0 und 6Q = Q.

Wir zeigen, da R \ Q auch dicht in R ist. Daraus folgt sofort Q= () und 0Q = Q.
Wir verwenden wieder [34.10] Sei z € R und U C R eine Umgebung von z. Wir
withlen € € R” mit B(z,e) C U. Wenn z € R\ Q ist, dann gilt U N (R\ Q) # 0.
Wenn z € Q gilt, dann finden wir ein § € Q> mit 6v/2 < €. Dann ist = + §v/2 €
(RAQ) N B(z,e) € (R\Q)NU.

4. Die Cantormenge ist die Teilmenge
% 98P
=) U {%?ﬂ‘
k>0 {z€{0,1...,3k—1} | =(3|z—1)}

des Einheitsintervalls.

Hier ist das Bild des obigen Durchschnittes bis £ = 6. Die Cantormenge selbst
ist darin enthalten, wére aber unsichtbar dinn, mathematisch gesprochen also eine
Menge ohne Lebesgueinhalt.

i nn mnmn un nmw mun i mnn
i wmn i i i i mn

Lemma 34.14 (a) C ist abgeschlossen in R.

(b) C=10
(¢) C ist iberabzihlbar.

Proof.

(a) C ist ein unendlicher Durchschnitt von Vereinigungen jeweis endlich vieler
abgeschlossener Intervalle. Damit ist C' abgeschlossen.

(b) Die Cantormenge enthélt keine offene Teilmenge. In der Tat, wenn = € C' ist,
dann existiert fiir jedes n € Nein y € R\ C mit |z —y| < 37™.

(c) Wir iiberzeugen uns zunéchst, dafi die Abbildung
FAOLAND 501, f((a) = a3
n=1
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surjektiv ist. Sei z € [0, 1]. Dann definieren wir rekursiv ag := 0 und dann
n—1
a, == max{l € {0,1,2} | Zaki%_k +I13™" <z}.
k=0

Dann gilt fiir alle n € N

n
|Za,y€?flf —z| <3
k=1

Folglich ist x = f((an))-

Die Abbildung f ist nicht injektiv, da etwa f(1,2,2,2,...) = f(2,0,0,0...)
gilt. Man sieht aber leicht ein, daf die Einschrankung von f auf die iiberabzéhlbare
Teilmenge {0, 2} < {0,1, 2} injektiv ist. Es gilt f({0,2}"\%) = C.
Folglich ist auch C iiberabzihlbar.

34.1 Aufgaben

1. Zeigen Sie, dal in einem allgemeinen topologischen Raum eine endliche Teilmenge
nicht notwendig diskret sein muf.

2. Bestimmen Sie Rand, Inneres und Abschlufl der Teilmenge (—oo, —1)U(—1,1])\ {0}
von R.

3. Wir betrachten auf QQ die von der Einbettung @Q < R induzierte Topologie 7.
Zeigen Sie, daBl fiir jede endliche Teilmenge I C Q eine Abbildung f : I — T
existiert derart, dafl

(a) die Bilder von f paarweise disjunkt sind,
(b) fiir alle x € I gilt z € f(x),

(©) User f2) = Q.

4. Definition 34.15 (Abstand zwischen Teilmenge und Punkt) Sei (X,d) ein
metrischer Raum. Wir definieren den Abstand eines Punkts x € X von einer nicht-
leeren Teilmenge A C X durch

d(A, x) := inf d|A><{a:} .
Allgemeiner definieren wir fir zwei nichtleere Teilmengen A, B C X den Abstand

d(A, B) := infdjsxp .

Sei (X, d) ein L metrischer Raum, A C X eine nichtleere Teilmenge und « € X. Zeigen
Sie, dal = € A genau dann gilt, wenn d(A, z) = 0 ist.
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5. Sel ()_( ,d) ein metrischer Raum und A, B nichtleere Teilmengen. Zeigen Sie, daf} aus
AN B # 0 folgt, daBl d(A, B) = 0 ist. Zeigen Sie, daf die Umkehrung nicht gelten
muf.

Betrachten Sie den metrischen Raum (0,00) x R C R? und die Teilmengen A, B C
(0,00) x R, welche die Graphen der Abbildungen consty und (0,00) 3 x— z7 ' € R
sind.

35 Stetige Abbildungen

Wir betrachten ein Intervall [a,b] € R und eine Abbildung f : [a,b] — R. Wir nehmen
der Einfachheit halber an, daf§ f(a) < f(b) gilt und betrachten eine Zahl = € [f(a), f(b)].
Wenn wir den Graphen von f als eine durchgehende Linie zeichnen kénnen, dann wiirden
wir erwarten, dafl es eine Zahl ¢ € [a,b] gibt mit f(c¢) = z. Wenn der Graph Liicken
besitzt, dann muf es eine solche Zahl offensichtlich nicht geben.

In diesem Kapitel werden wir erkldren, wie man prézise ausdriicken kann, dafl der Graph
von f eine durchgehende Linie ist und daf die sich daraus anschaulich ergebenen Tatsa-
chen richtig sind. Dazu fithren einen der grundlegenden Begriffe der Analysis, den Begriff
der Stetigkeit, ein.

Hier ist eine weitere Frage, die durch den Stetigkeitsbegriff beantwortet wird. Seien
(X, Tx) und (Y, 7Ty) topologische Réume und f : X — Y eine Abbildung. Sei z € X
und (x,,) eine Folge in X mit 1im, .z, = x. Wir fragen uns, ob die Folge (f(x,)) in Y
gegen den Punkt f(z) € Y konvergiert, also ob

11mn—>oof(xn> = f(limn—moxn)

gilt. Wir werden sehen, dafl man den Grenzwert aus f herausziehen kann, wenn f im
Punkt x stetig ist.

Der Begriff der Stetigkeit einer Abbildung wird natiirlicherweise im topologischen Kontext
eingefiihrt. In der folgenden Definition benutzen wir nur den Umgebungsbegriff.

Definition 35.1 (Stetigkeit) Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Rdaume und x €
X. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig in x, wenn fir jede Umgebung U C 'Y wvon
f(x) das Urbild f~1(U) eine Umgebung von x ist. Die Abbildung f heift stetig, wenn sie
in allen Punkten von X stetig ist.
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1. Wir betrachten die Abbildung sign : R — R und zeigen, dafi diese im Punkt 0 nicht

stetig ist. Es gilt sign(0) = 0. Wir betrachten die Umgebung (—3, 1) von 0. Dann
ist sign~'(—3,3) = {0}. Das ist keine Umgebung von 0 im topologischen Raum R.

Die Abbildung sign ist in jedem Punkt von R\ {0} stetig, da signp, ( lokal
konstant ist.

2. Die Abbildung f: R — R,

o ={ 151 7201

ist im Punkt 0 nicht stetig. Es gilt f(0) = 0. Wir wéhlen die Umgebung (—1, 1) von
0. Dann gilt
f(=1,1) = {0} U (—o00,1) U (1, 00) .

Auch das ist keine Umgebung von 0.

3. Die identische Abbildung X — X eines topologischen Raumes ist stetig.

4. Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Raume und f : X — Y lokal konstant. Dann
ist f stetig. Wir zeigen die Stetigkeit im Punkt x € X. Es gibt eine Umgebung U

von z derart, da8 fjy = consty,) gilt. Sei nun V' irgend eine Umgebung von f(z).
Dann gilt f(U) C V.

5. Hier sind zwei weitere triviale Beispiele: Wenn X diskret oder Y chaotisch ist, dann
ist jede Abbildung f: X — Y stetig.

Wir haben den Begriff der Stetigkeit mit Hilfe des Umgebungsbegriffs definiert. Das fol-
gende Lemma gibt eine Umformulierung, welche offene Mengen benutzt.

Lemma 35.2 Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Riume und f : X — Y eine Ab-
bildung. Dann ist f genau dann stetig, wenn f~'(Ty) C Tx gilt.

Proof. Wir nehmen zunéchst an, da f~(7y) C Tx gilt. Sei 2 € X und U eine Umgebung
von f(z). Dann existiert eine offene Teilmenge U’ C Y mit f(z) € U’ C U. Entsprechend
unserer Annahme ist f~1(U’) offen. Da z € f~Y(U') C f~'(U) gilt, ist f~*(U) eine
Umgebung von z. Wir schlieflen, daf3 f im Punkt x von X stetig ist.

137



Sei umgekehrt f in jedem Punkt von X stetig. Sei U € Ty und x € f~1(U). Dann ist U
eine Umgebung von f(z) und f~!(U) eine Umgebung von x. Damit ist die Menge f~(U)
Umgebung jedes ihrer Punkte, also offen. O

Die Eigenschaft, stetig zu sein, ist mit der Komposition von Abbildungen vertraglich.

Lemma 35.3 Seien (X, 7x), (Y,Ty) und (Z,Tz) topologische Raume und f : X — Y
und g 1Y — Z stetig. Dann ist die Komposition go f : X — Z stetig.

Proof. Wir benutzen das Kriterium Lemma Es gilt

(g0 /) (Tz) = F g7 (T2)) € f1(Tv) € Tx -

Wir werden diese Aussage spater so formalisieren:
Die Gesamtheit der topologischen Rdaume und stetigen Abbildungen bilden eine Kategorie.

Wir nehmen nun an, daf§ die Topologien Tx und 7y auf den Rdumen X und Y durch
Abstédnde dy und dy induziert sind. In diesem Fall konnen wir die Stetigkeit mit dem
e-0-Kriterium nachpriifen.

Lemma 35.4 (¢ — §-Kriterium) Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Raume und f :
X — Y eine Abbildung. Die Abbildung f : X — Y ist stetig in x genau dann, wenn fiir
jedes € € R” ein § € R> existiert, so dafy firy € X aus dx(y,z) < 0 die Ungleichung

dy (f(y), f(x)) < € folgt.

Proof. Wir nehmen zun#chst an, daf§ das e-6-Kriterium erfiillt ist. Sei x € X und U C Y
eine Umgebung von f(z). Dann finden wir ein ¢ € R~ mit B(f(z),e¢) C U. Also gibt es
ein § € R> mit f(B(z,d)) C B(f(z),¢). Damit ist B(z,0) € f~1(U) und f~1(U) eine
Umgebung von z.

Wir nehmen nun an, dafl f im Punkt z € X stetig ist. Sei ¢ € R” gegeben. Dann ist
B(f(z),€) eine Umgebung von f(z). Folglich ist f~*(B(f(z), €) eine Umgebung von z und
es gibt ein 6 € R” so dafl B(z,0) C f~Y(B(f(z),€). Also gilt f(B(x,d)) C B(f(x),¢). O

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und a € X.

Lemma 35.5 Die Abbildung (“Abstand von a”)
g: X >R, gx):=d(z,a)

15t stetig.
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Proof. Wir zeigen die Stetigkeit im Punkt x € X. Sei ¢ € R” gegeben. Dann
konnen wir 0 := € wahlen. In der Tat gelten fiir y € B(z,d) als Konsequenz der
Dreiecksungleichung fiir den Abstand d die Ungleichungen

d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) < e+d(z,y), dz,a)<d(z,y)+d(y,a) <e+d(y,a).
Beide zusammen ergeben

9(y) = g(2)| = d(y, a) — d(z,a)] < €.
. Sei r € R. Dann ist die Abbildung

fAR=R, fly)=ry

stetig. Wir betrachten den Fall, dal » # 0. Sei € R und ¢ € R~ vorgegeben. Wir
setzen § := £. Es gilt § € R”. Dann folgt fiir alle y € R aus |y — 2| <4, daf

1) = f@)|=|r(z—y)| <réd=¢.

. Sei (X, T) ein topologischer Raum, z € X und f,g: X — R Abbildungen, welche
im Punkt x stetig sind.

Dann ist auch die Abbildung f + g : X — R im Punkt z stetig.
Sei V' C R eine Umgebung von f(x) + g(z). Wir wihlen € € R~ derart, da8

B(f(x)+g(x),e) CV .

Dann sind Uy := f~(B(f(z), §) und U, := ¢~ (B(g(x), §) Umgebungen von z. Wir
setzen U := Uy N U,. Dann ist U eine Umgebung von x und aus y € U folgt

(f+9)(y) = (f+9)(@)] = |f(y) = f(z)+9(y) + g9(z)|
< |f(y) = f(=@)] + |g(y) — g(z)|
€ 4

Folglich gilt (f + g)(U) C B(f(z) + g(z),e) € V. Damit ist (f + g)~'(V) eine
Umgebung von x.

. Sei (X, T) ein topologischer Raum, z € X und f,g: X — R Abbildungen, welche
im Punkt z stetig sind.
Dann ist auch fg: X — R im Punkt x stetig.

Sei V' C R eine Umgebung von f(x)g(x). Wir wihlen e € R~ so dafl B(f(x)g(x),€) C
V. Die Menge U; := f~YB(f(z),1)) N g '(B(g(z),1)) ist eine Umgebung von z.

139



Die Funktionen |f|y, und |g|jy, sind durch |f(z)| 4+ 1 bzw. |g(x)| + 1 beschrankt.
Wir finden nun eine Umgebung U, von z derart, dafl aus y € U, die Ungleichungen

|f(y) — f(z)] < W

und

l9(y) — g(x)| < W@+ D)

folgen. Dann ist U := U; N U, eine Umgebung von = und aus y € U folgt die
Ungleichung

(f9)(y) = (F9) ()]

|f(W)g(y) — f(z)g(z)]

| f(w)(9(y) — g(x)) + (f (y) f(l‘))g(ﬂfﬂ
|f(y)(9(y) — 9(96)\

(1f(2)] +1)3

= (o

IN A

2(1f (= )I T 2(lg(2)| + 1)

Folglich gilt (f¢)(U) C B(f(x)g(x),e) C V. Damit ist (fg) (V) eine Umgebung
von .

. Wir kénnen nun die Stetigkeit von Polynomen schliefen. Wir betrachten etwa
fiR=R, f(x):=32"+2+1.

Zunichst ist Abbildung z +— x stetig. Damit ist auch z — 2? stetig. Weiter ist die
Abbildung x + 3x stetig. Also auch z + 323. Damit ist die Summe z + 323 + 22
stetig. Die konstante Abbildung x — 1 ist stetig. Damit auch f.

. Lemma 35.6 Die Abbildung exp : C — C ist stetig.

Proof. Sei ¢ € C. Wir schreiben

exp(z) — exp(c) = exp(c)(exp(x —c) — 1) .
Sei ¢ € R~ gegeben. Nach Lemma existiert ein § € R~ derart, daf§ aus x €
B(e, ) folgt

€

exp( — )~ 1| <

Daraus folgt | exp(z) — exp(c)| < e. 0

. Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Raume, W C X und V C Y. Wenn f : X —
Y an der Stelle w € W stetig ist und f(WW) C V gilt, dann ist auch v|fjw : W =V
an der Stelle w stetig.

140



8.

10.

Wir kénnen die Sinus- und Kosinusfunktionen durch die Exponentialfunktion wie
folgt darstellen:

oalle)) = %(exp(ix) _ sl s cola) = %(exp(ix) P~y

Corollary 35.7 Die Abbildungen sin,cos : C — C sind stetig.

Damit sind auch die Einschrankungen
sin,cos : R —+ R

stetig.

Sei (X, T) ein topologischer Raum.

Lemma 35.8 FEine Abbildung f : X — R" ist genau dann stetig, wenn die Koordi-
natenfunktionen f; : X — R fir alle i € {1,...,n} stetig sind.

Proof. Seiz € X.

Wir nehmen zunéchst an, dafl f stetig ist und fixieren ¢ € {1,...,n}. Wir zeigen,
dal dann f; : X — R im Punkt z stetig ist. Sei ¢ € R~ gegeben. Dann finden
wir eine Umgebung U C X von z derart, dafl f(U) C B(f(x),¢) gilt. Dann gilt
fiU) € B(fi(z), ).

Wir nehmen jetzt an, dal die Koordinatenfunktionen im Punkt = stetig sind. Wir
zeigen, dafl dann auch f im Punkt z stetig ist Sei ¢ € R” gegeben. Dann finden
wir fir jedes i € {1,...,n} eine Umgebung U; C U von z derart, dafl f;(U;)
B(fi(x),<). Dann ist U := (., U; eine Umgebung von x und es gilt f(U)
B(f(z),€).

aimninN

Lemma 35.9 FEine lineare Abbildung f : R" — R™ ist stetig.

Proof. Nach Lemma |35.8| reicht es, den Fall m = 1 zu betrachten. Es gibt ein
Element a € R™ derart, dal f(z) = Y., a;z; gilt. Es reicht also, die Stetigkeit
einer Abbildung der Form = + z; zu zeigen. Dann sind auch die Abbildungen
x — a;x; und damit deren Summe f stetig.

Sei i € {1,...,n}. Wir zeigen die Stetigkeit der Abbildung g : R” — R, g(x) := x;
im Punkt u € R". Wir verwenden das € — §-Kriterium mit § := €. Sei e € R~ gege-
ben. Dann gilt g(B(u,d)) C B(u;,¢€). O
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11. Die Abbildung
fiR=R, f(z):=exp (sin(z)* + 2cos(z) + 2z)

ist stetig. Schreibe f in geeigneter Weise als Komposition von schon als stetig be-
kannten Abbildungen:

R :c»—)(sin(:c)2,2cos(x),2x)\ ]Rg y—3 v R z»—)exp(z)/ R

Lemma 35.10 Seien (X, Tx) und (Y,Ty) topologische Riume, f : X — Y eine Abbil-
dung und x € X.

1. Wenn f im Punkt x stetig ist, dann gilt fir jede Folge (x,) in X mit 1im, ,oo®, = T
auch lim, o f(x,) = f(2).

2. Wir nehmen nun an, daf$ die Topologie Tx von einem Abstand induziert wird. Wenn
fiir jede Folge (x,,) in X mit 1im, ooz, = x auch lim, ,o f(x,) = f(z) gilt, dann
1st f am Punkt x stetig.

Proof.

1. Sei U eine Umgebung von f(x). Dann ist f~!(U) eine Umgebung von z und es gilt
r, € f~Y(U) fiir fast alle n. Folglich gilt f(x,) € U fiir fast alle n.

2. Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dal f im Punkt x nicht stetig ist. Dann
existiert eine Umgebung U C Y von f(z) derart, daf§ fiir keine Umgebung V' C X
von z gilt f(V) € U. Wir kénnen also fiir jedes n € N ein z, € B(z,1) finden
mit f(z,) ¢ U. Dann konvergiert die Folge (z,,) gegen z, aber die Folge (f(z,))
konvergiert nicht gegen f(z). Widerspruch.

O
Die zweite Aussage des Lemmas wird im allgemeinen falsch, wenn man die Annahme, dafl

Tx von einem Abstand induziert ist, wegldafit. Dies motiviert die Einfithrung des Begriffs
der Folgenstetigkeit als eine schwichere Form der Stetigkeit.

Hier sind einige Beispiele, in welchen das Herausziehen des Grenzwertes aus einer Abbil-
dung benutzt wird.

1. Es gilt 1im, o exp(1l+ 525) = exp(3). Wir nutzen, daB 1im, ,oo(1+ 525) = 3 gilt

und exp an der Stelle % stetig ist.
_1
n+1

2. Es gilt 1im, e = e. Wir benutzen. da8 1imn_>oonL+1 =0 und daB z — e an

der Stelle 0 stetig ist.
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3. Um 1im, (14 —)" zu berechnen kann man nicht erst 1im, . (1+ —=) = 1 und

n+1 n+1
dann 1lim, ,,, 1™ = 1 rechnen. Damit wiirde man das falsche Ergebnis 1im, (1 +
1 \n __ I = . : 1 \n __ Ti.
- +1> = 1 erhalten. In der Tat gilt aber lim, ,..(1 + n—H) = e. Wir schreiben

fo(z) == 2™ und (1 + n%rl)” = fu(1+ n%rl) Hier hiangt also die Abbildung selbst
von n ab, wiahrend in der Situation von Lemma die Abbildung f nicht von n
abhéngen darf.

Im Folgenden betrachten wir das Intervall [0,00) C R als geordnete Menge. Fiir ein
positives n € N betrachten wir die Abbildung 2™ : [0, 00) — [0, 00). Diese Abbildung ist
strikt monoton. Fiir r € [0, 00) betrachten wir die Teilmenge

A(r,n) :={z €[0,00) | 2" < 1}

von R. Wegen
r<l+nr<(1+nr"

ist A(r,n) durch 1 + 7 von oben beschrénkt.

Definition 35.11 Wir definieren die n-te Wurzel aus r durch
ri=sup A(r,n) .

Lemma 35.12 Die Zahl {/r ist die einzige nicht-negative reelle Zahl, welche die Glei-
chung

(¥ = &b

erfillt.
Proof. Die Eindeutigkeitsaussage folgt unmittelbar aus der Injektivitat von

[0,00) >z — 2" € [0,00) .

Wir zeigen nun, daf§ die Gleichung erfiilllt ist, Wir argumentieren indirekt. Wére
("\/r)" # r, dann setzen wir € := i|r — ("\/r)"| und es gilt 0 < e. Die Abbildung
x — x™ ist im Punkt "4/r stetig. Wir finden ein 6 € R”, so dafl aus |z — "/r| < ¢ folgt

2" — (V)" < e.

1. Wére ("/r)" < r, dann wiirde "\/r + 0 € A(n,r) und damit "v/r + 6 < "/r gelten.
Widerspruch!

2. Wire ("/r)" > r, dann wiirde "\/r — ¢ € A(n,r) und damit "v/r — 9§ > "/r gelten.
Widerspruch!
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35.1

10.

36

Aufgaben

. Seien (X, 7Tx) und (Y,7y) topologische Raume. Zeigen Sie, dafi eine Abbildung

X — Y stetig ist, wenn X diskret oder Y chaotisch ist.

Zeigen Sie, dal jede Abbildung f : W — R stetig ist, wenn W eine diskrete Teil-
menge von R ist.

Seien (X, Tx) und (Y, 7y) topologische Réume und f : X — Y eine stetige Abbil-
dung. Zeigen Sie: Wenn Y diskret ist, dann ist f lokal konstant.

Zeigen Sie: Eine stetige Abbildung R™ — 7Z ist konstant.

Sei W C R. Zeigen Sie, dal f : W — R stetig genau dann ist, wenn fiir alle
abgeschlossenen Teilmengen A C R auch f~!(A) abgeschlossen ist.

Seien W,V C R, f: W — R stetig mit f(W) C V und g : V — R stetig. Zeigen
Sie, dafl die Komposition go f : W — R stetig ist.

.SeiWQRundf:W%Rstetig.ZeigenSie,daﬁ%:W\{x€W|f:0}—>R

stetig ist.
Zeigen Sie die Stetigkeit der Abbildungen sin, cos, sinh und cosh von R nach R.

Sei ¢ € Q und ¢ = ¢ mit teilerfremden a € Z, b € N\ {0}. Fiir x € R~ definieren

b
wir
z? = (Yr)* .

Zeigen Sie fiir ¢, ¢ € Q die Relationen (29)? = 2% g929 = g9+9",

Zeigen Sie, daf 1im, ,. v/n = 1 gilt.

FEs gilt fiir allen € N mit n #0 daff 1 < /n. Fire € (0,1) undnze%gz'lt Yn <

n n n(n_l) 2 262
L+e. In der Tat folgt aus J/n > 1+¢, daffn > (1+¢€)" > 1+ne + =5 > n’S,
alson<6%. O

Umkehrfunktionen

Wir betrachten jetzt reelle Zahlen a, b mit a < b.

Lemma 36.1 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Sei x € R und erfiille eine
der beiden Ungleichungen f(a) < x < f(b) oder f(b) < x < f(a). Dann existiert ein
c € [a,b] mit f(c) = x.
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Proof. Wir argumentieren indirekt. Wir betrachten den Fall, da8 f(a) < f(b) gilt.
Wir nehmen an, daf es kein ¢ € [a,b] mit f(c) = = gibt. Wir betrachten die Teilmengen

U:=f1~o0,2), V:i=f1z,00)

von [a,b]. Da f stetig ist, sind diese offen nach Lemma[35.4] Da nach Annahme der Punkt
x nicht im Bild von f ist, gilt U UV = [a, b]. Weiter sind diese Teilmengen nicht leer, da
a € U und b € V gilt. Damit wére aber [a, b] nichttrivial in zwei disjunkte offene Teilmen-
gen zerlegt und deshalb nicht zusammenhé&ngend. Widerspruch nach Lemma [34.3] O

Wir benutzen den Zwischenwertsatz, um folgende Aussage zu zeigen.
Lemma 36.2 FEin Polynom p € R[x] ungeraden Grades n hat eine Nullstelle.
Proof. Wir schreiben

() = 42" + ap 17"+ ...z + ag

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, daf§ a,, > 0 gilt. Anderfalls erset-
zen wir namlich p durch —p. Wenn wir p als Abbildung p : R — R betrachten, dann gilt
lim, ,.op(£n) = £oo. Folglich finden wir eine natiirliche Zahl n derart, daB p(—n) < 0
und 0 < p(n) gilt. Dann ist 0 € [p(—n), p(n)] und nach Lemma [36.1] gibt es ein = € [—n, n]
mit p(z) = 0. O

Hier ist ein Bild von z° — 622 + 2. Wir kénnen n = 3 wiéhlen.

Wenn wir die Voraussetzung, dafl p ungeraden Grad hat, weglassen, dann stimmt die
Aussage nicht. Hier ein Bild von 2% — z + 5:
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Plot:

—I3‘ “—2“‘—‘1“’0‘ .1.“‘2.“.‘:;
Wir betrachten ein Intervall [a,b] C R und eine Abbildung f : [a,b] — R.

Lemma 36.3 Wenn [ stetig und strikt monoton ist, dann ist f : [a,b] — [f(a), f(D)]
eine Bijektion]

Proof.
1. Aus der Monotonie von f folgt f([a,b]) C [f(a), f(b)]
2. Da die Abbildung f sogar strikt monoton ist, ist sie injektiv.
3. Da f stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dafl f surjektiv ist.

O
Moge die Abbildung f : [a,b] — [f(a), f(b)] stetig und strikt monoton sein. Dann kénnen
wir nach Lemma die inverse Abbildung

7t [f(a), f(b)] = [a,0]
bilden.

Lemma 36.4 Die Abbildung = ist strikt monoton und stetig.

Proof. Wir zeigen zuniichst indirekt, dal f~! strikt monoton ist. Seien ¢, d € [f(a), f(b)]
und ¢ < d. Wire f~'(c) > f71(d), dann wiirde f(f*(c)) > f(f~(d)) gelten, also ¢ > d.
Widerspruch.

Wir zeigen nun, dafl f~! stetig ist. Sei U C [a, b] eine offene Teilmenge. Dann miissen wir
zeigen, dafl ihr Urbild (f~1)71(U) = f(U) unter f~! eine offene Teilmenge von [f(a), f(b)]
ist.

Wir betrachten ein Element ¢ € f(U) und miissen dann zeigen, dafl f(U) eine Umgebung
von ¢ enthélt. Es existiert ein z € U mit f(x) = c¢. Da U offen ist, konnen wir eine
Umgebung von z in U der Form [y, z] finden. Es gilt [f(y), f(2)] = f([y,2]) C f(U). Also
ist [f(y), f(2)] eine Umgebung von ¢ in U. 0

2Formal korrekt miifiten wir schreiben: IF @), fonf
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Wir betrachten eine Abbildung f : (a,b) — (c,d), wobei wir zulassen, dal a oder ¢ den
Werte —oo, und b oder d den Wert oo haben. Wir wollen den Konstruktion einer stetigen
Umkehrfunktion auf diesen Fall ausdehnen, in welchem der Definitionsbereich von f kein
beschréinktes abgeschlossenes Intervall ist. Dazu machen wir die folgenden Annahmen.

Assumption 36.5 1. Die Abbildung f ist strikt monoton wachsend.
2. Die Abbildung f ist stetig.

3. Fiir eine monoton fallende Folge (x,,) in (a,b) mit 1im, 2, = a gilt 1im, o f(x,) =
c.

4. Fir eine monoton wachsende Folge (x,,) in (a,b) mit 1im, ooz, = b gilt 1im, o f(x,) =
d.

Die dritte und vierte Bedingung ist wichtig, um die Surjektivitdt von f zu sichern.
1. Die Abbildung id : (0,00) — (0, 00) erfiillt
2. Die Abbildung (0,00) 2 z — 2" € (0, 00) erfiillt [36.5]
3. Die Abbildung exp : R — (0, 0o) erfiillt [36.5]

Lemma 36.6 Wenn eine Abbildung f : (a,b) — (c,d) die Bedingungen[36.5 erfiillt, dann

dann gibt es eine stetige, monotone Umkehrfunktion f=1 : (¢,d) — (a,b), welche ihrerseits

den Bedingungen [36.5 geniigt.
Proof.
1. f ist injektiv (strikte Monotoie).

2. [ ist surjektiv. Sei y € (c¢,d). Dann existieren ',V € (a,b) mit y € [f(a), f(V')].
Dann existiert = € [a/, ] mit f(z) = y.

3. f~!ist stetig (lokale Eigenschaft).
Dic Abbildmmg £ L exfillt[B6.5] 0

1. Die Abbildung R> 3 z +— 2™ € R~ erfiillt die Bedingungen von Lemma [36.5, Wir
schlieBen, daB die Wurzel R” 3> ¥z € R eine strikt monotone, stetige Abbildung
ist.

2. Die Abbildung
exp: R — R~

hat eine strikt monotone stetige inverse Abbildung

log: R” - R.
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Wir sehen spéter, dafl diese auf dem Intervall (0, 2) mit der schon frither definierten,
auch mit log bezeichneten Abbildung iibereinstimmt.

Hier ist ein Plot der Funktion log:

N
\

Sei z € (0,00). Bisher haben die Potenzen z? zunéchst fiir ¢ € N, dann fiir ¢ € Z
und schlieBlich fiir ¢ € Q definiert.

Definition 36.7 Sei z € (0,00). Dann definieren wir fir q € C:
29 := exp(qlog(z)) .

Ist ¢ € Q, dann stimmt diese Definition mit der Friiheren iiberein. Wir schreiben

]

dazu ¢ := ¢ mit a,b € Z, b > 0. Dann gilt zunéchst

exp( log(x)) = V7

da

exp( log(x)" = exp(log(x)) = .

Folglich gilt

exp(qlog(z)) = (Vz)* .
Die rechte Seite ist unsere alte Definition von z%, wihrend die linke Seite die Defi-
nition von x? entsprechend ist.

36.1 Aufgaben
1. Sei g € Q. Zeigen Sie, dal die Abbildung

(0,0) 32z 27€R

stetig ist.

2. Zeigen Sie: Eine stetige injektive Abbildung f : R — R ist monoton.
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3.
4.

d.

37

Geben Sie eine injektive, nicht monotone Abbildung f : R — R an.

Seien (X, Tx) und (Y, 7y) topologische Rdume, X zusammenhéngend und f stetig.
Zeigen Sie, daBl f(X) zusammenhéingend ist.

Sei W C X eine zusammenhdngende Menge und f : W — R stetig. Seien a,b €
f(W) und a < b. Zeigen Sie, daf [a,b] € f(W) gilt.

Extremwerte

Sei (X, T) ein topologischer Raum, z € X und f : X — R eine Abbildung.

Definition 37.1 1. Die Abbildung f hat im Punkt x ein lokales Maximum, wenn es

2.

eine Umgebung U von x gibt, so daf8 f(x) eine obere Schranke von fj ist.

Die Abbildung f hat im Punkt x ein (globales) Mazximum, wenn f(x) eine obere
Schranke von f ist.

Lokale und globale Minima werden analog definiert.

1.

.

Die Abbildung 2% : R — R hat im Punkt 0 ein globales Minimum.

Die Abbildung 2? : R — R hat keine lokalen Extremwerte. Das folgt aus der strikten
Monotonie dieser Abbildung.

. Die Abbildung mﬁm] : [2,3) — R hat ein globales Minimum in 2 und kein lokales

Maximum.

Die Abbildung z* — 2% : R — R hat in 0 ein lokales Maximum und in j:\/L5 globale
Minima. Sie hat kein globales Maximum.
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Im Folgenden werden wir hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Extremwerten
angeben.

Sei (z,,) eine Folge in einer Menge X, also ein Element von X. Ist f : N — N eine strikt
monotone Abbildung, dann heifit (z,,) o f = (zy(n)) € X" eine Teilfolge von (z,,).

Definition 37.2 FEin topologischer Raum (X, T) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge
i X eine konvergente Teilfolge hat.

Lemma 37.3 FEine abgeschlossene Teilmenge W eines folgenkompakten Raumes (X, T)
15t folgenkompakt.

Proof. Sei (w,,) eine Folge in W. Dann besitzt sie als Folge in X eine konvergente Teilfolge.
Da W abgeschlossen ist, ist diese Teilfolge nach Lemma |34.9  auch in W konvergent. O

1. Ein chaotischer topologischer Raum ist folgenkompakt da in ihm jede Folge konver-
giert.

2. N mit der diskreten Topologie ist nicht folgenkompakt. Die Folge (n) hat keine
konvergente Teilfolge.

3. R ist nicht folgenkompakt, da sonst die Teilmenge N folgenkompakt wire.

Lemma 37.4 (Bolzano-Weierstrass) Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge
W wvon R ist folgenkompakt.

Proof. Sei (xy) eine Folge in W. Wir definieren fiir jedes n € N und i € Z die Teilmenge
I(n,i) := (&, 2L]. Da W beschrinkt ist, ist fiir jedes n € N ist die Menge

2n72n
{i€eZ|I(n,i)NW # 0}

endlich. Wir definieren nun rekursiv eine Abbildung g : N — N wie folgt. Wir wahlen
g(0) € Z so dafl
{k € N |z € 1(0,9(0))}

unendlich ist. Wenn g(n) schon definiert ist, dann wéhlen wir g(n + 1) so daf§
I(n+1,9(n+1)) C I(n,g(n))

und
{keN|z,el(n+1,9(n+1))}

unendlich ist.
Wir definieren nun die injektive Abbildung f : N — N rekursiv wie folgt: Wir setzen
f(0) € N so daB x4y € 1(0,9(0)) gilt. Wenn nun f(n) schon definiert ist, dann wéhlen

wir
fn+1):=min{k € N| (k= f(n)) A (zx € I(n,g(n)))} .

Die Teilfolge ((;) ist eine Cauchyfolge in W. Da W abgeschlossen und damit als Teil-

menge von R vollstindig ist (Lemma []), konvergiert diese Teilfolge. O
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Corollary 37.5 Jede abgeschlossene und beschrankte Teilmenge von R™ ist folgenkom-
pakt.

Proof. Ubungsaufgabe. Betrachte die Komponenten. O

1. Das Intervall [0, 1] C R ist folgenkompakt.

2. Das Intervall (0,1] C R ist nicht folgenkompakt. In der Tat hat die Folge (n™!) in
(0, 1] keine konvergente Teilfolge. Beachte, dafl (0, 1] nicht abgschlossen ist.

3. Die unbeschrinkte Teilmenge Menge [0, c0) ist nicht folgenkompakt.

Lemma 37.6 Sei (X, T) folgenkompakt und f : X — R stetig.
1. f ist beschrdinkt.

2. Die Abbildung f hat auf X ein globales Mazximum und Minimum.

Proof.

1. Wir zeigen zunéchst die Beschréanktkeit von f. Wir argumentieren indirekt. Sei f
nach oben unbeschrénkt. Dann finden fiir eine Folge (x,) in X mit der Eigenschaft
da f(z,) > n fir alle n € N gilt. Indem wir (x,) durch eine Teilfolge ersetzen,
konnen wir annehmen, dal (z,) konvergiert. Da f stetig ist, konvergiert (f(z,)).
Das ist aber nicht moglich, da diese Folge unbeschrankt ist.

2. Wir zeigen nun die Existenz eines globalen Maximums. Nach 1. ist f beschrénkt.
Sei y := sup f. Dann existiert eine Folge (z,,) € X derart, daBl lim, ,f(z,) =y
gilt. Indem wir (z,) durch eine Teilfolge ersetzen, kénnen wir annehmen, dafl (x,,)
konvergiert. Wir setzen x := lim, ,..x,. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f, dafl
f(z) =y ist. Damit hat f an der Stelle x eine globales Maximum.

1. Wir betrachten die Abbildung f : (0,1) — R, f(z) = z~!. Diese Abbildung ist

stetig aber nicht beschrénkt. Sie hat auch kein Minimum. Hier ist (0, 1) nicht Fol-

genkompakt. Die Folge (1) in (0,1) hat keine konvergente Teilfolge.

n

151



2. Wir definieren die Abbildung

Foa-r, f@={ 2 220

Diese Abbildung ist nicht beschrénkt. Das Intervall [0,1] ist folgenkompakt, die
Abbildung f ist aber nicht stetig.

37.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie Korollar [37.5]

2. Sei W C R und f : R — R stetig und strikt monoton. Sei x € W ein lokales
Maximum oder Minimum von fy . Zeigen Sie, dafl x € OW liegt.

3. Zeigen Sie, daf} ein diskreter topologischer Raum genau dann folgenkompakt ist,
wenn er endlich ist.

4. Zeigen Sie, daf eine folgenkompakte Teilmenge von R beschrénkt und abgeschlossen
ist.

38 Grenzwerte und stetige Fortsetzung von Abbil-
dungen
Seien A, B,C Mengen mit AC Bund f: A — C.

Definition 38.1 Eine Abbildung g : B — C' heifit Fortsetzung von f auf B wenn g4 = f
qilt.

B

Wenn C' nicht leer ist, dann existiert immer eine Fortsetzung. Sei ¢ € C' irgend ein
Element. Dann kann man g auf B durch g4 := f und g;p\a := const. definieren. In der
Regel mochte man aber, daf3 die Fortsetzung ¢ Eigenschaften von f erbt, zum Beispiel
Stetigkeit. Wir untersuchen das Problem, stetige Fortsetzungen stetiger Abbildungen im
topologischen Kontext zu finden.

Seien (X, Tx) und (Y, 7y ) topologische Raume. Wir betrachten eine Teilmenge W C R,
ein Element « € W und eine Abbildung f: W — Y.

Definition 38.2 Die Abbildung f hat im Punkt x den Grenzwerty € Y, wenn die Abbil-
dung g : WU {x} =Y gegeben durch g2y := fiw\izy und g(x) :=y im Punkt x stetig
ist. Wir notieren diese Eigenschaft durch 1im, . f(w) =y.

152



. Beachte, dafl der Wert von f an der Stelle x im Fall, dal x € W gilt, fiir den

Grenzwert irrelevant ist.

Die Abbildung f : W — Y ist also genau dann stetig, wenn fiir jedes z € W gilt

lim, . f(w) = f(x) .

. Wenn z ein isolierter Punkt von W ist, dann hat f in diesem Punkt jeden Punkt

y € Y als Grenzwert.

. Lemma 38.3 Wenn (Y, Ty) die Hausdorff-Eigenschaft hat und x in W nicht iso-

liert ist, dann hat f im Punkt x hochstens einen Grenzwert.

Proof. Seien y,y’ € Y zwei verschiedene Grenzwerte von f im Punkt xz. Dann
existieren Umgebungen U und U’ von y und ¢/ mit U N U’ = §. Seien f und f’ die
Fortsetzungen von f auf WU {z} durch f(z ) =y und f'(z) = v/. Dann sind f~4(U)
und f"~1(U’) zwei Umgebungen von z mit f~1(U) N f>~1(U’") = {z}. Damit wire z
isoliert, was wir ausgeschlossen hatten. O

Wir nehmen an, da die Topologie Tx von einem Abstand dx induziert wird. Seien wie
vother W C X, f:W Y, zeWundyeY.

Lemma 38.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1.

.

FEs gilt 1im,, . f(w) =

Fiir jede Folge (wy,) in W \ {x}, welche gegen = konvergiert, konvergiert (f(wy))
gegen .

Fiir jede Umgebung U von y existiert ein 6 € R” derart, daff aus w € W\ {z} und
dx(w,z) <6 folgt f(w) € U.

Proof.

1.

2.

3.

Wir beginnen mit 1. = 2.. Sei g : W U {w} — Y die stetige Fortsetzung von
fiw\fzy auf W U {z} durch g(z) := y. Sei nun (w,) eine Folge in W \ {x} die
gegen = konvergiert. Da ¢ in x stetig ist, konvergiert (g(w,)) gegen y. Nun gilt
(f(wy)) = (g(wy)). Also konvergiert auch (f(w,)) gegen y.

Wir zeigen jetzt 2. = 3.. Wir argumentieren indirekt. Sei eine Umgebung U von y
gegeben und existiere fiir jedes n € N ein w,, € W\ {w} mit d(x,w,) < (n+1)~! und
f(wy,) € U. Dann gilt 1im, ,,w, = x und (f(w,)) konvergiert nicht oder zumindest
nicht gegen y.

Wir zeigen nun 3. = 1. In der Tat ist die Bedingung 3 genau das Kriterium fiir die
Stetigkeit der Fortsetzung von fiu () auf W U {z} durch f(z) :=y.
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1. Wir betrachten (0,1) als Teilmenge von R und die Abbildung f : (0,1) — R,
f(x) ;== 2?4+ 3. Dann gilt 1lim, ,of(x) = 3 und lim, ,; f(z) = 4.

2. Wir betrachten die Abbildung f : R\ {1}, f(z) := % Dann gilt 1im, .; f(x) = 2.
Dazu schreiben wir 22 — 1 = (z + 1)(z — 1).

3. Mit Hilfe der Bedingung 2. von Lemma konnen wir die in Lemma gezeig-
ten Regeln sinngeméafl auf Grenzwerte von Funktionen iibertragen. So gilt etwa:

lim, ,ocos(z)exp(3 + x) + 4z® = cos(0) exp(3) + 0 = exp(3) .
4. Wir betrachten W := R\ {0} und f: W = R, f(x) := % Es gilt
limx—>0f\(0,oo) =00
Die Funktion f selbst hat keinen Grenzwert fiir x — 0.

Sei W C X und f: W — Y eine stetige Abbildung.

Lemma 38.5 Wenn (ﬁﬂx) die Hausdorff-Eigenschaft hat, dann gibt es hichstens eine
stetige Fortsetzung f: W — Y wvon f.

Proof. Sei f:W =Y eine stetige Fortsetzung. Sei weiter = € W\ W. Dann ist o nicht
isoliert und die Abbildung fiwug.) : W U {z} = Y stetig. Folglich gilt

f(z) = limy, f(w) .
Das zeigt mit Lemma die Eindeutigkeit der Fortsetzung. O

1. Eine stetige Fortsetzung mufl jedoch nicht immer existieren. Wir betrachten
271 :(0,1) > R.
Dies Abbildung hat keine stetige Forsetzung auf m = [0, 1].
2. Die Abbildung sign: R\ {0} — R gegeben durch

: I >0
sign(x) := 1 2<0

hat keine stetige Forsetzung auf R.
3. Die Abbildung zsign(z) : R\ {0} — R hat eine stetige Forsetzung auf R.
4. Sei r € (0,00). Dann hat die Abbildung Q > = — r* : Q — R eine stetige Fortset-

zung auf ganz R.
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38.1 Aufgaben

1. Untersuchen Sie, ob die Funktion f : W — R einen Grenzwert fiir # — v hat:

- exp(x) a:’ 2 o= (0

u—O

— s
= ,u =0

(a) W =R\ {0}, /(c
(b) W =R\ {0}, f(2):
(c) W =R\ {0}, f(a):

(@) W =R\ {1}, f(z) :=

—z2>

~— ~— ~— ~—

z2—1

()17 U= 1.

39 Differenzierbarkeit
Sei U C R eine offene Teilmenge, f : U — R eine Abbildung und u € U.

Definition 39.1 Wir definieren den Differenzenquotienten von f an der Stelle u als die

Abbild
o f) S g

T —U

U\{u} 3z A,(f)(x) :=

Hier sind Interpretationen des Differenzenquotienten in Anwendungen:

1. Wir betrachten eine Strafle im Gebirge. Wir modellieren die Situation, indem wir
die Hohe der Strafle als Funktion der Projektion auf die Horizontale angeben. Ein
Abschnitt dieser Horizontalen wird durch ein Intervall (a,b) C R beschrieben und
wir betrachten die Hohenfunktion f : (a,b) — R. Sei jetzt u € (a,b). Der Differen-
zenquotient A, (f)(x) gibt den auf den Abstand x — u normierten Hohenunterschied
der Strafle an den Stellen v und x an, also die mittlere Steigung auf dieser Strecke.
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2. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes entlang einer Geraden. In diesem Fall
beschreibt die Funktion f : (a,b) — R den Ort des Punktes in Abhéngigkeit des
Zeitparameters in (a,b). Der Differenzenquotient A, (f)(z) beschreibt die mittlere
Geschwindigkeit des Punktes zwischen den Zeiten u und x.

Esgilt u e U\ {u}U Folglich kénnen wir den Grenzwert des Differenzenquotienten A, (f)
an der Stelle u betrachten.

Definition 39.2 (Differenzierbarkeit) Die Abbildung f heifst im Punkt u differenzier-
bar, wenn der Grenzwert 1im, ,,A,(f)(z) existiert. In diesem Fall heifit die reelle Zahl

f(u) == lim, ,, Ay (f)(2)
die Ableitung von f im Punkt u.

Die Abbildung f heifit differenzierbar, wenn sie in allen Punkte von U differenzierbar ist.

In diesem Fall heifst die Abbildung
Usuw f'(u) eR

die Ableitung von f.
Wir interpretieren die Ableitung in den oben betrachteten Beispielen:

1. Die Ableitung f’(u) ist ein Ma$ fiir den Anstieg der StraBe an der Stelle w.

2. Die Ableitung f’(u) ist die Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit u.
Lemma 39.3 Wenn f im Punkt u differenzierbar ist, dann ist f im Punkt u stetig.
Proof. Es gilt fiir z € U daf

F(@) = F) + (@ — ) Af)(@)

Der Grenzwert des zweite Summanden fiir x — v existiert und ist Null.
Daraus folgt sofort

lim, o f(z) = f(u) .
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1.

2.

Seir € Rund f: R — R durch f(x) = rz gegeben. Dann gilt f'(u) = r fiir jedes
u € R.

Die Ableitung einer konstanten Funktion ist Null.

Wir wollen nun die Ableitungen einfacher Funktionen berechnen. Dazu iiberlegen wir uns
zunachst die folgenden Regeln:

Lemma 39.4 (Summen und Produkte) Seien f,g: U — R zwei Abbildungen, die im
Punkt w € U differenzierbar sind. Dann gilt:

1.

Die Summe f + g ist im Punkt u differenzierbar und es gilt

(f +9)(w) = f'(u) + g'(u) .

2. Das Produkt fg ist im Punkt u differenzierbar und es gilt

(f9)'(u) = f(w)g(w) + f(u)g'(u) .

3. Wenn f keine Nullstelle hat, dann ist % im Punkt u differenzierbar und es gilt

L S
(7)) =~

Proof.

1.

2.

Es gilt A, (f + g) = Au(f) + Au(g). Daraus folgt sofort 1.

Es gilt Au(fg)(z) = Au(f)(x)g(z) + f(u)Au(g)(z). Da g im Punkt u stetig ist, folgt
daraus sofort 2.

Es gilt

Loy L (1 1N_ 1 f@-fe)_ A
R o) =T Rty

oz —w
Die Behauptung folgt nun sofort durch Bildung des Grenzwertes fiir x — w.

. Fir a,b € Rsei f: R — R durch f(z) = ax + b gegeben. Dann gilt f'(u) = a fiir

alle ©w € R.

. Es gilt fiir alle n € N mit n > 1 da§ (z") = nz""!. Wir zeigen das induktiv. Wir

hatten schon gesehen, daf§ ' = 1 gilt. Wir fiihren den Induktionsschritt (n) = (n+1)
durch:

(2"t = (z2™) = 2’2" + z(z™) = 2™ + znz™ ' = (n + 1)z" .
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3. Es gilt

k k—1
(Z a,z") = Z Any1(n+ 1)z
n=0 n=0

Einige wichtige Funktionen sind iiber ihre Potenzreihen definiert. Im Folgenden betrachten
wir die Ableitung von Potenzreihen im Allgemeinen. Sei )2 j a,2™ eine Potenzreihe mit
dem Konvergenzradius » € R”. Wir definieren die Abbildung

(—r,r) 22— f(x Zang:

Lemma 39.5 1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y~ an1(n+1)z" ist gleich
T.

2. Die Abbildung f ist differenzierbar.
3. FEs gilt fir x € (—r,r) daff

o0

Zan+1 n+1

n=0
Proof.

1. Wir berechnen den Konvergenzradius der der Reihe >~ | a,41(n+1)2™ nach Lemma

[33.8. Wir rechnen

1 1 ntl
’an+1’" = (|an+1|"+1>n"

1
Vlant1|(n+1) = "N|ansa| V0 + Lanyd|=F0m

A =

Wir benutzen

1
limsup "V/|anr| =771, lime¥Vn+1=1, limsup |a,q |00 <1

n—oo n—0o0

um auf

limsup {/|ani1|(n+1) =

n—oo

zu schlieflen. Fiir r = oo werden diese Formeln entsprechend interpretiert.

2. Sei nun u € (—r,r). Nach dem Transformationssatz |33.10| gibt es eine Potenzreihe
Yo o bz mit einem positiven Konvergenzradius derart daf§

flu+2) sz
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Damit gilt ~ N
Au(f)u+2z)=2"" Z b, 2" = Z bui12" .
Wir schlieflen mit Lemma [33.9/2., da8
lim, oA, (f)(u+2) =
gilt. Damit ist f im Punkt « differenzierbar.

3. Wir haben im Transformationssatz gezeigt, daf3

(@)
by = E a,nu” 1
n=1

gilt. Daraus folgt sofort die Formel fiir f/(u).

1. Es gilt exp’ = exp. In der Tat, nach Lemma [39.5] gilt

(e} n o0 n

exp(z) = Z(n +1) (nf— 0 = Z % = exp(z) .

n=0 n=0

2. Es gilt fiir z € (0,2) daB
1
log'(z) = — .
og(z) = —
Zur Erinnerung,

log(z) = —Zw .

n=1
Nach Lemma gilt

o0

log/(x) = Z(n+ 1)% = Z(l —x)" = ﬁ = i .

3. Es gilt sin’(z) = cos(z) und cos’(z) = —sin(x). In der Tat gilt zum Beispiel

sin’(x) = 2(271 - 1)(_1)ﬂ Z =L)e™ = cos(z) .

| = !
— (2n + 1)! — (2n)!
Die Eigenschaft der Differenzierbarkeit 148t sich wie folgt umformulieren.
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Lemma 39.6 Sei U C R offen, w € U und f : U — R eine Abbildung. Dann ist f
im Punkt u genau dann differenzierbar, wenn es eine Zahl a € R und eine Abbildung
r:U — R gibt, so daf

fl@)—flu) —a(lr —u) = (x —u)r(z) , lim, ,,r(z)=0.
In diesem Fall gilt f'(u) = a.
Proof. Sei die Bedingung erfiillt. Dann gilt
Au(f)(x) —a=r(z) .

Damit ist f im Punkt differenzierbar und es gilt f/'(u) = a.
Sei umgekehrt f in u differenzierbar. Dann setzen wir

0 Tr=1u

r@) = { Auf)@) - f'(u) 5eU\ {u}

Dann gilt 1im, ,,r(z) = 0. O

Lemma 39.7 (Kettenregel) Seien U,V offene Teilmengen von R und f: U — R und
g : V — R Abbildungen derart, daf f(U) CV gilt. Dann ist die Komposition gof : U — R
definiert. Seien uw € U, f in u und g in f(u) differenzierbar. Dann ist g o f im Punkt u
differenzierbar und es gilt

(g0 f)(u) =g (f(w)f'(u) .
Proof. Wir schreiben

und
9(y) = g(f(w)) + g'(f(W)(y — f(w) + (y — f(u)s(y) -
Dann gilt
g(f(@) —g(f(w) = g (f(w)(f(x) = f(u)+ (f(x) = f(u)s(f(x))
= ¢ (f)(f'(w)(z —u) + (z —u)r(z))
+(@ = u)(f'(u) +r(2))s(f(z))

= ¢(f(w)g'(w)(z —u) + (v — u)t(z)

mit
t(x) == r(@) + (f'(v) +r(z))s(f(z))

In der Tat gilt 1im, ,,t(x) = 0. O

Hier sind einige Beispiele, in welchen die bisher bekannten Regeln angewendet werden:
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1. exp(x?)’ = 2z exp(z?).
2. sin(exp(—x)) = — exp(—z) cos(exp(—1)).

3. sin(xlog(z® + 1)) = (log(x® + 1) + x%”fl) cos(x log(z3 + 1)).

Lemma 39.8 (Umkehrfunktion) Seien a,b € R, a < b, u € (a,b) und f : (a,b) — R
strikt monoton und im Punkt u differenzierbar mit f'(u) # 0. Sei ¢ := lim, . f(x) und
d := 1lim, ,, in R. Dann ist die Umkehrfunktion f=' : (c,d) — (a,b) im Punkt v := f(u)
differenzierbar und es gilt

Proof. Die Umkehrfunktion existiert und ist stetig nach Lemma [36.6f Wir rechnen fiir
z € (¢, d):

[7(2) = ()
() = ()
fFUH2) = f(f71(v))

1

fEH @)= )
fHz)—-f(v)
1

Apr)(NFH2)

Wir bilden nun den Grenzwert fiir 2 — v und beachten, dafl f=! im Punkt v stetig ist. O

A(f)(z) =

Hier sind einige Anwendungen.

1. Wir betrachten log := exp~! : (0,00) — R. Dann gilt
1 1

ST

2. (a7) = (exp(rlog(x))) = riexp(rlog(z)) = ra""
3. (r*) = (exp(xlog(r)))" = log(r) exp(xlog(r)) = log(r)r®
4. (2%) = exp(xlog(x)) = (log(z) + 1) exp(zlog(z)) = (log(x) + 1)z*
Sei U C R offen und f : U — R differenzierbar. Wir erhalten die Abbildung f’': U — R.

Wenn diese wieder differenzierbar ist, dann kénnen wir die zweite Ableitung f”: U — R
bilden. Wenn wir diese Prozedur fortsetzen konnen, dann erhalten wir rekursiv definiert

die k-Ableitung
fED = (fOY . U SR
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Definition 39.9 Sei U C R offen. Fiir k € N definieren wir
C*(U,R) := {f € RY | f ist k-mal differenzierbar und f*) ist stetig.}.
Wir definieren die Menge der glatten Funktionen durch
C*(U,R) := (| C*U,R) .
k=0

1. Man kann sich leicht davon {iberzeugen, da C*(U, R) fiir alle k € N und C*(U, R)
R-Vektrdume (und sogar R-Algebren) sind.

2. Es gilt fiir alle k € N daB C**1(U,R) C C*(U, R).
3. Es gilt sin, cos, exp € C°(R,R).

4. Es gilt log € C*°((0,00),R).

5. Es gilt z¥|z| € C*(R,R) \ C*"(R,R).

Sei wieder U C R offen und f : U — R™. Dann kann man diese Abbildung durch ihre
Komponenten f; : U — R, 1 = 1,...,n ausdriicken.

f:(fla'-->fn)'

Definition 39.10 Die Abbildung f heifst differenzierbar, wenn ihre Komponenten f; fir
allei =1,...,n differenzierbar sind. Wir setzen ' := (f{,..., f}). Wir kénnen die Riume
Ck(U,R™) und C>=(U,R™) wir vorher bilden.

1. Wir werden dies insbesondere auf komplexwertige Funktionen anwenden. Die Radume
C*(U,C) und C*°(U,C) sind C-Vektorriume.

2. Fiir A € C ist die Abbildung
R >— exp(Az) € C
glatt und es gilt exp(Az) = Aexp(Az).
3. Als Anwendung zeigen wir, dafl die Menge
{f €C*[ (AN € C|(f(z) = exp(Az))}
im C-Vektorraum CF linear unabhingig ist. Seien n € N und \,¢ € C" derart

gegeben, dafl

n

Z crexp(Apx) =0

k=1
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gilt Wir differenzieren bis zu n —1 Mal und werten dann bei x = 0 aus. Wir erhalten
das Gleichungssystem

Y oM, =0, 1=0,..n—1.
k=1

Wir betrachten die Matrix A = (\!) € Mat(n,R). Dies ist die Vandermonde Matrix
der Zahlen (\y,...,\,). Es gilt

det(A) = [ w—=N) .

n>k>[>1
Wenn die Komponenten von A\ paarweise verschieden sind, dann ist det(A) # 0.

Folglich gilt ¢ = 0.

39.1 Aufgaben
1. Wir betrachten den Vektorraum RR. Zeigen Sie, daf die Menge
{f eR®|BX e R | (f(z) = cos(Ar)) V (f(z) = sin(\z))} .

linear unabhéngig ist. Zeigen Sie, daf dies auch nach Einschrénkung auf eine offene
Teilmenge von R richtig bleibt.

2. Sei v € C. Zeigen sie, dafl die Menge
{f € C*(R,C)| (3k € N| f(z) = 2" exp(y2))}

in C*(R, C) linear unabhéngig ist. Zeigen Sie, dafi diese Menge nach Einschrénkung
auf eine offene Teilmenge U C R immer noch linear unabhéngig ist.

40 Extremwerte und Mittelwertsatz

In diesem Kapitel untersuchen wir, wie lokale Eigenschaften einer differenzierbaren Funk-
tion durch ihre Ableitung charakterisiert werden. Sei U C R offen und f : U — R eine
differenzierbare Funktion.

Definition 40.1 Seiu € U. Die Abbildung f hat im Punkt u ein lokales Extremum, wenn
f in u ein lokales Maximum oder lokales Minimum hat.

1. Die Funktion 2 : R — R hat im Punkt 0 ein lokales (und sogar globales) Minimum.
2. Die Funktion 23 : R — R hat keine lokalen Extrema.

: : 4 2. : 1 1
3. Die Funktion z* — 2 : R — R hat lokale Extrema in 0, Ve und =
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Lemma 40.2 Wenn f im Punkt x ein lokales Extremum hat, dann gilt f'(x) = 0.

Proof. Moge f im Punkt u ein lokales Maximum haben. Dann existiert eine Umgebung
V C U von u so daf fiir alle v € V' die Ungleichung f(v) < f(u) gilt. Zur Erinnerung:

Damit gilt fiir v € V daBl A,(f)(v) > 0 falls v < uw und A,(f)(v) < 0 falls v > u. Es gilt
u € VN(u,00) und u € VN (—o0,u). Daraus folgt 1imy ,,Ay(f)vn(—cow(v) = 0 und
1im, o Au(f)va(uee) (V) < 0. Beide Grenzwerte ergeben die Zahl f’(u) und folglich gilt
f'(u)=0. O

Wir betrachten die oben genannten Beispiele.
1. Es gilt (22) = 22 und 2z(0) = 0.

2. Es gilt ()" = 322. Es gilt 32%(0) = 0 obwohl an dieser Stelle kein lokales Extremum
der Funktion liegt. Aus der Bedingung f/(z) = 0 kann man also nicht auf ein lokales
Extremum an der Stelle x schlieflen.

3. Die Funktion (z? — 2?)" = 423 — 2x hat ihre Nullstellen in 0, Lz und —\%. Der

folgende Plot zeigt die Funktion z* — 22 und deren Ableitung 423 — 2z:

Plots:

_|__|._=|: SN (x from 1tol)

- x4 (x* 1]

Lemma 40.3 (Mittelwertsatz) Sei a,b € U mit a < b und [a,b] C U. Dann existiert
ein & € (a,b) mit
f(b) — f(a)

HGEEE
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Proof. Wir betrachten auf [a, b] die Abbildung

1) = fla)

(o) = f(a) = (@ — ) = —

Im Bild: f(z) := 2* und g(z) := z* — 8z (bzw. ! und 8z) auf [a, b] = [0, 2].

10

Dann gilt g(a) = f(a) = g(b). Wenn g konstant ist, dann gilt fiir alle & € (a,b) dafl
g'(§) = 0 und damit f'(§) = W Wenn ¢ nicht konstant ist, dann besitzt ¢ nach
Lemma ein globales Extremum, welches in einem Punkt £ € (a, b) liegt. Es gilt

f(b) = fla)

0=g'(€) = £1(6) - =5 —

Corollary 40.4 (Satz von Rolle) Seien a,b € U mit a < b und [a,b] C U. Wenn
fla) = f(b) gilt, dann existiert ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Proof. Das ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Mittelwertsatz. O

Lemma 40.5 Wenn f" > 0 ist, dann ist f auf jedem Intervall in U streng monoton
wachsend.

Proof. Sei I C U ein Intervall und a,b € I mit a < b. Dann gilt [a,b] C U und fiir ein

€ € (a,b) gilt 0 < f/(&) = W, woraus f(a) < f(b) folgt. O

Definition 40.6 FEin Punkt u € U heifit kritischer Punkt von f, wenn f'(z) =0 gilt.

Wir hatten schon in Lemma gesehen, daf} ein lokales Extremum von f ein kritischer
Punkt sein muB. Die Umkehrung gilt aber nicht wie das Beispiel f : R — R, f(z) := 2*
zeigt. Fiir diese Funktion ist 0 ein kritischer Punkt, aber kein lokales Extremum.

Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist, dann kann man mit Hilfe der zweiten Ableitung
entscheiden, ob ein kritischer Punkt ein lokales Extremum ist.
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Lemma 40.7 Sei f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Sei u ein kritischer Punkt
von U. Wenn f"(u) # 0 ist, dann ist u ein lokales Extremum. Genauer ist u ein lokales
Mazimum, wenn f"(u) < 0 und ein lokales Minimum, wenn f"(u) > 0 gilt.

Proof. Wir betrachten den Fall, daf§ f”(u) > 0 gilt. Da f” stetig ist, existiert ein 6 € R~
derart, daf (v — d,u + ) C U und fur alle x € (u — ,u + J) die Ungleichung f”(z) > 0
gilt. Damit ist f' auf (u — d,u + 0) strikt monoton wachsend. Wir schliefen, daf fur
x € (u,u+0) die Ungleichung f’(z) > 0 und fiir x € (u — 6, u) die Ungleichung f'(z) < 0
gilt. Damit ist f auf (u — d,u) strikt monoton fallend und auf (u,u + ) strikt monoton
wachsend. Folglich ist f(u) = inf fj(u—su+s). Damit ist  ein Miniumum von f. O

1. Die Bedingung f”(u) # 0 ist nicht notwendig fiir ein lokales Extremum. Die Funktion
f:R — R, f(x) := z* hat im Punkt 0 ein lokales Minimum. Es gilt aber f”(0) = 0.

2. Wir bestimmen die lokalen Extremwerte der Funktion f: R — R,

f(z) == zexp(—2x) .
Es gilt f € C*°(R,R), f'(x) = exp(—z) — xexp(—=z). Der einzige kritische Punkt
dieser Funktion ist 1. Es gilt f”(z) = 2*exp(—x) — 2exp(—z) und f"(1) = —e.
Damit hat f an der Stelle 1 ein lokales Maximum.
Hier ist ein Plot der Funktion z exp(—x):

FIOT:

40.1 Aufgaben
1. Bestimmen Sie fiir £ € N die lokalen Extremwerte der Funktion f: R — R,
f(z) == 2" exp(-2) .
Untersuchen Sie, ob diese Extremwerte globale Extremwerte sind.
2. Bestimmen Sie die lokalen Extremwerte von f: R — R, f(z) =1+ |z — 1.

3. Bestimmen Sie die die lokalen Extremwerte von f : [0,2] — R, f(z) := 22 exp(—2?).
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41 Eigenschaften von sin, cos und die Zahl 7

In diesem Kapitel studieren wir die trigonometrischen Funktionen sin und cos genauer.
Diese Funktionen sind durch ihre Potenzreihen

0o 22+ o 2"
sin(z) = ;)(—1)”m , cos(z) = ;(_1)71(2”)!

definiert, welche auf ganz R konvergieren. Die folgenden Eigenschaften haben wir schon
eingesehen:

1. sin(0) =0, cos(0) =1
2. sin(z + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z) , cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
3. sin’(x) = cos(x), cos'(x) = —sin(z).
4. sin(z)* + cos(z)? = 1.
Lemma 41.1 Die Funktion cos hat auf dem Intervall [0,00) eine Nullstelle.

Proof.  Da cos(z) stetig ist und cos(0) = 1 gilt, gibt es ein § € R~ derart, daf fiir
alle z € [0,0] die Ungleichung cos(z) > 0 gilt. Wegen sin’ = cos ist die Funktion sin
auf dem Intervall [0, 0] strikt monoton wachsend. Insbesondere ist sin(d) > 0. Wir zei-
gen nun indirekt, da cos auf [0, 00) eine Nullstelle haben mufl. Die Funktion cos ist
stetig. Géabe es eine solche Nullstelle nicht, dann wiirde wegen dem Zwischenwertsatz
cos(z) > 0 fiir alle x € [0, 00) gelten. Damit wére sin auf [0, 0o) strikt monoton wachsend.
Insbesondere wiirde fiir € (6, 00) die Ungleichung sin(z) > sin(d) gelten. Wir betrach-
ten nun die Funktion cos(x) + sin(d)x auf dem Intervall [, 00). Deren Ableitung erfiillt
[cos(x) 4+ sin(d)z) = —sin(x) +sin(d) < 0 fiir 6 < z. Damit ist cos(x) + sin(d)z auf [J, o)
strikt monoton fallend, also cos(x) < cos(d) +sin(d)(d — ). Diese Funktion ist sicher nicht
von unten beschrinkt, was im Widerspruch zur Identitét sin(z)? + cos(x)? = 1 steht. Also
hat cos auf [d, 00) eine Nullstelle. O

Definition 41.2 Wir definieren die Zahl m € R durch
7w =2inf{x € R” | cos(z) =0} .

Die Zahl 7 ist wohldefiniert, da die Menge der positiven Nullstellen von cos nicht leer und
durch 0 von unten beschrankt ist. Es gilt insbesondere m > 24§, wobei ¢ die Zahl aus dem
Beweis von Lemma ist. Insbesondere ist 7 positiv. Da cos stetig ist, gilt

s
= =1
005(2)
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Fiir z € [0, §) gilt cos(x) > 0. Damit ist sin auf diesem Intervall strikt monoton wachsend,
insbesondere positiv. Folglich ist wegen sin(z)? + cos(z)? = 1

m
in(~)=1.
5111(2)

Wir sehen nun mit Hilfe der Funktionalgleichungen ein:

sin(z + g) = cos(z) ,
sin(x +7) = cos(z+ g) = —sin(z) ,
3
sin(x + ;) = —sin(z + g) = —cos(z) ,

sin(z + 27) = sin(z)

cos(z +2m) = cos(x) .

Definition 41.3 Sei ¢ € R\ {0}. Eine Funktion f : R — R heifft periodisch mit der
Periode ¢, wenn fir alle x € R die Gleichung f(x) = f(x + ¢) gilt.

Corollary 41.4 Die trigonometrischen Funktionen sin und cos sind periodisch mit der
Periode 2m.

Es gilt 1 = sin(3) = 2sin(%)cos(§) und 0 = cos(§) = cos(§)? — sin(%)?. Daraus folgt

: =sin(%)?, also

. T 1
sm(z) =—.

Hier ist ein Bild des Graphen der Funktion sin.

SV
N

iy \J/
" 1ol N

Die Funktion sin ist auf dem Intervall [—7, 7] stetig und strikt monoton wachsend. Es gilt
sin(—%) = —1. Deshalb gibt es nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Lemmas

und [36.4]) eine stetige und strikt monotone Umkehrfunktion

arcsin : [—1,1] — [—g, g] .
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Hier ist ein Bild des Graphen der Funktion arcsin:

L L il (x from —1to 1)
—-1.0 -05 0.5 1.0

Die Funktion cos ist auf dem Intervall [0, 7] strikt monoton fallend und hat die strikt
monoton fallende Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0, 7] .
Nach Lemma [39.8] gilt fiir z € (—1,1)

L . 1
arcsin'(z) = cos(arcsin(z)) (12)
1
/1 — sin(arcsin(z))?
1

V11— 22

Analog,

_
sin(arccos(x))
1
/1 — cos(arccos(x))?
1

_\/l—x2 .

arccos () = —

Die Menge der Nullstellen von cos kann suggestiv in der Form
s

2+7TZ::{xER\(EInEZ\:U:g+7m)}

geschrieben werden. Wir definieren die Tangesfunktion durch

sin(z)

tan : R\ (g +7Z) —» R, tan(z):= cos(@)
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Das folgende Bild zeigt den Graphen der Tangensfunktion im Bereich (-7, 7).

_ cos(z)? + sin(z)? _ 1
cos(z)? cos(z)?

Es gilt
tan’(x)
Die Tangensfunktion ist auf dem Intervall (—%, %) strikt monoton wachsend und es gilt

limgy yox tan(z) = £oo

bo| 3
bo| 3

Sie hat deshalb eine Umkehrfunktion
arctan : R — (—

1

= 1

Diese ist differenzierbar und es gilt
cos?(arctan(z))

arctan’(z)
1

sin? (arctan(z))+cos? (arctan(z))
cos?(arctan(z))

1

— a2 (arctan(z))
cos?(arctan(z)) +1

1
~ tan?(arctan(z)) + 1
B 1
1442

Hier ist ein Bild der Funktion arctan.
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Mit der Eulerformel konnen wir schreiben

exp(z + 2mi) = cos(x + 2m) + isin(x 4 27w) = cos(z) + isin(z) = exp(x) .

Insbesondere gilt

exp(2mi) =1, exp(z+2min) =exp(zr) Ve € C,VneZ.
Weitere spezielle Werte sind
exp(mi) = —1, exp(%) =1i.
Sei m € N\ {0}. Dann sind die Zahlen
exp(QWi%) , ke{0,1,...,m—1}

die m-ten Einheitswurzeln, also die m komplexen Losungen der Gleichung 2™ — 1 = 0.

41.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie, daB sin(z) < z fiir alle z € (0, c0) gilt.

2. Zeigen Sie, daf§ 1 < 7 gilt.

3. Zeigen Sie, da$ fiir z € [0, 3] gilt:

SchlieBen Sie, da8 § € [1,2].
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4. Finden Sie eine explizite Formel fiir sin(%").

5. Finden Sie explizite Formeln in der Form a + b: fiir die dritten und achten Einheits-
wurzeln.

6. Sei m € N. Zeigen Sie, daf die Zahlen
exp(2m'£) eC, pef0,1,...m—1}
m

paarweise verschieden sind.

42 Einfache Differentialgleichungen

Die folgende Aussage kann man als einen sehr einfachen Fall einer Eindeutigkeitsaussage
fiir eine Differentialgleichung ansehen.

Lemma 42.1 Set U C R offen und f : U — R eine differenzierbare Abbildung. Die
Gleichung ' = 0 impliziert dafl f lokal konstant ist.

Proof. Sei u € U. Dann existiert ein € € R” mit (v — e,u 4+ €) C U. Wir zeigen, daf} f
auf (u — €, u + €) konstant ist.

Seien a,b € (u—e€,u+€) und a < b. Dann gilt [a, b] C ( —¢€,u+¢€). Nach dem Mittelwert-
wertsatz 40.3| existiert ein & € (a,b) mit f/(§) = f(b . Aus f'(&§) = 0 folgt f(b) = f(a).
Folglich gilt f(x) = f(u) fiir alle x € (u — €, u + e) O

Wir hatten die Abbildung log : (0,2) — R durch

log(z) = — Z (=" (13)

n

n=1

definiert und schon eingesehen, dafl

log'(z) =

gilt. Wir betrachten Abbildung f := expolog :
der Tat rechnen wir

1
T
(0,2) — R. Es gilt f'(z) = 2! f(x). In
(exp olog)(z) = log'(z) expolog(x) = éexpolog(aj) = éf(x) :

1) =1 gilt. Es gilt

Weiter sehen wir, daf f(
@)y _ f@e= @) _ )= a) _

/
( T x2 z2

Damit ist f auf (0,2) konstant. Wegen f(1) =1 gilt f(z) = x. Wir sehen also, daf} auf
(0,2) die Identitét

).

log(z) = exp~ ' (z)
gilt.

172



Definition 42.2 Wir definieren die Logarithmusfunktion durch log : (0,00) — R durch
log(z) := exp~!(x).

Dies setzt die Definition durch die Potenzreihe fort. Es gilt

1

log'(z) = —

Definition 42.3 Seir € R und x € (0,00). Wir definieren die Potenz
x" = exp(rlog(z)) .

Lemma 42.4 Wenn r € Q ist, dann stimmt diese Definition mit der friheren in |35.1
tiberein.

Proof. Seir = § mit a € Z und b € N\ {0}. Dann gilt nach Definition

Auf der anderen Seite ist

exp( log(x)) = (exp( log(x))"

Wir miissen also noch zeigen, dafl

=

exp( log(r)) = 7

gilt. Das folgt aber aus den Gleichungen exp(3 log(z))? = exp(log(x)) = x und (x%)b =¥
und der Eindeutigkeit der bten Wurzel. O

42.1 Aufgaben

1. Seien a € Rund f,g: (—a,a) — R durch konvergente Potenzreihen
f@)=> fa", gla)=>_ gua"
n=0 n=0

gegeben. Zeigen Sie: Wenn es eine offene Teilmenge U C (—a, a) gibt mit fiy = g,
dann gilt f = g.
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43 Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung
mit konstanten Koeflizienten

Wir untersuchen nun die lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Ko-
effizenten. Sei a € R gegeben. Die Aufgabe ist es, alle Abbildungen f : R — R mit

f = af

zu finden. Oft schrinkt man sich im Definitionsbereich auch auf ein Intervall ein. In den
meisten Anwendungen mochte man unter diesen Abbildungen diejenige finden, die an einer
bestimmten Stelle z; € R einen vorgegebenen Wert ¢ € R hat. Mit dieser Zusatzbedingung
spricht man vom Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung.

Lemma 43.1 Sei g € R gegeben. Fiir jedes ¢ € R existiert genau eine Abbildung f :
R — R, welche die Differentialgleichung

f'=af
und die Anfangsbedingung f(xo) = c erfillt.

Proof. Die Abbildung
f(z) := ce*®@=0)

erfiillt die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung. Es bleibt der Nachweis der
Eindeutigkeit. Wir betrachten nur den Fall ¢ # 0. Sei g eine weitere Abbildung, welche
den Bedingungen geniigt. Dann gilt

Iy = gf—gf _algf—19)
S f? f?
Folglich ist % konstant. Wegen der Anfangsbedingung gilt g = f. O

=0.

1. Wir betrachten die Entladung eines Kondensators mit der Kapazitidt C' {iber einen
Widerstand der Grofle R. Wir messen die Spannung U am Kondensator zu jedem
Zeitpunk ¢, bestimmen also eine Abbildung U : [0,00) — R.

I

«—
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Wir erstellen nun ein Modell mit welchem wir eine Vorhersage fiir diese Funktion
machen konnen. Sei @ : [0,00) — R Funktion, welche die Ladung Q(t) des Konden-
sators zur Zeit ¢t € [0, 00) beschreibt. Dann ist

Ut)=C1Q(t) .
Nach dem Ohmschen Gesetz flieit zum Zeitpunkt ¢ der Strom
I(t) = R'U(t)
ab. Der Strom ist jedoch genau die negative Anderungsrate der Ladung. Also gilt
—Q) = 1) -
Wir eliminieren in diesen Gleichung I und () und erhalten
R'U®t)=-C7U'(t),

also

U'(¢t) = —}%U(t) .

Sei Uy die gemessene Spannung am Kondensator zur Zeit ¢t = 0. Die Losung der
Differentialgleichung fiir U mit diesem Anfangswert ist

U(t) =U, exp(—%t) :

Das folgende Bild zeigt das qualitative Verhalten (exp(—z/3)):

0.5

o\

0.4 \

IR

0.2

0.1
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2. Wir betrachten den Zerfall einer radioaktiven Substanz.

Wir beschreiben die Masse der zum Zeitpunkt ¢ noch nicht zerfallenen Substanz
durch eine Funktion M : [0,00) — R. Sie M; die am Anfang vorhandene Masse.
Die Annahme ist, dal die Atomkerne voneinander unabhéngig mit einer Rate ~
zerfallen. In jedem kleinen Zeitintervall At zerfallen also Kerne der Masse v M (t) At.
Als Vorhersagemodell erhalten wir die Differentialgleichung

M(t) = —yM(t), M(0) =M, .

Wir erhalten
M(t) = Myexp(—~t) .

Die Halbwertszeit t 1 ist die Zeit, nach welcher die Héalfte der Masse zerfallen ist.
Um diese zu bestimmen, 16sen wir die Gleichung

1
M exp(—wt%) = EMO .
Es ergibt sich
ti = 7 log(2) .

43.1 Aufgaben
1. Zeigen sie die Eindeutigkeitsaussage in Lemma fiir den Fall ¢ = 0.

2. Seien a,c € Rund U C R offen und 2y, € U. Wir studieren das Anfangswertproblem
fir f: U — R:
ff=af, f(zo)=c.

Zeigen Sie, dafl dieses Problem genau dann eindeutig losbar ist, wenn U zusam-
menhéngend ist.

3. Wir betrachten ein realistisches Model der Kondensatorentladung. Sei C' := 100uF
und R = 10KQ. Nach welcher Zeit ist die Spannung auf ein Zehntel des Anfangs-
wertes gefallen? Zeigen Sie, daf es einen solchen Zeitpunkt gibt und bestimmen sie
ihn bis auf 3 Dezimalstellen.
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44 Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeflizienten

Seien v,w € R. Wir suchen nun alle Funktionen R — R welche der Gleichung
f"+2vf +wf =0

geniigen. Dies ist die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten. Beim Anfangswertproblem fiir diese Gleichung sucht man diejenigen Losungen,
die

fO)=c, f(0)=d
fiir vorgegeben Zahlen ¢, d erfiillen. Wir werden zeigen, daffl man das Anfangswertproblem
eindeutig 16sen kann.
Wir betrachten die Differentialgleichung zunéchst als eine fiir eine C-wertige Funktion.
Da die Funktion f linear in die Differentialgleichung eingeht, gilt: Wenn f;, fo die Diffe-
rentialgleichung 16sen, dann auch Af, + Bf; fiir A, B € C.
Wir benutzen den Ansatz

£(t) = explat)

Wir setzen den Ansatz ein und erhalten als Bestimmungsgleichung fiir «:
A(a? + 2va + w?) exp(at) =0 .

Wenn A # 0 ist, muf

0 {1+ VP -~y - VP — )

gelten. Wir setzen
ar = -yt —w?.

Wir diskutieren drei Falle:

1.
¥ —w? <0

o:=+\/w?—72.

Wir setzen

und schreiben
exp(a+t) = exp(—~t)(cos(at) + isin(at)) .

Wir erhalten durch geeignete Linearkombinationen zwei reelle Losungen

fi(t) == exp(—~t)cos(at) , fa(t) := exp(—~t)sin(ot) .
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¥ —w?>0

In diesem Fall setzen wir

und erhalten
fi(t) == exp(—t) exp(ot) ,  fa(t) == exp(—t) exp(—at) .

3. Wenn 72 = w?, dann ist
fi(t) = exp(—1)
eine Losung. Diese kann man zum Beispiel durch den Grenzwert fiir ¢ — 0 aus
exp(—~t) cos(ot) erhalten. Wir erhalten eine zweite Losung durch Bildung des Grenz-
wertes o — 0 aus o~ ! exp(—~t) sin(ot):

fa(t) = texp(—t) .
Wir priifen das nach:
f3(t) = exp(=t) —qtexp(—t) , fy(t) = v’texp(—rt) — 2yexp(t) -
Also
7t exp(—t) — 2 exp(yt) + 2y(exp(—t) — vt exp(—7t)) + y*texp(—t) =0 .

In allen Féllen haben wir zwei linear unabhéngige Funktionen fi, fo gefunden, die die
Differentialgleichung l6sen. Damit ist auch jede Linearkombination A f;+ B f5 eine Losung.

Wir kommen nun zu Anfangswertproblem. Wir sehen, dal wir in allen drei Féllen genau
eine Losung des Anfansgwertproblemes als Linearkombination der gefundenen Funktionen
f1, fo finden konnen.

1.
fl(o) =1, fz(o) =0
und
fi(0) ==y, f(0)=0.
f=ch+ 2,
2.
fi(0)=1, fo(0)=1
und



H(0)=1, fo(0)=
und
f=cfit({d+n0)f

Wir iiberzeugen uns nun davon, daB es keine weiteren Losungen gibt. Sei f eine Losung
der Differentialgleichung. Dann finden wir genau eine Losung f des Anfangswertproblems
mit £(0) = —f(0), f/(0) = —f(0) als eine Linearkombination der Funktionen fi, f,. Die
Summe f + f Lost die Differentialgleichung mit verschwindenden Anfangswerten. Wir
zeigen, dafl eine solche Losung die Konstante Funktion mit dem Wert Null sein muf.

Sei also f eine Losung der Differentialgleichung mit f(0) = 0 und f/(0) = 0. Wir setzen

g(t) := exp(vt) f(t) .

Es gilt
g'(t) = yexp(yt) f(t) + exp(vt) f'(t) ,
g'(t) = 7 exp(1t)f(t) + 2y exp(vt) f'(t) + exp(vt) f” (¢)
= eXp(vt)f (t) + 2y exp(t) f'(t) — 2y exp(7t) f'(t) — w® exp(7t) f(¢)
= exp yt) f(t) — w? exp(vt) f(t)
= ( w?)g(t) .

Wir betrachten nun

Es gilt

E'(t) = 2¢'(t)g"(t) — 2(7* — w?)g' (t)g(t) = 2¢'(t)(g"(t) — (* —w?)g(t)) = 0.

Die Funktion £ : R — R ist konstant. Da E(0) = 0 gilt, ist £(¢) = 0. Die Funktion ¢
erfiillt also

Jt) = (" —w?g(t) =0, g(0)=0.
Nach Lemma folgt g = 0.
1. Wir betrachten einen Schwingkreis aus einer Reihenschaltung einer Kapazitiat C,
einer Induktivitdt L und einem Widerstand R. Am Anfang sei der Kondensator auf

die Spannung U, aufgeladen und es fliele kein Strom. Wir suchen die Spannung
U(t) am Kondensator als Funktion der Zeit.

179



Es gelten folgende Beziehungen aus dem Ohmschen Gesetz, dem Induktionsgesetz
und der Spannungs-Ladungsbeziehung am Kondensator.

I
gt = =
C
Uy
= =
R

U = U+ LI

Wir eliminieren I zuerst und erhalten

—U’:% , Uy =—RCU, U{:—RC’U”
sowie o
U=M+RP

Wir eliminieren nun Us:
U=-RCU - LCU" .

Die Funktion U(t) erfiillt die Gleichung

R 1
1" Ao I § e
U+LU—|—LCU 0.

Als Anfangswerte haben wir
Uui0)=U,, U(0)=0

vorgegeben. In den Anwendungen ist der Widerstand klein, so dafl % < ﬁ gilt.
Die Losung ist also

_ R o
U(t) = Uy exp(—ﬁt) (cos(wt) + o sm(wt)) :
mit
I R?
C2L2 4I2°

W =
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Das qualitative Verhalten wird im folgenden Plots veranschaulicht (exp(—x/3) sin(3x)
und exp(—z/3) sin(30z)).

02{\ /\ SN
ol \/ \j/ o = To

-04r

-ner

Computed by Wolfram |Alpha Computed by Wolframjalpha

2. In diesem Beispiel modellieren wir einen Stofiddmpfer. Wir betrachten eine Masse
m, welche sich entlang eine Geraden in einer zédhen Fliissigkeit bewegen kann und
durch eine Feder fixiert wird. Am Anfang ist die Feder entspannt und die Masse wird
durch einen Stof} in Bewegung mit einer Geschwindigkeit vy versetzt. Wir wollen die
dann folgende Bewegung vorhersagen. Wir beschreiben den Ort der Masse zur Zeit
t durch die reellwertige Funktion z(t). Der Nullpunkt ist so gewéhlt, da§ dort die
Feder entspannt ist.

Nach die Hookschen Gesetz ist die durch die Feder ausgeiibte Kraft durch
FFeder = _/i$<t)

gegeben, wobei xk die Federkonstante ist. Nach experimenteller Erfahrung kann die
Reibungskraft ndhrungsweise kann durch

FRreivung = —AZ'(t)
beschrieben werden, wobei A eine positive Zahl ist. Das Newtonsche Gesetz besagt:
mx" = Freder + FRreivung = —kz(t) — A'(¢) .
Die Funktion z(t) wird also durch die Losung des Anfangswertproblems

A
o+ S+ =0, z(0) =0, 2'(0) =0 .
m m



gegeben.

Fiir einen Stoddmpfer mochte man Oszillationen vermeiden. Andererseits sollte die

Ruhlelage moglichst schnell wieder eingenommen werden. Es wire also naheliegend,
o 2

die Konstanten m, k, A so abzustimmen, daf§ der Grenzfall o = 0 vorliegt also ;\—m =K

gilt.

Die Bewegung wird in diesem Fall durch
(t) = vt exp(~-1)
x(t) = vot exp(——
ol €Xp Am

gegeben.
Das folgende Bild zeigt das qualitative Verhalten (Plot der Funktion ¢ exp(—t)):

0.35 (\

030f |
|
025 |

0.20 ||

44.1 Aufgaben
1. Wir grofl muf§ L sein, damit bei C' = 50 pF und R = 0, 1)

w=10%s""

gilt. Fiir den Bastler: Wieviele Windungen miifite eine Luftspule
iy

mit einem Durchmesser von 1¢m und einer Lénge von 10e¢m haben?

-
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45 Taylorformel

Nur wenige reellwertige Funktionen in einer reellen Variablen lassen sich durch einfache
Formeln beschreiben. Am elementarsten sind Polynome, die man unter ausschliefSlicher
Verwendung der algebraischen Operationen den Korpers R definieren kann.

Ein Beispiel ist die Definition
p:R=R, px):=c"+42>—-22+1.
Fiir die Funktionen exp(x) oder sin(x) braucht man mehr Struktur. Diese werden namlich

durch Potenzreihen eingefiihrt. Thre Beschreibung benutzt den Genzwertbegriff und indi-
rekt die Supremumseigenschaft und das archimedische Axiom fiir R.

Noch indirekter sind Funktionen wie
r > log(l+2%) , x> arctan(z)
beschrieben. In ihrer Definition benutzt man den Satz iiber die Umkehrfunktion.

In der Analysis versucht man oft, komplizierte Funktionen durch einfachere Funktionen
zu approximieren. Dabei mufl man jeweils klarstellen, was die Begriffe einfach und appro-
ximieren bedeuten.

Bei der Taylorformel geht es um Approximationen einer Funktion in der Néhe eines be-
stimmten Punktes durch Polynome, die als einfacher betrachtet werden.

Genauer, sei U C R eine offene Teilmenge, z € U, f : U — R eine Abbildung und %k € N.

Definition 45.1 FEine Abbildung g : U — R approzimiert f im Punkt x bis zur Ordnung
k, wenn es eine Abbildung r : U — R gibt mit den folgenden beiden FEigenschaften:

1 fly)—gly) = y—x)r(y), VyeU

2. lim, ,,7(y) = 0.

Hier sind einige direkte Folgerungen aus der Definition:
1. Wenn die Abbildung r existiert, dann ist sie eindeutig bestimmt.

2. Sei f in z stetig. Dann approximiert die konstante Abbildung g := consty(,) die
Funktion f im Punkt x zur Ordnung O.

3. Sei f in x differenzierbar. Dann approximiert die affine Abbildung
9(y) = f(x) + f'(x)(y — @)
die Abbildung f im Punkt x zur Ordnung 1.
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Unter hinreichenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen liefert die Taylorformel Appro-
ximationen beliebig hoher Ordnung durch Polynome. Wir nehmen an, daf§ f im Punkt x
mindestens n-mal differenzierbar ist.

Definition 45.2 Das Taylorpolynom von f der Ordnung n im Punkt x wird durch

£k —x)k
Tayl,, () = Y - DWD
k=0 ’

definiert.
Wir halten die folgenden Fakten fest:
1. Wenn f ein Polynom der Ordnung < n ist, dann gilt
Tayl,,.=[.
In der Tat, sei

fly) = Z pry”
k=0

ein Polynom. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢, € R, £k =0, ...,n, so dafl
die Identitat

)= aly— )

von Polynomen gilt. Wir lesen daraus ab:

fP (@) = kg,
also
I ARICY)
qx = o

fur k € {0,...,n}.
2. Es gilt fiir alle k € {0,...,n}

(f = Tayl;, )" () =0.

3. Es gilt
Tayl;, . (y) = f(z) + f'(x)(y — z) .

Proposition 45.3 (Taylorformel) Sei n € N und V. C U eine zusammenhdngende
Umgebung von x. Wenn f auf V' mindestens n + 1-mal differenzierbar ist, dann gelten:

1. Wenn fUFY quf einer Umgebung von x beschrinkt ist, dann approzimiert das Tay-
lorpolynom Tayl,, . die Funktion f im Punkt x bis zur Ordnung n.
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2. Firy €V mit x # y existiert im Fall x < y ein £ € (z,y) (bzw. £ € (y,x) falls
y < x) mit

ey — o)t

F) = Taylpne (W) = —— 2

Proof. Die zweite Aussage impliziert die erste. Dazu definieren wir r(y) fiir y # = durch
die Gleichung

f(y) — Tayl;, .(y)
(y — )

und 7(z) := 0. Dann existiert fiir jedes y € V mit z < y (bzw. y < z) ein £ € (x,y) (bzw.

€ € (y,x)) so daBl

r(y) =

9

Fr0(E)
(n+1)!

Insbesondere gilt 1im,_,,7(y) =0, da f (+1) in einer Umgebung von z nach Voraussetzung
beschrankt ist.

r(y) = (y — x)

Wir zeigen nun die zweite Aussage. Wir betrachten den Fall z < y. Wir definieren

f(y) - Taylf,n,x(y)

M =
(y —z)"*!

und setzen
9(2) = f(2) — Tayl;, ,(2) — M(y — z)"*" .
Es gilt
g (z) =0
fir alle k € {0,...,n}.
Wir zeigen, dafi ¢("*!) im Intervall (x,y) eine Nullstelle hat. Zunichst ist g(z) = 0 und
g(y) = 0. Damit hat ¢’ eine Nullstelle & in (x,y). Sei nun k& € {1,...n} und gelte

g™ (&) = 0 fiir &, € (z,y). Dann hat g**1) eine Nullstelle &4, in (z, & ).
Sei nun g+ (&) = 0 fiir ein € € (x,y). Dann gilt

fOE) = (n+1)IM .

Wir sehen, daf3

@y — o™

Fly) = Tayls,,(y) = (n+1)!

O

Das folgende Bild zeigt die Taylorapproximationen der Sinusfunktion der ungeraden Ord-
nungen bis zum Grad 5.
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(order n approximation shown with n dots)

Nehmen wir an, wie wollten zwei Perioden der Sinusfunktion mit einer Genauigkeit von
102 durch die Taylorapproximation darstellen. Zwei Perioden werden wegen 47 < 14
durch das Intervall [—7,7] abgedeckt. Wir miissen die Ordnung der Taylorapproximation
so grofl wihlen, dafl der Fehlerterm

sin( D (£)y !
(n+ 1!

fiir y € [—7,7] dem Betrage nach durch 102 abgeschiitzt wird. Es gilt |sin®(&)| < 1 fiir
alle £ € R and k£ € N. Demnach muf§

7n+1

<1072
(n+1)! =

gelten. Das ist sicher fiir n = 22 richtig. Im folgenden Bild sind die Approximationen bis
zur Ordnung 33 zu sehen.
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/ .

(order n approximation shown with n dots)

Das folgende Bild zeigt die Taylorapproximation von log(1 — z):
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{order n approgimation shown with n dots)

Wir nehmen nun an, dafl die Funktion f : U — R im Punkt z glatt ist. Dann kénnen wir

die Taylorreihe
i f (@) (y — @)
n!
n=0

bilden. Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe und hat demmnach einen Konvergenzradius
r € [0, 00].

Definition 45.4 Wir sagen, dafi die Funktion f auf U durch ithre Taylorreihe im Punkt
x dargestellt wird, wenn U C (x — r,z + 1) und fir alley € U gilt

= ™ (2)(y — )"
o= 5 L7002

n=0

1. Wir bestimmen die Taylorreihe der Abbildung arctan : R — R im Punkt 0. Es gilt
fir |z| <1 daB

o0

arctan’(z) E i
2
Y —~

Wegen arctan(0) = 0 gilt also fiir |z| < 1:

e p2ntl
arctan(z) = Z(—l)"zn —
n=0

Wenn |z| > 1 ist, dann konvergiert die Taylorreihe nicht mehr. Im folgenden Bild
sind der Graph der arctan-Funktion und viele Taylorapproximationen iibereinandergedruckt.
Man sieht schon, wie die Approximation fiir |x| > 1 zusammenbricht.
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2. Wir betrachten die Funktion |z|. Die Taylorreihe dieser Funktion im Punkt 1 hat

nur einen nicht-verschwindenden Term z. Es gilt |z| = x fiir 2 < 0. Die Taylorreihe
von |z| konvergiert also auf ganz R, stellt aber die Funktion |x| nur auf dem Intervall
[0, 00) dar.

45.1 Aufgaben
1. Zeige, daf die Abbildung

0 <0
f(z) ::{ exp(—%) x>0

glatt ist. Zeige, dal £ (0) = 0 fiir alle n € N gilt.

. Wir mochtem die Werte der Exponentialfunktion im Intervall [—2, 2] durch die Tay-
lorreihe im Punkt 0 mit einer Genauigkeit von 107!° berechnen. Wie viele Terme
mufl man nehmen.

. Wir méchten arctan(3) mit einer Genauigkeit von 10~'% berechnen. Wieviele Terme
der Taylorreihe mufl man mindestens addieren?

. Bestimme die Taylorreihe von x — exp(z?).

. Zeige: Seien f : R — R eine Abbildung und g, h Polynome der Ordnung n, welche
f bis zur Ordnung n im Punkt 0 approximieren. Dann gilt g = h.
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46 Einfache Funktionen

Seien a,b € R und a < b. Wir betrachten eine Abbildung f : [a,b] — [0,00). In den
néchsten beiden Kapiteln wollen wir prézisieren, was man unter Fldche der Teilmenge

A:={(z,y) eR*| (z € [a,b]) A (y € [0, f(2)]}

versteht.

Wir betrachten diese Frage zunéchst fiir einfache Funktionen, deren Graphen etwa diese
Struktur haben.

Die Grofe der Fléche eines Rechtecks mit einer Basisldnge ¢ und der Hohe h wird durch
Ch definiert.

Beachte, dafl der Begriff einfache Funktion in diesem Zusammenhang ein mathematischer
Begriff ist und nicht metamathematisch wie am Beginn von Kapitel Fiir einfache
Funktionen erhélt man die Flache unter dem Graphen durch Summation iiber endlich viele
solcher Rechtecke. Zunéchst fithren wir eine Menge von Funktionen ein, deren ”Flache und
dem Graphen“ in Rechtecke zerlegt werden kann. Wir fithren dazu zunéchst einige Begriffe
ein, die auch in anderen Kontexten wichtig sind.

Sei X eine Menge, K ein Kérper und f : X — R eine Abbildung.
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Definition 46.1 Der Trc’igeﬂ von f ist die Teilmenge
supp(f) := {z € R| f(z) # 0}

von X.

Seien f,g: X — K zwei Abbildungen. Folgende einfache Regeln sind leicht einzusehen.
1. supp(f + g) C supp(f) U supp(g).
2. supp(fg) = supp(f) N supp(yg)

Sei A C X eine Teilmenge.
Definition 46.2 Die charakteristische Funktion x4 : X — R ist durch

1 z€A
XA(“"”):{O zg A

definiert.

Es gelten fiir Teilmengen A und B von X:

3engl. support
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L. XaxB = xans.

2. xa+XB — X4anB = XAUB-

3. supp xa = 4,

4. xaf = f, falls supp(f) C A.

Wir wollen die Grofle reellwertiger Funktionen vergeichen. Der Begriff der Ordnungs-
relation muf} hierfiir abgeschwécht werden, da zwei Funktionen nicht immer verglichen
werden kénnen. Fin Beispiel fiir zwei nichtvergleichbare Funktionen ist in folgendem Bild
skizziert.

Definition 46.3 FEine Halbordnung auf einer Menge X ist eine Relation auf X welche
1. reflexiv
2. transitiv
3. antisymmetrisch

15t.

1. Im Gegensatz zu einer Ordnungsrelation fordern wir die Totalitét nicht. Jede Ord-
nung ist eine Halbordnung.

2. Die kleinste Halbordnung auf einer Menge X ist idy.
3. Die Relation C auf der Potenzmenge P(X) einer Menge X ist eine Halbordnung.

4. Ist (X, <) eine Menge mit einer Halbordnung und ¥ C X eine Teilmenge, dann ist
(Y, |y <|v) eine Menge mit einer Halbordnung.
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5. Sei (X, <) eine Menge mit einer Halbordnung und W eine weitere Menge. Dann
besitzt X" eine Halbordnung gegeben durch

f<g=NweW|flx)<g(), fgeX".

6. Die Eigenschaft, monoton zu sein, kann man fiir Abbildungen zwischen halbgeord-
neten Mengen definieren.

Definition 46.4 FEine Abbildung f : X — Y zwischen halbgeordneten Mengen ist
monoton, wenn fir alle x,y € X aus x <y folgt f(x) < f(y).

7. Definition 46.5 Sei (X, <) eine Menge mit einer Halbordnung. Fin Element x €
X ist ein kleinstes Element wenn fir y € X aus y < x folgt, daff y = x ist. Analog
definiert man grifste Elemente.

Im Gegensatz zu Ordnungen miissen kleinste oder gréfite Elemente in Halbordnun-
gen nicht eindeutig sein.

f/h \g
N\

In diesem Bild wird eine Halbordnung auf der Menge {a,...,h} veranschaulicht. Die
Verbindung von d und f deutet an, dal d und f in Relation stehen. Durch die Hohe wird
klargestellt, dal d < f gilt. In diesem Bild sind allerdings nur solche Elemente verbunden,
die unmittelbare Nachfolger voneinander sind. Es gibt also kein Element x mit d < z < f.
Wir erhalten alle in Relation stehenden Paare aus der Transitivitdtsbedingung. So gilt zum
Beispiel d < h, nicht aber d < g. Die Elemente a, b, ¢ sind kleinste Elemente und h ist ein
grofites Element. Die Elemente d und ¢ sind z.B. nicht vergleichbar.

Wir betrachten reelle Zahlen a,b € R mit a < b. Sei Z C [a,b) eine endliche Teilmenge.
Fiir jedes z € Z definieren wir den Nachfolger

v(z):=min{z € Z |z <z} U{b}) .

Manchmal schreiben wir vZ(z) um anzudeuten, dafl wir den Nachfolger von z in Z nehmen.
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Definition 46.6 Eine Abbildung f : [a,b] — R heifit einfach, wenn es eine endliche
Teilmenge Z C [a,b) gibt, so daf

F=) F@Xewe)

2€Z

gilt. Wir nennnen eine solche Teilmenge eine fiir [ zuldssige Zerlequng. Mit
&([a, b)) C R
bezeichnen wir die Menge der einfachen Funktionen.
1. Ist ¢ € £([a,b]), dann gilt ¢(b) = 0.

2. Ist Z C [a, b) eine fiir f € &([a, b]) zuldssige Zerlegungen und Z’ C [a,b) endlich mit
Z C 7', dann ist auch Z’ eine fiir f zuléssige Zerlegung.

3. Sei Z C |a,b) endlich und A : Z — R eine Abbildung. Dann ist

FEREY - f =N A& Xwie)

z€Z

eine einfache Funktion und Z eine fiir f zuléssige Zerlegung.
Die Menge RI*! hat die Struktur eines reellen Vektorraumes.

Lemma 46.7 Die Teilmenge der einfachen Funktionen &([a,b]) C RI%¥ ist ein Unter-
vektorraum.

Proof.
1. Fir A € Rund f € &([a,b]) ist Af € E([a,b]).

2. Seien nun f,g € £([a,b]) und Z; und Z, fiir f bzw. g zuldssige Zerlegungen. Dann
ist Z; U Z, fiir f und g zuléssig. Mann sieht nun leicht ein, dal Zy U Z, auch fiir
f + g zuléssig ist.

O

Wir kommen nun zur Definition der Flache unter dem Graphen einer einfachen Funktion.
Wir nennen die Gréfe dieser Fléache das Integral.

Definition 46.8 Fiir eine einfache Funktion f € E([a,b]) definieren wir das Integral

[ 1) = T @07 - 2)

a z2€EZ

wober Z eine fir f zuldssige Zerleqgung ist.
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Der Summand f(z)(v?(z)—z) ist die Fliche des Rechteckes mit Hohe f(z) und Basislinge
vi(z) — 2.

Lemma 46.9 Das Integral einer einfachen Funktion f € E([a,b]) ist wohldefiniert.

Proof. Sei f € E(]a,b]). Wir miissen zeigen, dafi der Wert von
Y @A) - 2)
2€Z

unabhéngig von der Wahl der fiir f zulédssigen Zerlegung Z ist.

Sei Z' eine weitere fiir f zuldssige Zerlegung. Dann ist auch Z U Z’ eine fiir f zuldssige
Zerlegung und es gilt Z C ZU Z’. Es reicht also aus, fiir zwei fiir f zuléssige Zerlegungen
7, 7' mit Z C Z' zu zeigen, daf3

Y @A) =2 =) fE7 () - 2)

2€Z 2'ez’
gilt. Wir rechnen
DI - =Y Y ) -2)
2'ez’ 2€7Z Z'eZ’!, 2 €lz,v(z))

= ) f2) (v (2') = 2)

267 Z'eZ!, 2'elz,v(z))

= > @0 (R) -2

z€Z

O

Lemma 46.10 Das Integral einfacher Funktionen ist eine lineare und monotone Abbil-
dung

b
[ E(at) =R, I(f) ::/ f(@)dz
Proof.
1. Sei A € R und f € &([a, b]). Dann gilt I(Af) = M (f).

2. Seien f, g € £([a,b]). Dann finden wir wie im Beweis von Lemma eine Zerlegung
7, welche sowohl fiir f als auch fiir g zuléssig ist. Es gilt

I(f+9) = ) (f(2) +9()¥(2) —2)

= > @R -2+ g @) - 2)
= I(f)+1(g) .

3. Wenn f, g € &([a,b]) und f < g gilt, dann gilt I(f) < I(g). In der Tat ist 0 < g — f
und offensichtlich 0 < I(g — f) = I(g) — I(f)-
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46.1 Aufgaben

1. Zeigen Sie, daff in einer geordneten Menge grofite und kleinste Elemente eindeutig
bestimmt sind, wenn sie existieren. Zeigen sie weiter, daf§ sich diese Aussage nicht
auf halbgeordnete Mengen verallgemeinert.

2. Weisen Sie die im Text formulierten Eigenschaften fiir den Tréger einer Funktion
nach.

3. Weisen Sie die im Text formulierten Rechenregeln fiir charakteristische Funktionen
nach.

4. Zeigen Sie, dafl C auf der Potenzmenge P(X) einer Menge X eine Halbordnung ist.

47 Das Integral

Seien a,b € R, a < bund f : [a,b] — R eine beschrénkte Abbildung. Wir wollen nun den
Begriff der Flédche unter dem Graphen von f definieren. Um die Anschauung zu entwickeln
nehmen wir an, dafi 0 < f gilt. Wenn ¢ : [a,b] — R eine weitere Abbildung ist und f < g
gilt, dann sollte die Flache unter dem Graphen von f kleiner als die Fliche unter dem
Graphen von g sein. Wenn ¢ eine einfache Funktion ist, dann ist die Fliche unter dem
Graphen von g schon definiert. Wir kénnen also den Wert der Flédche unter dem Graphen
von f durch Flachen unter den Graphen von g fiir einfache Funktionen g mit f < g von
oben eingrenzen. Die Versuch, die Wahl von ¢ zu optimieren fithrt auf den Begriff des
Oberintegrals. Analog kommt man zum Unterintegral.
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Definition 47.1 Wir definieren das Ober- und das Unterintegral von f durch

b
I*(f) = inf{ / $(@)dz | & € E(a,8]) und fiap < Pron]}

b
L(f) = sup{/ d(x)dx | ¢ € E([a,b]) und Pjapy < filap }

Die Einschrankungen auf das halboffene Intervall [a, b) sind hier notwendig, da wir einfache
Funktionen so definiert haben, daf3 sie im Punkt b den Wert 0 haben. Um zu sehen, dafl das
Oberintegral wohldefiniert ist, miissen wir einsehen, daf3 das Infimum iiber eine nichtleere
von unten beschrinkte Menge von reellen Zahlen gebildet wird. Da f beschriankt ist,
gilt sup f Xjjap) € €([a,b]) und fiupy < sup f Xjapy - Weiter folgt aus ¢ € £([a,b]) und

f\[a,b) < ¢|[a,b)7 daf inf f Xllab) < Qb\[a,b)- Damit ist (b — a)inf f < f; o(z)d.
Analog ist das Unterintegral wohldefiniert.

Wenn f selbst einfach ist, dann folgt aus der Monotonie des Integrals fiir einfache Funk-
tionen, daf

L(f) = / f(@)dz = I(f) .

Lemma 47.2 Es gilt I.(f) < I*(f).

Proof. Sei ¢ € &([a,b]) und fiap) < ¢jap)- Dann folgt aus ¢ € £([a, b]) und Yjjap) < filap)
dafl ¢» < ¢. Daraus schliefen wir I, (f) < fab ¢(z)dzr. Damit gilt auch L.(f) < I*(f). O

Definition 47.3 FEine Funktion f : [a,b] — R heifit integrierbar, wenn sie beschrdinkt ist
und L.(f) = I*(f) gilt. In diesem Fall nennen wir die reelle Zahl

[ e =1

das Integral von f. Mit R([a,b]) C RI*¥ bezeichnen wir die Teilmenge der integrierbaren
Funktionen.

Fiir integrierbare Funktionen f : [a,b] — R ist also die Grofe der Flache unter dem
Graphen definiert welche mit geeigeneten Vorzeichen betrachten. Insbesondere erweitern
wir die Definition des Integrals auf den Fall, dal die untere Grenze grofler also die obere

ist, durch .
dr = — dx .
| t@ei== [ sy
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Das folgende Beispiel zeigt, dal nicht alle Funktionen integrierbar sind. Sei

0 z€Q
1 2¢Q

Dann ist 0 die groBte einfache Funktion, welche kleiner gleich f ist. Weiter ist x4
die kleinste einfache Funktion welche groBer gleich fjj,p) ist. Damit gilt I.(f) = 0 und
I*(f) = 1. Folglich ist f nicht integrierbar. Fiir nicht integrierbare Funktion ist die Fliache
unter dem Graphen nicht definiert.

fila,b > R, f(x):= {

Wir stellen fest, dafl einfache Funktionen integrierbar sind und das neu definierte Integral
mit dem schon definierten iibereinstimmt.

Seien f € RI*! ¢ € R> und ¢, € £([a, b]) und gelte

b
Dllap) < flad) < Ylfap) 5 / (Y(x) — ¢(x))dz < €.

Dann nennen wir das Paar (¢,1)) eine e-Zange von f. Mit Hilfe dieses Begriffes erhalten
wir eine kurze praktische Charakterisierung der Integrierbarkeit.

Corollary 47.4 Eine Funktion f € R®Y ist genau dann integrierbar ist, wenn es fiir
jedes € € R” eine e-Zange von [ gibt.

In folgendem Satz sammeln wir die grundlegenden Eigenschaften des Integrals intergrier-
barer Funktionen.

Theorem 47.5 1. Die Teilmenge R(|a,b]) € RI%¥ der integrierbaren Funktionen ist
ein Untervektorraum und die Abbildung

R([a,b})afH/ f(@)dz € R

18t linear.

2. Wenn f, g integrierbar sind und f < g gilt, dann gilt auch

[ e < [ g

3. Wenn f € R([a,b]) und c € (a,b) gilt, dann ist fioq € R([a,c]), fien € R([c,b])

und es gilt b b
/ f(x)dx+/ f(x)da::/ f(x)dx .
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4. Wenn f integrierbar ist, dann ist auch |f| integrierbar und es gilt

|/abf(x)dx| < /ab|f(x)\dx :

Proof. Fiir 1. miissen wir zeigen: Wenn f, g integrierbar und s € R sind, dann ist auch
f + kg integrierbar und es gilt

/ab(f + kg)(z)dx = /abf(x)da: + /f/abg(:v)d:v :

Wir betrachten den Fall, dal £ > 0. Der Fall kK < 0 geht analog. Sei ¢ € R~ gegeben.

Dann finden wir eine $-Zange (¢,) fiir f und eine STy Lange (A, p) fiir g. Dann gilt

auf [a, b) die Ungleichung
¢+ RAS f+rg <Y+ Rp

und
[ 1w+ me@) - @+ @l = [ @) - o@)ds+n [ () - Xw)ds
= 2 2T D)
< €.

Folglich ist (¢4 kA, ¥+ kp) eine e-Zange von f+ kg. Wir schlieflen, da8 f + kg € R([a, b])
gilt. Wir sehen weiter, dafl

[0+ s [ s x [ g
<1 = / e / o]
2€ .

Daraus folgt . , .
/ (F + rg)(x)dz = / e - n/ )il
Wir haben damit geze(ilgt, daB R([a,b]) C ]1;[“71’] ein Unter\(:ektorraum und
/b...dx . R(la,8]) > R
eine lineare Abbildung ist.

Seien nun f, g € R([a,b]) und gelte f < g. Dann folgt fiir ¢ € £([a,b]) aus @jjap) < fiap)
auch ¢H(z,b) < 9lla,d)- Damit gilt

/abf(x)dx = L(f) < L(9) = /abg(x>dx _
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Das ist die Monotonie 2. des Integrals.

Wir zeigen nun 3. Wir zeigen zunéchst fij.q € R([a,c]). Sei € € R gegeben. Wir miissen
eine e-Zange von fj, 5 finden. Sei (¢, ¢) eine e-Zange von f. Dann gilt X{a.¢)P|(a.q> X[a,0)¥|[a,d €
&([a, c]) und

X[a,c)¢\[a,c] < f|[a,c) < X[a,c)¢|[a,c] .

Desweiteren gilt x(q,c)(¢ — ) € €([a,b]) und wegen X4,c)(¢ — V) < (¢ — ¥), daB

/ () = i) / Yo (@)(8(z) — ¥(@))dz < / (6(z) — p(@))dz < e .

Damit ist (X[a,c)®|[a.c]> X[a,0)¥|[a,c]) €ine e-Zange von fif,q. Wir sehen, daBl fi..q € R([a, c]).
Analog sieht man fi.y € R([c,b]) ein.

Nun gilt wegen

|/ab f(x)dx—/acf(x)dx—/cb f(x)dx| < 3e+| /ab ¢(x)dx—/ac ¢(x)dx—/cb o(x)dz| = e .

Da wir € beliebig klein wahlen kénnen, gilt die behauptete Gleichung.

Sei f € R([a,b]) gegeben. Sei e € R~ und (¢, 1)) eine e-Zange von f. Fiir § € R” definieren

—¢(z)  ¢(z) <0
k=4 o) Y(x)d(z) <0
opz)  ¢(x) >0
und
P(z) ¢(z) >0
Ai=19 Y(z) Y(@)P(z) <0
—d(z)  Y(x) <0

Damit gilt x, A € &([a,b]) und

Kliab) < [flife) < Aap) -
Aus A — k = ¢ — ¢ folgt, daBB A — k = ¢ — ¢ eine e-Zange fiir |f| ist. Wir sehen, dafl
|f] € R(]a, b]). Die Ungleichung folgt aus f < |f| und der Monotonie des Integrals. O

In den folgenden Beispielen berechnen wir Integrale direkt mit der Definition. Spéter
wird uns der Hauptsatz und seine Konsequenz [48.6] eine viel einfachere Methode zur
Integralberechnung in die Hand geben.
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1. Wir betrachten die lineare Funktion f : [0,1] > = — = € R. Fir n € N\ {0}
betrachten wir die einfachen Funktionen

n—1 .
1+ 1
’ztl) 3 Qs—; - X[i’z;};l)

Dann gilt auf [0, 1) die Ungleichung ¢ < f < ¢. Weiter gilt mit Lemma

1 n—1 .
i mnnh-1 n-1
d = e = .
/o Viz)dz ZZ_; n? 2n? 2n

[ary

3| .

n—

b=

i

X[

3s.

Il
=)

und .
1 n—1 .
i+1 nn+1) n 1
d — =S = — = — .
/0 H(z)de ; n? 2n? 2n 2
Da limn_m,”z—’n1 = % gilt, ist f integrierbar und es gilt

/Olf(x)dx:%.

2. Wir betrachten die quadratische Funktion f : [0,1] 2 x — 2? € R. Fiir n € N\ {0}
betrachten wir die einfachen Funktionen

n—1 -9 n—1 . 2
i (1+1)
V=D s s 655 ) X -
=0 1=0

Dann gilt auf [0, 1) die Ungleichung ¢ < f < ¢. Weiter gilt wegen (/5))

0 i=0 Gn?
e ! S (i+1)? nm+1)(2n+1)
0 ¢lz)dz = — nd 6n?
be = De@a—1 . el @l 1
it = Ml = 3
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47.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie, daf fiir eine einfache Funktion f : [a,b] — R gilt

[ fwar=r0).

2. Zeigen Sie: Wenn f € C([a, b]) ist, f(b) = 0 gilt und die Menge {¢ € E([a,b])| f < ¢}
ein kleinstes Element hat, dann ist f einfach.

3. Bestimmen Sie allgemeine Formeln fiir f: x"dx firn=1,2,3 und a,b € R.

4. Sei f € R([a,b]). Zeigen Sie, daB dann +/|f| € R([a,b]) gilt.

48 Das Integral stetiger Funktionen

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.

Definition 48.1 Die Abbildung f heif$t gleichmdfig stetig, wenn fir alle e € R” ein § €
R~ existiert, so dafs fiir alle x,y € X aus dx(x,y) < ¢ die Ungleichung dy (f(x), f(y)) < e

folgt.

Gleichméflige Stetigkeit ist eine Verschiarfung des e-9-Kriteriums. Fiir die gleichméfige
Stetigkeit wird bei gegebenen ¢ € R~ die Existenz von § € R~ gefordert, so dafl das
e-0-Kriterium in allen Punkten des Raumes X erfiillt ist. Es ist klar, daf} eine gleichmé&fig
stetige Abbildung stetig ist.

Lemma 48.2 Sei f : X — Y stetig. Wenn (X,dx) folgenkompakt ist, dann ist f
gleichmdfig stetig.

Proof. Wir argumentieren indirekt und nehmen an, da} f nicht gleichmé&Big stetig sei.
Sei € € R~ gegeben. Dann konnem wir fiir jedes n € N zwei Punkte z,,y, € X finden
mit dx (2, yn) < = und dy (f(x,), f(ya)) > €. Nach Auswahl einer Teilfolge kénnen wir
wegen der Folgenkompaktheit von X annehmen, dal die Folge (z,) einen Grenzwert x
hat. Dann gilt auch 1im, ,,y, = z. Da f im Punkt x stetig ist, konnen wir n € N so

gro wéhlen, daB dy (f(z,), f(z)) < § und dy(f(yn), f(2)) < § gilt. Dann gilt mit der
Dreiecksungleichung dy (f(x5), f(ya)) < % < €. Das ist ein Widerspruch. O

Wir zeigen nun, dafl stetige Funktionen integrierbar sind. Seien a,b € R und a < b
Proposition 48.3 Es gilt C([a,b]) C R([a,b)]).

Proof. Wir betrachten eine stetige Funktion f € C([a,b]). Sei ¢ € R> gegeben. Wir
miissen zeigen, dafl f eine e-Zange besitzt. Fiir n € N\ {0} betrachten wir die Teilmenge
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Zy={a+x(b—a)|ie{0,...,n—1}}. Wir definicren cinfache Funktionen ¢y, 1, auf
[a, b] durch

wn = Z inf f|[z,1/(z)]X[z,1/(z)) ) ¢n = Z sup f|[z,u(z)]X[z,V(z)) .

2€7Zn 2€Zn

Dann gilt auf [a, b) die Ungleichung ,, < f < ¢,, und

b bh—
[ @) = énl@)de =T 3 51 featoy = int i)

ZGZn

Da f stetig und [a,b] als beschrénktes Intervall folgenkompakt ist, ist f nach Lemma
gleichméBig stetig. Wir finden also ein n € N derart, daf fiir alle z,y € [a,b] aus
|z —y| < L folgt daB |f(z) — f(y)| < 3= gilt. Aus dieser Ungleichung folgt

€

z,v(z — inf z,v(z <
SUP fife(a)) — If firewien < 3—

fiir alle z € Z,, und deshalb

/ (Pn(z) — Yp(z))dx < €.

Wir haben damit die Existenz einer e-Zange fiir f gezeigt. O

Fiir f € C([a,b]) definieren wir F : [a,b] — R durch

Fz) = / @)z, €lal)
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Proposition 48.4 (Hauptsatz) Es gilt F' € C([a,b]). Weiter ist Fi,y) ist differenzier-
bar und es qilt

(Fi@p)' = fiap) -

Proof. Sei u € [a,b]. Wir betrachten den Differenzenquotienten A, (F)(z). Es gilt
Jo f(@)de — [} f(z)dx

_ Ju f@)de
_Ji fw)da + [7(f() — f(u))da
O Rt C (D)

Sei € € R” gegeben. Dann finden wir ein § € R~ derart, daf aus « € [a,b] und |u—z| < 0
folgt daB | f(x) — f(u)] < e gilt. Daraus folgt fiir diese Zahlen u da8

|Au(F)(z) = flu)| <€

Wir sehen, dafl
lim, ,, A(F)(z) = f(u)

gilt. Daraus folgt (Fiap) = fiap)- Fiir die Stetigkeit von F argumentieren wir wie im
Beweis von Lemma [39.3] O

In der folgenden Definition betrachten wir ¢, d € R mit ¢ < d.

Definition 48.5 Sei f € C((c¢,d)). Fine Abbildung F € C((c,d)) heifit Stammfunktion
von f, falls F differenzierbar ist und F' = [ gilt.

Proposition 48.6 Sei f € C((c,d)).

1. Wenn Fy und Fy; Stammfunktionen von f sind, dann gibt es eine Zahl C' € R so
dafs die Gleichung Fy + C' = Fy gilt.

2. Seia € (¢,d). Dann ist die Funktion

(¢,d) >z F(z) = /xf(x)dxeR

ist eine Stammfunktion von f.

3. Sind F eine Stammfunktion von f und a,b € (¢,d) mit a < b, dann gilt
b
/ F(@)dz = F(b) — F(a) .
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Proof.

1. Die Ableitung der Differenz Fy — Fy auf (a,b) ist Null. Folglich ist diese Differenz
auf (a,b) lokal konstant und damit konstant, weil (a,b) zusammenhéngend ist.

2. Das ist der Hauptsatz [48.4
3. Die Differenz .
F(a) - F(@) - [ fla)da

ist einerseits konstant und verschwindet andererseits bei x = a. Damit verschwindet
sie auch bei z = b.

Mit Hilfe des Satzes koénnen wir schon viele Integrale ausrechnen.

b
anrl _n+l
/ gde = &
a n+1

1.

fiir n € N.

fir r € R\ {—1} und a,b > 0.

3.
/b 1 b
o T a
fiir a,b >0
4. )
Ab) — A
/ exp(Azr)dx = exp(Ab) 3 exp(Aa)
5. Es gilt
b
x
———dr=V1+b—V1+a?.
/(z V14 22
6.
b1
/a i arctan(b) — arctan(a)
7.

— X

b
1
/ ﬁdm = arcsin(b) — arcsin(a)

fira<be (—1,1)
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8. Es gilt

e? sin(wb — a) — e sin(wa — «)

b
et sin(wt)dt =
/a (wt) V2 + w?

wobei a durch die Gleichung cos(a) = -z bestimmt wird Dazu rechnen wir:

’ 1 [ |
/ eCt sin(wt)dt = 2_ (e(c+zw)t _ e(cfzw)t)
a v Jq
1 6(chio.))b . 6(chio.))OL e(cfiw)b . e(cfiw)a
% ( ¢+ w a Cc — 1w )
1 . | | |
= m«c _ Z'CL))(e(chzw)b - e(chzw)a) . (C + Z(JJ) (e(cfzw)b . e(cfzw)a»
i(?+w
1
= m(%c(ed’ sin(wb) — e sin(wa)) — 2iw(e® cos(wb) — e cos(wa)))
i(?+w
1
= —( T o) (c(e® sin(wb) — e* sin(wa)) — w(e® cos(wb) — e cos(wa)))
A +w
1

= ——— (e”sin(wb — @) — e“sin(wa — @)) . (14)

N/ZE:

48.1 Aufgaben

1. Sei f € R([a,b]) und F : [a,b] — R durch F(z) := [ f(x) dz definiert. Zeigen Sie,
daB F' stetig ist.

2. Sei r € R”. Berechnen Sie fiir a,b € R fab r% dx.

49 Rechnen mit Integralen

In diesem Kapitel geben wir weitere Methoden an, mit welchen man Integrale explizit
bestimmen kann. Wir betrachten a,b,c,d € R mit ¢ < a < b < d.

Seien f, g : (¢,d) — R differenzierbare Funktionen. Da gilt die Relation
(fo) =fg+fg .
Wir erhalten also nach Integration f; ...dz die Gleichung
b b
fO)9(b) ~ F@)g(@) = [ F @)z + [ fla)g (@)ds

Wir schreiben diese Gleichung in der iiblichen Form der Regel fiir die partielle Integration
um.
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Corollary 49.1 (partielle Integration) Es gilt

/ f(@)g @)dz = F(B)g(b) — f(a)g(a) - / g

Hier sind einige Anwendungen dieser Regel.

b
/ " exp(z)dx

kann man durch Rekursion nach n berechnen. Wir wenden die partielle Integrati-
onsregel mit f(z) = 2™ und g(x) = €* an.

b b
/ 2" dx = b"eb — a"e® — n/ 2" etdr.
a a

Es gilt so zum Beispiel

1. Integrale der Form

b
/ ze®dr = (b— 1)e’ — (a — 1)e®

2. Integrale der Form fab x™sin(z)dz oder f; x™ cos(z)dz lassen sich ebenfalls rekursiv
berechnen.

3. Fir 0 <a < b gilt

b b? 2 b 1 1 b2 2 1
/a rlog(r)dr = T log(b)— % log(a) - / Sa s = log(b)—% log(a)—; (7 ~a%).
Hier wenden wir die Regel mit g(z) = % und f(z) = log(z) an
Sei g : (¢,d) — R differenzierbar und U C R offen mit ¢g([a,b]) C U und F : U — R
differenzierbar. Dann existiert eine offene Umgebung V' von [a, b] mlt g(V) C U und

Fog:V — Rist differenzierbar. Es gilt auf V'
(Fog) =(Fog)g .

Wir setzen f := F’ und erhalten mit

/,, “(Fog)(@ds = Flg)) - Flg@) = | f(e)da

die Substitutionsregel.

Corollary 49.2 (Substitutionsregel)

g(b) b
f(z)dz = / F(9(e))d (@)de

g(a)
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Es gilt

b
/ COS(I)eSin(x)dl’ — esin(b) . 6sin(a)
2. Wir berechnen die halbe Kreisflache.

1
/\/1—:1;26113 = / \/1—x2d:c
-1

Nun gilt

INIE]
\o
2
[m]
)
&
QL
8
+
c\
(ME]
2
=
N
G
S
S

/ sin®(z)dr = :

s
2

(sin(z) = cos(x — g) = /0 cos?(z — g)da: + /Z cos?(x — g)dx

(cos(x) = — cos(z — 7)) = /0’2’ cos?(x)dx + /0 cos?(z)dx

Wir erhalten zusammen

/_11 V1 — 22dx = %/ (cos®(z) + sin®(z))dx = g '

49.1 Aufgaben
1. f; r?e¥*dr =7
2. f; 22 sin(z)dx =7

3. f z?log(z)dr =7
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50 Uneigentliche Integrale

Seia € R, be RU{oo}, a <bund f: [a,b) — R eine Abbildung.

Definition 50.1 Wenn f,q fir jedes ¢ € [a,c) integrierbar ist und 1im. f:f(ac) dx
existiert, dann definieren wir das uneigentliche Integral

/abf(x) dr := lim, /acf(ac) dx .

Analog definieren wir [, f(z) da fiir Abbildungen f : (b,a] — R, falls b € RU{—c0} und
b < a.

Beachte, daf3 die Symbolik fiir uneigentliche Integrale mit der fiir Integrale iibereinstimmt.
Man muf} also dem Kontext entnehmen, welcher Fall vorliegt. Im Fall eines uneigentlichen
Integrals ist der erste Schritt zur Berechnung immer auch die Beantwortung der Frage
nach der Existenz.

Fiir den Nachweis der Existenz hilft manchmal folgendes Lemma.

Lemma 50.2 (Majorantenkriterium) Seien a € R, b € RU {co} mit a < b. Wir
machen folgende Annahmen an die Abbildung f : [a,b) — R.

1. Fir jedes u € [a,b) ist fija integrierbar.
2. Es gibt eine Funktion g : [a,b) — R derart, dafs f;g(x)da: existiert.
3. Es gilt |f| < g.

Dann existiert das uneigentliche Integral f: f(x)dx.

Proof. Wir wihlen eine Folge (u,,) in [a,b) mit 1im, . u, = b. Es gilt fiir n € N da8

[l < [Cialdes [T o s

Da 1lim, o [, " g(x) dz existiert, ist die Folge reeller Zahlen (| [ f(x) dz|) beschréinkt
und hat damit einen Haufungspunkt 1.

Wir zeigen nun, dafl
b
/ flz)de =1

gilt. Sei e € R~ gegeben. Wir wihlen u € [a,b) derart, daB

/ubg(fv)dﬂf <
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Fiir v’ € [u,b) finden wir ein n € N mit v’ < u,, und

[ eyt — 11 <

N |

Dann gilt

[ s@-n<l [ @ del+) [T @ae-11< [Tg@do+ S <Er e
Hier sind einige Beispiele:

1. Sei a € Rund ¢ € (0,00). Dann gilt

/a " exp(—cz) = 22D

c

Wir rechnen fiir u € [a, 00) dafl

exp(—ca) — exp(—cu) ‘

/ exp(—cx)dr =

C

Es gilt
exp(—cu) — exp(—ca)  exp(—ca)

lim, oo

2. Es gilt fur r € (1,00) daf§

Wir rechnen fiir a € [a, 00)

und

lim, e =

3. Fiir r € (0, 00) existiert das Integral

/ sin(x)z"dx .
1

Um das einzusehen, benutzen wir fiir » > 1 zunéchst das Majorantenkriterium mit
|sin(x)z™"| < z7".
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Wenn sich die uneigentlich integrierbare Abbildung f : (a,b) — R zu einer integrier-
baren Abbildung f : [a,b] — R fortsetzen lafit, dann gilt

/abf(w)dx:/abf(a:)dx.

/1C sin(z)z"dr = (— cos(c)c™" + cos(1)) + T/lc v~ cos(w)d

Fiir r € (0, 1] rechnen wir

Wir sehen, dafl der Grenzwert ¢ — oo der rechten Seite existiert.
Seien nun a,b € R, a < b und f : (a,b) — R gegeben. Wir wihlen ¢ € (a, b).

Definition 50.3 Wenn fcbf(x) dz und [7 f(z) dx existieren, dann definieren wir das

uneigentliche Integral
b @ b
/ f(z) dx ::/ f(z) dx+/ f(z) dx

Man muf sich iiberzeugen, dafl die Existenz und der Wert des uneigentlichen Integrals
nicht von der Wahl des Punktes ¢ € (a,b) abhéngt.

/°° dx
=7.
oo L 22

b
d
/ A arctan(b) — arctan(a) .

1. Es gilt

In der Tat ist

1+ 22

o0
/ < dx
oo 1+ ||

existiert nicht, obwohl zum Beispiel

“
im,_, /u1+|x|x

2. Das Integral

gilt. In der Tat gilt fiur |z| > 1 dafl ’%IJ&\‘ > 1. Damit gilt

u 1
1
/deZ/ Lclx—i——(u—l).
o 1+|z] o 1+|z] 2

Der Grenzwert fiir © — oo existiert nicht.
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Lemma 50.4 Fiir r € (0,00) existiert [~ e 2" 'dx.

o0
/ e " Vdx
1

existiert. In der Tat gilt lim, ,..e 22"~ = (. Damit existiert ¢ € R derart, daf3 e szl <

¢ fiir alle z € [1,00). Dann ist e 2"' < ce™2. Da [[“e™2 dz existiert, existiert auch
[ e dx
) :

Proof. Wir zeigen, dafl

Es gilt e *2"~! < 2"~! und fol 2"~ = 1 Folglich existiert

1
/ e "t .
0

Definition 50.5 Wir definieren die I'-Funktion als die Abbildung

o0
/ e T dr .
0

[':(0,00) >R, T(r):=

Hier ist ein Plot der I'-Funktion

|||||

1. Es gilt rI'(r) = I'(r 4+ 1). In der Tat gilt

b b
/ e x"dr = —(e " — e %") + r/ e " dr .
Wir bilden den Grenzwert fiir ¢ — 0 und b — oo und erhalten

L(r+1)=rL(r).
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2. Es gilt [(1) = 1.
3. Es gilt fir n € N\ {0} daB

Wir zeigen das induktiv. Es gilt I'(1) =
I'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl

= 0!. Sei nun I'(n) = (n — 1)!. Dann gilt

50.1 Aufgaben

1. Fiir welche r» € R existiert

1
/ z"dr .
0

Berechnen Sie gegebenenfalls die Wert.

/°° sin(x)
oo 1+ 22

Berechnen Sie gegebenenfalls die Wert.

2. BExistiert

3. Zeigen Sie, daf fol sin(1)dr existiert.

x

4.

51 Inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ord-
nung

Wir wollen folgendes Problem modellieren. Wir haben ein Schwimmbad mit der Grund-
flache 1. Das Schwimmbad hat einen einen Abflufispalt. Damit ist die Abflurate propor-
tional zur Fillhohe H, also durch aH fiir eine Konstante o gegeben. Wir haben weiter
einen ZufluB Z, der von der Zeit abhéngen kann. Am Anfang ist das Schwimmbad leer.
Unsere Aufgabe besteht in der Beschreibung der Fiillhohe H(t) zur Zeit t. Wir wollen
insbesondere untersuchen, was passiert, wenn der Zustrom konstant Z(t) = Z, oder peri-
odisch mit einer Periode 27w ™!, z.B. Z(t) = Zy(1 + sin(wt)) ist.

Im Text haben wir ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung fiir die Funktion
t — H(t) beschrieben.
H=-aH+Z7, H0)=0.

Das ist eine inhomogene lineare Differemtialgleichung erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Seien a,c € R und g € C(]0, 00) stetig.
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Proposition 51.1 FEs gibt genau eine stetige und auf (0,00) differenzierbare Funktion
f:10,00) = R, welche auf (0,00) der Gleichung

f'+af=g
und der Anfangsbedingung f(0) = ¢ gendigt.

Proof. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien fj, fi zwei Funktionen, welche den
obigen Bedingungen geniigen. Dann erfiillt die Differenz ¢ := f; — fy die Bedingungen:

¢ +ap=0 auf (0,00), ¢(0)=0.

Wir hatten in gesehen, dafl es genau eine auf ganz R definierte Funktion gibt, welche
der Differentialgleichung auf ganz R und der Anfangsbedingung geniigt. Das ist in dem
vorliegenden Fall die Nullfunktion. Wir kénnen dieses Ergebnis aber nicht direkt anwen-
den, weil wir hier nur annehmen, dafl ¢ auf [0, 00) stetig und die Differentialgleichung auf
(0, 00) betrachten.

Deshalb bringen wir noch einmal ein Argument welches zeigt, dafl ¢ = 0 gilt. Dazu
betrachten wir die Funktion ¢ (t) := ¢(t)e™. Es gilt fiir ¢ € (0,00) wegen der Differential-
gleichung fiir ¢, dafl

U (t) = ¢'(t)e™ + ag(t)e” = —ag(t)e” + ap(t)e™ =0 .

Damit ist ¢ auf (0, 00) lokal konstant und damit konstant, da (0, c0) zusammenhéngend
ist. Da v stetig und ¥(0) = 0 ist, gilt ©» = 0. Daraus folgt ¢ = 0.

Wir wissen schon dafi die Abbildung f — f(0) eine Bijektion zwischen der Menge der
Losungen der homogenen Gleichung f' + af = 0 und R definiert. Die inverse Abbildung
ist

R>Cw— f: Rz f(x):=Ce ™ eR).

Um die inhomogene Gleichung zu 16sen, machen wir den Ansatz

fl@)=C)e ™,

d.h. wir nehmen an, dafl C' eine noch zu bestimmende auf [0, c0) stetige und auf (0, c0)
differenzierbare Funktion ist. Diese Ansatz heifit Variation der Konstanten. Wir setzen
diesen Ansatz in die linke Seite der Differentialgleichung ein und erhalten die Bedingung

C'(t)e™™ — aC(t)e™ + aC(t)e™ " = C'(t)e™™

Wir erhalten fiir C' die folgenden Bedingungen.
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Diese Gleichung konnen wir unmittelbar durch Integration 16sen.

Ct)y=c+ /Ot eg(s)ds .

Insbesondere, wenn g = gy constant ist, dann gilt

e —1

, f(t) =ce ™+ @(1 —e %) .

C(t):C—i-go a

Wenn g = go sin(wt) ist dann rechnen wir:

t t
/ eg(s)ds = / e go sin(ws)ds
0 0
gO at . .
= ———= (e"" sin(wt — ) + sin ,
\/m ( ( '7) (’7))

wobei v € (—m, 7] so gewéhlt ist, dafl cos(vy) = ﬁ gilt. Zusammengesetzt:

—a 90 o —at _:

t) = ce”™ + ——— (sin(wt — 7) + e “sin

Wir kommen nun zu unserem Schwimmbad zuriick. Wenn der Zustrom konstant 7 ist,
dann erhalten wir

1— efat
H(t) = Zy———
a
Hier ist ein Plot von 1 — exp(—t):
Plot:
1.0 I
08}
06
04}
0.2}
7 1 1 1 1
1 2 3 4

Ist der ZufluB periodisch Zy(1 + sin(wt)), dann gilt
1—e N 1
« Va2 4+ w?
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Hier ist ein Plot dieser Funktion fiir w = v/3 und o = 1.

1.5 ‘}‘ N\ / /\

1.0

/ \
osf | \/
f
f
f

Die Methode der Variation der Konstanten funktioniert auch in einem etwas allgemeineren
Fall einer inhomogenen linearen Differentialgleichung

F@) +a@)f(t) =g(), [f(0)=c,

wobei jetzt a eine stetige Funktion der Zeit sein darf. Wir betrachten zunéchst die homo-
gene Gleichung

¢'(t) +ag(t) = 0.
Wir priifen durch Nachrrechnen, dafl
(b(t) T I3 a(s)ds

eine Losung dieser Differentialgleichung ist. Wir sehen insbesondere, dal ¢ keine Nullstelle
hat.

Wir finden wir eine Losung der inhomogenen Gleichung mit dem Ansatz f(t) = C(t)o(t).
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert C'¢ = ¢g. Wir 16sen diese Gleichung durch
Integration.

ct) = [ o) g(s)ds
0
und finden die Losung unseres urspriinglichen Problems durch

FE) = 550(0)+ 600 / B(s)g(s)ds .

Wir koénnen die explizite Form von ¢ einsetzen:

t
(& t t
0

51.1 Aufgaben

1. Losen Sie das Anfangswertproblem
frf+f=a*, fO)=1.
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2. Finden Sie einen Anfangswert ¢ € R derart, dafl die Losung des Anfangswertpro-
blems

ffrf==z, fl0)=c

zur Zeit x = 1 eine Nullstelle hat.
3. Finden Sie die Losung des Anfangswertproblems
fl4zf=x2*,f(0) =1
explizit.
4. Zeigen Sie, daBl das Anfangswertproblem
fftaf=g, [f0)=fo

fiir stetige a und ¢ eine eindeutige Losung besitzt.

52 Kurven

Definition 52.1 Fine Kurve in einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbildung
v |a,b] = X, wobei a,b € R und a < b gilt.

Eine Kurve darf nicht mit dem Bild der Abbildung ~ verwechselt werden. Die Parametri-
sierung ist ein Bestandteil der Daten einer Kurve.

1. Seien z,y € R™. Dann wir durch
v:00,1] = R*, () =z+t(y—z) eR"

eine Kurve definiert, ndmlich die gerade Strecke von x nach y.
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2. Sei x € X ein Punkt in einem topologischen Raum. Dann ist

const, : [0,1] = X

eine Kurve, ndmlich die konstante Kurve in x

3. Sei [a,b] : I — R eine stetige Abbildung. Dann erhalten wir eine Kurve

v: USRS, ()= (2 f(2) .
Das Bild von ~ ist der Graph von f.

Definition 52.2 FEin topologischer Raum heifit bogenzusammenhdngend, wenn fiir je zwei
Punkte x,y € X ein Kurve 7 :

: 10,1] = X existiert, so daff v(0) = xz und v(1) = y gilt.
Wir sagen auch, daf$ die Kurve v die Punkte x und y verbindet

Lemma 52.3 Ein bogenzusammenhdngender Raum ist zusammenhdngend

Proof. Wir argumentieren indirekt. Wir betrachten einen topologischen Raum X der
nicht zusammenhéngend ist. Dann existieren offene disjunkte nichtleere Teilmengen U, V'

mit X = UUV. Wir wahlen Punkte u € U und v € V. Ware X bogenzusammenhingend
dann gébe es eine Kurve 7 :

: [0,1] = X mit v(0) = v und ¥(1) = v. Dann wéren !

)
und v~ (V) nicht leer, offen und disjunkt. Damit wére aber [0, 1] nicht zusammenhéngend
Widerspruch.

O
Die Umkehrung von Lemma [52.3| gilt nicht. Die durch folgende Skizze beschriebene Teil-

menge von R? mit der induzierten Topologie ist zusammenhingend, nicht aber bogenzu-
sammenhéangend.

i /
05 Hl ‘i n' .'} /‘\
1A

‘] l | [ \
-0.5

UF ' || 0. lb 0.15 0.20
‘i AA
8 I l l'. f
[ l \ / _ 1
- -10 l v vV "3

Genauer betrachte man die Vereinigung der y-Achse mit dem Graphen der Abbildung
(0,00) 3 z > sin(2) € R.

Sei U C R offen und f : U — R" eine Abbildung. Wir definieren die Komponenten
fi:U—=R i=1,...,ndurch die Gleichung f = (f1,..., fn). Die Abbildung f ist stetig
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differenzierbar, wenn die Komponenten f; fiir alle i € {1,...,n} stetig differenzierbar sind
und die Ableitung von f ist durch

fU—=R f=(fl,.., [)
gegeben.

Kurven sind auf abgeschlossenen Intervallen definiert. Wir erweitern den Begriff der Dif-
ferenzierbarkeit und der Ableitung einer Kurve wie folgt.

Definition 52.4 Sei n € N. Eine Kurve v : [a,b] — R™ heifit stetig differenzierbar,
wenn es eine offene U C R mit [a,b] C U und eine stetig differenzierbare Fortsetzung
v :U — R™ von v gibt.

Ist 7 stetig differenzierbar und u € [a, b], dann definieren wir +/(¢) := 4'(¢). Wir iiberlassen
den Nachweis, dal 7/(u) wohldefiniert (also unabhéngig von der Wahl der Fortsetzung)
und stetig ist als Ubungsaufgabe. Wenn ~ stetig differenzierbar ist, dann ist I > ¢ —
7] € R stetig.

Definition 52.5 Seien a,b € R mit a < b. Wir definieren die Linge einer stetig diffe-
renzierbaren Kurve 7y : [a,b] — R als

b
Liy) = / I/ (6) e

1. Die Lange einer konstanten Kurve ist Null.

2. Wenn v : [0,1] — R™ die Strecke zwischen zwei Punkten z,y € R" ist, dann gilt
L(v) = ||z — y|. In der Tat ist v(t) = = + t(y — x), damit 7/(t) = = — y und
17V (@)]l = [z — yl| konstant.

3. Wir berechnen nun die Linge eines Halbkreises, den wir als Kurve
VL SR, (@) i= (2, VI— o)

darstellen.
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Es gilt

v (@)

(@)l = /14—y = L
v N 1—22 J1—ga2°

L(v) = arcsin(1) — arcsin(—1) = 7 .

und damit

Damit gilt nach

Lemma 52.6 Die Linge einer Kurve ist reparametrisierungsinvariant. Genauer, sei ¢ :
[a,b] — [a,b] stetig differenzierbar , a = ¢(a), b := ¢(b), ¢\ag mMmonoton wachsend,

v : [a,b] = R™ eine stetig differenzierbare Kurve und 7 :=y o ¢ Dann gilt L(v) = L(7).

Proof.  Wir rechnen mit der Kettenregel 7'(z) = +/'(¢(x))¢'(z) und ¢'(z) > 0 sowie der
Substitutionsformel

L) = [ 7@l
¢(b)
- [ e@li¢@a
¢(a)

b
- / (@) de
L()
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Sei (X, d) ein metrischer Raum. und 7 : [a, b] — eine Kurve. Fiir eine endliche Teilmenge
Z C [a,b) definieren wir

Lz(v) =Y d(v(2),v(2)) , (15)

z€Z

wobei v(z) der Nachfolger von z in Z U {b} ist. Wir setzen weiter
Lu(7) =sup Lz(7) € R,

wobei wir das Supremum iiber alle endlichen Teilmengen Z C [a, b) nehmen.
Definition 52.7 Wir nennen ~y rektifizierbar, wenn L.(y) < oo gilt.

Lemma 52.8 Fine stetig differenzierbare Kurve im R™ ist rektifizierbar und es gilt L. () =
L(v).

Diese Zeichnung zeigt die Konstruktion einer nicht rektifizierbaren Kurve (Kochkurve).

t
AT T B

In jedem Iterationsschritt wird das mittlere Drittel eines jeden Geradenstiicks durch die
aus den beiden anderen Seiten des entsprechenden gleichseitigen Dreiecks bestehende

Kurve ersetzt. In jedem Schritt verldngert sich die Kurve um den Faktor %.

52.1 Aufgaben
1. Sei 7y :[0,1] — R" stetig differenzierbar. Zeige, dafl 7/(0) wohldefiniert ist.

2. Zeige Lemma [52.8]
3. Zeige, daB aus Z C Z' folgt Lz () < Lz () (Notation von (L5)).
4. Prézisiere die Konstruktion der Kochkurve und zeige, daf§ sie nicht rektifizierbar ist.

5. Zeigen Sie, daB fiir eine Reparametriserung 4 = yo¢ einer Kurve ~y gilt L(y) > L(v),
wenn man die Annahme, dafl ¢ monoton ist, fallen 1a8t.
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53 Punktweise Konvergenz

Sei X eine Menge und Y ein topologischer Raum. Wir betrachten eine Folge von Abbildun-
gen (fn), fn: X = Y. Wir untersuchen in dieser Vorlesung verschiedene Moglichkeiten,
den Begriff der Konvergenz dieser Folge gegen eine Abbildung f : X — Y zu definieren.

Definition 53.1 Die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen f, falls fiir jedes v € X die
Folge (f.(z)) gegen f(x) konvergiert.

1. Fir n € N definieren wir f, : R — R durch f,(z) := exp(—n|z|). Dann gilt fiir

zeR
. 1 =0
llmnfn(:c)—{ 0 240

Wir definieren f : R — R durch

f(x):={(1) v

Dann konvergiert (f,,) punktweise gegen f.

2. Wir betrachten Folge von Abbildungen z" : (0,1] — R. Diese Folge konvergiert

punktweise gegen

0 <0
(0,1]9x|—>{ 1 7—0

3. Man kann die Kochkurve als punktweisen Grenzwert einer Folge von Kurven ~; :
[0,1] — R? beschreiben.

Wir machen es zu unserer Regel, dafl jeder Konvergenzbegriff als Konvergenz in einer
geeigneten Topologie verstanden werden soll. Das heifit, wir miissen auf der Menge Y~
eine Topologie einfithren, so dal punktweise Konvergenz dquivalent zur Konvergenz in
dieser Topologie ist. Im allgemeinen bestimmt ein Konvergenzbegriff die Topologie nicht
vollstandig.

Wir miissen also erkliren, welche Teilmengen von Y wir als offen betrachten wollen. Um
die Argumente kurz zu halten, machen die folgenden Vorbetrachtungen.

Sei A eine Menge.

Definition 53.2 FEine Teilmenge B C P(A) heifit Basis fiir eine Topologie wenn fiir jede
endliche Familie (B;);e; von Elementen und jedes x € ﬂiel B; ein B € B existiert mit
r€eB Q ﬂie[ Bz

Beachte, dal der Durchschnitt einer leeren Familie von Teilmengen von A die Menge A
ist. Folglich gilt fiir eine Basis fiir eine Topologie daB |Jz.z B = A ist.
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Sei (A, d) ein metrischer Raum. Dann ist die Menge B der Bille in A eine Basis fiir eine
Topologie. In der Tat, wenn (z;);c;r und (7;);c; endliche Familien von Punkten in X bzw.
positiven reellen Zahlen sind und = € (,.; B(z;,7;) gilt, dann setzen wir

r:=min{r; — d(x,x;)|i € I} .
Mit der Dreiecksungleichung sieht man leicht ein, dafl

B(z,r) C ﬂ B(z;, 1)

iel
gilt.
Lemma 53.3 Wenn B eine Basis fiir eine Topologie auf einer Menge A ist, dann ist
TB)={UeP(X):|VxeUIBeB|lzeBCU)}.
eine Topologie auf A. Sie heif§it die durch B erzeugte Topologie.

Proof. Wir weisen die Axiome einer Topologie nach.
1. Aus trivialen Griinden gilt § € 7(B) und A € T(B).
2. Die Menge T (B) ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen. Ubungsaufgabe!

3. Wir zeigen, dafl 7 (B) abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten ist. Sei (U;);er
eine endliche Familie in 7 (B). Wir zeigen dafl U :=(,.; U; € T(B) gilt. Sei x € U.
Dann wahlen wir fiir jedes ¢ € I ein B; € B mit x € B; C U;. Da B eine Basis
fiir eine Topologie ist, finden wir nun ein B € B mit x € B C ()..; B;. Es gilt
xr € B CU. Dieses Argument zeigt, dafl U € T(B) ist.

el

Wir halten die folgenden Beobachtungen fest.

1. Wenn B die Menge der Bille auf A beziiglich eines Abstandes d ist, dann ist 7 (B)
genau die unterliegende Topologie des metrischen Raumes (A, d) (Definition [31.5]).

2. Es gilt BC T(B).
3. Wenn B eine Topologie ist, dann gilt 7 (B) = B. Ubungsaufgabe.

4. Seix € Aund V C A mit x € V. Die Menge V ist eine Umgebung von = genau
dann, wenn es ein Element B € B gibt mit x € B C V.
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Wir konstruieren nun eine Basis fiir die Topologie der punktweisen Konvergenz auf Y.
Sei W C X eine endliche Teilmenge und s : W — 7Ty eine Abbildung. Dann setzen

Uc={g € Y™ | (Yw € W | g(w) € s(w))} .

Sei B die Menge der Teilmengen der Form U, fiir alle endlichen Teilmengen W C X und
Abbildungen x : W — Ty.

Lemma 53.4 Die Menge B ist eine Basis fiir eine Topologie auf YX.

Proof.  Sei (Uy,)ier eine endliche Familie in B mit x; : W; — Ty. Sei f € [;o; Us,. Wir
betrachten die endliche Teilmenge W := J._.; W; von X. Wir definieren x : W — Ty

iel
durch
k(z) = ﬂ ki€Ty, xzeW.
{iel | zeW;}
Dann gilt
Ue € (U, -
el

Definition 53.5 Die Topologie T (BB) heifit Topologie der punktweisen Konvergenz.

Wir verifizieren nun, dafl die Topologie der punktweisen Konvergenz unsere urspriingliches
Problem 16st.

Lemma 53.6 Die Folge (f,) konvergiert genau dann punktweise gegen f, wenn

limnaoofn = f
in der Topologie der punktweisen Konvergenz gilt.

Proof.  Gelte

in der Topologie der punktweisen Konvergenz. Sei x € X. Wir zeigen, dafl 1im, . f,(z) =
f(z) gilt. Sei V eine Umgebung von f(z). Dann betrachten wir x : {z} — Ty, k(z) = V.
Es gilt f € U,. Damit gilt f, € U, fiir fast alle n € N. Das bedeutet aber, daf f,(z) € V
fiir fast alle n € N gilt. Diese Argument zeigt, daBl 1im, .. f,(x) = f(x) gilt. Folglich
konvergiert (f,) punktweise gegen f.

Konvergiere nun umgekehrt (f,,) punktweise gegen f. Sei U € T eine Umgebung von
f in der Topologie der punktweisen Konvergenz. Dann existiert eine endliche Teilmen-
ge W C X und eine Abbildung x : W — Ty mit f : U, C U. Fiir jedes x € W gilt
fu(z) € K(z) fiir fast alle n € N. Da W endlich ist, gilt damit fiir fast alle n € N, da8
fn(z) € K(z) fir alle x € W. Folglich gilt f,, € U, fiir fast alle n € N. Dieses Argument
zeigt, daB 1im, ... f, = f in der Topologie der punktweisen Konvergenz gilt. O
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1. Wir betrachten Y ¥ mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Fiir jedes z € X
ist die Abbildung ev, : YX — Y, f — f(x) eine stetige Abbildung.

2. Die Teilmenge C(R) C RE® (mit der Topologie der punktweisen Konvergenz) ist
nicht abgeschlossen. Zum Beispiel gilt fir f, := exp(—n|z|) daB f, € C(R), aber
fir f:=1im, o f, gilt f € C(R).

3. Die Abbildung I : C([0,1]) — R, I(f) := fol f(z)dx ist nicht stetig, wenn man
auf C([0, 1]) die von der Topologie der punktweisen Konvergenz auf RI%! induzierte
Topologie betrachtet. Dazu betrachten wir f,, € C([0, 1]),

0 z€0,1- 5
RTETR hL
() = il — = Ly
0 I'G(l—gn%al]

Dann gilt 1im,_, s, = 0 punktweise, aber I(f,) = 1 fur alle n und 7(0) = 0.

4. Die Topologie der punktweisen Konvergenz kommt im allgemeinen nicht von einer
Metrik. Wir benutzen Lemma Wir konstruieren dazu in einem Beispiel eine
Teilmenge A C Y¥ und einen Punkt f € A, der nicht punktweiser Grenzwert einer
Folge in A ist.

Wir betrachten die Teilmenge A C R® gegeben durch
{f eR® | {z € R| f(z) # 0} ist abzéhlbar} .

Es gilt A = R®. In der Tat, sei f € R*® und U eine Umgebung von f. Dann gibt es
eine endliche Teilmenge W C R und eine Abbildung x : W — Tg mit f € U, C U.
Wir definieren g € A durch

grw =0, gw:= flw.
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Dann gilt g € U, CU. Also ist UN A # (). Da jede Umgebung von f die Menge A
schneidet, gilt f € A.

Wir betrachten die konstante Funktion const; € RE. Dann gibt es keine Folge (f,,)
in A mit lim, . f, = const;. Fiir jedes n € N ist ndmlich supp(f,) abzdhlbar.
Damit ist auch (J, . supp(f.) abzéhlbar. Da R nicht abzdhlbar ist, konnen wir ein
z € R\ U,cysupp(fy) finden. Dann gilt f,(x) = 0 fiir alle n € N, insbesondere
nicht 1im, . fn(z) = 1. O

53.1 Aufgaben

1. Untersuchen Sie auf punktweise Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert:
(a) (sin(;%7)) in RE,
(b) (exp(—nz)) in RE

(€) (i) in R®.

54 Gleichmiflige Konvergenz

Wir haben gesehen, daf§ der punktweise Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen nicht
wieder stetig sein mufl. Desweiteren kann man im allgemeinen einen punktweisen Grenz-
wert, lax ausgedriickt, nicht unter das Integral ziehen. In diesem Kapitel betrachten wir
einen schérferen Konvergenzbegriff, der diese Defekte behebt.

Sei X eine Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum. Wir betrachten wieder eine Folge
(fn) in Y¥ und fiihren den Begriff der gleichmiifligen Konvergenz dieser Folge gegen eine
Abbildung f: X — Y ein.

Definition 54.1 Die Folge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen f, falls fiir jedes ¢ € R~
ein ng € N existiert, so daf$ fiir allen € N mit ng < n und x € X gilt

dy (fu(z), f(2)) < €.

1. Wenn (f,) gegen f gleichméfig konvergiert, dann auch punktweise. In der Tat folgt
aus der Bedingung fiir die gleichméfige Konvergenz unmittelbar daf fiir jedes x € X

gilt: 1im, oo fr(z) = f(2).

2. Die Folge von Abbildungen f, : [0,1] — R, f, = n+r1 x konvergiert gleichméfig
gegen 0. In der Tat mufl man fiir ¢ € R~ die Zahl ng € N nur so wihlen, dafl
n01+1 < € gilt.

226



3. Wir betrachten die Folge (f,) in RE, f,(z) := - Diese Folge konvergiert punkt-
weise gegen 0, nicht aber gleichméBig.

4. Sei f, : [1,00) = R durch f,(x) := exp(—nz) gegeben. Auch diese Folge konvergiert
gleichméBig gegen 0. In der Tat ist fiir z € [0, c0)

fn(@) = exp(—n) exp(—n(z — 1)) < exp(—n) .
Es gilt 1im, ,. exp(—n) = 0. Fiir gegebenes ¢ € R~ miissen wir nur ny so gro8
wéhlen, dafl exp(—ng) < € gilt.
5. Betrachtet man f, : [0,00) — R, f,(z) := exp(—nx), dann konvergiert diese Folge
nicht gleichméBig. Diese Folge konvergiert punktweise gegen f : [0,00) — R,

= g

Sei e = 1. Dann finden wir fiir jedes n € N eine Zahl z € (0,00) mit 1 < exp(—nz).

6. Die Kochkurve wird durch eine gleichméfig konvergierende Folge von Kurven +; :
[0, 1] — R? beschrieben.

Definition 54.2 Auf Y definieren wir den Abstand
d(f,9) i= supmin{d, f(x),9(2)), 1} .

Die von diesem Abstand induzierte Topologie heifst Topologie der gleichmdj$igen Konver-
genz.

In folgendem Bild ist eine Abstandsball um f skizziert.
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Lemma 54.3 Der Abstand in ist wohldefiniert.
Proof. Die Abbildung X 5 2 — min{d, f(z), g(z)), 1} ist durch 1 beschrénkt ist.

Wir weisen nun die Abstandsaxiome nach. Seien f, g, h € YX. Die ersten beiden Aussagen
sind offensichtlich.

1. Esgilt 0 < d(f,g) und 0 = d(f, g) genau dann, wenn f = g.

2. Bs gilt d(f,g9) = f(g, f)-

3. Die Dreiecksungleichung folgt aus

d(f,h) = supmin{dy(f(z),h(z)),1}

zeX

sup min{(dy (f(z), 9(x)) + dy (g(x), h(x)), 1}

zeX

sup min{dy (f(z), g(z)), 1} + sup min{dy (g(z), h(z)), 1}

rzeX

d(f,g) +d(g,h)

INIA

Definition 54.4 Die vom Abstcmd auf YX induzierte Topologie heifit Topologie der
gleichmdaf$igen Konvergenz.

1. Eine Folge (f,) in Y* konvergiert gleichmiilig gegen f € Y¥ genau dann, wenn
lim, . f, = f in der Topologie der gleichméfigen Konvergenz gilt.

2. Wir betrachten C(|a,b]) mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz. Die Ab-
bildung

[:C(ab) =R, I(f) = / f(w)da
ist stetig. In der Tat gilt
[1(f) = 1(g9)] < (b—a)d(f,g) -

Das € — o-Kriterium fiir die Stetigkeit von I ist also mit § := = erfiillt. In dieser
Hinsicht ist die Topologie der gleichméfiigen Konvergenz besser als die Topologie
der punktweisen Konvergenz.

Sei jetzt X ein topologischer Raum.
Lemma 54.5 Die Teilmenge C(X,Y) C B(X,Y) ist abgeschlossen.

Proof. Sei f € C(X,Y). Wir miissen zeigen, dafl f stetig ist.

Nach Lemma gibt es eine Folge (f,,) in C'(X,Y) sodafl 1im, , f, = f in der Topologie
der gleichméfligen Konvergenz.
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Sei x € X. Wir zeigen die Stetigkeit von f im Punkt z.

Sei € € R~ gegeben. Wir wihlen zunéchst n € N so groB, da d(f, f,) < § gilt. Die
Stetigkeit von f,, ausnutzend wahlen wir eine Umgebung V' C X von x so daf§ fiir 2’ € V'
aus d(z,2") < 6 folgt: dy (fn(x), fu(2")) < §. Dann folgt fiir 2’ € X aus d(x,2') < 6 daB

dy (f(2), f(2) < dy (f (@), fa(2)) + dy (fn(2), fu(z") + dy (fu(2), f(2')) < g

gilt. O

Lemma 54.6 Wenn (Y,dy) vollstindig ist, dann ist (C(X,Y),d) vollstindig.

Proof. Wir zeigen zunichst, dafl Y* vollstindig ist. Dann ist auch die Teilmenge C(X,Y)
vollsténdig, da sie abgeschlossen ist.

Sei (f,) eine Cauchyfolge in Y*. Dann ist fiir jedes x € X die Folge (f,()) eine Cauchy-
folge. Wir definieren eine Abbildung f : X — Y durch

f(z) := lim, oo fr(2) .

Wir zeigen nun, dafl 1im, ,.f, = f gilt. Sei € € R~ gegeben. Dann existiert ein ny € N
derart, dafl fiir alle n,m € N mit ng < n und ng < m gilt d(f,, fm) < €. Dann gilt
aber fiir alle x € X, dafl d(f(z), fi(x)) < e. Fiir alle m € N mit ny < m gilt also auch

d(f, fm) < € O

1. Um die Kochkurve zu definieren, wird zunéchst eine Folge von Kurven (v,), v, :
[0,1] — R? definiert. Diese Folge konvergiert gleichméfig gegen die Kochkurve 7 :
[0,1] — R2. Aus Lemma folgt die Stetigkeit.

54.1 Aufgaben

1. Untersuche die Folgen (f,,) von auf [0,1] definierter Funktionen auf gleichméBige
Konvergenz:

()

(b) Y, e
)

(d) Yh_o(— )i
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2. Sei f € C([a,b] X [c,d]). Wir betrachten die Abbildung

¢:[a,b] = Clle,d), x=(yr flz,y) .
Zeigen Sie, daB ¢ stetig ist (wobei wir C'([c, d]) mit der Topologie der gleichméBigen
Konvergenz ausstatten). Folgern Sie weiter, dafl die Abbildung

d
[a,b] > x — / f(z,y)dx € R
stetig ist.

3. Zeigen Sie, dal die I'-Funktion stetig ist. Verallgemeinern Sie das Argument und
zeigen Sie, dal die ['-Funktion glatt ist.

4. Sei f € C([0,1]). Berechnen Sie

lim, oo /2 sin(zn) f(x)dx .
1

55 Vollstindigkeit, Banach und Hilbertraume

Definition 55.1 Sei V' eine reeller (oder komplezer) Vektorraum. Eine Norm auf V' ist
eine Abbildung || ...| : V — R mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fir allev eV gilt |[v]| > 0 und ||v]| = 0 impliziert v = 0.
2. (Homogenitat): Fir allev € V und A € R (oder A € C) gilt || \v]| = |A|||v]].
3. (Dreiecksungleichung) Fiir alle v,w € V' gilt ||v 4+ wl|| < ||v]| + ||Jw]|
Lemma 55.2 FEine Norm || ...|| auf V induziert einen Abstand dy.. auf V durch
dy..q(z,y) =[x =yl .

Proof. Es gilt fiir alle v,w € V da8 dj._(v,w) > 0 und d(v,w) = 0 genau dann, wenn
v = w. Weiter gilt

.. (v, w) = [Jv —w[ = [[w =] = dj..y(w,v) .
Schliellich gilt fiir alle v, w,u € V dafl
(v, u) = lv—ull = lv —w+w—u| < flv—w|+[Jw—ul| = d.(v,w) + dj.(w, u) .
O

Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V|| ...||) aus einem Vektorraum und einer Norm.
Ein normierter Vektorraum hat einen underliegenden metrischen Raum (V,dj..) und da-
mit einen unterliegenden topologischen Raum (V ’7}””_"). Wenn nichts anderes gesagt ist,
werden wir immer diese Strukturen auf V' verwenden, wenn wir iiber Stetigkeit, Konver-
genz und dhnliches reden.
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Definition 55.3 1. Zwei Normen ||...|| und ||...||" auf einem Vektorraum V sind
dquivalent, wenn es Zahlen ¢,C € R> gibt so daf fiir alle v € V gilt

cllvfl < ol < Cllo]] -

2. Zwei Abstiande d,d" auf einer Menge X sind dquivalent, wenn es Zahlen ¢,C € R~
gibt so dafs fiir alle x,y € X gilt

cd(z,y) < d'(z,y) < Cd(z,y) .
Lemma 55.4 1. Die Aquivalenz von Normen und Abstinden ist eine Aquivalenzrelation.

2. Wenn ||...|| und || ...||" dquivalent sind, dann auch dy. | und dj.. .

3. Wenn d und d" auf X dquivalent sind, dann gilt Tg = Ta .
Proof. Wi iiberlassen das als Ubungsaufgabe. O

Seien (E,||...||g) und (F,||...||r) normierte Vektorrdume.

Definition 55.5 FEine lineare Abbildung A € Hom(E, F') heifit beschrinkt, wenn die Ab-
bildung
B||...||E(07 1) N A ||A€||F eR

beschrankt ist. Mit L(E, F) C Hom(E, F') bezeichnen wir die Teilmenge der beschrinkten
linearen Abbildungen. Wenn A beschrinkt ist, dann setzen wir

|Alloz,ry == sup || Ae|r .
eGBH»~I\E(O71)

Hier ist eine typische Konstruktion normierter Vektorrdume. Sei X eine Menge und
(Vi |lv) ein normierter Vektorraum.

Definition 55.6 FEine Abbildung f : X — V heifst beschrinkt, wenn Abbildung X >
x — ||f(z)|ly € R beschrinkt ist. Sei B(X,V) C VX die Teilmenge der beschrinkten
Abbildungen. Wir definieren fir f € B(X,V)

I fllBx,v) :==sup || fllv -
zeX

Lemma 55.7 1. Das Paar (B(X,V),|...||sx,v)) ist ein normierter Vektorraum.

2. Die auf B(X,V) induzierte Topologie ist die Topologie der gleichmdfigen Konver-
genz.

3. Wenn V wollstandig ist, so es auch B(X,V).
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4. Wenn X topologisch ist, dann ist (Co(X,V),|...||sx,v)) ein normierter Vektor-
raum wobei Cy(X, V) = C(X, V)N B(X,V). Die Teilmenge Cy(X,V) C B(X,V)
ist abgeschlossen. Wenn V' wvollstindig ist, so ist es Cy(X, V).

Proof. Ubungsaufgabe O

Es folgen einige abtrakte Tatsachen.

1. Die Abbildung || ... ||rer) : L(E, F)) = R ist eine Norm. In der Tat haben wir eine
Einbettung
L L(E, F) — Cb<B||...||E(O; 1), F)

und || ... [|z(g,F) ist die induzierte Norm.

2. Fiir alle e € E gilt
| Ae|lr < || Allzermllelle -

In der Tat gilt fiir alle e € R~ daf

(&
[Aellr = (lellz + E)HAHeHE—HH < (llellz + llAll(z.r)

3. Eine lineare Abbildung A ist stetig genau dann, wenn sie beschréankt ist. Wenn
A beschriankt ist, dann kann man das e-0-Kriterium mit 0 := ﬁ anwenden.

Umgekehrt, wenn A stetig im Punkt 0 ist, dann dann gibt es ein § € R~ derart, daf
aus ||Az|| <1 folgt. Dann gilt ||Al| <671

Hier sind einige explizite Beispiele:

1. Eine lineare Abbildung f : R™ — R™ ist beschréankt. Es gilt zum Beispiel (das ist

nicht optimal)
IFl< /> f2
ij

wobei (f;;) die Matrix von f beziiglich der Standardbasen ist. In der Tat gilt

72l = 200 fuwi)? < S e = X Al

7

2. Wir betrachten den Raum (Cy(X,R),|...||sxr)) Sei f € Cp(X,R). Dann ist die
Multiplikation My : Cy(X,R) — Cy(X, R) stetig und es gilt || My, (xr),co(x.R) =
£l Bexm)-

3. Die Abbildung f; ...dx : C([a,b],R) — R ist beschrankt. In der Tat ist die Norm
dieser Abbildung b — a.
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4. Wir betrachten C*([0,1],R) mit der induzierten Norm ||...| p(or). Dann ist die
Abbildung f + f’ nicht stetig. So gilt etwa fiir f, := 2™ dafl

| felleoyr =1, I1f Boyr) =7 -

Definition 55.8 FEin normierter Vektorraum (V)| ...||) ist ein Banachraum, wenn der
unterliegende metrische Raum vollstindig ist.

L. Ist (Y,||...|ly) ein Banachraum und (X,7) ein topologischer Raum, dann ist auch
Cy(X,Y) mit der Norm

IF1l = sup [ £ (@) [ly
rzeX

ein Banachraum.

2. (Co(X,R),||...||Bxr)) ist ein Banachraum, wobei || f|lo := sup,ecx |f()| gesetzt
ist. Das ist ein Spezialfall des Beispiels 1.

3. Sei (E,||...||g) ein normierter Vektorraum und ¢ : F' — E eine injektive Abbil-
dung. Wir definieren ||z||r := ||¢(2)||g. Dann ist ||...||r eine Norm auf F. Wenn
(E,||...||g) ein Banachraum und «(F) abgeschlossen ist, dann ist (F,||...||r) ein
Banachraum.

4. Wenn (E,|...||g) ein normierter Vektorraum und (F, || ... |/r) ein Banachraum ist,

dann ist L(E, F') ein Banachraum. Dazu zeigen wir, dafl das Bild von
L L(E, F) — Cb(B||...||E<Oa 1), F)

eine abgeschlossene Teilmenge ist. Da wir Abgeschlossenheit in einem metrischen
Raum zeigen wollen, reicht es aus, zu zeigen, daf fiir jede Folge (A,) € B(E, F)
fiir welche (1(A,)) in Cy(By..5(0,1), F) gegen eine Abbildung F' konvergiert, eine
lineare Abbildung A € L(E, F) existiert, so dafl «(A) = F gilt. Sei e € E. Wir
definieren

Ae:= A\F(\te) ,

wobei wir A € R> so grofl withlen, daB |A~'e||z < 1 gilt. Man nutzt jetzt aus, dal F
Grenzwert einer Folge von Einschriankungen linearer Abbildungen ist, um zu zeigen,
dafl A wohldefiniert und linear ist.

5. Sei (x,) eine Folge in einem Banachraum (£, || ... ). Wenn > ||z,|| konvergiert,
dann konvergiert Y > x, in E. Es gilt der Umordnungssatz. In der Tat zeigt man
zunéchst, daf (D,_, ) eine Cauchyfolge ist und benutzt dann die Vollsténdigkeit
des Banachraumes. O
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Sei V' ein komplexer Vektorraum und (...,...) : V x V — V ein Skalarprodukt. Dann
definieren wir fiir € V' die reelle Zahl

2]l = v/ (z, ) .
Wir setzen die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[z, )| < llllllyll . =yeV
als bekannt voraus.
Lemma 55.9 Durch V 5> z — ||z|| € R wir eine Norm definiert.

Proof. Zunéchst einmal ist (z,z) > 0 und deshalb ||z|| wohldefiniert. Wir weisen nun die
Normeigenschaften nach:

1. Es gilt (z,z) = 0 genau dann, wenn x = 0 ist. Folglich gilt ||z|| = 0 genau dann
wenn x = 0 gilt.

2. Fir A€ Cund z € V gilt
Mzl = vz, Az) = VAR (e, z) = Mz, 2) = M|z -

3. Firz,y e V gilt

lz +yll = V{z +y, 2 +y) = V]l> + [yl + 2Re(z, y) -

Wir benutzen nun die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir den dritten Summenden
unter der Wurzel

lz + Il < V2l + 2 + 2 Re(z, y)| < V[l + Iyl + 2llz[lyll) = 2] + Iyl -

(]
Folglich besitzt ein komplexer Vektorraum mir einem Skalarprodukt immer auch eine
induzierte Norm, ist also ein normierter Raum.

Definition 55.10 Ein Hilbertraum ist ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt, der als normierter Raum vollstindig ist.

Der Vektorraum C" mit dem Standardskalarprodukt ist ein Hilbertraum. In Kapitel
werden wir weitere Hilbertrdume durch Vervollstdndigung konstruieren.

Sei jetzt (E, || ...||) ein Banachraum und A € L(F, E'). Wir nehmen an, daf§ A invertierbar
ist und A~! € L(E, E) gilt.

Lemma 55.11 Ist T € L(E, E) und gilt |A—T| < m, dann ist T invertierbar und
es gilt T™' € L(E, E).
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Proof. Es gilt
I1—AT'T| = A7 A-D) < AT A-TlI < 1.

Damit konvergiert S :=> "> (1 — A™'T)"A!. Es gilt

ST=) (1-ATT)'A'T==-> (1-A'T"1-A"T)+) 1-A"T)"=1.
n=0 n=0 n=0

A

Damit ist 7" invertierbar und ||.S]| < T A-TTA T

Weiter gilt

- < - - A~
IS =A< ) IL-ATT"AIT < |A-T| :
; 1— A=A =T
Insbesondere gilt
limp 4||T— A7 =0.
Wir sehen, da§ die Abbildung A — A™! stetig ist. O

Wir setzen
GL(E):={A€ L(E,E)| A" existiert und A~! € L(E, E)}.

Corollary 55.12 Die Teilmenge GL(E) C L(E, E) ist offen und die Abbildung GL(FE) >
A~ A7 € L(E,E) ist stetig.

Wir haben schon eingesehen, dafl lineare Abbildungen von R™ nach R™ automatisch stetig
sind und daf der abgeschlossene Einheitsball in R™ beziiglich der Norm || . . . ||« folgenkom-
pakt ist. Wir zeigen, dafl es auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum genau
eine mit der Vektorraumstruktur vertriigliche Topologie und eine Aquivalenzklasse von
Normen gibt.

Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.

Lemma 55.13 Es gibt auf V' genau eine Topologie Ty, derart, daf$ jeder lineare Isomor-
phismus f : V. — R™ ein Homdomorphismus ist. Die Topologie Ty, ist metrisierbar.

Proof. Wir setzen n := dim(V'). Dann kénnen wir einen linearen Isomorphismus f : V —
R" withlen. Die Topologie Ty := f~!(Tgn) ist metrisierbar und hat die Eigenschaft, daf}
f:(V,Ty) = (R™, Tgn) ein Homéomorphismus ist.

Sei nun g : V — R™ ein anderer linearer Isomorphismus. Dann ist g o f~1 : R*® — R” ein
linearer Isomorphismus und damit ein Homéomorphismus. Es gilt also (go f=') ™! (Tgn) =
Trr. Folglich gilt auch

g (Ten) = f (g0 f7) 7 (Ten)) = f 7 (Ten) -
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O

Wenn wir nichts anderes sagen, dann betrachten wir endlich-dimensionale reelle Vek-
torrdume immer mit der natiirlich durch Lemma bestimmten Topologie. Ist f :
V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen reellen Vektorrdumen,
dann ist f automatisch stetig.

Lemma 55.14 1. Sind ||...| und ||...|" zwei Normen auf V, dann gilt ||...| ~

[y

2. Jede Norm auf V' definiert die natirliche Topologie.

3. Ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum ist ein Banachraum.

Proof. Es reicht, die Aussagen im Fall V' = R" zu zeigen. Den allgemeinen Fall fithrt man
auf diesen durch Transfer mit Hilfe eines linearen Isomorphismusses V' = R™ zuriick.

Sei || ... || eine Norm auf R". Es reicht zu zeigen, dafl || ... || ~ || ... || gilt. Dann sind zwei
Normen untereinander wegen der Transitivitidt der Norméquivalenz auch untereinander
dquivalent.

Sei
&= s e} -
Fir z = )" | a;e; € R" gilt dann mit der Dreicksungleichung fiir || ... || die Ungleichung
|z]] < Cmax{lal, ..., |an|} = Cllzle -
Die Abbildung || ... || : R™ — R ist stetig. Die Topologie von R™ wird durch den Abstand

doo(Z,y) := || — y||co induziert. Wegen der Abschétzung
lzll = lyll < llz = yll < nCllz = yllo , 2,y €R"

ist das e-0-Kriterium mit § := 5 erfiillt.
Die Einheitskugel Sy (0,1) =:= {z € R" | ||z]|cc = 1} is folgenkompakt. Folglich hat die
stetige Funktion

I Ml8us 01 * 9420 (0,1) = R

ein Minimum in einem Punkt £ € S;_(0,1). Es gilt 0 < ||£]|. Wir setzen ¢ := [|£]|. Dann
gilt fiir alle z € R™ mit
cllloo < [l -

Lemma 55.15 Wenn (E,||...||r) endlich-dimensional ist, dann gilt L(E, F') = Hom(F, F).
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Proof. Sei A € L(E,F). Dann ist A stetig. Da By ,(0,1) kompakt ist, ist die stetige
Abbildung e — || Ae||r beschrénkt. Also ist A beschrénkt. O

Das Prinzip der offen Abbildung von Banach-Schauder gibt eine Verallgemeinerung von

Lemma [B55.141

Proposition 55.16 Ist A : E — F eine bijektive stetige lineare Abbildung zwischen
Banachrdumen, dann ist auch A~' : F — E stetig.

Wendet man das auf id an, so erhélt man die Aussage, dafl zwei vergleichbare Normen
|- LI - || (dh. es existiert ein ¢ € R derart, da ||...|| < ¢|...|") schon dquivalent
sind. Fiir mehr Information und Beweise sei auf [Rud91] verwiesen.

55.1 Aufgaben
1. Zeige Lemma [55.7]
2. Zeige Lemma [55.4]
3. Fiir t € R definieren wir T} : R® — RE durch T;(f)(z) = f(z —t).

(a) Zeige Sie, daf T3 den Unterraum Cy(R,R) erhélt.
b) Zeige, daB ||T;|| beschrénkt ist und berechne ||T3||.
c¢) Berechne ||T; — id||.
d) Ist R>t— Tif € Cp(R,R) stetig.

)

e) Ist R >t — T,f € Cp(R,R) stetig, wenn man zusétzlich annimmt, dal f
periodisch ist.

—_—~ TN —

4. Sei E ein Vektorraum und A € Hom(E, E) invertierbar. Sei weiter N € Hom(E, E)
nilpotent. Zeige, daBl dann A + N auch invertierbar ist. Gibt ein explzite Formel fiir
(A+ N)! an.

5. Sei £ := R[z] mit der Norm || f|| = sup,¢jo 1 |f(2)|- Untersuchen Sie die folgenden
Abbildungen in Hom(E, E) auf Stetigkeit:

(a) fr=f
(b) f = (y= J§ f(z)dz)
(©) [ (y—= F).

6. Wir betrachten den Raum (Cy(X),|| ... [|ze. Sei f € Cp(X) und My : Cp(X) —
Cy(X) die Multiplikation mit f. Zeige, da8 || M| = || f|| L.

7. Wir betrachten die Abbildung
® : [a,b] = Hom(C([a,b] x [c,d]), C([c,d])) , == (f = (y— flz,9))) .
Zeigen Sie, dafl ®(x) stetig ist, aber ® : [a,b] — L(C([a,b] X [¢,d]),C([c,d])) nicht
stetig ist.
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56 Kontraktionen und Fixpunkte

Sei (X, d) ein metrischer Raum, U C X eine Teilmenge und f : U — X eine Abbildung.

Definition 56.1 Die Abbildung f heiffit Kontraktion wenn es eine Zahl ¢ € [0,1) gibt, so

dafs
d(f(x), f(y)) < cd(z,y)

fiir alle x,y € U gilt.
Hier sind einige Beispiele.
1. Eine konstante Abbildung ist eine Kontraktion mit ¢ = 0.

2. Die Identitat ist genau dann eine Kontraktion, wenn X genau aus hochstens einem
Punkt besteht.

3. Sei (E,||.||) ein normierter Raum, A € L(E,E), e € E und gelte ||A]| < 1. Dann
ist die Abbildung
E>er f(e) : =€+ Ae

eine Kontraktion mit der Konstanten ||Al|. In der Tat ist
d(f(e), f(€) = [[A(e — )| < [|Alllle = €'l| = [|Alld(e, €') .
Definition 56.2 Ein Punkt u € U heifit Fizpunkt von f, wenn f(u) = u gilt.

Lemma 56.3 FEine Kontraktion hat hichstens einen Fizpunkt.

Proof. Sei ¢ wie in [56.1L Wir nehmen an, dafl =,y € U Fixpunkte der Kontraktion f sind.
Dann gilt d(z,y) = d(f(x), f(y)) < ¢-d(x,y). Diese Ungleichung kann aber nur gelten,
wenn d(x,y) = 0 ist, im Fall da§ = = y gilt. O

Lemma 56.4 Sei f eine Kontraktion. Wenn X wvollstindig und f(U) C U gilt, dann
ezistiert ein Fixpunkt von f.

Proof. Wir withlen ¢ € U und setzen x; := fi(x¢). In der Tat ist wegen der Voraussetzung
an f auch z; € U.

Wir zeigen, daf die Folge (z;) eine Cauchyfolge in X ist. Es gilt.
d(zi, Tir1) = d(f(Tio1), f(20) < ¢ d(Tim1, 70) -
Durch Iteration dieser Ungleichung bekommen wir fiir alle « € N die Ungleichung

d(zi, vip1) < d(xo, 21).
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Die geometrische Reihe
Z ¢ - d(zg, T1)
=0

mit ¢ € [0,1) ist eine konvergente Majorante von

o0

Z d(%’, l’z‘+1) 0

i=0
Sei € € R” gegeben. Dann wéahlen wir ng € N derart, daf} fiir alle n,m € N mit ng < n,
ng < m gilt
m
Z d(z;, xip1) < €.
i=n+1

Mit der Dreicksungleichung schliefen wir

Da X vollsténdig ist, gibt es den Grenzwert lim, ...z, = z. Da fiir alle n € N gilt
x, € f(U) muB auch x € f(U) C U gelten.

Nun ist
f($) = 11mn%oof(xn) = 1imnﬁoo$n+1 =x.

Also ist x ein Fixpunkt von f. O

Wir betrachten einen topologischen Raum X und den Raum Cy(X,R) mit der Norm
IfI]:= supex [ f()]-

Lemma 56.5 Sei A C Cy(X,R) eine abgschlossene Unteralgebra mit 1 € A. Dann gelten:
1. Aus f € A und f >0 folgt \/f € A.
2. Aus f € A folgt |f| € A.
3. Aus f,g € A folgt min{f, g} € A und max{f,g} € A.

Proof. Sei f € A und f > 0. Wir nehmen zunéchst an, da ||f — 1|] < 1 — 2¢ fiir ein
¢ € R”. Wir suchen eine Funktion v € A mit (1 —u)? = f. Diese Gleichung ist dquivalent
zu

u_%a—f+ﬁy
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Wir betrachten die Abbildung

B:A— A, @(u)zéa—fﬂ?).

Um die Existenz von u zu zeigen, geniigt es, die Existenz eines Fixpunktes von ® nach-
zuweisen. Dazu zeigen wir, da ®(B(0,1 —¢) N A) C B(0,1 —¢€) N A gilt und ®|5(,1-¢)na
eine Kontraktion ist. In der Tat gilt fiir v € B(0,1 —¢)N A

=% =g 3

1 1 1
o < |11 = —||v?]] < =1— €.
l2@)ll < FlIL = £l + 510l < —5=+ — 5

Wir schlieflen

®(B(0,1—€¢)NA)CB0O,1—¢NA.
Weiter ist fir alle x € X.
|® (o) (2)—|@(v1)(2)| = %|v0(m)2—v1(x)2| = %|vo($)+vl($)|Ivo(w)—vl(l’ﬂ < (1—€)|vo(x)+v1(z)|

Also gilt
[ (o) — @(v1)]| < (1= €)ljvo — wvil].

Als abgeschlossene Teilmenge des vollsténdigen Raumes Cy( X, R) ist A vollsténdig. Des-
halb hat ® einen Fixpunkt in B(0,1 —¢) N A.

Sei f € Aund f > e. Da f beschrankt ist, finden wir ein A € R” mit Ae < A\ f < % Dann
gilt \/Af € A und deshalb auch /f = %\/)\f € A.

Sei nun f € A und f > 0. Dann gilt fiir jedes n € N dafl /f + % € A. Weiter gilt
Vi<yits < Vit
= n = \/ﬁ ?
also [|v/f + =/ fl| < £ und lim, o/ f + + = /f. Da A abgeschlossen ist, gilt /f € A.

Sei nun f € A. Wegen |f| = /f? gilt | f| € A. Weiter gilt

O
56.1 Aufgaben
1. Sei z € (3,2). Wir setzen z¢ := 1 und definieren rekurisiv
1
Ty, 1= 5(1 —z+a2_ ).
Zeigen Sie, daB 1im, ..z, = /2 gilt. Wie gro mufl man n wihlen, daf} |z, —/z| <

10710 gilt.
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57 Kompaktheit und Stone-Weierstrafl

Wir betrachten einen topologischen Raum X.

Definition 57.1 Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie (Uy)ier von offenen
Teilmengen mit | J,c; I; = X.

1. Die Familie aller offenen Teilmengen von X ist eine Uberdeckung.
2. Ist B eine Basis fiir die Topologie von X, dann ist B eine offene Uberdeckung.

3. Die Familie der euklidischen Bélle (B(z,n))zezn ist eine offene Uberdeckung von
R™.

Ist (U;)ier eine offene Uberdeckung von X und J C I eine Teilmenge derart, daf (=
X, dann heiit (U;);cs eine Teiliiberdeckung. Wenn J endlich ist, dann spricht man von
einer endlichen Teiliiberdeckung.

Definition 57.2 Der Raum X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endli-
che Teiliiberdeckung enthdlt.

Sei z € X ein Punkte in einem topologischen Raum. Eine Familie (U;);c; von Teilmengen
von X ist eine Umgebungsbasis von x, wenn fiir jedes ¢ € I die Teilmenge U; eine Umge-
bung von zx ist und fiir jede Umgebung U von x ein Index 7 € [ existiert, so dal U; C U
gilt.

Definition 57.3 FEin topologischer Raum erfillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn je-
der Punkt von x eine hichstens abzihlbare Umgebungsbasis besitzt.

1. Ein metrischer Raum erfiillt das erste Abzahlbarkeitsaxiom. In der Tat ist die Fa-
milie der Bélle um einen Punkt mit rationalen Radien eine abzéhlbare Umgebungs-
basis.

2. Das erste Abzidhlbarkeitsaxiom impliziert, daf} die Begriffe Abschluff und Folgen-
abschlufl zusammenfallen. Genauer gilt folgendes. Sei X ein topologischer Raum,
(Us)ier eine abzéhlbare Umgebungsbasis eines Punktes x € X und A C X eine
Teilmenge.

Lemma 57.4 Es gilt v € A genau dann, wenn es eine Folge (a,)nen i A mit
r = 1lim, ,a, gibt.

Proof. Fiir die nichttriviale Richtung sei # € A. Indem wir U; durch ﬂ;zo U; erset-
zen, bilden wir eine neue, nun absteigende Umgebungsbasis von z. Dann kénnen in
der Tat wir fiir jedes n € N einen Punkt a,, € AN U, wéihlen. O
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3. Sei X ein topologischer Raum und (U;);c; eine abzdhlbare Umgebungsbasis eines
Punktes x € X. Unten werden wir das folgende Argument benutzen.

Lemma 57.5 Ist x kein Haufungspunkt einer Folge (x,)nen in X, dann existiert
eine Umgebung U von x, welche nur endlich viele Glieder der Folge enthdlt.

Proof.  Wir nehmen das Gegenteil an. Sei (U;);en eine absteigende abzdhlbare
Umgebungsbasis.

Wir setzen z(0); := a; fiir ¢ € N. Wir bilden nun induktiv Teilfolgen (x(k);)ien
fir £ € N durch die Vorschrift, daf$ (z(k + 1););en die Teilfolge derjenigen Glieder
von (x(k);)ien ist, welche in Uy liegen. Dies ist nach unserer Annahme moglich.
Beachte, dafl wir die Teilfolgen immer wieder durch N indizieren. Dann gilt aber
lim; ooz (i)o = x. Widerspruch. O

Lemma 57.6 1. Das erste Abzdhlbarkeitsaxiom in Kombination mit Kompaktkeit im-
pliziert Folgenkompaktheit.

2. Fiir metrische Raume sind die Eigenschaften folgenkompakt und kompakt dquivalent.

Proof. Sei X kompakt und (x;),e; eine Folge. Wir nehmen an, daf§ diese Folge keine
konvergente Teilfolge hat. Dann gibt es nach Lemma fiir jeden Punkt y € X eine
Umgebung U, die hochstens endlich viele Glieder der Folge enthélt. Die Familie (Uy),ex ist
eine offene Uberdeckung von X. Wir kénnen nun eine endliche Familie (yi)ier auswihlen
so daB |J,c; Uy, = X gilt. Da in jedem U, héchstens endlich viele Glieder der Folge
enthalten sind, die Folge selbst aber unendlich viele Glieder hat, ist das unmoglich.

Die Aussage 1. kann insbesondere auf metrische Raume angewendet werden. Dies zeigt
die erste Halfte von 2.

Wir nehmen nun an, dafi X nichtleer, metrisch und folgenkompak®t ist. Sei (U;)ier eine
offene Uberdeckung. Fiir n € N'\ {0} definieren wir

An::{xeX|(3i6[:\B(:c,%)gUi)}.

Wir setzen Aj := (). Die Folge (Ay)nen ist aufsteigend und es gilt |, oy 4n = X.

Wir zeigen nun, dafl es ein n € N mit A, = X gibt. Andernfalls kénnten wir fiir jedes
n € Nein x,, € X finden mit x,, & A,,. Nach Auswahl einer Teilfolge kénnen wir annehmen,
daB die (z,) den Grenzwert x hat. Dann gibt es ein ¢ € I mit « € U;. Es gibt weiter ein
r € R” mit B(z,2r) C U;. Es gibt schlieBlich ein ng € N mit z,, € B(z,r) fir alle n € N
mit ng < n. Wenn n € N die Bedingungen n > ny und % < r erfiillt, dann gilt z,, € A,.
Widerspruch.

Wir konstruieren nun rekursiv eine endliche Teiliiberdeckung. Sei n € N mit A4, = X.
Wir wéhlen 7; € X und beginnen die die Rekursion.
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Seien j; € I fur i € {1,...,k} gewahlt. Wenn X = Ule U;, = X gilt, dann sind wir
fertig. Andernfalls finden wir ein z;, € X \ Ule Uj,. Wir wéhlen j, € I derart, daB
x € B(x,2) C Uj,,, gilt und beginnen von vorn.

Wenn diese Rekursion nicht abbricht, dann erhalten wir eine Folge (x;). Da d(z;, ;) > +
fiir alle 7,5 € N mit ¢ # j hat diese Folge keine konvergente Teilfolge im Widerspruch zur
Annahme der Folgenkompaktheit von X. O

1. Eine beschriankte und abgeschlossene Teilmenge in R"™ ist kompakt.
2. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt (Ubungsaufgabe).
3. Eine stetige R-wertige Funktion auf einem kompakten Raum ist beschrénkt.

4. Der Einheitsball in C([0, 1]) ist nicht kompakt. In der Tat ist er nicht einmal folgen-
kompakt. Die Folge (sin(7mnx)) hat keine konvergente Teilfolge. In der Tat gilt fiir
n # m daf} || sin(mnx) — sin(mmz)|| = 1. Dazu miissen wir nur einen Punkt x € [0, 1]

finden mit 7nz € 7Z und Tma € 7(Z + 3). Setze z == 2(|n£m|).

Sei A C RX.

1. A ist eine Algebra, wenn sie ein Untervektorraum und unter dem Produkt abge-
schlossen ist.

2. A trennt die Punkte, wenn fiir je zwei Punkte z,y € X mit x # y ein Element

f € A existiert mit f(z) # f(y).
1. C(X,R) C R¥ ist eine Algebra.

2. Wenn X metrisch ist, dann trennt C'(X,R) die Punkte. In der Tat, seien z,y € X
und x # y. Dann ist z — d(z, 2) stetig und es gilt d(z,z) = 0 und d(z,y) # 0.

3. Wenn X chaotisch ist und mehr als einen Punkt hat, dann trennt C'(X,R) die
Punkte nicht.

Wir betrachten nun einen kompakten topologischen Raum X. Dann besteht der Raum
C(X,R) (der reell-wertigen stetigen Funktionen) aus beschrénkten Funktionen und ist

ein vollstéandiger normierter Raum mit der Norm || f|| = sup,cx | f(2)]-

Proposition 57.7 (Stone-Weierstraf3) Sei A C C(X,R) eine Algebra, welche die Punk-
te trennt und 1 enthdlt. Dann gilt A = C(X,R).

Proof. Wir sehen zunichst ein, daB A eine Algebra ist.
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Seien z,y € X und x # y sowie s,t € R gegeben. Dann finden wir eine Funktion g € A
mit g(z) = s und g(y) = t. Dazu wihlen wir zunédchst f € A mit f(z) # f(y). Dann

setzen wir
_ i) =@
fl@)=fly) fly) - fl@)
Da A ein R-Vektorraum und 1 € A ist, gilt g € A C A.

+ 8

Wir betrachten f € C(X,R). Sei nun ¢ € R> gegeben. Wir konstruieren dann h € A mit
If = hll <e.

Sei € X zunichst fest. Fiir jedes y € X wihlen wir g, € A mit g,(x) = f(z) und
g(y) = f(y).

Dann wihlen wir fiir jedes y € X eine Umgebung U (y) derart, da8 fiir z € U, gilt g,(2) <
f(2) + €. Da X kompakt ist, finden wir eine endliche Familie (y;)e; mit (J,c,; U(y:) = X.
Wir setzen
h, :=ming,, € A .
el

Dann gilt h, < f+e. Nun gilt h,(z) = f(z). Wir finden eine Umgebung V' (z) derart, dafl
f(2) — € < hy(2) fiir alle z € V(z) gilt. Wir finden eine endliche Familie (zy)rex derart,
daB (e re V (k) = X. Wir setzen h := maxpeg ha, € A. Dann gilt || f — || < e O

Hier ist die komplexe Version.

Lemma 57.8 Sei X ein kompakter topologischer Raum und A C C(X,C) eine Algebra
mit

1.1cA

2. A trennt die Punkte

3. mit f € Aist feA.
Dann gilt A = C(X,C).

Proof.Aus f € Afolgt Re(f) € Aund Im(f) € A. Wir sehen damit, dal Ag := ANC(X,R)
die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstraf erfiillt. Sei jetzt f € C (X,C). Dann
gilt Im(f),Re(f) € Ag C A und folglich f = Re(f) + iIm(f) € A. O

1. Sei X C R kompakt. Dann ist R[z] dicht in C(X,R). In der Tat ist Rlz] eine
Algebra und 1 € R]z]. Schon die linearen Polynome trennen die Punkte. Jede stetige
Funktion auf X kann also gleichméflig durch Polynome approximiert werden.
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2. Ist X C C kompakt und hat ein nicht-leeres Inneres, dann ist C|[z] nicht dicht
in C(X,C). Die stetige Abbildung X > z — z € C kann nicht gleichmé&Big ap-
proximiert werden (Beweis wird in der Funktionentheorie erbracht). Die Algebra

C[z] ist nicht abgeschlossen unter komplexer Konjugation. Andererseits ist C|z, z]
in C(X, C) dicht.

3. Sei S C R? der Einheitskreis, den wir durch x — (sin(z), cos(z)) parametrisieren.
Wir betrachten die Algebra A C C(S',C) der trigonometrischen Polynome (mit
komplexen Koeffizienten) der Form

k
2minx
T +— E an€ 5

n=—~k

In der Tat ist die Funktion z — exp(2miz) eine stetige Funktion auf S', da sie in der
Form cos(z) + isin(x) geschrieben werden kann. Damit sind alle trigonometrischen
Polynome stetig.

Die Teilmenge A C C(S*,C) ist eine Algebra mit Eins und mit f € A gilt f € A.
Die trigonometrischen Polynome trennen die Punkte. In der Tat ist x +— exp(2miz)
schon injektiv.

Jede stetige Funktion auf S* kann also gleichmiBig durch trigonometrische Polyno-
me approximiert werden.

57.1 Aufgaben

1. Sei X ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dafl die abgeschlossene Einheitskugel in
Cy(X,R) genau dann kompakt ist, wenn X endlich ist.

58 Vervollstandigung

Wir betrachten einen metrischen Raum (X, dx).

Definition 58.1 Line Vervollstindigung von X besteht aus einem metrischen Raum (X,dx)
und einer Abbildung ¢ : X — X mit folgenden FEigenschaften:

1. (X,dg) ist vollstindig.
2. 1: X — X ist isometrisch.
3. (X) C X ist eine dichte Teilmenge.

Proposition 58.2 Jeder metrische Raum (X, dx) besitzt eine Vervollstindigunyg.

Proof.
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1. Wir konstruieren zunéchst die unterliegende Menge von X. Sei X C XN die Teil-
menge aller Cauchyfolgen in X. Fiir zwei Folgen z := (z,,) und y := (y,,) definieren
die neue Folge x * y durch

o Tn n gerade
(% 4 = Yn1 m ungerade

»

Wir definieren auf X die Relation

x ~y:= (x xy is Cauchyfolge) .

Lemma 58.3 Die Relation x ~ vy ist eine Aquivalenzrelation.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Wir definieren ) }
X=X/~ .

2. Wir definieren nun die Abbildung ¢ : X — X und eine Metrik dg. Wir setzen
vz) = (x,), mitx,:=x YneN.

Seien nun z,y € X. Wir beobachten zunichst, daB N 3 n dx(xn,yn) € R eine
Cauchyfolge ist. Wir setzen

dX(I, y) = limn%oodX(xn; yn) .

Lemma 58.4 Die Abbildung
dg : X x X =R, d([z],[y]) == d(z,y)
ist wohldefiniert und eine Metrik auf X.

Proof. Ubungsaufgabe. O

Die Abbildung ¢ : X — X ist offensichtlich isometrisch.

3. Wir zeigen nun, da$ X vollstéindig ist. Sei (x(i)) := (2(i),):en eine Folge von Folgen
derart, daf3 ([z(i)]) eine Cauchyfolge in X ist. Wir withlen eine monoton wachsende
Folge (no(k)) natiirlicher Zahlen derart, daB dx([z(i)], [2(j)]) < 5 fiir alle i,j €
N mit ng(k) < 7 und no(k) < j gilt. Wir wéhlen dann ein mg(k) derart, dafl
dx (z(no(k))r, z(no(k))s) < 57 fiir alle 5,7 € N mit mo(k) < r und mo(k) < s gilt.
Dann setzen wir

o = (mo () mat -
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Lemma 58.5 FEs gilt dann fir k < k' daff ds(yk, yr) <
ist eine Cauchyfolge und es gilt

% ist. Die Folge y := (yx)

limi o[z (d)] = [y] -

Proof. Schétze ab
A (D), ©(0(k) ) mo@) < A ()i 2(8)or) 42D 2108 )+ 010 (8) s (120 (k) o) -
Sei € € R~ gegeben. Wihle zuniichst [ € N derart, dal [ > ¢~!. Dann wihlen wir:

(a) @ 2> no(l)
(b) k> 1 und so dafl d(z(i)s, (7)) < € fiir s,t > k.
(¢) m > max{mg(k), k} so groB daB d(x(i)m, z(no(k))m) < €.

Dann ist d(z(i)k, (10 (k))moex)) < 3€. Wir schlielen, daf
llmz%oollmk—)ood(x(z)kv yk) =0,

also lim; ,.z(7) = y. O

4. Wir zeigen, daf +(X) C X dicht ist. Sei (z,) eine Cauchyfolge in X und [z] € X
Wir betrachten die Folge y,, := [¢(x,,)] in X. Dann gilt 1im, .y, = [z].

In den folgenden Punkten erkléiren wir einige weitere Eigenschaften der Vervollstdandigung.

1. Wenn (X,dx) vollstindig ist, dann ist (X,dyx) mit idxy : X — X seine Ver-
vollstéandigung.

2. Wir betrachten ein Diagramm

in welchem die obere Zeile eine Vervollstdndigung ist und f gleichméfig stetig ist.
Lemma 58.6 Es existiert genau eine stetige Fortsetzung f.

Proof. Da 1(X) eine dichte Teilmenge von X und f auf dem Bild von ¢ schon
bestimmt ist, ist eine Fortsetzung eindeutig, wenn sie existiert.

Wir konstruieren nun eine Fortsetzung. Dazu machen wir fiir jeden Punkt z € X
die folgende Konstruktion. Wir wéhlen eine Folge (z,,) in X mit lim, ,.t(x,) = .
Wir setzen

f(z) :=lim, oo f(z0) -
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Wir miissen zeigen, dafl dieser Grenzwert existiert. Da f gleichméfig stetig ist,
schliefit man leicht, daf8 (f(x,)) eine Cauchyfolge in Y ist. Da Y vollstiandig ist,
konvergiert diese Folge.

Wir zeigen nun, daf diese Fortsetzung f gleichméiBig stetig ist. Sei € € R> gegeben
und 7,y € X. Dann haben wir oben Folgen (x,,) und (y,) in X gewihlt. Wir wihlen
zunéichst 6 € R~ derart, dafl aus dx (u,v) < 36 folgt dy (f(u), f(v)) < 5. Wir wihlen
weiter ein n derart, dal dg(u(z,), z) <9, dy (f(zn), f(z)) < 5, dg((yn),y) < 6 und
dy (f(yn), f(y)) < § gilt. Dann gilt

dy (f(2), f(y)) < dy(f(2), f(zn)) + dy (f(@n), f(yn)) + dy (£ (Wn), F(1)) -
Aus dg(z,y) < 0 folgt dx (2, yn) < 36 und damit dy (f(z), f(y)) < e. O

3. In Lemma [58.6| kann man die Bedingung, dafl f gleichméBig stetig ist, nicht einfach
weglassen. Als Beispiel betrachten wir die Abbildung =z — 2! : (0,00) — R.
Dann ist die Einbettung ¢ : (0, 00) — [0, 00) eine Vervollstéandigung und R ist auch
vollstandig. Es gibt aber keine Fortsetzung der Abbildung.

58.1 Aufgaben
1. Zeigen Sie Lemma [58.3]
2. Zeigen Sie Lemma [58.4]
3. Zeigen Sie Lemma [58.5]

59 L*-Riume via Vervollstindigung

Wir betrachten den Raum C'(][0, 1]) mit dem Skalarprodukt

Vo) / F(@)g(@)de | (16)

Dann ist
1fllz2 == V£, )
eine Norm und
drz(f,9) = |If — gllz2

eine Metrik. Der metrische Raum (C(]0, 1]), dy2) ist nicht vollstandig. Hier ist ein Beispiel
fiir eine Cauchyfolge (f,,) in C(]0, 1]), die keinen Grenzwert in C'([0, 1]) hat:

0 z€(0,1— ]
fla)=q le=(z==2)) s€f=5.5+=) (17)
1 T €3+ 5,1]
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Folglich ist C([0, 1]) mit dem Skalarprodukt auch kein Hilbertraum. Durch den Pro-
zess der Vervollstéindigung konnen wir jedoch einen Hilbertraum konstruieren. Dazu de-
finieren wir den metrischen Raum

(L*([0,1]), dzz)

als die Vervollstandigung von C([0, 1]). Letzteren verstehen wir von nun an als Teilmenge
von L2([0, 1]).

Die Struktur eines C-Vektorraumes und das Skalarprodukt erhalten wir eindeutig durch
stetige Fortsetzung der entsprechenden Strukturen auf C([0,1]). Wir erkldren das am
Beispiel der Addition

+:C([0,1]) x C([0,1]) — C([0,1]) .

Sei f € C([0,1]). Wir schranken diese Abbildung zuéchst ein zu { f} xC([0, 1]) — C(]0, 1]),
g — [ + g. Diese Abbildung ist gleichmiiflig stetig und setzt sich fort zu L?([a,b]) —
L*([a,b]), g — f + g. Diese setzen wir nun fiir festes g weiter fort zu einer Abbildung

+: L*([0,1]) x L*([0,1]) — L*([0,1]) .

Nach Konstruktion ist (L*([0,1]), ||...||z2) ein Banachraum. Ein Punkt in L*([0, 1]) ist
nach dieser Konstruktion eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen in C([a, b]).

Wir betrachten nun ¢,d € [a,b) mit ¢ < d. Wir wollen die einfache Funktion x[.q mit
einem Element in L?([a,b]) identifizierem. Dazu approximieren wir y.q durch stetige
Funktionen wie folgt:

0 ze0,c—1)
nz—c+3i) =zelc—1i¢
folz) = 1 z€cd—1)}
l-n(z—d+1) zeld-14d
0 z>d
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Es gilt
b
Lim, o / 1£a(2) — (@) Pdz = 0 .

Die Folge (f,) ist eine Cauchyfolge in C([a,b]) und representiert x.q4) in L*([a,b]). Wir
dehnen diese Konstruktion zu einer linearen Abbildung &([a,b]) — L?([a, b]) aus.

Der Raum L?([0,1]) bildet den adiquaten Rahmen fiir die Theorie der Fourierreihen,
welche wir im folgenden kurz skizzieren.

Wir betrachten die Funktionen

en:0,1] > C, ey(x) = exp(2minx) .

Lemma 59.1 Funktionen (e,)nez bilden ein Orthonormalsystem in L*([0,1]).
Proof. Wir rechnen fiir m # n

exp(2mi(m — n)z)

lo="0

2mi(m — n)

/01 én(z)en(x)dr = /01 lde =1.

Definition 59.2 Fir f € L'([0,1]) heift
an(f) = (€n, f) € C

der n-te Fourierkoefficient und die Reihe

Z an(f>6n

neZ

und

in L*([0,1]) ist die Fourierreihe von f.

Wenn f stetig ist, dann gilt

an(f) :/0 exp(—2minz) f(z)dx .

Lemma 59.3 Die Fourierreihe von f € L*([0,1]) konvergiert.
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Proof. 'Wir berechnen

k k k
| Z an(f)en_f“%Q = <Z an(flen — [, Z an(f)en — f)
k
= flE: = D laa(HP
n=—k
und fir £ < &
k K
1Y anlfea— D anlPlenlle= D laa(f)?.
n=—k n=—Fk’ [n|e{k+1,... .k}

Die erste Gleichung zeigt, daff die monoton wachsende Folge k — Y2¢__ |a,(f)]* durch
|| f1|? beschriinkt und damit konvergent ist. Die zweite Gleichung zeigt dann, daf die Par-
tialsummen der Fourierreihe eine Cauchyfolge bilden. Damit konvergiert die Fourierreihe
in L2([0,1]). O

Es ergibt sich nun die Frage, gegen welches Element von L?([0, 1]) die Fourierreihe von f
konvergiert.

Proposition 59.4 Es gilt >, a,(f)e, = f
Proof. Wir betrachten die lineare Abbildung

©: L([0,1]) = LX([0,1]) ,  f Y an(f)

Es gilt
1e(NlIze = Y lan(N)IP < If1Z2 -

nez
Damit ist @ stetig.

Sei A C L?([0,1]) die lineare Hiille der Familie (e, ),ecz. Dann gilt
A C Cper([0,1],C) := {f € C([0,1];C) | £(0) = f(1)} € L*([0,1]) .

Es gilt |4 = ids. Wenn A dicht in L*([0,1]) ist, dann folgt daraus ® = id, also die
behauptung.

Sei f € L*([0,1]) fixiert. Sei ¢ € R> gegeben. Dann finden wir nach Definition von
L?([0,1]) durch Vervollsténdigung ein ¢ € C([0,1]) mit [|¢ — f||z2 < §. Wir finden nun
weiter ein ¢ € Cpe,([0,1]) mit || — @||z2 < 5. Dazu multiplizieren wir (b mit einer geeig-
neten Funktion x € C(]0, 1]) deren Tréger in (0, 1) enthalten ist. Schliefllich finden wir ein
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Element x € A mit [|¢) — k|~ < 5 (Stone-Weierstral). Dann gilt auch [ji) — x||z2 < 3.
Alles in allem gilt || f — k|22 < e. O

Im folgenden Bild ist die 10te Fourierapproximation der Funktion z auf dem Intervall
[—7, 7] dargestellt.

Corollary 59.5 Wenn f € L*([0,1]) und {f,e,) = 0 fiir allen € Z gilt, dann gilt f = 0.
Corollary 59.6 Fir f € L*([0,1]) gilt die Parsevalsche Gleichung || f||7: = >_,.cz lan(f)|*.

Im folgenden benutzen wir die Parsevalsche Gleichung fiir die Berechnung der Werte
einiger interessanter Reihen.

Wir wenden die Parsevalsche Gleichung zunéchst auf die Funktion x an. Es gilt fiir n #£ 0

1
2min

1
an,(x) = / e 2Ty = —
0

und a(z) = . Damit gil

11 2 1
3 4 47r2n:17127
also
> 1_7T2
n:1n2_6

Wir wenden die Parsevalsche Gleichung auf f = x4 an. Es gilt fiir n # 0

1 — exp(—2minx)

enlf) = [ exp(~2miny)dy =

2min
und ao(f) = x. Wir rechnen fiir n # 0.

1 — cos(2mnz)
2122

|an|2 =
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Die Parsevalsche Gleichung liefert die Identitét

1 — cos(2mnz)
=z + Z 2,2 :

Wir setzen x = % ein und erhalten

oder

> 1 T
I it

n=1

Weiter erhalten wir fiir x € [0, 1] die Gleichung

=L cos(2 1
ZCOS 7TTL’E 7r2<$2—];—|——

) .
n=1 6
Wir haben gesehen, dafi die Fourierreihe von f € L?([0,1]) in der Norm || ... ||z gegen

f konvergiert. Ist f reguldrer, dann kann man die Konvergenzaussage verbessern. Die
Bedingungen im folgenden Satz sind nicht optimal, erlauben aber einen einfachen Beweis.

Proposition 59.7 Wenn f € C*(R) periodisch mit der Periode 1 ist, dann konvergiert
die Fourierreihe gleichmdf$ig gegen f.

Proof. Wir rechnen mittels partieller Integration

1 ~ e - 1 |
= / f(x)e—Qﬂ'znxdl, _ : / f/ (w)e—Qﬂ'mxdx — . / fl/(x)e—%rznxdx

2min 4A7r2n?2

Es gilt also |a,(f)| < 5 fiir C := ”f - ”"" - Damit konvergiert >, ., an(f)e 2mine gleichméBig

gegen eine stetige Funktlon f. Es gllt weiter a,(f) = a,(f) fiir alle n € Z und folglich
f=r m

Die folgenden Bilder zeigen eine Folge von Fourierapproximationen, welche mit der App
http://www.falstad.com/fourier/ erzeugt wurden. Man beachte die gleichméfiie Ap-
proximation in stetigen Bereichen und das Verhalten an den Sprungstellen (Gibbssches
Phénomen). Mit dieser App kann man den Effekt der Approximation auch héren.
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59.1 Aufgaben

1. Zeige, daf} die in definierte Folge eine Cauchyfolge ist, aber keinen Grenzwert
in (C([0,1]),drz2) hat.

2. Sei f € C([0,1]) und gelte fol e?™ne f(1)dx = 0 fiir alle n € Z. Zeige, dal dann f = 0
gilt.

3. Berechne ) 7, # Betrachte dazu die Parsevalsche Gleichung fiir Funktionen x*

fiir k = 0,1, 2.

60 Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen

Seien FE, F' normierte reelle Vektorrdume. Sei U C E eine offene Teilmenge, u € U und
f U — F eine Abbildung. Wir wollen diese Abbildung in der Néhe von u in der folgenden
Weise zerlegen:
lineare
f(z) = Konstante + Abbildung + Rest .

max—u

Dabei soll der Rest fiir # — u kleiner sein als jede lineare Abbildung. Diese Idee wird
durch den Begriff der Ableitung préziese gemacht.

Definition 60.1 Die Abbildung f ist im Punkt u differenzierbar, wenn es eine beschrinkte

lineare Abbildung A € L(E,F) und eine Abbildung r : U — F gibt derart, daf8 fir alle
rxelU
f(@) = f(u) + Alz —u) +r(z)

und
r(z)

"
I = |

lim, .,
qilt.
Lemma 60.2 Die beschrinkte lineare Abbildung A € L(E, F) ist eindeutig bestimmdt.
Proof. Seien A, A’ € L(E, F') zwei verschiedene beschrinkte lineare Abbildungen, so daf
f@) = fu)+ Al —u) +r(z), flz)=f(u)+A(z—u)+r'(z)

und

gelten. Dann gilt
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Es gibt ein £ € E mit (A — A)¢ # 0. Sei X C R eine Umgebung von 0 derart, daf
u+t& € U fir alle t € X gilt. Fiir t € X gilt dann

t(A—ANE) =r(u+te) —r'(u+tf) .

Wir dividieren diese Gleichung durch [|#£|| und betrachten den Grenzwert fiir ¢ — 0. Fiir
die rechte Seite gilt

lim g (r(u+t) —r'(u+t£))=0.

1
€]
Die linke Seite hat die Form
sign(t)[[€]| 71 (A — A)(E)

und sicher keinen Grenzwert fiir £ — 0. Wir erhalten also einen Widerspruch. O

Definition 60.3 Wenn die Abbildung f im Punkt u differenzierbar ist, dann heifit die
lineare Abbildung A die Ableitung von f im Punkt u und wird mit df (u) := A bezeichnet.

1. Wir beobachten, dafl die Eigenschaft differenzierbar zu sein und die Ableitung selbst
nur von den Aquivalenzklassen der Normen auf F und F' abhéngen.

2. Sei
f:E—=>F

eine beschrénkte lineare Abbildung und v € E. Dann ist f im Punkt u differenzier-
bar und es gilt df (u)(§) = f(€) fir alle £ € E. In der Tat gilt

f(@) = flu) + flz —u) .
Insbesondere verschwindet der Restterm.
3. Sei (...,...) ein Skalarprodukt auf E. Wir betrachten die Abbildung
f:E—=R, f(z):=(zx).
Sei u € E. Es gilt
(x,x) = (u,u) + 2(u, (r —u)) + (x — u, z — u) .
Daraus lesen wir ab, da} f im Punkt u differenzierbar ist und
df (u) (&) = 2(u, &)
gilt. In der Tat ist die Abbildung £ — R, £ — 2(u, &) linear und es gilt

(r —u,z —u)

lim, ., =lim, ,,[jz —ul]| =0,

[ = ull

wenn wir fiir || .. .|| die durch das Skalarprodukt induzierte Norm nehmen.
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4. Sind fo, f1 : U = F im Punkt u differenzierbar und A € R, dann ist fo + Afi in u
differenzierbar und es gilt d(fo + Af1)(u) = dfo(u) + Adfi(u). Ubungsaufgabe!

5. Wir betrachten die Abbildung I : GL(E) 2 A+~ A™' € GL(E). Es gilt
dI(S)=—-A"1SA™".

Wir benutzen dazu die Identititéit (A + S) = > o2 ,(—=1)"(A~1S)"A~! fiir solche
S e L(E,E)mit |[E| < ||A7YL.

Lemma 60.4 Wenn f im Punkt u differenzierbar ist, dann ist f in u stetig.
Proof. Es gilt
Limg o f(v) = 1imgpoo (f (w) + df (u) (@ — u) 4+ 7(2)) = f(u) .

Wir verwenden hier, dafl df (u) als beschrénkte lineare Abbildung stetig ist und 1im, ,or(x) =
0 gilt. O

Wir nehmen an, daf§ f im Punkt v differenzierbar ist. Wir betrachten jetzt einen weiteren
normierten Vektorraum G. Sei V' C F offen derart, dal f(U) C V gilt und g : V — G
eine im Punkt f(u) differenzierbare Abbildung.

Lemma 60.5 (Kettenregel) Die Abbildung gof : U — G ist im Punkt u differenzierbar
und es qilt die Kettenregel

d(g o f)(u) = dg(f(w)) o df (u) .
Proof. Wir schreiben
f(@) = f(u) +df(u)(z —u) +r(z) ,  g(w)=g(f(v)) — dg(f(u))(w — f(u)) + s(w) .
Dann gilt
9(f(2)) = g(f(u) —dg(f(

S
=
Q)
|
=
g
_|_
2
=
Q)

= g(f(w)) = dg(f(w)(f(u) + df (u)(z — u) +r(z) = f(u)) + s(f(2))
= g(f(u)) +dg(f(u)) o df (u)(z — u) + [dg(f(u))(r(z)) + s(f(x))]
Nun gilt
) e g 2 I
Nun gilt
1imm||dg<f<u>||L<F,G>% "y
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Wir schreiben

|z — ulle f(@) = f(u)
Fiir z — u bleibt /=S Wlr pegchrinkt, es gilt f(v) — f(u) und damit

fo=ulls
lIs(f(@)lle

e —ulle

|H<>ma_{”@&wm$$5@“ f(@) # f(w)

— 0.

Diese Abschiatzungen zeigen, dafl g o f im Punkt u differenzierbar ist und die Ableitung
dg(f(u)) o df(u) hat. 0

Sei v € E. Die Abbildung R 5 ¢t — u + tv € E ist stetig. Es gibt also eine Umgebung X
um 0 € R derart, dal u +tv € U fiir t € X.

Definition 60.6 Die Funktion f ist im Punkt u in die Richtung v differenzierbar, wenn
die Abbildung X >t — f(u+tv) € F im Punkt 0 differenzierbar ist. Die Ableitung

d
d = — t
)= fluk i)
heifst Richtungsableitung im Punkt u in Richtung v.

Lemma 60.7 Wenn f im Punkt u differenzierbar ist, dann ist f im Punkt u in die
Richtung v differenzierbar und es gilt

dy f (u) = df (u)(v) .
Proof. Wir wenden die Kettenregel auf die Komposition
X t—u+to U L F

an. O

Wir nehmen nun an, da§ £ = R" ist. Mit (e;);=1.., bezeichnen wir die Standardbasis.

.....

Definition 60.8 Wir definieren die ite partielle Ableitung von f im Punkt u durch 0;f(u) :=
de, f(u).

Wir nehmen nun an, dafl weiter F' = R™ und

fl

fm

die Koordinatendarstellung von f ist. Wir nehmen an, daf§ f im Punkt u alle partiellen
Ableitungen besitzt.
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Definition 60.9 (Jacobimatrix) Wir definieren die Jacobimatriz von f im Punkt u

durch

Ofi(u) ... Oufl(u)
J(f)(u) = : :
Onfm(u) ... Onf™(u)
Mit Hilfe der Jacobimatrix kann die Ableitung darstellen:

Lemma 60.10 Wenn f im Punkt u differenzierbar ist, dann gilt

df(u)(§) = J(f)(u)-§, §€R”
Proof. Sei & =Y. | &'e; die Basisdarstellung von &. Dann gilt

df(u)(&) = D> df(u)(e)*ex

k=1 =1
= Zzaifk(u)fiek
= J(f)(u)-¢€

Mit Hilfe der Jacobimatrix konnen wir also Ableitungen explizit angeben.

1. Die Polarkoordinaten von R? \ {0} werden durch die Abbildung

p:(o,oo)xR%Rz,(;)H(:Z?r?((jbﬁ)))

gegeben. Die Jacobimatrix dieser Abbildung erfiillt

e = (28 )

Insbesondere gilt det J(P)(r, ¢) = r.
2. Die Polarkoordinaten von R? \ {0} werden durch die Abbildung
r r cos(¢) cos(0)
P:(0,00) xRxR,| ¢ | — | rsin(¢)cos(f)
7 rsin(6)
gegeben. Die Jacobimatrix dieser Abbildung erfiillt

cos(¢) cos(f) —rsin(¢) cos(f) —rcos(¢)sin(6)
J(P)(r,p) = | sin(¢)cos(f) rcos(¢)cos(d) —rsin(¢)sin(h)
sin(f) 0 r cos(0)

Man kann nachrechnen, daf§ det J(P)(r, ¢,6) = r? cos(6).
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3. Wir betrachten ein ideales Gas und die Groflen Volumen V', Druck p und Temperatur

T. Das Gasgesetz besagt, dafl

T
= C—
P=cy

fiir eine gewisse Konstante ¢ € (0, 00) gilt. Wir konnen also den Druck als Funktion
der Temperatur und des Volumes ausdriicken. Insbesondere beschreiben die partielle

Ableitungen

@ cT
Orp=<, Syp=—
TP ; VD 5

die lineare Antwort des Druckes auf kleine Anderungen von Temperatur bzw. des
Volumens wenn die jeweils andere Grofle konstant gehalten wird.

Wir haben folgende Implikationen gesehen

fistin u f besitzt in u alle f besitzt in u alle
differenzierbar Richtungsableitungen partiellen Ableitungen

In den folgenden Beispielen zeigen wir, daf§ die Umkehrungen jeweils nicht gelten.

1. Die Abbildung f : R? — R?,

zly|
e 1.2+y2 (x’ y) % 0
Flo)= { 0 (z,9)=0

besitzt beide partielle Ableitungen. In der Tat gilt fiir alle z,y € R daf§ f(x,0) =
0= f(0,y). Fiir (a,b) € R? und ¢ € R gilt

t|t|ab ab

f(t(a,b)) = P20 Sign(t)m -

Folglich besitzt f auBer den Richtungsableitungen in die Koordinatenrichtungen
keine weiteren.

2. Die Funktion f :R? — R,

23—y

_ ) e (Y #0

—~

besitzt alle Richtungsableitungen in 0, ist aber nicht differenzierbar. In der Tat gilt

f(t(a,b)) = t% und damit dp) f(0) = % Die Abbildung f ist in (0,0) nicht

differenzierbar, da die Abbildung (a,b) — d(, ) f(0) nicht linear ist.

Sei nun f auf ganz U differenzierbar. Wir kénnen die Ableitung von f als eine Abbildung
df : U — L(E, F) verstehen. Wir nehmen an, da§ £ = R™ und F' endlich-dimensional ist.

Lemma 60.11 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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1. Die Abbildung f ist in allen Punkten u € U differenzierbar und die Ableitung df :
U— L(E,F) ist stetig.

2. Fir allei € {1,...,n} und u € U ezistiert die partielle Ableitung 0;f(u) und die
Abbildung U > u — 0;f(u) € F st stetig.

Proof. Wir zeigen zunéchst, daf§ aus 1. die Aussage 2. folgt. Seii € {1,...,n} und u € U.
Dann gilt

0, f (u) = df (u)(e;) .
Die Abbildung u — 0; f (u) ist stetig, da sie als Komposition stetiger Abbildung (die zweite
Abbildung ist linear)

US LE RS F

geschrieben werden kann.

Wir zeigen nun, daf aus 2. die Aussage 1. folgt. Es reicht, die Implikation fiir den Fall zu
zeigen, dafl ' = R ist. Den allgemeinen Fall erhdlt man durch Betrachtung der Kompo-
nenten von f beziiglich einer Basis von F. Der Grund fiir die Einschrankung auf F' = R
ist, dafl wir im Beweis den Mittelwertsatz anwenden wollen.

Sei nun f stetig partiell differenzierbar. Wir nehmen an, daf} f alle partiellen Ableitungen
besitzt und daf diese stetig sind. Sei u € U. Da U offen ist finden wir ein ¢ € R~ derart,
daf3 B”m”oo(u, €) C U gilt. Im Folgenden ist v € By e (u,€).

Nach dem Mittelwertsatz existieren y; € [u;, v;], @ € {1,...,n} derart, dafl

f) = flvr,. ., 0n_1,un) + (Vn — un) (Onf)(V1, -+, Un_1,Yn)
= f(v1,.. ., Vn—2,Un—1,Un) + (Vn—1 — Up—1)On—1f(V1, ..., Vn—2, Yn—1, Un)
+(Un - un)<anf>(vla «o oy Un—1, yn)

= f(u)+ Z(w — )0 f (1, Vi1, Yis - -+ 3 Yn)

= f(u)+ Z(vi — )i f (uq, ..., un) + R(v)
mit

) = = 0ttt o) — B ) -
=1
gilt. Es gilt
R(v
H S nmzax|8if(vl7 o Vi1, Yy 7yn) - aif(ula s 7un)| .

Da die partiellen Ableitungen stetig sind, gilt
R
@ _y.

limy 77— =
Tl = ullo
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Damit ist f im Punkt u differenzierbar.

Es bleibt die Stetigkeit der Abbildung u — df (u) zu zeigen. Wir schreiben diese wieder
als Komposition der stetigen Abbildung

U F*"  uw (01f,...,0uf)

und der linearen Abbildung

F*" - L(E,F), (w,...,wn) > w; Q€.
=1

60.1 Aufgaben

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Differenzierbarkeit und bestimmen Sie
die Ableitungen.

1. f:R3 >R, f(x,y,2) := zexp(zsin(zyz))
2. GL(E) > A~ A7! € End(R).
3. End(V) > A det(A) € R

61 Ho6here Ableitungen

Wir betrachten normierte reelle Vektorraume F, I, eine offene Teilmenge U C F und eine
Abbildung f : U — F. Sei nun f auf ganz U differenzierbar. Wir kénnen die Ableitung
von f als eine Abbildung df : U — L(E, F') verstehen. Nun ist L(FE, F') wieder ein endlich-
dimensionaler Vektorraum. Folglich kénnen wir die zweite Ableitung

d(df)(u) € L(E, L(E, F))
betrachten. Dies kann man rekursiv fortsetzen.

Definition 61.1 Sei k € N und k > 0. Die Abbildung f : U — F ist k-mal differenzier-
bar, wenn sie k — 1-mal differenzierbar ist und die k — 1-te-Ableitung

d*Vf. U= L(E,...,L(E,F)...)

(k — 1 Kopien von E) fiir alle w € U differenzierbar ist. Die k-te Ableitung ist dann die
Abbildung f im Punkt u durch

d® f(u) == d(d*Vf)(u): U = L(E,...,L(E,F)...)
(k Kopien von E) definiert.
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Sei F endlich-dimensional. Mit Hilfe des Tensorproduktes von Vektorrdumen kénnen wir
die beiden Kopien von E in L(E, L(E, F')) in symmetrischer Weise betrachten. In der Tat
gibt es eine kanonische Identifikation

L(E,L(E,F)) ¥ L(EQ E,F) .

Es ist diese Stelle, an welcher wir die Endlichdimensionalitéit von E benutzen. Die linke
Seite ist fiir normierte Vektorrdume definiert. Man kann hier verallgemeinern, wenn man
diese Gleichung als Definition von E ® E ansieht. Dieser Punkt wird in der Theorie der
topologischen Vektorrdume weiter verfolgt [Gro73].

Fir ¢ € L(E,L(E,F)) und x,y € E schreiben wir fiir die Auswertung von ¢(x) auf y
auch

¢(z,y) = dp(z @y) = o) (y) -
Wir setzen
THE) =FE® --QF .
—_—
k Faktoren
Verabredungsgemif} sei T°(F) := R. Es gilt rekursiv fiir £ € N mit & > 1 daf

L(E, L(T*'(E), F)) = L(T*(E), F) .
Als Beispiel wiederholen wir folgende Tatsache aus der linearen Algbera. Entsprechend

der Definition des Tensorproduktes ist eine Bilinearform b : £ x £ — R dasselbe wie ein
Element von L(E ® E,R). Wir kénnen eine Bilinearform als Abbildung

E— LER), z— (y—bz,y)eR
verstehen.

Wenn E endlich-dimensional ist, dann werden wir normalerweise d® f(u) € L(T*(E), F)
betrachten.

1. Sei P: (0,00) x R — R? die Polarkoordinatenabbildung. Dann gilt

d®(P)(8,,0,) = ( _C(i:(léj)s) > |

Dazu werten wir 0,.J(P)(r, ¢) auf (0,1) aus. Wir berechnen weiter, da8

) (P)(85,,) = ( _cilsr(lg))) ) |
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2. Im Beispiel der Zustandsgleichung des idealen Gases berechnen wir

APp(V, 1)@y, 0r) = d®p(V, T)(0r, 0v) = g

Die in diesen beiden Beispielen beobachtete Symmetrie ist kein Zufall. Sei x € E fest.

Dann konnen wir die Richtungsableitung als Funktion U > u +— d, f(u) € F verstehen.

Lemma 61.2 Seien z,y € E und ezistieren die Ableitungen d,f, d, f, d,(d,f) als stetige
Abbildungen U — F. Dann ezistiert auch dy,(d, f) und es gilt d,(d,f) = dy,(d.f).

Proof. Sei u € U. Die Abbildung
(s,t) = F(s,1) := f(u+tx + sy)

ist auf einer Umgebung von (0,0) C R? definiert. Die partiellen Ableitungen 0,F, 0o F,
0201 F existieren und sind stetig. Wir miissen zeigen, dafl 910F(0,0) existiert und mit
020, F(0,0) iibereinstimmt.
Nach dem Mittelwertwertsatz existieren € € [0, s] und 7 € [0, ¢] derart, dafl
A(s,t) = F(s,t)— F(0,t) — F(s,0) + F(0,0)
= (F(Sat) - F(S,O)) - (F(Oat) - F(an))
= S<81F(€7 t) - alF(ga O))

= sth01F(€,1) (19)
gilt. Aus dem gleichen Grund gibt es ein v € [0, ¢], so dafl
A(s,t) = F(s,t)— F(0,t) — F(s,0) + F(0,0)

= (F(s,t) = F(0,)) — (F(s,0) — F(0,0))
= H0F(s,7) = %F(0,7))

gilt. Wir wollen nun zeigen, daf3

lims_>0 82F(s, O) ; 82F(O, 0) _ 8281F(07 0)

gilt. Sei € € R~ gegeben. Da 0,0, F stetig ist, finden wir wegen (19)) ein 6 € R~ derart,
daf fiir alle s,¢ € R mit |s| < § und |t] < 6 gilt

28D 00,00 < e
Wir rechnen
|¥ — 0,01F(0,0)] < e
2F(5,7) - 2FON) _ o0 F0.0) <

aQF(Sv’y) - aQF(vay))

= 1imt%0| — 8281F(O, O>| < €

02 F(s,0) j 0:F(0,0))

—8281F(0,0)’ S €
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Da e € R~ beliebig gewéhlt werden kann, gilt

82F(s, O) — 82F(0, 0))
s
Folglich existiert 0,02 F(0,0) und es gilt 910, F(0,0) = 020, F(0,0). O

— 8,0, F(0,0)| =0 .

lims—>0|

Corollary 61.3 Ist f zweimal stetig differenzierbar, dann gilt folgende Symmetrie:
df (u)(2)(y) = df (v)(y) (@) .
Eine Abbildung ¢ : T*(V) — W ist symmetrisch, wenn fiir jede Permutation o € ¥, gilt
H(x1® - ®xk) = A(To(1) @+ ® To(ky) -

Wenn wir S*¥(E) als den Quotienten von T*(E) nach dem durch die Vektoren der Form
T1 @ QT — To1) @ -+ ® Ty(r) erzeugten Vektorraum definieren, dann kann man den
Unterraum

L(S*(E),F) C L(T*(E), F)
mit dem Raum der symmetrischen multilinearen Abbildungen F x --- x E — F identifi-
—_—

kx
zZleren.

Eine symmetrische Bilinearform auf F ist damit dasselbe wie ein Element von L(S?(E),R).

Sei E endlich-dimensional.

Corollary 61.4 Wenn f : U — W k-mal stetig differenzierbar ist, dann gilt fir alle
ue U daf
d® f(u) € L(S*(E), F) .

1. Ist f: U — R eine zweifach stetig differenzierbare Abbildung, dann ist
49 f(u) € L(S*(E),R)

eine symmetrische Bilinearform, welche oft auch als die Hessische Hess(f)(u) von f
bezeichnet wird.

2. Eine symmetrische Bilinearform B auf R™ kann durch eine symmetrische n x n-
Matrix B;; beschrieben werden so dafl

B(z,y) = Z Bija'y’
ij=1
gilt. Die symmetrische Matrix, welche Hess(f) beschreibt, ist dann durch
Bij = (‘Zﬁjf(u)
gegeben.
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3. Die Hessische der Abbildung (V,T) — p(V,T) des idealen Gasgesetzes wird in der
Standardbasis durch die Matrix
2 ¢
V3 Vv
(%)

Sei n € N. Wir verwenden haufig folgende Notation:

gegeben.

1. Elemente a € Ny heilen Multiindizes (der Lénge n). Wir schreiben o = (ay, . . ., o).
2. Ja| =370

3. al =[], a!

4. z¢=J[, i

on

Ouf = f@ :=0,,...04,f.
Sei U C E eine Teilmenge eines Vektorraumes und u € U.

Definition 61.5 Die Menge U heifit sternformig beziiglich w, wenn fir jedes x € U und
A€ 0,1] auch u+ Nz —u) € U gilt.

Ist || ... || eine Norm auf £ und r € R~, dann ist der Ball B, j(u,r) sternférmig beziiglich
u.

Proposition 61.6 (Taylorformel) Sei U C R"™ offen sternformig beziiglich 0 und f :
U — R eine k + 1-mal differenzierbare Abbildung. Dann ezistiert eine Abbildung n: U —
[0,1] derart, daf

(o) @) (p(2)
= 3 0., v 0@,

al
aeN" |a|<k aeN” |a|=k+1

gilt.
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Proof. Sei u € U. Dann existiert ¢ € R~ derart, daB v : (—e, 14+¢€) — E, v(\) = Az Werte
in U hat. Die Funktion F' := ~* f ist auf dem Intervall (—¢, 14¢€) k+ 1-mal differenzierbar.
Die Taylorformel fiir F' gibt

£ FO(0) | FE(n(x)
F(D:Z% N T )

J

fiir ein geeignetes n(z) € [0, 1]. Wir berechnen nun induktiv

In der Tat gilt

FOON) = fO0) .

Wenn wir die Formel schon fiir j — 1 gezeigt haben, dann gilt

F(j)()\)
!

1 FU=D())

i (G-1)

1 f@0) ,
PRSP D

a€eN” |a|=5j—-1

IR Aif@(\x)
DD I S

=1 aeN"” |a|=j—1

1 (a) an 1
; Z Fo )z Zall...(ai—l)!.-'

a€eN” |a|=7 i=1

1 @) o

5 D
a€N” |a|=7 i=1

Wir halten den folgenden Spezialfall fest. Wenn f : U — R eine 3-mal stetig differenzier-
bare Funktion ist, dann haben wir eine Entwicklung

f(@) = fu) + df (u)(x — u) + %HeSS(J‘")(U)(aj —u,x —u) +7(z)

wobel

@)

By P
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gilt. Beachte, daf§ die Potenz hier im Unterschied zur Definition der Ableitung nicht 1
sondern 2 ist. Die Funktion

1
z— f(u)+df(u)(x —u) + §Hess(f)(u)(x — U, —u)
ist also eine Approximation der Funktion f im Punkt u bis zur Ordnung 2.

Mit Hilfe der Ableitung kann man die Variation einer Funktion abschétzen. Dazu brauchen
wir den Begriff eine konvexen Menge.

Definition 61.7 Sei E ein reeller Vektorraum. Fine Teilmenge U C E heifit konvex,
wenn fiir je zwei Punkte x,y € U auch \x + (1 — Ny € U fiir alle X € [0,1] gilt.

konvex nicht konvex

Hier sind einige Beispiele:

1. E selbst ist konvex.
2. Einpunktige Mengen sind konvex.
3. Konvexitét ist dquivalent zu sternformig beziiglich aller Punkte.

4. Ist ||.]| eine Norm auf E, dann ist der Ball B(z,r) fiir jedes z € E und r > 0 konvex.
Das folgt aus der Dreiecksungleichung. Sei x,y € B(z,r) und X € [0, 1]. Dann gilt

Az + (1 =Ny —z[| = [[AMz—2)+ 1=y -2

< Az =2 + (1T = M)y = 2
Mz =zl + (1 = Nlly - =]l
< Ar+(1-=Xr

5. Sind U,V C E konvex, so auch U NV, nicht aber im allgemeinen U U V.
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Lemma 61.8 Sei U C E offen und konvex, f : U — F auf U differenzierbar und

M :=sup ||df (u)|| < oo .
uelU

Dann gilt fir alle x,y € U die Ungleichung || f(z) — f(y)|| < M|z — y||.

Proof.Wir betrachten v : [0,1] — E, v(t) = (1—t)x+ty. Dannist v* f : [0, 1] — F definiert,
() (&) = df (v(£))(y — ), also [|(v*f)(1)]] < M|z — y||. Daraus folgt [|f(x) — f(y) =
(v £)(0) = (A < M|z -yl O

Insbesondere ist eine Funktion mit verschwindender Ableitung auf einer konvexen Menge
konstant.

61.1 Awufgaben

1. Gibt es eine differenzierbare Funktion f : R* — R mit 9, f(z,y) = y und 9, f(x,y) =
2x?

2. Warum kann man den Mittelwertsatz nicht fiir differenzierbare Abbildungen f :
[a,b] — R™ anwenden?

62 Produkte topologischer Riaume

Sei X eine Menge und (f;);c; eine Familie von Abbildungen f; : X — Y; in topologische
Réaume. Sei T eine Topologie auf X so dafl f; fiir alle © € R stetig ist. Diese Aussage ist
dann auch fiir jede 7 umfassende Topologie richtig. Es ist deshalb eine sinnvolle Frage,
die kleinste Topologie auf X zu suchen, so dafl f; fiir alle ¢ stetig ist.

Um diese Topologie zu finden, sehen wir zuniichst, da8 sie die Mengen f;*(U) fiir alle
t € I und U € Ty, enthalten mufl. Wir setzen

B={VePX)|(Fel WeTy,|V=;10))}.

Die Teilmenge B C P(X) ist im allgemeinen keine Basis fiir eine Topologie af X. Wir
erhalten eine Basis B C P(X) aus B durch Hinzunahme aller endlichen Durchschnitte
von Elementen. Alle Elemente von B miissen in der gesuchten Topologie enthalten sein.
Die von dieser Basis erzeugte Topologie ist nach Konstruktion die kleinste Topologie auf
X fiir welche die Abbildungen f; fiir alle ¢ € I stetig sind.

Definition 62.1 Wir nennen die durch die obige Konstruktion entstandene Topologie die
von der Familie (f;) induzierte Topologie auf X .

Lemma 62.2 Sei T eine Topologie auf X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. T ist die von der Familie (f;) induzierte Topologie auf X .
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2. Es gilt: Fine Abbildung f : Z — X von einem topologischen Raum Z ist genau dann
stetig wenn wenn Kompositionen f;oq: Z — X — X, fir alle i € I stetig sind.

Proof. 1 = 2: Wenn f : Z — X stetig ist, dann sind die Kompositionen pr,o f : 7 — X,
stetig. Wenn andererseits diese Kompositionen stetig, dann dann ist f~YV) fiir jedes
V € B offen in Z. Daraus folgt die Stetigkeit von f.

2 = 1: Sei T’ die auf X durch die Familie induzierte Topologie. Wir benutzen 2. mit
(Z,Tz) = (X, T"). Wir sehen, daf id : (X,7") — (X, T) stetig ist woraus 7 C T folgt.
Andererseits folgt aus 2. angewendet auf (Z,7z) = (X,7T) und idyx, dafl die Abbildung
fi (X, T) — (X;, Tx,) fiir alle ¢ € I stetig sind. Damit gilt 77 C T. O

Sei (X;)es eine Familie von topologischen Raumen. Dann kénnen wir das Produkt [[,.; X;
bilden. Wir haben die Familie von Projektionen (7;);c; auf die Komponenten.

Definition 62.3 Der Raum [[,., X; mit der durch die Familie (m;)ier induzierten Topo-
logie ist das Produkt der Familie von topologischen Riume (X;)ier

1. Eine Abbildung Z — []
Z =11

ser Xi 1st also genau dann stetig, wenn die Komponenten
o1 Xi — X, fiir alle ¢ € I stetig sind.
2. Der topologische Raum R" ist das Produkt von n Kopien des Raumes R.

3. Der Raum R¥ mit der Topologie der punktweisen Konvergenz ist genau das Produkt
einer durch X indizierten Familie von Kopien von R.

4. Sind X und Y metrische Rdume mit Meriken dx und dy. Dann kénnen wir auf
X xY die Metrik d((x,y), («',y')) := dx(x,2") + dy(y,y’) definieren. Die von dieser
Metrik auf X x Y induzierte Topologie ist die Produkttopologie. Sind X und Y
vollstdndig, dann ist auch X X Y vollstandig.

5. Seien X, Y topologische Rdume. Dann ist {UxV|U € TxundV € Ty} C P(X xY)
eine Basis fiir die Topologie von X x Y.

Lemma 62.4 Seien X,Y topologische Riume, Y kompakt und f : X xY — R stetig.
Dann ist X 3 x — h(z) := inf ey f(x) stetig.

Proof. Die Abbildung infy : C(Y) — R ist stetig. In der Tat gilt
. ! . . < / o .
|inf g’ —infg| <|l¢" -]
Die Funktion f bestimmt eine Abbildung F': X — C(Y') durch F(x)(y) := f(z,y) und es

gilt h(x) = infy oF. Es reicht also aus zu zeigen, dal F’ stetig ist. Wir zeigen die Stetigkeit
inz e X.
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Sei € € R~ vorgegeben Da f stetig ist, existiert fiir jedes y € Y eine Umgebung U, x V,, C
X x Y von (z,y) derart, daf fiir alle (2/,y') € U, x V,, gilt |f(z,y) — f(2,y)] < € gilt.
Hierbei sind U, € X und V,, C Y offen. Da Y kompakt ist, kann man eine endliche Folge
Yy .- Ynp in Y finden, so daB | J;_, V,, =Y. Dann ist U :=(;_, U,, eine offene Umgebung
von z in X. Es gilt fir alle z € U, daB ||F(z) — F(2)|| <e. O

Seien XY, Z topologische Raume. Eine Abbildung f : X X Y — Z heifit separat stetig,
wenn fiir jedes y € Y die Abbildung = — f(z,y) und fiir jedes x € X die Abbildung
y — f(x,y) stetig ist. Separate Stetigkeit ist schwéicher als Stetigkeit. In der Tat ist fiir
y € Y die Abbildung i, : X — X x Y, i,(z) := (x,y) stetig. Die Abbildung = — f(z,y)
kann als Komposition f o, geschrieben werden, welche stetig ist, wenn f stetig ist.

Um zu zeigen, dafl separate Stetigigkeit echt schwécher als Stetigkeit ist, betrachten wir
die Abbildung

[iRESR, f(zy) ::{ =i gg;ig

Es gilt f(z,0) = 0 und f(0,y) = 0. Folglich ist f separat stetig. Diese Abbildung ist aber
nicht stetig, da

gilt.

IV pIUL.

62.1 Awugaben

1. Verifizieren Sie alle in diesem Kapitel gemachten aber nicht bewiesenen Aussagen.
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2. Sei f: R? — R ecine stetige Abbildung. Zeigen Sie, daf die Abbildung
h:R—R, h(x):= sup f(z,y)

ye [x71’1l+1]
stetig ist.

3. Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dafl man in Lemma die Voraussetzung der
Kompaktheit von Y nicht weglassen kann.

4. Zeigen Sie, dal das Produkt einer Familie von Hausdorffréumen ein Hausdorffraum
ist.

5. Zeigen Sie, dafl das Produkt zweier kompakter Raume wieder kompakt ist (Diese
Aussage gilt sogar fiir beliebige Familien: Satz von Tychonoff. Dazu braucht man
dann das Auswahlaxiom).

63 Extremwerte

Wir erinnern an die Definition des Begriffes “lokales Extremum”. In diesem Kapitel
wollen wir mit Hilfe der Differentialrechnung notwendige und hinreichende Kriterien fiir
fiir lokale Extrema finden.

Sei nun (E, [|.]|) ein normierter Raum und U C F offen, u € U und f : U — R.

Lemma 63.1 Sei f in u differenzierbar und habe dort ein lokales Extremum. Dann gilt
df (u) = 0.

Proof. Sei x € E. Dann wahlen wir € € R~ derart, dal v : (—¢,¢) = E, v(A) :=u+ Az
Werte in U hat. Die Funktion v* f hat in 0 ein lokales Extremum. Nach Lemma ist
0= (/) (0) = df (u)(=) .

Da x € E beliebig war, gilt df (u) = 0. O

Sei f differenzierbar.
Definition 63.2 Der Punkt u heifit kritischer Punkt von f, wenn df (u) = 0 gilt.

Corollary 63.3 Wenn f in u ein lokales Extremum hat, dann ist u ein kritischer Punkt
von f.

Wir erkldaren jetzt, wie man mit Hilfe der zweiten Ableitungen entscheiden kann, ob in
einem kritischen Punkt ein lokales Maximum oder lokales Minimum vorliegt.

Zur Erinnerung aus der Algebra, eine reelle symmetrische Bilinearform B auf E ist positiv
oder negativ definit, wenn B(x,x) > 0 oder B(z,z) < 0 gilt fiir alle x € E mit x # 0 gilt.
Die Bilinearform ist indefinit, wenn es Punkte x,y € F mit B(z,z) > 0 und B(y,y) <0
gibt.

Wir nehmen an, daf§ £ normiert und endlich-dimensional ist.
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Lemma 63.4 Wenn B positiv definit ist, dann existiert eine Konstante C' > 0 derart,

dafs
B(x,x) > C|lz||?

fiir alle x € E gilt.

Proof. Man kann C' := infecgp) B(&, &) wahlen. Da die Einheitssphére S(E) von E kom-
pakt (da dim(F) < oo) und £ > x — B(z,x) stetig ist, gilt C' > 0. O

Proposition 63.5 Sei f zwei mal stetig differenzierbar, u ein kritischer Punkt und Hess(f)(u)
positiv (negativ) definit. Dann hat f im Punkt u ein lokales Minimum (Mazimum). Ist
Hess(f)(u) indefinit, dann hat f im Punkt u kein Eztremum.

Proof. Die Taylorformel fiir f im Punkt v kann in der Form

fw) = flu) +df (u)(v —u) + %HGSS(f)(U +n(0)(v —w)(f) (v —u,v—u)

fiir geeignetes n(v) € [0, 1] geschrieben werden. Wir nehmen an, dafl Hess(f)(u) positiv
definit ist. Wir definieren

h(z) := inf Hess(f)(u)(&¢§) .

£eS(E)
Diese Funktion ist stetig. Um dies einzusehen, benutzen wir Lemma [62.4]

Es gilt h(u) > 0. Wir wéhlen € € R~ derart, dal B(u,e) € U und b > 0 gilt. Mit
der Taylorformel erhalten wir fiir v € B(u, €) wegen df (u) =0

f(v) = flu) + %HGSS(f)(u + () (v —w)(v —u,v—u) > f(u) .

Also hat f im Punkt u ein lokales Minimum.

Wenn Hess( f)(u) indefinit ist, dann kann man mit analogen Argumenten vy beliebig nahe
an u finden, so dafl

+Hess(f)(u + n(ve)(ve —w))(f)(ve — u, v —u) >0

ist. Also hat dann f in u kein lokales Extremum. O

In den folgenden Bildern werden die Abbildungen

22y, —a? g, 2y

skizziert. Dies sind die drei Moglichkeiten des Verhaltens einer reellen Funktion in zwei
reellen Verdnderlichen in einem kritischen Punkt, wenn die Hessische nicht entartet ist.
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3D plot:

3D plot:

3D plot:

Wenn die Hessische entartet ist dann kann das Verhalten komplizierter sein. Hier eine
Skizze von —x? 4 3.
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3D plot:

Hier ist ein explizites Beispiel:
f R =R, f(r,y)=2>+9°— 122 — 3y .

Dann gilt
O f(x,y) = 32— 12, Oyf(x,y) = 3y° —3.

Die folgenden Punkte sind kritisch:
(2,1),(=2,1),(2,—1),(=2,-1) .
Die Hessische Matrix ist durch
6z O
0 6y

gegeben. Die Diskussion der kritischen Punkte gibt:

120 .
(2,1) <0 6) Minumum

(—2,1) <_(} 2 2> kein Extremum

(2,-1) (102 —06> kein Extremum

—-12 0 .
(-2, -1) ( 0 —6) Maximum .

63.1 Aufgaben
Bestimmen Sie lokale Extremwerte fiir:
1. exp(zyz)
2. exp(zy)
3. log(3x? + 3y* + 4)
4. x+yauf {0 <z,y <1}
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64

Satz iiber implizite Funktionen

Wir betrachten zwei Banachrdume E und F', eine offene Teilmenge U C FE, einen Punkt
u € U und eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — F.

Proposition 64.1 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Wenn die lineare Abbildung

df(u) : E — F

invertierbar und df (u)™* stetigﬂ ist, dann existiert eine Umgebung V' C U von u derart,
dap W = f(V) offen, wifiy : V. — W bijektiv und die inverse Abbildung (wfiv)™" :
W — V stetig differenzierbar ist.

Proof. Der Beweis besteht aus folgenden Schritten bzw. Nachweisen.

1
2
3
4

Konstruktion von V.
fiv ist injektiv.
W= f(V) ist offen, g := (fjv) ™"

g ist stetig differenzierbar.

Wir kommen nun zur Durchfiithrung.

1.

Wir setzen A := df (u) und X := m.

Wir nutzen zunéchst aus, da U 3 u — df(u) € L(E, F) stetig ist. Wir wéhlen
e € R~ so klein, daB fiir x € U aus ||z — u|| < € folgt ||df (u) — df ()| < A. Wir
kénnen zusitzlich weiter annehmen, dafl B(u,e) C U gilt.

V := B(u,e) .

. Fiir y € F definieren wir die Abbildung ¢, : V' — E durch

$y(@) =2+ A7 (y - f(2)) .
Es gilt dg,(z) =1 — A7'df (z) und deshalb fiir x € V

ldgy ()| = 11 — A df (2)|] = A7 (A — df (2))|] < A7 [[|A — df ()] <

NO| —

Der Ball V ist konvex. Nach dem Mittelwertsatz ist fiir x, 2’ € V

1
16y(2) = ¢y ()] < S llw —2"l| -

Folglich ist ¢, eine Kontraktion mit Konstante % Diese Kontraktion hat héchstens
einen Fixpunkt in V.

Wir zeigen nun, dafl f injektiv ist. Seien z, 2’ € V mit f(x) = f(2') = y. Damit ist
¢y(x) = z und ¢,(2") = 2’. Folglich ist x = a'.

4Nach Satz [55.16]ist das automatisch.
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3. Sei W := f(V)und y € W, y = f(x) fiir ein x € V. Da V offen ist, kénnen wir ein
§ € R> derart wihlen, da§ B(xz,d) C V gilt. Wir zeigen, daB B(y, %) C W gilt. Sei
z € B(y,2). Wir miissen ein w € V mit z = f(w) finden. Es gilt

l¢.(z) —z|| = A7 (z—y)|
< [ A7z =yl
= ey
- oY
<9
-
und fiir v € B(x,6), dafl
[¢-(v) —z|| < |[|¢2(v) — ¢=(2)| + ||¢-(z) — 2|
< Looay+?
IV =Ty
35
< )
= 7

also ¢.(B(z,6)) € B(z, %) und ¢.(B(z,0)) C B(z,6). Die Kontraktion ¢, besitzt
damit einen Fixpunkt w € B(z,6) C V, d.h. es gilt w + A7z — f(w)) = w, also
z = f(w).
Wir definieren jetzt

g = (W‘f‘v)_l W=V

4. Seiz € V und f(z) =y € W. Dann ist ||df (z) — Al| < A < HA ATy~ Folglich existiert
df (z)™' und V 3 x — df (z)~! € B(F, E) ist stetig. Wir schreiben

9(2) = g(y) + df (@) (z — ) + s(2) -

Wir miissen zeigen, daf3

s(z)
lim, ,,———2—
e

gilt. Wir setzen v := g(z) und betrachten

$y(v) — ¢y(@) =v+ Ay — f(0) 2 - ATy - f@) =v-z+ A7 (y—2),
also A~y — 2) = 2 — v + ¢,(v) — ¢,(x). Daraus folgt die Abschétzung
AT lly =2l > [z = vl = llgy(v) — ¢y (@)l

1
2 |z vl = 5llz =l

1
Sl =l

=0
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Also gilt
1
ly — 2ll =2 o= lle — vl = Allz — o] - (20)
2| A=

Daraus schlieflen wir unter Verwendung von

z—y=fv) = fx) = df(z)(v —z) +r(v),

daB
s(z) o v—z—df(z) (=)l
2=yl — Allz =
_ lv—z—df(z)"(df (@) (v —z) + r())]
Allz = vl
ldf ()~ (s(v))]]
Allz = vf]
ldf ()| [l ()]
B Az =

Wegen gilt fiir 2 — y auch v — x. Da nach Voraussetzung limv_mM = 0 gilt,

lz—vl|
folgt limzﬁyﬂ = 0. Damit ist g im Punkt y differenzierbar und dg(y) = df (z)~'.

lz=yll

Insbesondere ist g in diesem Punkt stetig (das folgt auch unmittelbar aus ) Die
Abbildung y — dg(y) = df (g(x))~! ist als Komposition stetiger Abbildungen stetig.

O

Definition 64.2 Wenn f : U — F die Voraussetzungen des Satzes iiber die Umkehrfunk-
tion in jedem Punkt von U erfillt, dann nennen wir f einen lokalen Diffeomorphismus.

1. Wenn £ = R = F gilt, dann folgt aus df(u) # 0, dafl f auf einer Umgebung
von U streng monoton ist. In diesem Spezialfall reduziert sich der Satz iiber die
Umkehrfunktion auf Lemma [39.8

2. Ist f : U — F ein lokaler Diffeomorphsmus, dann ist fiir jedes x € F das Urbild
f7(z) eine diskrete Teilmenge von U. In der Tat, wenn y € f~!(z) ist, dann gibt
es eine Umgebung V C U mit V N f~(z) = {y}.

3. Ist f: U — F ein lokaler Diffeomorphismus, dann ist f(U) offen. Eine Abbildung
g: f(U) — R ist stetig (differenzierbar) genau dann, wenn f*g differenzierbar ist.

4. Die Polarkoordinaten P : R? — R? (siche (18))) schrinken sich zu einem lokalen
Diffeomorphismus (R \ {0}) x R — R? mit dem Bild R? \ {0} ein. Man kann al-
so die Differenzierbarkeit und die Stetigkeit einer Funktion auf R? auBerhalb des
Ursprunges in Polarkoordinaten priifen.
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(a) Die Funktion (x,y) +— arctan(z/y) fiir y # 0 hat in Polarkoordinaten die Form
(r,¢) — I — ¢. Folglich hat sie ein differenzierbare Ausdehnung auf R* \ 0.

(b) Die Funktion R?\ {0} — R?, (x,y) — /22 + yfl(x, y) hat in Polarkoordina-
ten die Form (7, ¢) — (1, ¢). Auch diese ist differenzierbar.

Wir kommen nun zum Satz iiber implizite Funktionen. Wir beginnen zunéchst mit einem
Beispiel.

Wir betrachten das ideal Gas im Zustand mit den Parametern pg, Vy, Ty so dafl pg = 0‘7/;

gilt. Wir wollen nun die Temperatur éndern und fragen, wie man das Volumen einstellen
muf, damit der Druck konstant bleibt. Wir suchen also eine Funktion V(7'), welche der
Gleichung

cr
V(T),T) —po = —po=0
p(V(T),T) = po v P
geniigt. In diesem Fall finden wir V(7") durch Auflésen:
cr
V(T)=—.
) Po
Im Allgemeinen wollen wir eine Gleichung der Form F(z) = 0 l6sen, die von einem

Parameter A abhangt. Wir schreiben die Abhéngigkeit als weitere Variable und erhalten
F(z,\) = 0. In guten Féllen wird die Losung x eine Funktion des Parameters sein, dafl
heiBt, wir suchen eine Funktion z(\) derart, da§ F'(z(\), A) = 0 fiir alle A gilt. Der Satz
iiber implizite Funktionen ist ein technisches Hilfmittel der Differentialrechnung in dieser
Frage.

Seien E, F, G Banachrdume. Die Summe E & F' hat eine induzierte Banachraumstruktur.
Als Norm kann man zum Beispiel eine der beiden dquivalenten Normen

e A= llell + 11 oder |i(e, /)]l := max{[le]|, [ £}

nehmen. Der unterliegende topologische Raum des Banachraumes £ & F' ist das Produkt
der topologischen Rdume £ x F.

Sei U C E x F offen, F : U — G stetig differenzierbar, (e, f) € U und F(e, f) = 0. Fiir
feFselif: E— E xF durch if(e) := (e, f) gegeben. Diese Abbildung ist stetig. Sei
V :=i;'(U) C E. Diese Menge ist offen. Wir setzen

diF(e, f) = d(i}F)(e) € L(E,G) .
Analog defineren wir fiir e € F die Abbildung j.: F' — E X F, jo(f) := (e, f) und setzen

dapl(e, f) = d(j.p)(f) € L(F,G) .
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Proposition 64.3 (Satz iiber implizite Funktionen) Wenn d,F(e, f) invertierbar ist,
dann gibt es offene Umgebungen e € V.C V und f € W C F derart, daf fir je-
des y € W genau ein x € V ezistiert mit F(x,y) = 0. Die so durch F(g(y),y) = 0
eindeutig bestimmte Abbildung g : W — V st in f stetig differenzierbar und es gilt

dg(e) = —dF(e, f) ™' odoF(x,y).

Proof. Sei ® : U — G x F durch ®(z,y) := (F(x,y),y) gegeben. Diese Funktion ist stetig
differenzierbar und es gilt

A (z,y) = (legx,y) dgF(lx,y)) : (?) . (g) |

Offensichtlich ist d®(e, f) invertierbar und es gilt

dd(e, f)~ = <d1F(% nH —le(e,f)ll odyF (e, f)) .

Also gibt es nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen Umgebungen (e, f) € U C U und
(0,f) € W C G x F und eine Umkehrfunktion ¥ : W — U von ®,5. Wir schreiben

U= (U, Uy), Uy W — Fund ¥y : W — F. Es gilt
(z,y) = (@ e \Ij)(zvy) = (F<\Ijl(zvy)7qj2(zay))a\D2<Z>y)) )

also
F(\Ijl(zay)u\p2<z7y)) =z, \IJQ(Zay) =Y,
woraus F'(Vy(z,y),y) = z folgt.

Wir withlen nun Umgebungen e € V C E und f € W C F derart, daB V x W C U. Im
folgenden werden wir W noch verkleinern. Wir ersetzen W durch W N j; ' (W) Beachte,
daB jo(f) € W, so daBl W wirklich eine Umgebung von f ist. Durch diese Wahl ist

g:W—=E, g(y) :=¥(0,y)

definiert. Diese Abbildung ist stetig und erfillt g(f) = e. In der Tat ist ®(e, f) =
(F(e, f), f) = (0, f) und damit W,(0, f) = (e, f), also g(f) = ¥1(0, f) = e. Wir ersetzen
nun W durch ¢g=!(V). Durch diese Wahl erreichen wir, dafi g : W — V.

Sei jetzt y € W und = € V derart, daB p(z,y) = 0. Wegen (z,y) € V. x W C W gilt
®(z,y) = (0,y) und deshalb (z,y) = ¥(0,y) = (g9(z),y). Folglich ist z = F(y) die einzige
Losung von F(z,y) =0 mit (z,y) € V x W.

Die Abbildung g ist in f stetig differenzierbar und es gilt
dg(f) = da¥1(0, f) = —d1F(e, f)~ o daFe, f) .
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64.1 Aufgaben

1. Wir betrachten F(xz,y, z) := 2z*+x cos(y) +sin(z). Zeige, daB fiir hinreichend kleine
(x,y, z) diese Gleichung nach z = z(x,y) aufgelost werden kann. Bestimme 0,z und

Oyz.
2. Zeige, daBl die Abbildung exp : Mat(n,n,R) — Mat(n,n,R), exp(A) :== > 7=, Ak—f in
einer Umgebung von 0 ein lokaler Diffeomorphismus ist.

65 Tricks

Seien E, F' endlich-dimensionale Vektorrdume und U C FE offen. Wenn f : U — F
differenzierbar ist, dann konnen wir die Abbildung

Jf)=(f,df): UGE—-F&®F

bilden. Wenn f einmal stetig differenzierbar ist, dann ist J'(f) stetig.
Sei G ein weiterer endlich-dimensionaler Vektorraum, V C F, f(U) CV und g: V — G
einmal stetig differenzierbar. Dann gilt

JHgo f)=Jg)o T (f) .
Wenn f~! existiert und differenzierbar ist, dann gilt J'(f~1) = J'(f)~".
Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist, dann gilt

dJ(f)(u, €)(n, X) = df (u)(n) @ (4P f)(w)(n,€) + df () (V) -

In Matrixschreibweise i)
u 0
arnwe = (00
Wenn df (u) invertierbar ist, dann ist auch dJ'(f)(u, &) invertierbar.

Wir wihlen eine Norm || ... || auf E. Sei B C E der Einheitsball. Sei D'(U) := U & B
und JY(E, F) := E @ F. Wir definieren rekursiv fiir & > 1

D¥(U) := DYDY (U), JH¥E,F):=J(J"YE,F)).
Ist die Abbildung f k-mal stetig differenzierbar, dann ist
JH(f) = JHIMH(S)) - DMU) = JHE, F)

stetig.
Seinun || .. .|| eine Norm auf F. Wir erhalten eine Norm auf J!'(E, F) und damit rekursiv
Normen auf J*(E, F).
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Definition 65.1 Wir definieren den Raum
Cy(U,F) = {f: C' (U, F) | J'(f) € Go(D'(U), J'(E, F))}-
mit der Norm
[fller == sup ||TH(f)(w)]l -
weD(U)
Wir erhalten also eine Abbildung
J': CHU, F) — Cy(DY(U), JHE, F)) .
Diese Abbildung ist injektiv.

Lemma 65.2 Das Bild von J' : C}H(U,F) — Cy(DY(U),J'(E, F)) ist abgeschlossen.
Insbesondere ist (CH(U,F),||...|c1) ein Banachraum.

Wir definieren nun rekursiv die Banachraume
CHU,F):={f € C*U,F)| J*(f) € Cy(D*(U), J*(E,F))} .

Corollary 65.3 Unter den Voraussetzung des Satzes tiber die Umkehrfunktion sei f zusdtzlich
k-mal stetig differenzierbar. Dann ist auch f~* k-mal stetig differenzierbar.

Proof. Wir wenden den Satz iiber die Umkehrfunktion auf J*~*(f) an. Diese Funktion ist
stetig differenzierbar. Weiter ist dJ*~1(f)(u, 0) invertierbar. Damit existiert J*1(f)~! in
der Nihe von (f(u),0) und ist einmal stetig differenzierbar. Wegen J*=1(f)~1 = Jt=1(f~1)
ist damit f~' k-mal stetig differenzierbar. O

66 Untermannigfaltigkeiten
Die folgende Bilder stellen die Losungen der Gleichungen
224+ =0, z'—2zy+yt=0

dar. Der qualitative Unterschied zwischen ihnen ist, daf das linke Bild in (0,0) eine
“Spitze” hat, wihrend das rechte Bild in iiberall “glatt” aussieht. In diesem Kapitel
werden wir diese Beobachtung in préziese Begriffe fassen.
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Seien F, F Banachrdume, U C F offen und f : U — F stetig differenzierbar.
Definition 66.1 Die Funktion f ist in uw € U requldr, wenn df (u) : E — F surjektiv ist.

1. Eine Funktion U — R ist in u € U genau dann regulédr, wenn u nicht kritisch ist.
2. Die Abbildung f(x,y) := x?+y? ist im Punkt (0, 0) nicht reguliir. Es gilt df (0,0) = 0.

3. Wenn F endlich dimensional und dim(F) < dim(F’) gilt, dann ist f in keinem Punkt
regular.

Ab jetzt sei E endlich dimensional.

Definition 66.2 FEine Teilmenge M C E heifst Untermannigfaltigkeit (der Kodimension
k), wenn es fir jeden Punkt m € M eine offene Umgebung U C E und eine Abbildung
f:U — F in einen (k-dimensionalen) Vektorraum F gibt, so daff {f =0} = M NU gilt
und f in allen Punkten von M NU regulir ist. Wir nennen das Paar (U, f) eine lokale
definierende Funktion von M bei m.

1. Eine offene Teilmenge M C R™ ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0.
Das Paar (M, 0) ist eine definierende Funktion.

2. Der Punkt M := {0} C R" ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension n. Das
Paar (R",id) ist eine definierende Funktion.

3. Die Einheitskugel S"~! C R” ist eine Untermannifgaltigkeit der Kodimension 1. Das
Paar

R,z = f(z) = ||=||* — 1)

ist eine definierende Funktion. In der Tat ist
df(z)(§) =2 <z,§ >,
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also df () = 0 genau fiir z = 0. Da dieser Punkt nicht in S™! liegt, ist f in allen
Punkten von S"! reguliir. Das Paar (R™\ {0}, ||z]|) wire eine andere Wahl einer
definierenden Funktion von S™ 1.

. Der Schnitt A der Einheitskugel S"~! mit der affinen Hyperebene {> " z; = 3}
ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 2. Das Paar

n . 1
(R,f@%ZWﬂF—LE:m—§D
i=1
ist eine definierende Funktion. Dazu berechnen wir
df()(€) =2 <x,>,) &) .
i=1

Es gilt dim im(df (x)) < 2 genau dann, wenn x ~ (1,...,1)" gilt. Die einzigen solchen
Punkte mit ||z|| = 1 wiren z = :I:\/Lﬁ(l, ..., 1)". Dann gilt aber Y7 | z; = +/n # 3,
also sind diese Punkte nicht in der Hyperebene und damit nicht in A.

. Sei U C F offen und f : U — F eine stetig-differenzierbare Abbildung in einen
k-dimensionalen Vektorraum. Dann ist der Graph

L(f) :={(z,f(z)) [ €Ut CEDF

eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension k. Wir setzen V' := {(z,y) |z € U} C
E @ F und definieren ¢ : V' — R* durch ¢(z,y) := y— f(z). Es gilt T'(f) = {¢ = 0}.
Weiterhin ist d¢ = (d1¢,da¢) und da¢p = id. Also ist d¢ in allen Punkten von V'
surjektiv. Das Paar (V| ¢) definiert I'(f).

. Das Paar (R, z — 23) ist nicht definierend fiir {0} C R.

. Die Teilmenge
{0}u{l/n|neN}CR

ist keine Untermannigfaltigkeit. In der Tat, wére f bei 0 definierend, dann wére
f1(0) = lim, o fUMW=1O — 0, was im Widerspruch zur geforderten Regularitéit

1/n

von f im Punkt O steht.

Andererseits ist die Teilmenge
{1/n|neN} CR

ist eine Untermannigfaltigkeit. Das Paar ((0,00), f(z) := sin(Z)) ist definierend.
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8. Die Teilmenge {z* = y*} C R? ist keine Untermannigfaltigkeit. Jedenfalls ist
f(x,y) = x* — y> nicht definierend, da nicht regulir im Punkt 0. Es gibt auch
keine andere definierende Funktion wie das folgende Argument zeigt.

Wiire g eine definierende Funktion bei 0, dann gébe es eine in einer Umgebung von
0 definerte stetige Funktion ¢(z,y) derart, daf

o(2,9)(0xg(x,y), Oyg(x,y) = (22, 3y)

gilt. Wenn 9,9(0,0)) # 0 ist, dann gilt ¢(z,y) = 22—~ und damit fiir (z,y) # 0

Oz g(z,y)

—2233?&;?) = 3y?. Wir setzen z := t° und y := t. Dann wiirde
30,9(t°, 1)
5 _ x )
Byg(t°,t) = o

gelten. Der Grenzwert 1im, o der rechten Seite existiert nicht. Folglich gilt 9,.4(0,0)) =
0 und damit notwendiger Weise 0,¢(0, 0) # 0. Wir schlieBen in diesem Fall ¢(x,y) =

3y _ 3y20xg(z,y) . o
8yg:(y$,y) und 2z = W. Mit x =y :=t gilt

2ayg(t7 t)

Der Grenzwert 1im;_,o der rechten Seite existiert wiederum nicht.

In folgendem Lemma zeigen wir, dal eine Untermannigfaltigkeit lokal als Graph einer
differenzierbaren Abbildung dargestellt werden kann.

Lemma 66.3 Set M C E eine Untermannnigfaltigkeit und 0 € M. Dann gibt es eine
Aufspaltung E = T® N, offene Umgebungen X C T undY C N von 0 und eine Abbildung
f: X =Y derart, daff M N (X xY)=T(f) ist.
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Proof. Sei (U, ¢) eine lokale definierende Funktion von M bei 0. Wir setzen
T :=ker(d¢(0))

und wahlen einen komplementédren Unterraum N C E derart, dafl £ = T @& N. Wir
konnen nun ¢ als Funktion in zwei Variablen auffassen, d.h. es gilt ¢(z) = ¢(t,n) mit
t € Tund n € N und x =t + n. Es gilt di¢(0) = 0. Da ¢ in 0 regulér ist, muf} also
d2¢(0) surjektiv sein. Aus Dimensionsgriinden ist dy¢(0) ein Isomorphismus. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen existieren Umgebungen X C 7', und Y C N von (0,0)
und eine stetig differenzierbare Abbildung f : X — Y derart, daB X x Y C U, und
['(f)={o=0}N (X xY) gilt. O

Die in diesem Beweis konstruierte Abbildung f erfiillt noch die spezielle Bedingung

df(0) = —d2¢(0)"'d1(0) = 0 .

Dies werden wir weiter unten ausnutzen. Die Identitit

df (x) = —dzﬁb(f)_l o dyp(x)

fiir x € X zeigt, dafl aus der k-fachen stetigen Differenzierbarkeit der definierenden Funk-
tion die k-fache stetige Differenzierbarkeit von f folgt.

Definition 66.4 Eine Untermannigfaltigkeit ist von der Klasse CF mit k € N, k > 1
(bzw. glatt oder C*), wenn sie lokal durch k-fach stetig differenzierbare (glatte) Funktio-
nen definiert werden kann.

Eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C* kann also lokal als Graph einer C*-Funktion
geschrieben werden.

Sei M C FE eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension £ und mg € M. Dann kénnen
wir M um mg verschieben: Die Teilmenge M — mg := {m — mg | m € M} ist wieder eine
Untermannigfaltigkeit der Kodimension k. Ist (U, ¢) lokal definierend fiir M bei mg, dann
ist (U —mg, () := ¢(x+myp)) lokal definierend fiir M —my bei 0. In vielen Argumenten
werden wir 0.B.d.A annehmen, daf§ der untersuchte Punkt der Nullpunkt ist. Dies werden
wir immer durch Verschieben erreichen.

Sei M C E eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension k£ und m € M.

Lemma 66.5 Sind (U,¢) und (V,) definierende Funktionen von M bei m, dann gilt
ker(dp(m)) = ker(dy(m)).

Proof. O.B.d.A kénnen wir annehmen, dal m = 0 gilt. Wir verwenden (U, ¢) wie im
Beweis von Lemma und finden eine Aufspaltung F = T @& N mit T = ker(d¢(0)),
X CTundY C N offen und f : X — Y derart, dal M N (X xY) =I'(f) und df(0) = 0.
Es gilt ¢(t, f(t)) =0 fir t € (X x Y) NV, also wegen df(0) = 0 auch d;9(0) = 0. Das
bedeutet ker(diy(0)) C ker(dg(0)).

Durch Vertauschen der Rollen von ¢ und ¢ erhilt man die umgekehrte Inklusion. O
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Definition 66.6 Sei M C E eine Untermannigfaltigkeit und m € M. Der Raum T,,M =
ker(¢p(m)) heifit Tangentialraum von M an m.

Wegen Lemma [66.5]ist der Tangentialraum wohldefiniert.
1. Sei E=T& N, X CT eine Umgebung von 0 und g : X — N stetig differenzierbar
mit dg(0) = 0 und M = I'(g). Dann gilt T oM =T

2. Zwei Untermannigfaltigkeiten M, N beriihren sich in einem Punkt x € M NN, wenn
T.M =T,N gilt.

3. Die Ebene {z" = 1} und die Sphére S"~! in R" beriihren sich im Punkt (0, ...,0,1)".

Transversalitit (rechts) ist das Gegenteil von Beriihren (links).

Definition 66.7 Zwe: lineare Unterrdume V,W C E eines endlich dimensionalen Vek-
torraumes heifien transversal (wir schreiben V- W), wenn

dim(VN W) = dim(V) + dim(W) — dim(E)
gilt.

Zwer Untermannigfaltigkeiten M, N C FE sind zueinander transversal, wenn fiir jeden
Punkt x € M NN gilt T,M hT,N.

Seien M, N C F Untermannigfaltigkeiten der Kodimensionen m und n

Lemma 66.8 Wenn M th N, dann ist M N N eine Untermannigfaltigkeit der Kodimen-
sion n +m.
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Proof. Sei x € M NN und (U, f) sowie (V, g) definierend fiir M bzw. N bei x. Wir setzen
W:=UnNVund h := (f,g) : U > R*" x R™ = R*™™_ Dann ist (W, h) definierend fiir
M NN bei z. Inder Tat ist WNMNN={h=0} und firy e WNMNN gilt

dim im(dh(y)) = dim(E) — dimker(h)
= dim(F) — dimker(df(y)) N dimker(dg(y))
= dim(E) + dim(E) — dimker(df (y)) — dimker(dg(y))

= n+m.

Damit ist y ein reguldrer Punkt von h. O

Sei U C F eine offene Teilmenge eines m-dimensionalen Vektorraumes, f : U — FE stetig
differenzierbar.

Definition 66.9 f ist eine Immersion, wenn df (u) fir alle uw € U injektiv ist. Die Abbil-
dung f ist eine Einbettung, wenn f eine Immersion und f : U — f(U) ein Homdéomorphismus
15t.

1. Seien (e;)%, eine Familie in E. Dann ist f : R¥ — E, f(z) = Y., zxe;, genau dann
eine Einbettung, wenn (e;)¥_, linear unabhéngig ist.

2. Die Abbildung f : (0,1) U (2,3) — R? gegeben durch f(z) = (z,sin(x™1)) fiir
z € (0,1) und f(x) := (0,5 — 10(z — 2)) fiir x € (2,3) ist eine Immersion, aber
keine Einbettung. In der Tat ist ndmlich im(f) zusammenhéngend, nicht aber der
Definitionsbereich.

3. Die Abbildung f : R — R? z — f(x) := (2%, 2°) ist keine Immersion, da df (0) nicht
injektiv ist.

4. Sei E =F & N. Ist g : U — N stetig differenzierbar, dannist f : U - FH N = F
gegeben durch f(z) := (2, g(x)) eine Einbettung mit dem Bild I'(g).

Lemma 66.10 Ist f : U — E eine Einbettung, dann ist f(U) C E eine Untermannig-
faltigkeit. Es gilt Ty f(U) = imdf (u).

Proof.Seiu € Uund x = f(u) € f(U). Nach Verschieben kénnen wir annehmen, dafl x = 0
ist. Wir setzen T := imdf(u) und wéhlen ein Komplement N C E derart, da E = T & N
gilt. Wir betrachten die Projektion P : E — T. Das Differential d(P o f)(u) = P o df(u)
ist ein Isomorphismus. Folglich existieren Umgebungen V' C U und W C T von u und
0 derart, dal Po f : V — W eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion A : W — V
besitzt.

Wir finden nun eine Umgebung X C E von z derart, da P(X) C W und f~}(X) C V
ist (da f eine Einbettung ist).

291



Wir definieren ¢ : X — N durch ¢(y) :=y — f(h(P(y))). In der Tat ist

Fiir y € X sind ¢(y) = 0 und y = f(h(P(y))) und y € f(U) N X &quivalent. Folglich ist
FU)NX ={p =0}

Weiterhin ist dé(y)y = idy und deshalb ¢ regulér in y. Damit definiert (X, ¢) die Teil-
menge f(U) bei y. O

1. Die Spirale f(R) C R? mit f(z) := e®(sin(z), cos(z)) ist eine Untermannigfaltigkeit.
2. Das Paraboloid g(R?) C R?, g(z,y) := (z,y, 2>+ y?) ist eine Untermannigfaltigkeit.

3. Die Kurve go f(R) C R? (f aus 1. und g aus 2.) ist eine Untermannigfaltigkeit.

Wir identifizieren Mat(n, n) := Mat(n,n, R) = R"™.
1. Die Gruppe GL(n,R) C Mat(n,n) ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension
0. In der Tat ist diese eine offene Teilmenge.

2. Die Gruppe O(n) C GL(n,R) ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension
@. Eine Matrix A € Mat(n,n) ist genau dann in O(n), wenn AA" = id gilt.
Also ist O(n) = {f =0} fir f(A) = AA"—id. Nun ist f(A) = f(A)". Es gilt weiter
df(A)(B) = AB' + BA!. Insbesondere ist df(1)(B) = B + B* immer symmetrisch.
Damit kann df (1) nicht surjektiv sein, wenn man f mit Werten in allen Matrizen be-
trachtet. Sei Sym(n) := {B € Mat(n,n)|B = B'} C Mat(n,n) der lineare Teilraum
der symmetrischen Matrizen. Eine symmetrische Matrix B ist durch ihre Eintrége
B;; mit ¢ < j bestimmt. Folglich gilt dim Sym(n) = @ Wir betrachten nun
f : Mat(n,n) — Sym(n). Dann ist df(1) : Mat(n,n) — Sym(n), B — B+ B'
sicher surjektiv. Es gilt weiter fir A € O(n), da8 df(A)(BA) = B' + B, also fiir
C € Sym(n) auch df(A)(3CA) = C. Damit ist auch df (A) surjektiv. Das Paar

(Mat(n,n), f : Mat(n,n) — Sym(n)) definiert O(n).

3. Die Untergruppe SO(n) C O(n) ist eine Umtermannigfaltigkeit der Kodimension
w. In der Tat, die Menge U := {det(A) > 0} C Mat(n,n) ist offen, und (U, fi)
definiert SO(n).

66.1 Aufgaben

1. Zeigen Sie, dafl U(n) C Mat(n,n,C) eine Untermannigfaltigkeit ist.

2. Sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 mit einer globalen de-
finierenden Funktion. Zeigen Sie, daf} es eine stetige Abbildung v : M — R"™ gibt
dererat, daB ||v|| =1 und v(m) L T,, M fiir alle m € M.
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67 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum, M C E eine Untermannigfaltigkeit, U C F
offen, f : U — R eine Abbildung und m € U N M.

Definition 67.1 Die Funktion f hat in m ein lokales Extremum mit Nebenbedingung M ,
falls fivnu ein in m ein lokales Extremum hat.

Proposition 67.2 Wenn f inm € M ein lokales Extremum mit Nebenbedingung M hat,
dann gilt df (m)(T,, M) = 0.

Proof. Wir kénnen zur Vereinfachung der Notation annehmen dafl m = 0 gilt. Wir wahlen
einen Unterraum N C E derart, dal £ = TyM & N gilt. Wir wihlen weiter Umgebungen
V C ToM und W C N sowie eine Abbildung g : V' — W derart, da M N (V x W) =T'(g)
und dg(0) = 0 gilt. Dann ist ¥ : V. — M N (V x W), ¢¥(x) := (x,g(x)) eine Einbettung.
Die Abbildung ¥* f hat in 0 ein lokales Extremum. Also gilt 0 = d(¢* f) = df(0) o di»(0).
Die Behauptung folgt nun aus im(d(0)) = Ty M. O

Wir erinnern an folgenden Fakt aus der linearen Algebra. Sei A : E' — F eine (surjektive)
lineare Abbildung und h € E'. Wenn hjer(a) = 0 gilt, dann existiert (genau) ein A € F
derart, dal h = X o A. Umgekehrt, wenn \ € F’ existiert mit h = X\ o A, dann ist

Pjker(a) = 0.

Wir kénnen mit dieser Beobachtung die Bedingung df (m)r,,»s = 0 umformulieren. Sei
(U,¢ : U — F) eine definierende Funktion fiir M C FE bei m.

Corollary 67.3 Wenn die Funktion f in m € M ein lokales Extremum mit Nebenbedin-
gung in M hat, dann existiert ein A € F' derart, daf§ X o dp(m) = df (m).

Die Linearform A heifit Langrangescher Multiplikator. Um also die lokalen Extremwer-
te mit Nebenbedingung in M = {¢ = 0} zu finden, miissen wir insbesondere das im
allgemeinen nichtlineare Gleichungssystem

o) = 0
df(@) = Aodd(x)

fir (z,\) € U x F’ lésen.

Dieses Gleichungssystem liefert allerdings nur eine notwendige Bedingung fiir ein lokales
Extremum.. Wir brauchen zweite Ableitungen, um zu entscheiden, ob in einem Punkt
m € M mit df(m)(T,,M) = 0 ein lokales Extremum vorliegt. Wir nehmen deshalb an,
daB M von der Klasse C? ist.

Wir arbeiten weiter mit der Notation wie im Beweis von Satz [67.2]
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Proposition 67.4 Wenn df(0)(ToM) = 0 und die quadratische Form

Q = Hess(f)(0) + df (0) o Hess(g)(0)

auf ToM positiv (negativ) definit ist, dann hat f in m ein lokales Minimum (Mazimum)
mit Nebenbedingung in M.

Proof. Wir miissen zeigen, da8 v*f : V' — R in 0 ein lokales Minimum (Maximum)
hat. Es gilt dy* f(t) = df (¢(t)) o dip(t) und insbesondere wegen im(dw)(0) = ToM, daB
dy* f(0) = 0. Wir berechnen nun Hess(¢)* f)(0). Dazu leiten wir fiir £ € To M die Abbildung
t— df (¥(t)) o dip(t)(§) noch einmal in die Richtung £ ab. Mit der Produktregel erhalten
wir fiir £ =0

d® f(0)(dw(0)(£))(d(0)(€)) + df (0) o d®$(0)(€)(€) = Q(E) -

Wir wenden nun auf ¢*f den entsprechenden Satz fiir den Fall ohne Nebenbedin-
gungen an. O

Hier ist ein Beispiel: Sei f; : R — R durch
fi(z,y,2) = 2* +2y° + 322 — 30

gegeben. Dann ist M := {f; = 0} ein Ellipsoid.

Sel weiter

fo(z,y,2) =x+2y+ 3z .

Dann ist N := {fs = 0} eine Hyperebene.
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Wir betrachten L := N N M und behaupten, da3 L eine Untermannigfaltigkeit ist. Wir
miissen zeigen, dafl N h M gilt, oder alternativ, dal f := (f1, f2) : R* — R? in allen
Nullstellen reguléar ist. Es gilt

e = (5 Y %)

Aus rk(J(f)(x,y,2)) < 2 folgt * = y = z. Der einzige solche Punkt in N ist (z,y, z) = 0.
Dieser liegt aber nicht in M.

Wir betrachten jetzt die Hohenfunktion A(x,y, z) := z und suchen deren lokale Extrema
mit Nebenbedingung in L. Es gilt J(h)(z,y, z) = (1,0,0). Wir suchen nun alle Punkte [ €
L mit (1,0,0)(7;L) = 0. Wir verwenden die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren.

Wir suchen also alle diejnigen Punkte (x,y,z) € L, fiir welche es eine Linearform A =

(A1, \2) € (R?) derart gibt, daB
A-J(f)(z,y,2) = (1,0,0)
gilt. Wir miissen also die Losbarkeit des linearen Gleichungssystem studieren.
AM2x4+Xo=1, MNdy+2X=0, M624+3X=0.

Die zweite Gleichung gibt Ay = —\;2y. Die dritte Gleichung liefert dann A\;(6z — 6y) = 0,
also y = z. Die erste Gleichung liefert (2z — 2y)A\; = 1, also & # y. Wir suchen also
diejenigen Punkte in L, welche y = z und x # y erfiillen. Wir miissen also die Gleichungen

t+5y=0, z24+5y>=30
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l6sen. Die erste gibt x = —5y, und dies in die zweite eingesetzt, 30y* = 30, also y* = 1.
Wir schlieBen, dafl y = z = +1 und # = +5 die kritischen Punkte sind. Potentielle
Extrema liegen in den Punkten [, := (=5,1,1) und I := (5, —1, —1) vor.

Da L kompakt ist, mufl i, globale Minima und Maxima besitzen. Schon aus dieser
Uberlegung heraus wird klar, da§ [, ein Maximum und /_ ein Minimum sein muf3.

Zur Illustration iiberpriifen wir dafl aber mit Hilfe unsere Bedingung an die zweiten Ab-
leitungen.
Wir bestimmen nun den Tangentialraum

. F10 +4 46
T, L :=ker ( 1 9 3 )
Es gilt
0
Ii.L=R| 3
-2
Wir wéhlen als Komplement
1 0
N=R|O0O]+R[O
0 1

Wir wollen L lokal als Graph einer Funktion g = I+ + (¢1,0,¢92) : 7). L — N darstellen.
Die Funktionen ¢, g» bestimmt man durch Losung der Gleichungen

(F5 4+ g1(1))? + 2(F1 + 3t)% + 3(£1 + go(t) —26)2 =30 = 0
+5+ g1 (¢) + 2(F1 + 3t) + 3(F1 + go(t) — 2t) =

Wir sind gar nicht an g selbst sondern an der zweiten Ableitungen d®g(0) interessiert.
Diese kann man direkt wie folgt berechnen. Wir wissen, daf ¢(0) = 0 und dg(0) = 0 gilt
und miissen d?¢(0) berechnen. Dazu leiten wir die erste Gleichung einmal ab und erhalten

2(F5 + g1(t))gh (t) + 128 (£1 + 3t) + 6(E£1 + go(t) — 2t)(g5(t) —2) =0 .
Wir leiten zum zweiten Mal ab und setzen ¢t = 0 ein.
F10g{(0) + £12 + 24 4+ +645(0) =0 .
Die zweite Ableitung der zweiten Gleichung liefert
g +395 =0
Wir setzen dies in die erste Gleichung ein und erhalten

+36g5(0) + 24 + £12,
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also

3

wo-{ 7

Da Hess(h) = 0 gilt, ist die zu untersuchende quadratische Form 7}, > £ — Q(&) =
g4(0)€% gegeben. In der Tat ist diese Form in [, negativ und in [_ positiv definit.

Folglich hat die Hohenfunktion A im Punkt (—5,1, 1) ein lokales Maximum und im Punkt
(5,—1,—1) ein lokales Minimum mit Nebenbedingung in L vor.

67.1 Aufgaben

1. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf R™. Charakterisieren Sie die lokalen Ex-
tremwerte von Bjgn-1.

2. Sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit und A eine affine Hyperebene. Charakteri-
sieren Sie die Punkte von M, welche den Abstand zu A lokal minimieren.

68 Differentialgleichungen - Beispiele

Sei z(t) die Bahnkurve eines Massenpunktes im Raum U C R3 der Masse m in einem
Kraftfeld F : U — R3. Das Newtonsche Gesetz stellt eine Beziehung zwischen der Be-
schleunigung ® des Massenpunktes und der auf ihn wirkenden Kraft £ € R? her:

2 (t) = m™F(x(t)) .

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung in der Schwerkraft in der Néhe der Erdoberféiche
welche wir hier als die durch die ersten beiden Koordinaten des R? modellieren. Die dritte
Koordinate ist die Hohe iiber der Oberfliche. Das Schwerkraftfeld wird durch die in diesem
Fall konstante Abbildung

F:R*=R® F(x):=(0,0,—~mggq)
gegeben, wobei ¢gg,q die Erdbeschleunigung ist. Wir erhalten die Differentialgleichung

$(2) = (Oa 07 _gErd) .

Die Bahn einer im Winkel a nach oben im Punkt O in der z, z-Ebene abgeschossene
Kanonenkugel mit der Anfangsgeschwindigkeit v, erfiillt diese Gleichung mit der An-
fangsbedingung

z(0) =0, 2'(0) = vo(cos(a),0,sin(a)) .

Die Losung des Anfangswertproblems ist

_ gETdtQ) )

x(t) == (vg cos(a)t, 0, vg sin(a)t 5
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Das priift man durch Einsetzen nach. Die Kugel schlagt zur Zeit

L 2 sin(a)vg
' 9Erd

auf. Die xz-Koordinate des Einschlages ist

2sin(a) cos(a)vg v sin(2a)

9Erd 9Erd

w

Die maximale Schu3weite wird also bei einem Winke oo = 7

erreicht und betragt

2
Vo

9Erd

Wir betrachten ein realistisches Besipiel. Es gilt gg.q = 9,80665ms 2. Ist vg = 400K m/h,
dann ist die maximale Schuf3weite

1260m .

Wir betrachten nun die Gleichung, welche die Planetenbahnen bestimmt. Die Anziehungs-
kraft der Sonne (im Ursprung des Koodinatensystems) auf die Erde im Punkt z € R?
wird nach dem Gravitationsgesetz durch

YMSonneM ErdeX®

F:R3\ {0} - R®, F(z):= BEE
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gegeben. Folglich geniigt die Erdbahn z(t) der Differentialgleichung

2) _ _f)/mSonne
]|

Wir sehen, dal die Masse der Erde nicht eingeht, sich also ein leichter Satellit nach der
gleichen Regel bewegen wiirde. Diese Gleichung bestimmt die von Kepler gefundenen
elliptischen Planetenbahnen, welche wir weiter unten genauer diskutieren werden.

l’(

In beiden Fallen wird die Kraft durch ein Vektorfeld beschrieben:

. YMSonneM Erde®
[k

F(z) = (0,0, —mgg.q) , F(r) =

Wir erhalten Differentialgleichung zweiter Ordnung. Fiir theoretische Betrachtungen ist
es wichtig zu sehen, dafl man solche Gleichungen auch als Gleichungen erster Ordnung
schreiben kann. Dazu nehmen wir die Geschwindigkeit v als eine zweite Koordinate hinzu.
Die Bahnkurve des Massenpunktes ist jetzt eine Abbildung (z,v) : R — U x R?® C RS,
Die Bewegungsgleichung hat nun die Form

=v, vV=mlF(z),

) (i)

Oft ist eine Reibungskraft propertional zur Geschwindigkeit, Fr.;; = —ev mit im Spiel.
Mit Reibung hétte die Gleichung die Form

() = (mey-a)

Fiir die Diskussion des Verhaltens von Losungen derartiger Gleichungen spielen Erhal-
tungsgroBen eine wichtige Rolle. Wir nehmen an, daf die Kraft durch ein Potential
P : U — R gegeben wird:

also

F = —(81P, 82P, 03P) .
Im Fall des Schwerefeldes ist etwa
P(I) = MYErdT3 ,

und im Fall des Gravitationsfeldes der Sonne ist

- YMSonneM Erde

P(r) =
]l
In diesem Fall ist die Energie

E(z,v) :UxR*= R, E(z,v)=




eine Erhaltungsgrofie. In der Tat gilt

%E(x(zﬁ), v(t)) = d(P(z(t))(v) + m{v,v') = —Fv+vF =0 .

Ist die Anfangsenergie Ey := E(x(0),v(0)) vorgegeben, dann weif§ man, daf sich die
Bahnkurve auf der Hyperfliche {E = Ey} C U x R? bewegt.

Ist Reibung vorhanden, dann ist £ nicht mehr konstant, aber es gilt

d
Bl ) — 2<0.
2 B(a(t)) = ~meloll® < 0

Diese Ungleichung beschreibt den Energieverlust in Verlaufe der Zeit und liefert damit
eine wichtige Aussage iiber das Langzeitverhalten.

[
Wir betrachten die Bewegung im Gravitationsfeld. Die Bahnkurve ist also durch

||U||2 . YMSonne Erde
2 |

EO = MErde

eingeschrénkt. Ist Ey > 0, dann ist die Energiefliche {F = Ey} in der z-Richtung unbe-
schrankt. Die Geschwindigkeit

entspricht £y = 0 und heifit Entweichgeschwindigkeit. Startet man bei x radial von Zen-
trum weg mit v > vy, dann entweicht die Bahn nach unendlich. Ist v < vy, d.h. Ey < 0,
dann ist der maximale Abstand, den man bei einem solchen Start erreichen kann,

_ Y M Sonne

Tmaz
Eo

Mit v = 6.67 - 1071'm3Kg~'s? und der Erdmasse 5,9736 - 102 K¢ und dem Erdradius
6.371 - 10°m ergibt sich eine Entweichgeschwindigkeit von der Erde

vo=11.1Km/s .

Wir diskutieren nun die Bewegung im Gravitationsfeld der Sonne in nicht radialer Rich-
tung. Diese wird durch die Keplergesetze beschrieben. Um die Keplerbahnen herauszu-
bekommen, mufl man weitere Erhaltungsgrofien hinzuziehen, nédmlich die Drehimpulse.
Wenn die Bahn in der (21, z5) Ebene startet und vy in der (xy, z2)-Ebene liegt, dann gilt
x3(t) = 0. In der Tat erfiillt x3(¢) das Anfangswertproblem

{Eg(t) = _/ymSOnnef:z—t(;?)) ) 1:3(0) =0, ZEé(O) =0,



Die Funktion z3 = 0 ist eine Losung und wir Argumentieren mit der Eindeutigkeit.
Wir betrachten nun die Funktion

M:R*xR* =R, M) =zxv,
wobei x : R? x R?* — R? das Kreuzprodukt bezeichnet. Es gilt

M ((t),v(t)) = 2/(t) x o(t) + 2(0) x /(1) = v(t) x v(0) —vmmEW 0.

Die Komponenten von M sind Erhaltungsgréofien. Wenn z3 = 0 gilt, dann ist nur die
dritte Komponente
M3 = T1Uy — TV

interessant. Die Aussage, daf§ M3 konstant ist, ist die infinitesimale Version des Flachensatz:

Proposition 68.1 Sei h € R fix. Dann ist die Fliche A(t), welche von der Stecke von
der Sonne zur Erde im Zeitintervall [t,t + h| tberstrichen wird, unabhdngig von t.

In der Tat gilt

A(t):/t () xv(t)|dt:/t My(a(t), v(t))dt

Einen Beweis dieser Formel konnen wir hier nicht geben, da wir den Begriff der Flache
noch nicht allgemein genug definiert haben.

Wir betrachten jetzt die Bewegung in der Ebene {z3 = 0} mit der Energie Ey und dem
Drehimpuls Mj. Wir beschreiben die Bahn in Polarkoordinaten (r, ¢). Es gilt

v =1"(cos(),sin(¢)) + r¢'(— sin(¢), cos(¢)) ,
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also
[0]|? = (r")? + r*(¢')?

und damit

M; = r'rsin(¢) cos(¢) + r*¢ cos(¢)? — rr’ sin(¢) cos(¢) + r’¢’ sin(¢)? = r’¢/
und

() + (@)’ () +

= -1 _ r2 -1
EO = MErde 9 — AT MSonneErde = MErde 9 — T MSonneMErde -

Wenn M3 # 0 ist, dann kénnen wir nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion lokal ¢
als Funktion des Winkels ¢ und damit r als Funktion von ¢ betrachten. Wir schreiben

R(¢) = r(t(¢)). Es gilt

also

r(He))* = R (Y ¢ t(e)” = R (@) gar g5

Wir erhalten
(R)

R ( 2F M?

2 0 3 -1

= — — + 2YMgonne R ) .
M3

MErde R?
Diese Gleichung kann man durch den Ansatz

P
R(¢p) = —————
() 1 + ecos(¢)
16sen. In der Tat gilt
esin(¢)
R'(¢) = R(¢)* .
(¢) 5 @)
Wir setzen dies ein und erhalten die Bedingungen
e?sin(¢)? _, R* (2B,  M?
N = T = V=5 2 onne -1
p2 . M?? (mErde R? el i )
€2(1 — cos(9)?) 1 2Ey  M3Z(1+ 2ecos(¢) + € cos(9)?) 1 + ecos(¢)
2 = a2 - 2 + 27m50nne
p M3 \ Mprde p p

und durch Koeffizientenvergleich der Potenzen cos(¢)*

62 2E10 1 2’y/’nSonne
P mpaM; p? o Mip
0 = 2e 27m50n7w6
PP M
2 62
IR
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Wir bestimmen also € und p aus den ersten beiden Gleichungen:

2
M
YMSonne
4 2 2
2 M3 2E0 2’ymsonne M3 2E0M3
€ =22 M-z_l+ e =1+ -5
Y Mg onmne MErdelVl3 3 YMSonne VMG oM Erde
Die Kurve

¢ = R(¢)(cos(¢),sin(¢))

parametrisiert eine Ellipse, wenn € < 1, also Ey < 0 gilt. Dazu zeigen wir, daf§ wir die
Gleichung

e(R(¢) cos(¢) — a)* + (R(¢) sin(¢) — b)? = ¢
bei geeigneter Wahl von e, a, b, ¢ erfiilllen kénnen. Wir setzen die Losung R(¢) ein und
multiplizieren mit (1 + €cos(¢))? durch. Wir erhalten

pPecos(p)? — 2epcos(p)a(l + ecos(¢)) + ea®(1 + ecos(¢))?
+ p?sin(¢)? — 2psin(¢)b(1 + e cos(¢)) + b*(1 + e cos(¢))?
= (14 ecos(¢))? .

Koeffizientenvergleich zeigt zunéchst durch Betrachtung des in sin(¢) linearen Terms, dafl
b = 0 gelten mufl. Wir erhalten

p*e cos(p)® —2pe cos(¢)a(1+e cos(¢))+ea®(1+ecos(p))*+p*—p* cos(d)® = c(1+€cos(p))? .
Daraus folgt durch Vergleich der konstanten Terme

c=ea®+ p2.
Wir vergleichen die Koeffizienten vor cos(¢) und cos(¢)?

2.2 2
p’e — 2eaep + ea’e® — p? = (ea® + p*)é?, e= p;i

p* — 2aep
—2eap + 2ea’e = 2¢(ea’ + p?) .

Die zweite Gleichung liefert

pe
a=—-——".
e
Die erste Gleichung reduziert sich dann zu
o P2 + p?
p2 + QPZEQ )
also
e=1—¢é

Wir sehen, dafl e > 0 gilt.
Wir haben damit das erste Keplersche Gesetz gezeigt:
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Proposition 68.2 Die Bahnkurve der Erde wird durch eine Ellipse beschrieben wird.

In der Populationsdynamik ist die logistische Gleichung ein beliebtes Modell. Eine Spezies
mit der Individuenzahl z vermehrt sich mit der Rate c. Dies wird durch die Differential-
gleichung

' (t) = cx(t)

beschrieben und fiihrt auf ein exponentielles Wachstum
z(t) = e“x(0) .

Sind die Ressourcen begrenzt, kann das zum Beispiel durch eine populationsabhéngige
Vermehrungsrate

c(x) = ¢(l — Ax)
beschrieben werden. In diesem Fall wird eine kleine Population entsprechend
2'(t) = cx(t)(1 — Ax(t))

erst exponentiell wachsen und sich dann der Zahl A~! von unten annihern. Dies folgt aus
einer qualitativen Diskussion. Fiir kleine x und z(0) ist 2’ ~ cz und z(t) ~ e“z(0). Wenn
sich x(t) der Grenze A~! nihert, dann gilt (A~ — )’ ~ c(A™! — ), also v ~ A™1 — e~

10007
300
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Man kann die logistische Gleichung mir der Methode der Trennung der Variablen
explizit 16sen. Dazu schreiben wir sie in der Form

2'(?)
cx(t)(1 — Az(t))

Integration liefert die Bedingung

/t x’(t) _,
o cx(t)(1—Ax(t)
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Die Substitutionsregel liefert

2(0) cz(l1 — Az)

S V0 A W
cz(l—Az) c¢'z 1—Az""°

Nun gilt

Folglich ist

1 1 z
—(1 —log(l — Az)) = -1
~(log () — log(1 — A2)) = - log(———)
eine Stammfunktion von |
cz(l— Az) -
Wir 16sen die Gleichung
L jog(—2 )
u = —lo
c & 1— Az
nach z auf und erhalten o
e
“= 14 Aecv
Wir erhalten ) ( )
e\t—P 1 z(0
t = = —1 — o
z(t) 11 Aect-» > P70 Og(l — Ax(O))

Wir erweitern das Modell um eine weitere Art mit der Individuezahl y(t) gibt, welche sich
von x erndhrt und sich mit eine Rate proportional zum Nahrungsangebot vermehrt und
mit konstanter Rate stirbt. Die gemeinsame Entwicklung beider Populationen wird dann
durch ein System von Differentialgleichungen beschrieben:

o' =cx(l—Azx)—fy, o =gzy—sy

(-2

beschrieben, also

68.1 Awufgaben

1. Zeigen Sie, daB fiir die Bewegung eines Massenpunktes in einem Kraftfeld, welches
nur vom Abstand zum Ursprung abhéngt, der Drehimpuls

M(z,v) =z xwv
eine Erhaltungsgrofle ist.
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2. Losen das Anfangswertproblem
=322, z(0)=1
durch Separation der Variablen.

3. Zeige das dritte Keplersche Gesetz.
4. Finden Sie die konstanten Lésungen von

69 Vektorfelder und Integralkurven

Sei (E,||.||) ein reeller Banachraum und U C FE offen. Sei weiter I C R eine zusam-
menhédngende offene Teilmenge.

Definition 69.1 FEin Vektorfeld X auf U ist eine Abbildung X : U — E. Fine auf I
definierte Integralkurve von X ist eine differenzierbare Abbildung f : I — U, welche der
Gleichung f' = f*X gendigt.

SR =T
LN
/‘/ﬂ_hi\\\
/’/"L_ﬂ._;,___b‘\\
e I

—_— -
a2 sl

A7

N e
\\___ﬁ_,,,.v//;‘
AN

T
NN -

o~ " e
[ —
N e e T

[N N
L
-

1

- s s

P T )
-

._.._._.__
b g

\I \ _\‘l_-

Hier sind einige Beispiele.
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1. Wir betrachten das Vektorfeld X : R — R, X (z) := 1 auf R!. Fiir alle ¢ € R ist
fo R RN, fo(t)i=c+t
eine Integralkurve. In der Tat gilt
felt) =1=Xo f(t) = (f* X)) .
2. Wir betrachten das Vektorfeld X (z) := z auf R!. Fiir alle c € R! ist
fiR=RY, f(t) i=ce
eine Integralkurve von X. In der Tat gilt
folt) = ce’ = f(t) = X(f(t)) = (f*X)(¥) -

3. Wir betrachten das Vektorfeld X (z) := 22 auf R!. Fiir jedes ¢ € R ist

C
LR, f(t) =
f 10 =1

eine Integralkurve, wobei

= (%,oo(j c<0
R c=
In der Tat gilt .
f@) =( )= f(t)° = fX(t)

4. Wir betrachten das Vektorfeld

X:R> > R?, X(x,y):z( Y )

(2 4)

und erhalten X (v) = Dv. Fiir t € R setzen wir

Wir definieren die Matrix

cos(t)  sin(t)

M”:(_m@<mm)' (23)

Fiir jedes ¢ € R? ist die Kurve

fo:R—=R?*,  f.(t):=A(t)c
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eine Integralkurve von X. In der Tat gilt
fot) = Alt)e
B —sin(t) cos(t)
- ( —cos(t) —sin(t) )C
X)) = X(f(@1)
= DA(t)c

B 0 1 cos(t)  sin(¢)
- -1 0 —sin(t) cos(t) ¢
B —sin(t) cos(t)
- —cos(t) —sin(t) ¢
5. Hier ist ein Beispiel, in welchem es mehrere Integralkurven mit dem gleichen Anfang

gibt. Sei X : R! — R! durch X(z) := +/|x| gegeben. X ist nicht Lipschitzstetig.
Die Kurven f; : R — R!, i = 0,1, f, = 0 und

0 t<0
St '_{ 2 t>0

sind beides Integralkurven mit f;(0) =0, i = 0, 1.

Das Problem, eine Integralkurve f eines Vektorfeldes X mit vorgegeben zy := f(tg) zu
finden ist das Anfangswertproblem fiir ein Differentialgleichungssystem erster
Ordnung

f/:XOf7 f(to):l'o

Mit dem folgenden Trick kann man Differentialgleichungssysteme héherer Ordnung auf
solche erster Ordnung zuriickfithren. Wir betrachten der Einfachheit skalare Probleme.

Sei U C R offen und R : U — R eine Abbildung.

Definition 69.2 Fine n-mal differenzierbare Funktion h : I — R heifst Lisung der
gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung

K™ = R(t, b}, ... B
falls fiir die Abbildung I >t — f(t) := (¢, h(t),h'(t),..., A"~V (t)) € R™! gilt
1. f(I)cu
2. h™W = f*R,
wobei I C R ein offenes Intervall ist.

Wir betrachten das Vektorfeld auf U, welches durch X (z) := (1,23, ..., 2,11, R(x)) gege-
ben wird.
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Lemma 69.3 FEine n-mal differenzierbare Funktion h : I — R ist genau dann Lédsung
der gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung

™ = R(t, h, K, ... A7)
wenn f: 1 — U, f(t):=(t,h(t), K (t),..., K" D(t)) eine Integralkurve von X ist.
f ) 9 9 g

Proof. Ist h Losung der gewohnlichen Differentialgleichung, so ist offensichtlich f eine
Integralkurve. Umgekehrt, ist f eine Integralkurve von X, so setzen wir h(t) := f5(t). Es
gelten die Gleichungen

Hl) =t
() = Xao(f(t) = fs(t)
() = f3(t) = Xa(f(t) = fa(t)

WD) = (0) = XalFD) = fan()
™ ) = fial)=Xeu@) =R,

aus denen ersichtlich wird, dafl A n-mal differenzierbar ist und die gewohnliche Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung erfiillt. O

69.1 Aufgaben
1. Bestimmen Sie die Integralkurven des Vektorfeldes X : R — R, X (x) := 1 + 22

2. Bestimmen Sie die Integralkurven von X : R* — R? | X(z,y) = (y, z).

3. Reduzieren Sie zu einem System 1. Ordnung.

') =t g +1, ¢"(t) = f(t)g(t) + f'(t) +1*.

70 Integration Banachraumwertiger Funktionen

Weiter vorne im Kapitel [47] hatten wir das Integral reeller Funktionen iiber die Integra-
tion einfacher Ober- und Unterfunktionen eingefiihrt. Diese Methode basiert wesentlich
auf der Ordnungsrelation im Wertebereich R. Folglich funktioniert diese Methode nicht
fiir Banachraumwertige Funktionen. In diesem Kapitel erkldren wir, wie man stetige Ba-
nachraumwertige Funktionen integriert.

Sei (E,|.||) ein Banachraum und [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Ein Partition P
von [a, b ist eine endliche monotone Folge (t;)I, reeller Zahlen mit

a=tg <t <---<t,=b.
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Die Zahl w(P) := max{t; — t;_1|i = 1,...,n} heift Weite der Partition. Sind P und
@ Partitionen, dann kann man eine gemeinsame Verfeinerung Pf() bilden, indem man
die Vereinigung der Glieder von P und @ der Grofle nach ordnet. Es gilt w(P{Q) <

min{w(P), w(Q}.
Wir betrachten eine Abbildung f : [a,b] — E und bilden die Summe

n

Sp(f) =) (t: —ti) f(t:) -

=1

Definition 70.1 Wir sagen, daf$ das Integral f;f(t)dt existiert und gleich x € E ist,
wenn fiir jede Folge (P,) von Partitionen von |a,b] mit w(P,) — 0 gilt

Lemma 70.2 Wenn f : [a,b] — E stetig ist, dann existiert fabf(t)dt.

Proof. In der Tat ist f gleichméBig stetig, da das Intervall [a, b] kompakt ist. Sei e € R~
gegeben. Dann finden wir ein 6 € R~ derart, daf aus ¢,s € [a,b] und |t — s| < ¢ die

Ungleichung
€

176) = F& <

folgt.

Seien nun P = (tg,...,t,) eine Partition mit w(P) < 6 und @ = (sop < -+ < s,,,) eine
weitere Partition. Dann ist |Spygo(f) — Sp(f)| = €. In der Tat ersetzt man in der Summe
Spio(f) in den Summanden mit dem Faktor f(s;) mit ¢,_; < 's; <t; diesen Faktor durch
f(t;). Es gilt |s; —t;] < 0 und somit || f(s;) — f(t;)]| < 3% . Die Summe verdndert man
damit hochstens um einen Vektor der Léange e. Durch diese Ersetzung erhélt man jedoch
den Wert von Sp(f).

Sei nun (P,) ein Folge von Partitionen mit w(P,) — 0. Dann ist Sp, (f) eine Cauchyfolge.
In der Tat, wenn nur w(P,) < 6 und w(P,,) < ¢ ist, dann ist

158, (f) = Spn (NI S WS (F) = Spaspn (DIl + 15P.4p (F) = Spn (HI < 2€ .

Da ein Banachraum vollstiandig ist, existiert x := 1im, ,.Sp, (f).

Ist (@) eine weitere Folge von Partitionen mit w(@,) — 0, dann bilden wir die Folge
(R,) durch Ry, := P, und Ry,+1 := Q,. Da lim, ,.Sg,(f) existiert, miissen auch die
beiden Teilfolgen (Sp,(f)) und (Sg, (f)) den gleichen Grenzwert, ndmlich  haben. O

Lemma 70.3 Das Integral ist eine stetige lineare Abbildung fab ...dt: C([a,b], E) — E.
Es qilt

H / @] < (b— o) ]| -
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Proof.  Sei P eine Partition von [a,b]. Dann gilt sicherlich fir f,g € C([a,b], E) und
A € R, daB
Sp(f+Ag) = Sp(f) +ASk(g) -

Wendet man dies fiir eine Folge von Partitionen (P,) mit w(P,) — 0 an, so erhélt im
Grenzwert die Linearitdt des Integrals. Weiterhin gilt sicher fiir jede Partition P

1Sp(FIl < Z(ti —ti)[f ()]l < Sup LA @] Z(ti —tia) = [[fll(b—a) .

Daraus folgt

|| / F@)dt] < 11711 (b — a) -

Sei f : [a,b] — E stetig und ¢ € (a,b).

lv@ﬁ_lv@ﬁ+lv@ﬁ.

Proof. Sei P eine Partition von [a, ¢] und @ eine Partition von [c, b]. Dann bilden wir die
Vereinigung P U @, eine Partition von [a, b]. Es gilt offensichtlich

Sp(fija,d) + So(fiiep) = Spua(f) -

Weiterhin ist w(P U Q) < max{w(P),w(Q)}. Wenden wir dies auf Folgen (P,) und (Q,,)
mit w(P,) — 0 und w(Q,) — 0, dann erhalten wir im Grenzwert das gewiinschte Ergeb-
nis. O

Lemma 70.4 FEs gilt

Sei f : [a,b] — V stetig und ¢ € (a,b). Wir definieren F' : (a,b) — V durch
[ff(s)ds t>ec

F(t) = 0 t=c
[ f(s)ds t<ec

Lemma 70.5 Die Abbildung F ist differenzierbar und es gilt f'(t) = f(t).

Proof. Analog zum Beweis von Satz [48.4] O
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70.1 Aufgaben
1. Sei A € L(E, E). Berechne fol exp(tA)dt.

2. Sei f : [0,1] — F eine stetige Abbildung in einen Banachraum und v € E* =
L(E,R) eine stetige lineare Abbildung. Zeige, daf

o[ s = [ o

gilt.

71 Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven

Seien (M, dy) und (N, dy) metrische Rdume.

Definition 71.1 FEine Abbildung X : M — N heifit L lipschitzstetig, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 gibt, so daf fir alle a,b € M gilt

dn(X(a), X (8)) < Cdpy(a,b) .
Ist X lipschitzstetig, dann heifit die Zahl

Lip(X) :=inf{C € R| (Va,b € X | dy(X(a), X (b)) < Cdp(a,b))}
Lipschitzkonstante von X.

Eine Lipsschitzstetige Abbildung ist stetig. In der Tat kann man im e--Kriterium 0 =
Lip(X)'e setzen.

Sei (V. ]|.]|) ein reeller Banachraum und U C V offen, X : U — V ein Vektorfeld und
zeU.

Theorem 71.2 (Existenz und Eindeutigkeit) Wir nehmen an, dafi X lipschitzstetig
ist. Dann existiert ein €9 € R” derart, dafl es fir jedes € € (0, €y) genau eine Integralkurve
f:(—¢,€) = U von X mit f(0) =z gibt.

Proof. Die Zahl € > 0 wird spéter im Beweis festgelegt. Wir setzen I := (—e,€). Wir
betrachten den Banachraum E := Cy(/, V') und die Teilmenge Ey := {f € E|f(I) C U}.
Die Teilmenge Ey C FE ist nicht leer, da sie zum Beispiel die konstanten Abbildungen mit
Werten in U enthélt. Auf Ey konnen wir die Abbildung

t
A:EBy—E, A(f)E) = x+/ X(f(s))ds .
0
definieren. In der Tat ist Af : I — V beschrankt. Erstens ist namlich f : I - U — V

beschrénkt, da I und damit I > ¢t — X (f(t)) € V beschrénkt ist wegen der Lipschitzste-
tigkeit von X. Daraus folgt die Beschréinktheit von Af.
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Lemma 71.3 f € Ey ist genau dann Integralkurve von X mit f(0) = x, wenn A(f) = f
gilt.

Proof. Sei f eine derartige Integralkurve. Dann gilt

AN® = a+ [ X

= r+ )ds
/f

x+ f(t) — f(0)
oy

Wenn A(f) = f gilt, so ist offensichtlich f differenzierbar, f(0) = z, und

— / "X (F(s))ds) () = X(£(2))

O
Fiir das Theorem geniigt es zu zeigen, daf fiir ein geeignetes € > 0 die Abbildung A genau
einen Fixpunkt in Ey besitzt.

Lemma 71.4 Die Abbildung A ist lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten eLip(X).

Proof. Fiir f,g € Ey und t € I gilt

[ACH)(#) = Alg) DI = II/O[X(f(S))—X(g(S))}dSII

< i s [X(7(5) = X ()]
< eLip(X)sup |f(s) ~ 9(9)]
= Lip(X)f ~ gl .

Also
IA(f) — A(g)ll = Sup IA(F)(t) — Alg) ()| < eLip(X)[[f —gll -

(]
Wenn wir also € > 0 so klein wéhlen, daf eLip(X) < 1 gilt, dann ist A eine Kontraktion
und besitzt hochstens einen Fixpunkt.

Sei nun f; € Ey die konstante Abbildung mit Wert x. Sei r € R~ so gewahlt, dafl
B(z,r) C U gilt. Wir setzen Uy := B(fo,r). Dann gilt U; C Ey. Sei weiterhin C) :=
SUP,e (e, [|X (V)] Es gilt Cy < rLip(X) + [ X(z)].

Lemma 71.5 Wenn e € R” so klein gewdhlt wird, daff eCy < r/2 gilt, dann gilt A(Uy) C
U,.
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Proof. Sei f € U;. Dann gilt

IA() - foll = sup / X(f(s)ds|
< ¢ sup X))

s€[0,t]
< ECl.

FOIghCh, A(Ul) Q B(fo, 601) g B(fo,?”/2> und damit A(Ul) Q B(fo, 7"). O

Ist also ¢y € R” so klein, daf gleichzeitig €oC; < 7/2 und €yLip(X) < 1 gelten, und ist
e € (0,€0), dann besitzt A genau einen Fixpunkt f in U;.

Damit ist die Existenzaussage bewiesen. Wir beenden nun den Beweis der Eindeutigkeit.
Die Eindeutigkeit von Integralkurven, die in Ejy liegen ist schon gezeigt. Wir miissen
ausschliefen, dafl es noch weitere Integralkurven gibt, die nicht in Ey liegen. Sei g :
(—€,¢) — U eine solche, notwendiger Weise unbeschréankte Integralkurve. Dann ist fiir

jedes ¢ € (0, ¢) die Zahl supj,<._4 [| X (g(?))|| =: C2(0) endlich. Es gilt fiir |¢| < e — 4, daf
lg(t) — [ < eCa(9) -

Damit ist g|(—ets5.e—s) beschrénkt und folglich gleich der Einschrénkung fj(—ctse—s5). Da 0
beliebig klein sein darf, gilt f = ¢g. Damit ist g beschrankt. Widerspruch! O

Ein zeitabhéngiges Vektorfeld auf U C V ist eine Abbildung X : T'x U — V fiir ein
offenes Intervall T" C R, welches die Null enthélt. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz
gilt auch fiir zeitabhéngige Vektorfelder, wenn man Lipschitzstetigkeit in der Ortsvariablen
voraussetzt. Der Punkt ist, dafl man Lipschitzstetigkeit in der Zeit nicht annehmen mu$.
Ansonsten kénnte man das Problem in ein autonomes verwandeln und obigen Satz
anwenden. Diese Verallgemeinerung betrifft etwa eine Gleichung der Form

FOy=t2re, fO)=fo.

Unter einer Integralkurve mit Anfang in # € U versteht man eine Kurve f : I — U mit
f(0) =z und f'(t) = X(t, f(¢)).

Theorem 71.6 Wir nehmen an, daff X stetig ist, und daff es eine Konstante C' g¢ibt
derart, daf8 X(t,...) : U — V lipschitzstetig mit Lip(X(¢,...)) < C fir allet € T ist.
Dann ezistiert ein ey > 0 derart, dafi (—€g, €0) C T gilt und es fiir jedes € € (0,€y) genau
eine auf I := (—¢,€) definierte Integralkurve f : I — U mit f(0) = x gibt.

Proof. Der Beweis ist wie in /1.2, Man setzt

t):a:—l—/o X(s, f(s))ds
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71.1 Aufgaben

1. Sei U C E offen, X : U — FE differenzierbar, und sup,y ||[dX (u)|| =: M endlich.
Kann man schliefen, dafl X lipschitzstetig ist?

2. Ein Vektorfeld X : U — E heif3t lokal lipschitzstetig, wenn jeder Punkt z € U eine
Umgebung z € V' C U besitzt so dal Xy lipschitzstetig ist. Zeigen Sie, daf ein
stetig differenzierbares Vektorfeld lokal Lipschitzstetig ist.

72 Maximale Integralkurven und Vollstindigkeit

Sei U C V offen, x € U und X : U — V ein Vektorfeld. Sei 0 € J C R ein offenes Intervall.
Ist g : J — U eine Integralkurve des Vektorfeldes und I C J ein offenes Teilintervall mit
0 € I, dann ist gy : I — U auch eine Integralkurve. Wir betrachten auf der Menge der
Integralkurven 1K, des Vektorfeldes X mit Anfang = die folgende partielle Ordnung: Es
gilt
(f:I=-U)<(9:J—=0U),
falls
ICJ und f=gy

ist.

Theorem 72.1 Unter den Voraussetzungen von Satz[71.9 gibt es genau eine mazimale
Integralkurve f : I — R mit f(0) = z.

Proof. Die Existenz maximaler Integralkurven folgt aus folgender Betrachtung. Ist ist
(fa : In = U)acr eine Kette in IK, von Integralkurven, dann ist ¢ : |J,c; [a — U,
g(t) == fa(t) fiir geeignetes a@ € L so dafl ¢ € I,, eine obere Schranke der Kette. Nach
dem Lemma von Zorn folgt daraus die Existenz maximaler Integralkurven.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Seien (¢ : J — U) und (f : I — U) beides maximale
Integralkurven mit ¢g(0) = f(0) = x. Wir betrachten die Menge

E={teR|(Vse[0,t)|seInJundg(s)= f(s))} .

Sei T := sup E und S := inf F, wobei wir 7' = oo und § = —oo zulassen. Wegen der
lokalen Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurven gilt offensichtlich 7" > 0 > S.

Wir zeigen, dal J = I = (S, 7). Klar ist da (S,7") C J N I. Wére diese Inklusion echt,
dann konnen wir etwa annehmen, da 7" € I' N J. Sei y := f(T') = g(T'), wobei die zweite
Gleichheit aus der Stetigkeit der Integralkurven folgt. Dann gilt fiir alle geniigend kleinen
e >0,daB fr(t) := f(t +T) und gr(t) := g(t + T') zwei verschiedene Integralkurven von
X auf (—¢,€) mit gr(0) = fr(0) = y definieren. Dies steht im Widerspruch zur lokalen
Eindeutigkeit nach Satz [71.2]
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Auf analoge Weise fithrt man S € I N J zum Widerspruch. Wir haben damit indirekt
gezeigt, dal I N J = (S,T). Wére I # J, dann wiirde I C I U J oder J C I U J gelten.
Wir definieren A : I U J — U durch

o f@) tel
e '—{ o) teJd

Dann ist nach obiger Diskussion h wohldefiniert und eine Integralkurve von X mit An-
fang in x. Diese setzt aber mindestens eine von f oder g echt fort, ein Widerspruch zur
Maximalitdt von f und g. O
Fiir diesen Satz haben wir nur die lokale Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven
benutzt. Deshalb gilt er unter etwas allgemeineren Voraussetzungen, etwa wenn das Vek-
torfeld durch Umwandlung eines nicht-autonomen in ein autonomes System entsteht, und
das nicht-autonome nur in der Ortsrichtung lipschitzstetig (lokal gleichméfig in der Zeit)
ist.

Sei U C V eine offene Teilmenge eines Banachraums und X ein lipschitzstetiges Vektorfeld

auf U.

Definition 72.2 1. Das Vektorfeld X heifit vollstindig, falls fiir jedes x € U und die
mazximale Integralkurve f : I — U von X mit f(0) =x gilt : [ =R.

2. Das Vektorfeld X heifst halbvollstindig, falls fir jedes x € U und die mazimale
Integralkurve f : I — U von X mit f(0) = x gilt : sup I = co.

Ist I C R, dann sei I := [0,00) N I. Analog definieren I_ als den negativen Teil von .

Proposition 72.3 Sei f : I — U eine mazimale Integralkurve und to, := supl < oo.
Dann ist f(1y) NU nicht kompakt.

Proof.  Wir nehmen an, da8 f(/) N U kompakt sei.

Lemma 72.4 f setzt sich stetig auf I, fort.

Proof. Da v [|X(v)]| stetig und f(I4+) NU kompakt ist, ist M := sup, sy | X (V)]

eine wohldefinierte reelle Zahl. Sei (¢,) eine Folge in I, mit ¢, — to. Seiy € f(I)NU
ein Haufungspunkt von (f(¢,)). Wir miissen zeigen, daf§ 1im, ,; f(t) = y gilt. Es gilt

1F@&) =yl < 1F@) = FE+ 11 (E) =y

t

= || X(F(s))dsll + [ f(tn) = v)

tn

< Mt —to| + 1 f ) = )]l -

Fiir gegebenes € € R” wahlen wir n € N derart, dafl
Mltoo = to| 4+ [[f (tn) — )l <€
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gilt. Dann gilt || f(¢) — y|| <, falls nur ¢ € (¢,,tx). O

Sei g : (—€,€) = U eine Integralkurve von X mit g(0) = y. Wir definieren
h:ITU[0,t+€) = U

durch A(t) := f(t) fiir t € I und h(t) := g(t — t) fiir t € [tw, o + €). Die Abbildung h
ist stetig und auf ¢ # t., differenzierbar und dort auch Integralkurve von X. Es gilt
h(s) — h(ts)

S — teo

= X(y) .

limsitoo

Auf der anderen Seite ist fiir 0 < s < ¢ < t

ﬂ@—ﬂﬁz/fwﬂmmw

Wir schlieSen daraus .
flt) = 1) = [~ X(f()du

und folglich
h(s)—h(te) .. [0 X(f(u))du

limSTtooT = limgy
o0

= X(y) .

Also gilt h'(ts) = X(y). Damit ist h eine Integralkurve von X mit Anfang in x, welche
f I — U echt fortsetzt. Das steht im Widerspruch zur Maximalitdt von f: I — U. 0O

oo

S — teo

1. Wir betrachten das konstante Vektorfeld X : V' — V mit dem Wert £ € V. Dieses ist
vollstandig. In der Tat ist f(t) = x+t&, t € R, die eindeutige maximale Integralkurve
mit Anfang in x € V.

2. Sei U := V' \ {0}. Die Einschrénkung von X auf U ist nicht mehr vollsténdig. So ist
etwa die maximale Integralkurve f(t) = —¢& + t£ mit Anfang in x := —& nur noch
auf (—oo, 1) definert.

3. Das Vektorfeld X (z,y) = (1,y?) : R? — R? ist nicht vollstéindig. Die Integralkurve
mit Anfang in (0, c) ist durch f(t) = (¢, 1%;) gegeben. Fiir ¢ > 0 ist diese maximal
auf dem Intervall (—oo,c™!) definiert.

4. Schrinkt man das Vektorfeld aus der vorherigen Aufgabe auf {y < 0} ein, so ist
es immer noch halbvollstiandig. Die Losung mit Anfang in (s,c¢) ist f(t) = (t —

S, To(—s) und auf (c7(1 + sc), 00) definiert.

Eine Methode, die Vollstandigkeit von Vektorfeldern einzusehen, beruht auf Ljapunov-

funktionen

317



Definition 72.5 FEin Abbildung L : M — N zwischen topologischen Rdumen M und
N heifit eigentlich, falls fir jede kompakte Teilmenge K C N das Urbild f~(K) C M
kompakt ist.

1. Die Konstante Abbildung R — R ist nicht eigentlich.
2. Die Abbildung R > x +— 22 ist eigentlich.
Sei R_ := [~00,00). Sie X : U — V ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf V.

Definition 72.6 Eine Ljapunovfunktion fir X ist eine differenzierbare Abbildung L :
U — R mit folgenden Eigenschaften.

1. Fir alle x € U gilt die Ungleichung dL(x)(X (z)) < 0.
2. L:U — R_ ist eigentlich.
Theorem 72.7 Euxistiert fiir X eine Ljapunovfunktion, so ist X halbvollstindig.

Proof. Sei x € U und f: I — U die maximale Integralkurve mit f(0) = x. Dann gilt

(f L)) = dL{F(®)(f' (1))
= dL(f())(X(f(2)))

<0

Wir schlieflen, dal L(f(t)) < L(x). Also ist f(I.) € L™ ([—o0, L(x)), woraus die Kom-
paktheit von f(I,)NU folgt. Also ist sup I, = co. O

Hier sind einige Beispiele.

L. Sei (V, < .,. >) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, U C V" offen und
L : U — R differenzierbar mit lipschitzstetiger Ableitung und so, daf§ L : U — R_
eigentlich ist. Wir betrachten das Vektorfeld grad(L) : U — V welches durch

(grad(L)(z),&) =dL(x)(§) VeeU, €V

characterisiert ist. Wir betrachten X := —grad(L). Dieses Vektorfeld ist halb-
vollstéandig. In der Tat ist L eine Ljapunovfunktion fiir X, da

dL(x)(X(z)) = —(grad(L)(z), grad(L)(z)) <0
gilt.

2. Sei V =R" und L(z) = ||z||*>. Dann ist X (x) = —2z. Dieses Feld ist halbvollstéindig.
In der Tat sind die Teilmengen {L(z) < R} = {||z||* < R} kompakt. Man kann die
Losung hier sogar explizit finden. Es gilt fiir die Integralkurve mit Anfang in z:

flt)=e %z .
Diese Formel zeigt sogar die Vollstandigkeit.
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3.

4.

73

Sei L wiein 1. und Y : U — V ein weiteres Lipschitz-stetiges Feld mit der Eigen-
schaft < X,Y >> 0. Dann ist fiir jede Lipschitz-stetige Funktion ¢ : U — [0, 00)
das Feld Z := ¢X + Y halbvollstdndig. L ist Ljapunovfunktion von Z.

(%)

und ¢ wie in 3. Dann ist Z(x) := —¢(x)z + Dz halbvollstiandig.

Sei V := R? und

Ausblicke

Die folgenden Themen gehoren natiirlicher Weise zum Abschnitt iiber gew6hnliche Diffe-
rentialgleichungen, wurden aber aus Zeitgriinden nicht mehr behandelt.

1.
2.

© L N e &

Wachstumsabschétzungen und Gronwall Ungleichung
allgemeine Losung linearer Differentialgleichungssysteme
Diskussion von Resonanz fiir die angeregte Schwingungsgleichung

stetige und differenzierbare Abhéngigkeit der Losung von Anfangsbedingungen und
Parametern

Fliisse

Hamiltonsche Systeme, Erhaltungsgrofien, klassische Mechanik
Verhalten in der Néhe stationdrer Punkte

Globale qualitative Diskussion von Vektorfeldern auf R2.

Attraktoren und Chaos

Desweiteren sind mehrdimensionale Integrale (iterierte Riemannintegrale) nicht behandelt
worden.
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