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1 Zahlen und Systeme von Gleichungen

1.1 Zahlen
1.1.1 Naturliche Zahlen, Induktionsbeweise, Anzahlbegriff fir endliche Mengen

Wir bezeichnen milN die Menge der naturlichen Zahlen. Wie tblich schreiben wir
N={1,2...}.
Wenn wir die Null mit einschlie3en wollen, dann schreiben wir

No:=NuU{0} .

Naturliche Zahlen kann man addieren und multiplizieren:

+:NxN—=N | (ab)—a+b
*x ' NxN—-N | (ab)—axb.

Oft 1aRt man das Symbol fir die Multiplikation weg und schreabtfur ax b. Diese
Operationen sind kommutativ, d.h. sie erfiillen die Relationen

at+b=b+a axb=bxa,
und sie erflllen das Distributivgesetz, d.h.
ax(b+c)=axb+axc.

Genauer musste man fur die Kommutativitat der Addition so formulieren:
Fur alle a,b € N gilt die Gleichung arb=b+a
Entsprechendes gilt fur die anderen beiden Identitaten.

Die obigen Eigenschaften charakterisie(®)-+, x) als einen Halbring.

Eine weiter wesentliche Eigenschaft der natirlichen Zahlen ist die Ordnung. Wir ver-
stehen diese als eine Relation, also als eine Abbildung

<:Nx N — {wahr, falsch} .
Wir schreiben Ublicherweis€ (a,b) =: a < b. So gilt etwa
5<7=wahr, 6<3= falsch.

Eine Ordnungsrelatior auf einer Meng& mul3 folgende Eigenschaften haben:
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1. (transitiv) Die Relationea < b undb < cimplizierena < c.
2. (reflexiv) Es gilta < a.

3. (antisymmetrisch) Falla £ b ist, gilt entwedera < b oderb < a.

Die Ordnung der naturlichen Zahlen hat diese Eigenschaften.

Jede Teilmenge der naturlichen Zahlen hat ein kleinstes Elemenh EO¥ betrach-
ten wir die Teilmengd&N<":= {m € N|n < m} C N. Das kleinste Element vaN<" heil3t
Nachfolger vom und ergibt sich durcim+ 1. Jede nattrliche Zahl hat also einen Nach-
folger. Es gilt folgende wichtige Bemerkung.

Sei AC N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

1.1cA

2. Fur jedes & A ist auch der Nachfolger& 1 € A.

Dann gilt A= N. Diese Beobachtung ist die Basis des Beweisprinzips der vollstandigen
Induktion.

Als Beispiel wollen wir die Formel

0 n(n+1)
2 k=
K=1 2

zeigen. Wir formulieren dies wie folgt urfrir jede natirliche Zahl re N gilt 3, k=

w. Nun zum Beweis. SehA C N die Teilmenge derjenigen natirlichen Zahlen, fur

welche die Identitay_; k = "1 gilt. Wir zeigen den sogenannten Induktionsanfang:

Esgiltlc A:Inder Tatgilty ;_; k=1 und@ = 1. Nun kommen wir zum sogenannten
InduktionsschrittWir zeigen, dal? mit & A auch der Nachfolger # 1 € Aist.In der Tat,

sein € A Dann gilty_; k= """ pann rechnen wir

n+1 n
k;k:k;kﬂr”rl): n(ngL 1) (1) = n(n+1)42rZ(n+ 1) _ (n+1)((r;+1)+1) .

Dies besagt aber+ 1 € A: Die gezeigten Aussagen implizieren, daf& N gelten muf3,
womit der Beweis beendet ist.



Die naturlichen Zahlen benutzt man, um die Anzahl der Elemente in endlichen Mengen
zu beschreiben. Dazu missen wir zuerst einmal endliche Mengen von unendlichen unter-
scheiden. Die Anzahl der Elemente verschiedener Mengen (deren Machtigkeit) vergleicht
man mit Hilfe von Abbildungen. Genauer:

Definition 1.1. Zwei Mengen A heil3en gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
A5 B gibt.

“Gleichmachtigkeit” ist eine Aquivalenzrelation fir Mengen. Seeine Relation auf
A, also eine Abbildung
~:Ax A — {wahr, falsch} .

Wir z6gern hier,A eine Menge zu nennen, weil wir gleich fédr die Gesamtheit aller
Mengen nehmen wollen, welches keine Menge ist. Wir schreiben wiedarb) =: a ~
b. Eine Aquivalenzrelation erfullt

1. (reflexiv) Es gilta ~ a.
2. (transitiv) Die Relationea ~ b undb ~ cimplizierena ~ c.

3. (symmetrisch) Es gith ~ b genau dann wenb~ a.

In der Tat hat “Gleichméchtigkeit” diese Eigenschaften. EsMikv M wegen der Exi-
stenz der Bijektioridy : M — M. Die RelationerM ~ N undN ~ P implizierenM ~ P.
In der Tat, seierf : M — N undg: N — P Bijektionen, dannisgo f : M — P auch eine
Bijektion. WennM ~ N gilt, dann auciN ~ M. In der Tat, wenrf : M — N eine Bijektion
ist, dann ist die inverse Abbildunfy ! : N — M eine Bijektion.

Wir kommen nun zur Charakterisierung endlicher Mengen.

Definition 1.2. Eine Menge A heil3t endlich, wenn es keine echte Teilmengé Bibt,
welche zu A gleichméchtig ist. Andernfalls heil3t A unendlich.

Die MengeN ist unendlich. In der Tat iS¥ \ {1} C N eine zuN gleichméchtige echte
Teilmenge. Die geforderte Bijektion kann etwa dukch» x— 1 gegeben werden.

Lemma 1.3. Es gibt genau eine Zuordnung-A |A| welche jeder endlichen Menge A eine
Zahl |A| € Np zuweist, so daf? fur disjunkte B.die Gleichung

|AUB| = [A +[B]
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gilt. Diese Zuordnung erfullt weiterhin

IAxB|=|Ax B|, |AUB|+|ANB|=|A+|B|.

Wir beweisen dieses Lemma hier nicht. Die Argumentation hdngt namlich davon ab,
wie manN definiert. Versteht mailN als die Menge der Aquivalenzklassen endlicher
Mengen beziglich der Relation “gleichmachtig”, dann ist der erste Teil des Lemmas tau-
tologisch.

Mit den natlrlichen Zahlen werden in der Praxis jede Art von Z&hlproblemen model-
liert.

1.1.2 Die ganzen Zahlen

Mit Z bezeichnen wir die ganzen Zahlen. Wir schreiben
7Z=A...,-2,-1012...}.
Ganze Zahlen kann man addieren und multiplizieren:

+:ZxZ—17Z , (ab)—a+b
x LxZ—17Z , (ab)—axb.

Diese Operationen sind kommutativ und distributiv. Zusatzlich kann man auch subtra-
hieren, d.h. die Gleichung+ x = b hat fur alle ganzen Zahlea b eine eindeutige L06-
sungx = b— a. Es gilt weiterhin die Relatioa+ 0 = a. Mit diesen Eigenschaften wird
(Z,+,%,0,1) als ein Ring charakterisiert.

Wir kbnnen die ganzen Zahlen als formale Differennen n von natirlichen Zahlen
m,n € N verstehen. Dabei ist zu beachten, daf3+ a) — (n+ a) die gleiche ganze Zahl
wie m— n darstellt. Die nattrlichen Zahlen kénnen als Teilmenge der ganzen Zahlen
verstanden werdef C Z.

Die ganzen Zahlen werden zur Modellierung von Abzahlproblemen benutzt, in wel-
chen auch Schulden (negative Anzahlen) erlaubt sind. Beispiele sind etwa Kontosténde
(in Cent) oder elektrische Ladungen.



1.1.3 Die rationalen Zahlen

Mit Q bezeichnen wir die Menge der rationalen Zahlen. Rationale Zahlen kann man ad-
dieren und multiplizieren:

+:Q0xQ—-Q , (ab)—a+b
x:QxQ—-Q , (ab)—axb.

Diese Operationen sind kommutativ und distributiv. Man kann wie bei den ganzen Zahlen
subtrahieren. Zuséatzlich kann man durch von Null verschiedene Elemente dividieren, d.h.
die Gleichungax x = b hat furr alle rationalen Zahlea b mit a # O eine eindeutige Losung

X = g Es gilt weiterhin die Relatiom+ 0= 0 undax 1 = a. Mit diesen Eigenschaften

wird (Q,+,*,0,1) als ein Kdrper charakterisiert.

Wir kénnen die rationalen Zahlen als formale Brucheon ganzen Zahlem,n € Z
mit n # 0 verstehen. Dabei ist zu beachten, dafafi#r0 der BruchT die gleiche ganze
Zahl wie T darstellt. Die ganzen Zahlen konnen als Teilmenge der rationalen Zahlen

verstanden werdetz, C Q.

In der Praxis benutzt man rationale Zahlen, um Grof3en zu modellieren, welche durch
Aufteilung von Ganzheiten entstehen. Ein typisches Beispiel ist die Bildung von Noten-
durchschnitten. Die wesentliche Bedeutung der rationalen Zahlen ist jedoch die als der
kleinste Korper, welcher den Ring der ganzen Zahlen enthélt.

1.1.4 Die reellen Zahlen

Mit R bezeichnen wir die Menge der rellen Zahlen. Reelle Zahlen kann man addieren und
multiplizieren, wobei die Kdrpereigenschaften wie bei den rationalen Zahlen erfillt sind.
Die reellen Zahlen enthalten die rationalen Zahigrg R.

Eine wesentliche Eigenschaft der reellen Zahlen (und ihrer TeilmeNger”Z. C Q C
R) ist die Anordnung, daf3 heil3t, aifist eine Ordnungsrelation<” definiert. Die Ver-
traglichkeit dieser Relation mit den Koérperstrukturen wird in der Analysis beschrieben.
Mit Hilfe der Anordnung kann man (abgeschlossene) Intervalle

[a,b] :={xeRla<x<b}CR



definieren. Die reellen Zahlen sind vollstéandig, d.h. fur jede Folge von geschachtelten
(abgeschlossenen) Intervallen

.InClpo1C---Clo

ist der Durchschnitt

N

neN
nicht leer. Man kaniR als den kleinsten vollstandigép-enthaltenden Korper charakte-

risieren.

Eine wesentliche Folge der Anordnung und Vollstandigkeit ist die Existenz von Po-
tenzena® € R fiir a > 0 undb € R. Dies wird in der Analysis abgeleitet. Insbesondere
.. . . 1 .-
existieren inR die Wurzelnan aus positiven Zahlen.

Die meisten “kontinuierlichen” physikalischen Grof3en werden durch reelle Zahlen mo-
delliert. Typische Beispiele sind Langen, Zeiten, Massen, Kréfte, Geschwindigkeiten,
Spannungen, Strome.

1.2 Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten
1.2.1 Mehrdimensionale Grof3en

Mehrdimensionale Grof3en benutzt man, um komplexe reale Systeme zu modellieren.

Im folgenden Beispiel mdgen Kontostande durch reelle Zahlen modelliert werden (dies
bedeutet in der Realitéat, dal3 bis auf einen sehr kleinen Bruchteil eines Cent gerechnet
wird).

Wir denken uns jetzt eine Situation mit mehreren (etv&tlick) Konten zu unterschied-
lichen Konditionen (daste Konto habe etwa den Zinssa&zc R).

Das Geldvermégen wird dann durch die gleichzeitige Angabe aller Kontostande be-
schrieben. Seg; € R der Stand desten Kontos.

Sei
RK:=Rx- - xR={(x,.... %)% €R
\ ><k XR = {(X1,...,%)|x € R}
X



die Menge der (geordnetekjTupel reeller Zahlen. In der Tat, um mit spateren Konven-
tionen vertraglich zu sein, werden wir die Elemente als Spalten schreiben:

X1
X=(Xg,..., %) =

Xk

Der obere Indext” bedeutet also, dal3 die Zeile als Spalte betrachtet wird (wir schreiben
Zeilen aus Papierspargriinden).

Das Geldvermdgen wird also durch einen Punkt
z2:=(z1,...,7)" € R
beschrieben.

Wenn ich eine Geldmengeeinzahlen will, dann kann ich sie auf die einzelnen Kon-
ten aufsplitten. Die Einzahlung auf dage Konto istx, und es mufy K ; x; = u gelten.
Insbesondere kann ich die Einzahlung auch durch einen Punkt

X:=(X1,..., %)t € R

beschreiben. Der neude Kontostand nach erfolgter Einzahlungast x;. Wir definieren
eine Addition
4+ :R*xRK - RK

durch komponentenweise Addition:
(X552 (V15 Y = (Y, X W)
Dann kann ich das Vermdgen nach erfolgter Einzahlung als den Runkbeschreiben.

Nun kommt es zu einer Wahrungsumstellung durch welche die Zahlenbetrdge um den
Umrechnungsfaktok € R abgeéndert werden. Diese betrifft alle Konten in gleicher Wei-
se. Nach der Umstellung ist der Kontostafdy,...,Az)!. Es ist sinnvoll, aufR¥ die
(skalare) Multiplikation mit den reellen Zahlen

« R x RK — RK
komponentenweise zu definieren:
AX1, . %)t = (A, .. A
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Der RaumRK mit der beschriebenen Addition und der skalaren Multiplikation ist unser
Prototyp eines Vektorraumes uler

Wir betrachten nun den Zinsertrag im Jahr (der Kontostand mége konstant gewesen
sein). Dag-te Konto wirft im Jahr ein Zinseinkommen varg; ab. Folglich belaufen sich
meine Zinseinahmen im Jahr auf

k
a121+~--+akzkzzlaazi.
i=

Dies kann mit einigen Verabredungen kirzer geschrieben werden. Wir betrachten eine
weitere KopieR¥ der MengeRK, deren Elemente wir jetzt jedoch als Zeilen schreiben
werden. Wir definieren weiter die Paarung
R k
REXRK SR, (XY) — Xey:= inyi .
i=

Betrachtet maa = (ay, ..., ac) € R¥, dann sind die Zinseinkiinfte durele zbeschrieben.
Die Paarung hat folgende Eigenschaften:

ae(x+y) = aex-+aey
(a+b)ex = aex+bex (1)
(Aa)ex = A(aeX)

ae(Ax) = A(aeXx)

Genauer miRte man etwa bei der letzten Identitat sagi@nalle a € R, x € RK und
A € R giltae (AX) = A(aeXx). Die letzte Regel besagt zum Beispiel, daf es egal ist, ob erst
die Wéahrung umgestellt oder erst die Zinsen berechnet werden.

1.2.2 Systeme mit zwei Unbekannten

Wir betrachten zwei leere Konten. Die Zinssétze seien dareha;,ap) € R2 gegeben.
Wir méchten die Summa so einzahlen, dal3 nach einem Jahr der vorgegebene Betrag
als Zinsen eingenommen wird.

Man muf also die Summe in noch unbekannter Weise aufsplitten:

1+22=1U.
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Die Zinseinnahmen sind dann
171 +apzZy = €.

Daraus kann mag bestimmen. In diesem einfachen Fall geht das durch schrittweise
Elimination.

Wir setzenz; = u— 2 in die zweite Gleichung ein. Es ergibt sich
(ap—a1)zp=e—au.

Also gilt (falls a3 # ap)
_e—au

- ap — 6117
Fallsa; = a» und e = aju gilt, dann ist es egal, wie man die Summe aufspaltet. Falls

Z2 Z1=U—2o.

a; = ap ist unde # a;u, dann hat das System keine Ldsung.

Wir sehen also, dal3 ein System aus zwei linearen Gleichungen ein sehr unterschiedli-
ches Losungsverhalten haben kann, etwa eine eindeutige Losung, viele Lésungen, oder
gar keine Losung. Die allgemeine Losungstheorie werden wir spater betrachten. Im Bei-
spiel mag noch interessant sein, ob etwa zliaicht-negativ sind. Solche Fragen sind
nicht Bestandteil der allgemeinen Theorie.

Mit Hilfe des e kdnnen wir das Gleichungssystem noch kurzer schreiben. Wir betrach-
ten das Elemertt = (1,1) € R2. Dann kann man die beiden Gleichungen kurz als

aez = e (2)

bez = u

schreiben. Mit Hilfe von Matrizen geht es noch klrzer.

1.2.3 Matrizen

Seil eine Menge. Dann kann man die Menge der Abbilduriges: {x:1 — R} betrach-
ten. Ein Element auR' kann als ein durch-indiziertes Tupelx;)ie aus reellen Zahlen
verstanden werden, wenn mgn= x(i) setzt.

Insbesondere kdnnen wir fiire N die Mengen:= {1,...,n} betrachten. Offensichtlich
kann marR" mit R" identifizieren.
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Die Elemente der Menge x k sind Paardi, j) naturlicher Zahlen mit X i <nund
1 < j < k. Diese ordnet man der Anschaulichkeit halber in der folgenden Weise an:

(1,1 ... (LK

(n,.l) (n,.k)

Definition 1.4. Die Menge der reell-wertigen r k-Matrizen wird durch

Mat(n,k R) := R™K

gegeben.

Folglich ist einen x k-Matrix M durch eine Familie von ZahlefM; j)1<i<n1<j<k 9€-
geben. Um eine solche Matrix aufzuschreiben, ersetzt man in der obigen Anordnung das
Paar(i, j) durch den WerM; ;.

Mn’l Mnk

Man kann die Zeilen voM als Elemente auR* verstehen. Dann kann mav als

n-Spalte schreiben:

m
M= : ;o Mi=Mig,...,Miy) .

A

Mp

Analog kann man die Spalten v als Elemente auR" auffassen:

My
M:(mlﬁ"'7w)7 m: :
Mni

Insbesondere gilR* = Mat (k, 1, R) undR¥ = Mat (1, k, R).
Wir verallgemeinern die Paarurmgzu einem Produkt

e :Mat(n,mR) x Mat(mk,R) — Mat(n,k,R) ,

12



Definition 1.5. Sei
di

A=| : | eMat(nmR), aeR™
an
und
B=(by,...,bx) € Mat(mk,R), bjeR™.

Dann definieren wir

dieby ... 4 eby
AeB = :
aneb; ... a,eby
Es gilt also
m
(A.B)”’ = Xaubu .

1
Hier ist ein Beispiel:

4 -1
1 2 3 L 0 1x44-2%1+3%2 1x—1+2%x0+3%2 12 5
] e - .
0 21 5 5 0%x44+-2%x1+1%2 O0x—1+2%x04+1%2 4 2

Beachte, dal& e B nur dann definiert ist, wenn die Anzahl der Spalten Yomit der
Anzahl der Zeilen vorB Ubereinstimmt.

Das Gleichungssystem (3) kann nun wie folgt geschrieben werden. Wir setzen

M= (= , B:i= © .
b 1 1 u
Dann lautet die Bestimmungsgleichung

Mez=B.

1.2.4 Assoziativitat und nicht-Kommutativitat der Matrizenmultiplikation

Seienn,m k,| € NundA € Mat(n,m,R), B € Mat(m,k,R), undC € Mat(k,|,RR).

Lemma 1.6. Es gilt(AeB)eC = Ae (BeC).
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Proof. Es gilt

und damit

und damit

m k
(Ao (BeC))ij= 5 AxBayCyj-

x=1y=1
Wir schlielRen das Lemma aus

k m m k
z z Ai,xBx,yCy,j = Z z Ai,xBx.,yCy.,j .

y=1x=1 X=1y=1

Beachte, daRR die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist. WekiB € Mat(n,n,R),
dann ist zwaiA e B und B e A definiert, aber diese beiden Produkte sind im allgemeinen
nicht gleich. Hier ist ein einfaches Beispiel.

(00)(0) = (o0)
(1o)(e0) - (51)

1.2.5 Die Addition von Matrizen und das Distributivgesetz

Der \VolIstandigkeit halber fihren wir gleich noch zwei weitere Operationen mit Matrizen
ein.
Definition 1.7. Wir definieren die Additior- : Mat(n,m,R) x Mat(n,m,R) — Mat(n,m,R)
durch

(A+B)ij:=Aj+Bij.
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Lemma 1.8. Es gilt A+ (B+C) = (A+B) +C und (wenn die Multiplikation definiert ist)

Ae(B+C)=AeB+AeC, (B+C)eD=BeD-+CeD.

Proof. Nachrechnen! O

Seid € R undA € Mat(n,k,R).
Definition 1.9. Wir definieren die skalare MultiplikatioRA € Mat(n, k, R) durch(AA); j :=
AA .

Wir Uberlassen es dem Leser, die grundlegenden Eigenschaften dieser Operation zu
finden.

1.2.6 Lineare Gleichungen mit drei Unbekannten

Eine quadratische Funktioh: R — R ist eine Funktion der Form(x) = aoX? + agx+ ap.
Analog kann man Funktionen hoheren Grades definieren. Wir stellen uns das Problem,
eine quadratische Funktion so zu finden, dal3 sie in drei gegebenen Punkigns
vorgegebene Wertgy,y>,y3 annimmt. Dies gibt drei Bedingungen fiir drei Unbekann-
teap, a1, ag, die wir dadurch bestimmen wollen.

Wir mussen die Gleichungen
ax+axi+ap=y, i=123

erfullen. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem, welches wir kurz in der Form

1 xq X ap Y1
1% %5 [of aa |[=] ¥y
1 X3 X3 a y3

schreiben kénnen.

Es gibt ein systematisches Verfahren, mit welchem man ein derartiges System l6sen
kann (Gaussverfahren).

Zur lllustration fihren wir eine vereinfachte Variante des Verfahrens durch. Eine all-
gemeine Beschreibung folgt spater. Die Idee besteht darin, das System unter Erhaltung
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der Lésungsmenge so umzuformen, dal eine Losung einfach maglich wird. Wir ersetzen
zuerst die zweite und dritte Zeile des Systems jeweils durch die Differenz mit der ersten.

1 xg X3 ao Y1
0 xo—x1 X5—x¢ [e] a1 [=]| yo—11
0 Xz3—X1 X§5—X a y3—Y1

Wir setzen jetzt voraus, dal} alkepaarweise verschieden sind. In unserer Anwendung
ist das sinnvoll, da wir ja jeweils nur einen Wert der Funktion in einem Punkt vorge-
ben kbnnen. Wir ersetzen die dritte Zeile durch ihre Differenz mit qgej%-fachen der
zweiten.

1 x X2 ao Y1
0 Xo—X1 X5 —x2 ol a | = Vo —V1
0 0 (x3—X1)(Xs—X) a Y3—Y1— g5 (V2= Y1)

Dieses System kann nun leicht durch Ruckwartseinsetzen geldst werden. Es gilt

(3—X1)(X3—X2) (X2 —X1) (X3 — X1) (X3 — X2)

Daraus erhalt man

gy — Y3 Y1~ ose (V2= Y1) ya(x2 —X1) + Y1(X3 — X2) + Ya(X1 — X3)

_ Yo=Y (X% — x%)az
Xo — X1

ai

und

2
dp =Y1—X1a1 —Xja .

Hier ist ein Zahlenbeispiel zur Probe. Sei etsya= —1, X = 0 undxs = 1 undy; = 2,
y2 = 1 undys = 2. Der Graph Losung sollte die um 1 nach oben verschobene Standardpa-
rabel sein. In der Tat erhalten vag = 2+—§‘2 =1l,a= %*1 =0,undag=2+0-1=1,
alsof(x) =x2+1.

1.2.7 Widersprichliche, zu wenige oder zu viele Gleichungen

Es kann durchaus vorkommen, dal3 ein lineares Gleichungssystem keine Lésung hat.
Wenn wir im obigen Beispiel etw& = x3, abery, # y3 wahlen, dann kann es offen-
sichtlich keine L6sung geben.
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Wenn aber aucip = y3 gilt, dann kann man die dritte Gleichung weglassen. Wir haben

2 || & | =
1 x x5 Yo

ap

dann das System

Wir fihren den ersten Schritt analog durch und erhalten
1 x X2 %0 y1
2_ 2 % A [T '
0 X2 —X1 Xz_X]_ Y2—VY1
a

Wir kdnnen nurey beliebig wahlen. Dann ergibt sich

_Yo—y1— 06 —x5)ap
Xo — X1

a1
und
2
do =Yy1—X1a1 —X7a2 .
In diesem Fall haben wir eine Familie von Losungen, welche von einem Parameter ab-

hangt.

Es ware auch denkbar, den Wegitin einem vierten Punkts vorzuschreiben. Da die
bisherigen Daten die Funktion aber schon eindeutig festlegen, hat das System

1 x3 x| Y1

1 X X %0 y2
2 lo| & | =

1 x3 X5 y3
3 a

1 x4 X2 ya

in der Regel keine Loésung (aul3er die durch die ersten drei Punkte bestimmte Funktion
hat zufallig den Wery, im Punktx,.)

Mit Hilfe der Theorie der VektorrAume werden wir eine allgemeine Theorie des L6-
sungsverhaltens linearer Gleichungssysteme entwickeln.

1.2.8 Stochastische Matrizen

Wir legenn Punkte aquidistant auf einen Kreis. Wir stellen uns einen Frosch vor, der auf
diesen Punkten lebt und in jedem Zeitschrit N entweder sitzen bleibt oder zu einem
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benachbarten Punkt springt. Wir wissen im einzelnen nicht genau, wie sich der Frosch
entscheidet. Nur, da3 er mit Wahrscheinlichkegi Bchlaft, und mit Wahrscheinlichkeit

1/2 springt, wobei beide Richtungen gleichwahrscheinlich sind. Der Zustand (Ort) zur
Zeitt € N des Frosches mul3 also durch ein stochastisches Modell beschrieben werden,
namlich durch die Angabe der Wahrscheinlichket,t), da® sich der Frosch zur Zeit

t € No ami-ten Punkt befindet. Der Zustand ist also duRth) = (P(t,1),...,P(t,n)) €

R" mit den Nebenbedingunge®(t,i) € [0,1] (P(i,t) ist eine Wahrscheinlichkeit) und
S, P(t,i) =1 (esist sicher, daf sich der Frosch irgendwo befindet) gegeben. Wir kdnnen
die zweite Bedingung auch kurz durbh P(t) = 1 mit b:= (1,...,1) € R" schreiben.
WennP(t) bekannt ist, dann sind wir in der Lage(t + 1) zu berechnen. In der Tat, die
Wahrscheinlichkeit, zur Zeit in i und zur Zeitt + 1 in j zu sein, ist durchA;;P(t,i)
gegeben, wobe,; ; die Wahrscheinlichkeit eines Sprunges varachj ist. Folglich ist

n
Pt+1,j)= ZlAj’iP(t’i) .
i=
In anderen Worten, wemh € Mat(n,n,R) die Matrix mit den Eintrage j ist, dann ist
Pt+1)=AeP(t).

In unserem Beispiel ist

1 1 1
1200 00 3
1 1 1
1110 000
1 1 1

a_| 03 23 00
oo0oo00o0.. 3% 31
1 11
3 000..0 3 3

Diese Matrix ist eine sogenannte stochastische Matrix, da alle Eintrage nicht negativ und
die Identitatbe A = b gilt. In der Tat hat das zur Folge, d#( P(t) wieder in unserem
Zustandsraum liegt, dghe P(t)); > 0 und wegen 1.6

be (AeP(t)) = (BOA) oP(t) = be Pt)=1
gilt. Gibt man den Anfangszustam{0) vor, dann kann maR(t) durch
P(t) = Ale P(0)

explizit ausrechnen. In diesem Fall gilt ftir— «, daR alle Eintrage voA' gegen ¥n
konvergieren. Dies bedeutet, da) fir groRet gegen eine Gleichverteilung konvergiert
unabhangig vom Startwert.
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Hier sind ist ein Beispiel:

11
2 4
11
4 2
1
A=| 0 2
0O O
1
2 0
3 1
8 4
1 3
4 8
A2 — 11
16 4
1 1
16 16
1 1
4 16
5 15
16 64
15 5
64 16
A3 — 715
64 64
7 7
64 64
15 7
64 64
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237 859 715 715 859
1024 4096 4096 4096 4096
859 237 859 715 715
4096 1024 4096 4096 4096
715 859 237 859 715
4096 4096 1024 4096 4096
715 715 859 237 859
4096 4096 4096 1024 4096
859 715 715 859 237
4096 4096 4096 4096 1024

1.2.9 Quadratische Funktionen und Matrizen

SeiNp := NU{0}. SeiNj der Raum geordneten deiTupel inNo. Ein Elemenio € Nj
kann also in der Forra = (a3, ...,0n) geschrieben werden. Wir definieren

n
la| = Zlai .
i=
Fira € Nj betrachten wir die Funktion
Qa

a . mpn a
X IRT = R X=Xt Xy

Definition 1.10. Eine polynomiale Funktion fR" — R vom Grade< k ist eine Funktion
der Form

f(x)= agx”
aer%oqgk

mit Koeffizienten @< R.

Dies ist die Verallgemeinerung von Polynomen auf mehrere Veranderliche. Ein Beispiel
einer Funktion vom Gragk 4 ist die Funktionf : R3 — R, welche durch

f (Xl, X2, X3) = 3X% + XoX3 — 4X§r
gegeben ist.
Funktionen vom Gragk O sind konstant. Funktionen vom Gradl konnen in der Form

f(x) =bex+c
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mitb € R"undc e R geschrieben werden. Dabei Ist=ag 1. o (die 1 steht an der
i-ten Stelle) unat = ag . o.

Der Zusammenhang von quadratischen Funktionen und Matrizen ist durch die Darstel-
lung
f(X) = XeAex+hbex+c

gegeben, wobei

1 1
a1 za12 R 5a1,n
1 1
781 @2 <o 3%
2% ) 2%

A= _ _ , b=(a,...,an)
1 1
581 ---  Z3n ann

Es gilt hierbei fun # |
Q. j=24do,..1..1..0,

wobei die 1 and dearten undj-ten Stelle steht. Weiter gié j = ag .. 2 . o, wobei die 2 an
deri-ten Stelle steht. Beachte, den Fakt@® or den off-Diagonaleintrdgen. Die Matrix
Aist symmetrisch, d.h. sie erfal j = Aj ;.

Hier ist eine Anwendung aus der Physik. Wir wollen die kinetische Energie eines um
seinen Massenschwerpunkt rotierenden Koérpers ausdricken. Wir beschreiben die Rota-
tion durch ein Tupel (Vektor der Winkelgeschwindigkeitemy (x1,x2,%3)!, welches so-
wohl die Rotationsachse (die Gerade durghals auch die Geschwindigkeit bestimmt
(die Lange vonx). Der Wert vonx; beschreibt den Anteil der Rotation in der Ebene
{(y1,y2,y3)! € R3y; = 0}. Der genaue Wert ist die Geschwindigkeit im Einheitsabstand
von der Achse (in einem orientierten Sinne genommen).

Der Korper bestehe aus durch masselose Streben zusammengehaltene Massgpunkte
in den Ortera(a) € R3. Wir bilden die folgende Matrix

Mij = gma [la(@)][%81 ; —a(a)ia(a);] ,

wobei das Kroneckersymbol die Weg| := 0 furi # j undg;; := 1 hat und|a(a)||? :=
y3  a(a)?ist. Diese Matrix beschreibt das Tragheitsverhalten des Kérpers beziiglich Ro-
tationen. So ist die kinetische Energie im RotationszustandR® durch

E:%XtoMoX.
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gegeben.

Besteht der Kbper etwa aus einem Punkt der Masisg(a, 0,0) und rotiert in der Ebene
x3 = 0 mit der Geschwindigkek = (0,0,u), dann ist seine kinetische Enerdie= #
nach der obigen Formel. In der Tat ist die absolute Geschwindigkeit des Punktes durch
v = uagegeben, und die Formel reduziert sich auf die bekalﬁmeg.

Wenn die Masse 1 im Punkl, 1,1)! sitzt, dann gilt

2 -1 -1
M=| -1 2 -1
-1 -1 2

1.2.10 Widerstandsnetzwerke

Wir betrachten ein Netz aus (elektrischen) Widerstanden. Es géd®oten. Der Wi-
derstand zwischen deirten undj-ten Knoten seR; j. Wir verlangenR; ; = R;ji. Seien
Spannungel; (gegeniber einem Massepotential) in den Knoten vorgegeben. Dann er-
gibt sich der Strom vomten zumj-ten Knoten durch
Uj —U;
lij = :
Rij

Der Nettoabflul® im-ten Knoten ist also durch

Uj —U;

|inetto: Z li,j = Z R
] )]

]

gegeben. Eine typische Aufgabenstellung besteht jetzt darin, die Spannungen bei vorge-
gebener Nettostromabflissen zu bestimmen. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem

B.U — Inetto
mit 1 L
Bi=—-6;) —.
1,] le 1,] ; th
Hierbei istd; j = 0 furi # j undg;j = 1. Isti ein freier Knoten, so gilt nach dem Erhal-
tungssatz fur Ladungelift®®®= 0. Uber dieses System konnen wir apriori schon einiges

sagen. Wenn es eine Losubghat, so auctJ + (c,...,c)! fir jedesc € R. Damit tiber-
haupt eine Losung existiert, myf I"®"° = 0 gelten. In der Tat kann man zeigen, dafi
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diese Bedingung hinreichend fur die Existenz der Losung ist, welche dann eindeutig bis
auf die Verschiebungen bestimmt ist (dabei sind Bilg# o). Wenn einigeR; j = o sind

(die Knoten sind also nicht verbunden, und wir set%n: 0), dann kann das Netzwerk

in unabhéngige Teilnetzwerke zerfallen, fir welche dann entsprechende Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen gelten.

Seien alle Widerstandg j = 1. Dann hat die MatrixB fir 4 Knoten die Form

-3 1 1 1
1 -3 1 1
1 1 -3 1

1 1 1 -3

1.3 Der Gauss-Algorithmus
1.3.1 Invertierbare Matrizen

Definition 1.11. Die Matrix E, € Mat(n,n,R) mit (En)ij =0fallsi# jund (En)ij =1
heil3t Einheitsmatrix.

Zur Anschauung:
0 0
0O 1 O
En= : .
O ... 0
o ... ... 0

Es gilt fur A € Mat(n,k,R) undB € Mat(m,n,R), daf
EneA=A, BeE,=B.

Definition 1.12. Eine Matrix Ac Mat(n,n,R) heil3t invertierbar, wenn es Matrizen®¢c
Mat(n,n,R) gibt mit der Eigenschaft

AeC =E,=BeA.
Lemma 1.13. Sei A invertierbar und
AeC—=E,=BeA
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wie in 1.12. Dann gilt B= C. Die Matrix B ist durch A eindeutig bestimmt.

Proof. Wir multiplizieren die Gleichund:, = AeC von links mitB. Dann folgtBe E,, =
Be (AeC), alsoB= (BeA)eC =E,eC =C. Wenn weiteB’ € Mat(n,n,R) die Gleichung
En = B’ ¢ A erflllt, so gilt mit dem gleichen Argume® = C, alsoB’' =C. O
Wir schreiben oftA~! := B und nennen diese Matrix die inverse Matrix AuBeachte,
daRA~1 auch invertierbar ist und = (A-1)~1 gilt.

In der Definition des Begriffs “invertierbar” verlangen wir die Existenz von Links- und
Rechtsinversen gleichzeitig. In der Tat ist es ausreichend, nur die Existenz eines dieser
beiden zu fordern (siel&?). Wir werden dies spater aus der Dimensionsformel schliel3en.
Wenn etwa ein Linksinverses existiert, so ist die duketargestellte lineare Abbildurige

.- R" — R" injektiv. Daraus folgt schon die Surjektivitat, und damit die Existenz einer
inversen Abbildung, welche eben durch die inverse Matrix dargestellt wird. Genaueres
dazu spater.

Lemma 1.14.Wenn AB € Mat(n,n,R) invertierbar sind, dann ist auch#B invertierbar,
und es gilt
(AeB) 1=BleAl.

Proof. Nachrechnen. O
Beachte die Vertauschung der Reihenfolge!
Hier ist eine einfache Formel fiir das Inverse einer2Matrix. Sei
a b
A= )

Dann gilt (wie man leicht durch Nachrechnen einsieht)

1 d —b
-1
A _ad—bc<_c a)h

Wir mussen hier natirlich voraussetzen, daf3 die sogenannte Determinant@®iehe

detA) :=ad—bc

von A nicht verschwindet. Diese Formel ist ein Spezialfall der Adjunktenfof?fielvel-
che auch fur groR3ere Matrizen angewendet werden kann.
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1.3.2 Beispiele fur invertierbare Matrizen

Sei(i, j) € nx n. Wir betrachten die Matri®,(i, j) € Mat(n,n,Z), welche durch

1 X=Y,X#I,XF# ]
1 x#yx=jy=i
1 x#yx=iy=]j
0 sonst

Pn(ia j)x,y =

gegeben wird. IsA € Mat(n,k,IR), so erhalt marey(i, j) e A ausA durch Vertauschen der
i-ten undj-ten Zeilen. IstB € Mat(m,n,R), dann ergibt sictB e Py(i, j) durch Vertau-
schen dei-ten undj-ten Spalten. Dies rechnet man direkt nach. Die Ma#i, j) ist
invertierbar. In der Tat gilt

Pa(i,j)ePa(i,j) = En.

Sei nuni # j. FUrA € R betrachten wir die Matri¥p(i, j,A), welche durch

1 X=Yy
En(i,j,)\)xyz )\ le,y:J
0 sonst

gegeben ist. Ish € Mat(n,k,R), so erhalt mark,(i, j,A) e A ausA, indem man zui-ten
Zeile dasA-fache derj-ten Zeile addiert. Analog, werld € Mat(m,n,R) ist, dann ergibt
sichBe E(i, j,A), indem man zuij-ten Spalte daa-fache deri-ten Spalte addiert. Die
Matrix En(i, j,A) ist invertierbar. In der Tat gilt

En(ia j?A).En(ia jv_)\) = En .

Zuletzt betrachten wir fliIR > A # 0 die MatrixDp(i,A) € Mat(n,n, R, welche durch

1 X=yXx#I
0 sonst

IstA € Mat(n,k,IR), so erhalt mam,(i,A) e A ausA, indem man die-te Zeile mitA mul-
tipliziert. Analog, wennB € Mat(m,n,R) ist, dann ergibt siclB e D,(i,A) ausB durch
Multiplikation deri-ten Spalte mitA. Auch diese Matrix ist invertierbar, denn es gilt
Dn(i,A) e Dn(i,A"1) = Ep.
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1.3.3 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Seierk,ne N, Ae Mat(n,k,R) undb € R"=Mat(n,1,R). Diese beiden Daten bestimmen
ein System (linearer) Gleichungen fie R¥ = Mat(k, 1,R) durch

Aex=D.

Mit
L(A,b) := {xc R¥|Aex=Db} C R¥

bezeichnen wir die Menge der Losungen des Systems. Die Idee des Gauss-Algorithmus
ist es, auf systematische Weise das Gleichungssystem in ein einfacheres mit der im we-
sentlichen gleichen Losungsmenge umzuformen.

Lemma 1.15.1Ist C € Mat(n,n,R) eine invertierbare Matrix, dann ist

L(CeA,Ceb)=L(ADb).

Proof. Ist x € L(Ab), dann giltAex = b. Durch Multiplizieren mitC erhalten wirC e
(Aex) =Ceb, also(CeA)ex=Ceh. Dies zeigl (A;b) CL(CeA Ceb).

Istx e L(CeA,Ceb),dannistxc L(C"teCeA C teCeb)=L(A D). EsfolgtL(Ce
A,Ceb) C L(Ab). O

Sei nunC € Mat(k,k,R) invertierbar. Dann haben wir eine Bijektion
Ce---:RK - RK.

In der Tat wird die inverse Abbildung dur€r! gegeben. Wir schreibeBe L(A,b) fiir
die Menge, welche sich durch elementweise Anwendung3en . aufL(A,b) ergibt.

Lemma 1.16.Es gilt Ce L(A,b) = L(AeC1,b).

Proof. Nachrechnen. O

Die Kenntnis vonC e L(A,b) ist praktisch gleichwertig mit der Kenntnis var{A, b),
denn man braucht ja n@1e ... anwenden.
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1.3.4 Systeme in Normalform

SeiA € Mat(n,k,R).
Definition 1.17. Wir sagen, daf3 A in Normalform (vom Rang |) ist, wenn es ein |
{1,...,min(k,n)} mit
1 i=ji<l
A=

0 sonst
gibt.

Wenn A in Normalform vom Rand ist, dann kann man die Losungsmenge\, b)
sofort bestimmen. I8 # O fur einl <i <k, dann istL(A, b) = 0. Andernfalls ist
L(Ab) = {xeRKx =bfur1<i<I}.

Der Gauss-Algorithmus ist ein systematisches Verfahren zur Umformung des Systems
in eines in Normalform, wobei die Losungsmenge (im wesentlichen) erhalten bleibt.

1.3.5 Der Gauss-Algorithmus
Der Inputdes Gaussalgorithmusses ist eine Ma&iz Mat(n,k,R) und eine Spalté
R".

Die Ausgabeades Algorithmusses ist eine Matrix € Mat(n,k,R), eine Spalteﬁe R"
und eine invertierbare Matri€ € Mat(k,k,R). Dabei gilt

L(A,b) =CeL(Ab).

Der Initialisierungsschritt erzeugt

Der Algorithmus funktioniert iterativ. Die Eingabe desten Schrittes isA(p), b(p),
C(b). Wir nehmen an, daB(p)ij =1 fur 1 <i < p gilt, daBA(p)i j = 0 furi # j und
i < poderj < p, und dal3

L(A,b) =C(p) e L(A(p),b(p))
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gilt. Das Ergebnis des Hauptschrittes des VerfahrensA{ipd-1), b(p+1) undC(p+1),
welche ebenfalls diese Annahmen erfillen (wobei natugidarchp+ 1 zu ersetzen ist).

Ist A(p) in Normalform, dann ist der Algorithmus beendet. Wir set2er- A(b), b :=
b(p) undC :=C(p).

Andernfalls finden wir ein Padi, j) mit p <i, p < j undA(p)i j # 0. Die folgenden
Schritte erhalten die Struktur der ersge@eilen und Spalten voA. Wir setzen zuerst

bY = Dn(p+LA(p)i ) ePn(i,p+1)eb(p)
und
Cl:=C(p) e R(j, p+1).
Nun i's,tAfDlll,p+1 = 1. Im zweiten Schritt bilden wir
L = En<n7p+17—AS2;+1)°En(n—17p+17—A£1121,p+1)""‘En<p+27p+1a—AE;l+)2,p+1)
A? = LeAD
b(p+1) = Leb®

Diese Umformung produziert die geforderten Nullen in der 1-sten Spalte. Im dritten
Schritte produzieren wir die Nullen in der+ 1-sten Zeile durch

R = E(pt+Lk—AZ JeE(p+Lk—1-AZ e eE(p+Lp+2-AZ, )
A(p+1) = APeR
C(p+1) = CWeR

Man prift nun nach, daf(p+1),b(p+1),C(p+ 1) die Annahmen erfillen.

1.3.6 Ein Zahlenbeispiel

Sei
-2 1 1 1
A= 1 -2 1 , b= -2
1 1 -2 1

Wir fangen an:
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e Wahlen das Padt, 1). Es ergibt sich
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e Schliellich erhalten wir

—|N mIN
_ MmN _

—IN MIN

L
— O O

™MIN

1. Wir wahlen(i, j) = (2,2). Dann ist

e Nunistp

und
e Wir haben nun



e Schliefilich

100

R=] 011

001

100

AR2=|010

000
111 100 13
C(2=| 010 |e 11|= 1
00 1 001 00

Wir sehen also, dafl} 1
L(A(2),b(2)) = {(—é,l,x)t|x cR}.

Damit ist
L(Ab) = C(Z){(—%, —1,x)xe R} = {(x, 14+ x,x)!|x e R}

1.3.7 Bestimmung der inversen Matrix

Der Gauss-Algorithmus liefert auch ein systematisches Verfahren zur Bestimmung von
A~L. SeiA c Mat(n,n,R). Dann suchen wir eine MatriX € Mat(n,n,R) mit Ae X = E,.

SeiX; diei-te Spalte vorX undg diei-te Spalte vork, (diese hat lauter Nullen aul3er der

1 an deii-ten Stelle).

Definition 1.18. Die Menge{e, .. .,e,} heil’t Standardbasis vdR".

Wenn wir A, g in den Gaussalgorithmus eingeben, dannﬁ_sa,c die Ausgabe. Wir
sehen durch Inspektion ein, dARINdC nicht voni abhéngen.

Wir nehmen an, da® eine Normalform vom Rang hat. Wennp < nist, und wenn
es fur allei mindestens eine Losung des SystefneX; = g gibt, so gdbe es mehrere
verschiedene Losungen fi. Dies steht im Widerspruch zur eindeutigen Bestimmtheit
der inversen Matrix. Folglich kann dieser Fall nicht eintreten. Wernn, dann besitzA
kein Inverses.
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Wir nehmen jetzt an, dafi= n, alsoA = E, ist. Dann ist_(A, &) = {g}. Folglich gilt
AeCeg =¢g.
SeiW :=(ey,...,e,) € Mat(n,n,R) die Matrix mit den Spalters,. Dann gilt offensichtlich

AeCeW =E,.

Wir sehen also, dalR
Al=CeWw.

Hier ist ein Zahlenbeispiel. Sei

12 3
A= 2 0 1
0 21

Wir flgen A mit einer Einheitsmatrix zusammen und erhalten

1 2 3100
2 01010
0 21001

Diese Schreibweise ist guinstig, um alle rechten Sedtgeichzeitig zu behandeln. Wir
fuhren die Zeilenoperationen wie gehabt aus. Die Spaltenoperationen betreffen nur die

ersten drei Spalten.

Die Zeilenoperationen des ersten Schrittes ergeben

1 2 3|1 00
0 4 -5/-210
0 2 1|0 01

Die Spaltenoperationen des ersten Schrittes liefern

1 0 0|1 00O 1 -2 -3
0 4 5(-2101|, Ch=(0 1 o0
0O 2 1,0 01 0O 0 1
Wir normieren.
10 0/12 0 O
013} 4o
0 2 1/0 0 1



Die Zeilenoperationen des zweiten Schrittes liefern

10 0|1 0 O
01 0|3 —-501,
00 -3|-1 3% 1
1 -2 -3 100 1 -2 -3
C=|l0 1 0 |e]01 -3 ]|= 1 -2
0 0 1 00 1 0 1
Die letzte Normierung ergibt
1001 0 O
0103 -5 0
0013 § -
Wir erhalten
1 -2 -3 1 0 O -1z 1
At=lo 1 gleld 4 oo |=| 3
2 1 2 2 1 2
0 0 1 5 —3 —3 5 —3 3
Hier ist die Probe.
123 -1 2 1 100
201 fef -3 ¢ 2 |=|010
021 2 -1 - 001

1.3.8 Dreiecksmatrizen

Definition 1.19. Eine Matrix A€ Mat(n,n,R) heil3t untere (obere) Dreiecksmatrix, wenn
furi > j (bzw. i< j) die Bedingung A = O erfiillt ist.
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Hier ist ein Beispiel einer oberen Dreiecksmatrix.

3 50 -2
0 0 4
0 0 3
0 00 -1

Ist A eine Dreiecksmatrix, dann kann das Gleichungssy#em= b durch rtickwarts
Einsetzen gel6st werden. Sei zMBeine obere Dreiecksmatrix. Dann ist
bk — 3¢ An_kn-iXn—i
An_kn—k '
Durch diese Formel kénnen dkeder Reihe nach beginnend mit nund dann im Index

Xn—k =

absteigend bestimmt werden.

Insbesondere sehen wir sofort, dal’ unter der VoraussefguegO fur allei =1,...,n
in jedem Fall eine L6sung existiert. Es folgt:

Lemma 1.20.Ist A€ Mat(n,n,IR) eine obere (untere) Dreiecksmatrix, bei der alle Dia-
gonalelemente nicht verschwinden, so ist A invertierbar, wobéiebenfalls eine obere
(untere) Dreiecksmatrix ist.

Proof. Die n— j-te Spalte vorC = A~ ergibt sich aus
(En)n—j,n—k - Zr:_olAn—k,n—iCn—i,n—j
An—kn—k '
Insbesondere i€l ¢ —j =0 furk < j, also furn— j > n—k. O

Cn—k,n—j =

Typische untere (obere) Dreiecksmatrizen sind etwégie j,A) furi > j (bzw.i < j)
und Diagonalmatrizen. Ein Analyse des Gaussalgorithmus zeigt, dal3 man eine gegebene
Matrix A oft als Produkt von Dreiecksmatrizen schreiben kann. In der Tat, wenn man bei
der Durchfuhrung des Algorithmus ohne die VertauschungsmatRgz@nj) auskommt,
dann gilt fir das Endergebnd!_s
A=LeAesR ,

wobeilL eine untere un® eine obere invertierbare Dreiecksmatrix ist. /ﬁdiagonal ist,
ist
A= (L leAeR?

eine derartige Darstellung.
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1.4 Geometrische Interpretation linearer Gleichungen
1.4.1 2-dimensionaler Fall

Wir kénnen derR? als Modell der (physikalischen) Ebene interpretieren. Dazu fiihren wir
in der physikalischen Ebene ein Koordinatennetz ein, mit dessen Hilfe jeder physikalische
Punkt durch ein Paar reeller Zahlen beschrieben werden kann. Wir haben weiter eine
Vorstellung von dem Begriff der Geraden, Parallelverschiebung und dem Schnittverhalten
mehrerer Geraden.

Diese Dinge haben mathematische Modelle (mit dem gleichen Namen).

Definition 1.21. Den Raun®k? bezeichnen wir auch als Ebene.

Definition 1.22. Zwei Punkte xy € R?, x # y bestimmen die Teilmenge
G(x,y) = {x+ (y—x)tjt e R} C R?.

Eine Gerade irR? ist eine Teilmenge dieser Form.

Lemma 1.23. Sei GC R? eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

1. Gist eine Gerade.

2. Es gibt0 +£ & € R2 und be R derart, da G= L(&,b) ist.

Proof. Sei G = G(x,y) fur x,y € R? mit x # y. Seiy — x = (c1,c)!. Dann setzen wir
a:= (Cc2,—c1) undb:= e x. Wir zeigen, daf&s = L (4, b) gilt. In der Tat giltde (y—x) = 0.
Wir rechnen mit den Regeln (1)

e (X+ (y—X)t) =aex+tde(y—x)=Dhb.
FolglichG C L(4,b). Sei umgekehrz € L(4, b). Wir suchert € R derart, dafx = x+ (y—

X)t. Sey; —x1 # 0 (sonst betrachten wir die zweite Koordinate). Dann muf3

21— X1
Y1i—X1

gelten. Wir betrachten nun die zweite Komponente. Es muf3 gelten:

t

21— X1
Y1—X1

2 =X+ (Y2 —X2)
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Dies ist zu
(Y1 —X1)Z2 — (Yo — X2)Z1 = — (Y2 — X2)X1 + (Y1 — X2)X1

aquivalent. Diese Gleichung gilt genau wegenL (4, b). Also gilt auchL(4,b) C G.

Es bleibt die Umkehrung zu zeigen. Wir zeigen, d&8 b) mindestens zwei verschie-
dene Punkte, y enthalt. Wir nehmen an, da3="(a;,a2) unday # 0 ist. Dann setzen wir
X = (a%,O) undy = (b;—f‘?,l). Es giltx,y € L(4,b). Dann gilt aber aucks(x,y) C L(&,b).

In der Tat ist

b—az

de (X+ (y—X)t) = (1—t)dex+tldey= (1—t)a1a£ +t(ag +az)=Dhb.
1

Umgekehrt rechnet man wie oben nach, 8&8 b) C G(x,y). O

Ist G eine Gerade, so sind dur@= L(4,b) die EintrAgea'undb keineswegs eindeutig
bestimmt. So gilt etwa audB = L(py4, pb) fur 0 # p e R.

SeienGy, G, Geraden. In der physikalischen Welt schneiden sich zwei Geraden ent-
weder in genau einem Punkt, oder sie sind parallel. Im letzteren Fall schneiden sie sich
entweder gar nicht, oder sie fallen zusammen. Dasselbe Verhalten zeigen die mathemati-
schen Geraden. Sei@ = L(§;,b;), i = 1,2. Dann ist offensichtlich

Gi1NGy=L(AB)

a bo

Das Schnittverhalten entspricht also dem Lésungsverhalten des linearen Gleichungssy-

mit

stems
Aex=B.

Wir werden in der Tat sehen, dal dieses System in der Regel genau eine Losung hat (die
Geraden sind nicht parallel). Im Ausnahmefall hat es entweder keine Losung (die Geraden
sind parallel und nicht gleich), oder eine 1-Parameterfamilie von Lésungen (die Geraden
sind gleich).
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1.4.2 3-dimensionaler Fall

Im physikalischen dreidimensionalen Raum betrachten wir wiederum Geraden, aber auch
Ebenen. Durch Wahl eines Koordinatensystems kann man Punkte im Raum durch Tripel
reeller Zahlen darstellen. Unser Modell firr den (dreidimensionalen) Raukd.ist

Definition 1.24. Der dreidimensionale Raum iBt.

Die Erfahrung, dafl3 zwei verschiedene Punkte eine Gerade bestimmen sollte, legt uns
die folgende Definition nahe.

Definition 1.25. Zwei Punkte xy € R3, x £ y, bestimmen eine Gerade
G(x,y) := {x+ (y—x)tft e R} C R3.

Eine Gerade inR3 ist eine Teilmenge dieser Form.

Der Begriff einer Ebene inR? ist etwas komplizierter. Die Definition abstrahiert die
Erfahrung, dal3 eine Ebene durch drei Punkte bestimmt wird.

Definition 1.26. Sind xy,z € R® Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, dann
bestimmen diese Punkte eine Ebene

E(X,Y,2) ;= {X+t(y—Xx)+s(z—X)|s,t € R} .

Eine Ebene inR3 ist eine Teilmenge dieser Form.

Das folgende Lemma wollen wir aus Zeitgrinden nicht beweisen und empfehlen es als
Ubungsaufgabe.

Lemma 1.27. Sei EC R3 eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

1. E ist eine Ebene.

2. Es gibt eird £ 4 € R3 und be R derart, daR E= L(4,b).

Seienx,y,z € RX. Wie pruft man nach, ob,y,z nicht in einer Geraden liegen (damit
etwaE(x,y, z) definiert ist)? Nun, die Punkbtey bestimmen die Geradg(x,y) = {x+
(y—Xx)t|t € R}. Es giltze G(x,y) genau dann, wenn es gig R mit x4+ (y— X)t = z gibt.

37



Wir erhalten also ein Syste(y — x) ot = (z— X) aus drei linearen Gleichungen mit einer
Unbekannten. Es gilt € G(x,y) genau dann, wenn dieses System eine Losung besitzt.

Aus der Erfahrung wissen wir, dafd sich zwei Ebenen im allgemeinen in einer Gerade
schneiden sollten. Falls nicht, dann nennen wir die Ebenen parallel.

Seienk; = L(&,b;),i =1,2. Dannistt; NE; = L(A,B) mit

a bo

Das Schnittverhalten von Ebenen entspricht also dem Losungsverhalten von entsprechen-
den linearen Gleichungssystemen.

Wir sehen, daR sich Geraden i als Schnitt zweier Ebenen darstellen lassen, also als
Ldsungsmenge eines Systems aus zwei linearen Gleichungen. Wir wissen weiter, daf sich
zwei Geraden inR3 im allgemeinen nicht schneiden. In der Tat wére der Durchschnitt
die L6sungsmenge eines Systems aus 4 linearen Gleichungen mit drei Unbekannten, und
solche Systeme haben in der Regel keine L6sung. Natdrlich gibt es hier jede Menge Aus-
nahmen von der Regel (wenn etwa beide Geraden in einer Ebene enthalten sind), welche
wir im einzelnen nicht diskutieren wollen.

1.4.3 Beliebige Dimension

Die mathematische Abstraktion erlaubt nun, diese Begriffe in noch héheren Dimensionen
zu verstehen.

Definition 1.28. Der k-dimensionale Raum i&X.

Die Teilobjekte sind num-dimensionale affine Unterrdume, welche fii= 0 Punkte,
fur n=1 Geraden, fin = 2 Ebenen und fin = k— 1 Hyperebenen heil3en.

Die folgende Definition bestimmt diese induktiv nach der Dimension.

Definition 1.29. Eine Folge von Punktergx..,x, € RK, welche nicht in einem n 1-
dimensionalen affinen Unterraum liegt, bestimmt einen n-dimensionalen affinen Unter-
raum

U (X, ..., %) i= {xo+li(xi—xo)s|se R"} C R¥.

Ein n-dimensionaler Unterraum ist eine Teilmenge dieser Form.
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Die Bedingung, dalXo,...,X, nicht in einemn — 1-dimensionalen affinen Unterraum
liegen, kann wiederum durch die Lésbarkeit von linearen Gleichungssystemen beschrie-
ben werden. Wir betrachten die Matdxe Mat (k,n—1,R),

A= (X1 —X0,---,Xn—1—X0) -

Lemma 1.30. Wir nehmen an, dalx ..,x,_1 hicht in einem n- 2-dimensionalen Un-
terraum liegen. Dann liegergx .., X, genau dann in einem-a 1-dimensionalen affinen
Unterraum, wenn [A, X, — Xp) # 0 gilt.

Proof. (Nur Notwendigke)tWenn das System eine Lésung hat, dann liegen die Punkte
in einemn — 1-dimensionalen affinen Unterraum. In der Tat,tseiL (A, x,). Dann gilt

Xn = Xo + zi”:‘ll(xi —Xo)ti, alsox, € U(Xo, ..., Xr—1). Ein Beweis der Umkehrung wére an
dieser Stelle zu aufwending. Mit Hilfe der Vektorraumtheorie werden wir die Tatsache
spater leicht einsehen kénnen. O

Ein Unterraum ohne das Adjektiv “affin” mufd den Nullpunkt enthalten (um konform
mit der spateren Definition eines Vektorunterraumes zu sein). Mit dem Adjektiv “affin”
zeigen wir an, dal3 wir auch verschobene Unterraume betrachten, welche den Nullpunkt
nicht enthalten missen.

Wir werden spater sehen, dal3 man Unterraume durch lineare Gleichungssysteme be-
schreiben kann. Dabei entsprectmedimensionale Unterraume Systemen kiitn Glei-
chungen. Ebenso kann man das Schnittverhalten durch die Losungstheorie von Glei-
chungssystemen erkaren. Dazu bendtigen wir jedoch etwas Theorie der Vektorraume.
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2 Algebraische Strukturen : Gruppen, Ringe, Korper

2.1 Gruppen
2.1.1 Die Strukturen einer Gruppe

Definition 2.1. Eine Menge mit einer Verknupfung ist ein Pddf, 1) aus einer Menge
M und einer Abbildung
H:MxM—M.

Wir haben hiervon schon eine ganze Reihe von Beispielen gesehen.
1. Die ZahlenN,Z,Q,R haben sogar zwei Verkntpfungen, namlich die Additien
und die Multiplikation:.
2. Die MengeRK hat die Addition+ als Verkniipfung.

3. Die Menge der Matrizenat(n,n,R) mit Re {N,Z,Q, R} hat zwei Verknupfungen,
namliche und+.

4. SeiA eine Menge. Dann hat die Menge der Abbildungem(A, A) eine Verknup-
fung, die Kompositior.

5. Wir definieren auf3] = {1, 2,3} eine Verknlpfung durch die Wertetabelle

w r Wk
w N NN
N P P W

1
2
3

Also etwap(1,1) =3 undu(3,2) = 3.

Sei(M, ) eine Menge mit Verknipfung und C M eine Teilmenge.

Definition 2.2. N heif3t abgeschlossen unter p, weriN it N) C N gilt (d.h, aus xye N
folgt w(x,y) € N).

WennN C M abgeschlossen untgist, dann kann mapaufN einschréanken und erhélt
eine Verknupfung auN.
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1. SeiGL(n,R) C Mat(n,n,R) die Teilmenge der invertierbaren Matrizen. Dann ist
GL(n,R) abgeschlossen unter GL(n,R) ist jedoch nicht abgeschlossen unter
da etwa—E,, E, € GL(n,R), aber 0= —E, + E,, ¢ GL(n,R) gilt.

2. SeiS(A) C Hom(A,A) die Menge der Bijektionen. Dann iStA) abgeschlossen unter

O.

3. SeiD= C Mat(n,n,R) die Teilmenge der oberen Dreiecksmatrizen. Danmist
abgeschlossen unterund untere.

Definition 2.3. Eine Verknupfung auf M heifl3t assoziativ, falls
H(u(a,b),c) = p(a, (b, c))
gilt.

Dies kann man auch durch das Diagramm
MxMxM "3 MxM
idxpl Hl
MxM 5 M

ausdriucken.

Die Beispiele 1. bis 4. sind assoziativ. Das Beispiel 5. ist es nicht:

U(lap’(lvz)) =2, H(H(L 1)a2) =3.

Sei jetzt(M, o) eine Menge mit einer assoziativen Verknlpfung. In der Tat ist es jetzt
sinnvoll, die Verknupfung in der Formo b zu schreiben, déaob)oc=ao (boc) etc.
gilt und man sich das Setzen von Klammern sparen kann.

Definition 2.4. Ein Element e M heil3t neutrales Element der Verkniipfung, wenn es die
Identitaten
eca=a, aoe=a

erfillt.

Als Diagramm geschrieben:

xe

M 3% MxM M 5 MxM

idN ol idN ol
M M

41



Die MengenN, Z,Q, R haben ein neutrales Elemeni= 1 bezlglich der Multiplikati-
on. Die Menger¥Z, Q,R haben ein neutrales Elemesnt= 0 beziiglich der Addition.

Im Beispiel 2. ist das neutrale Element (0,...,0)' € R¥,
Die Matrix E, € Mat(n,n,R) istim Beispiel 3.das neutrale Element bezugkch
Im Beispiel 4. istida € Hom(A, A) das neutrale Element.

Sei nun(M, o, e) eine Menge mit Verknipfung und neutralem Element.s&5eiM.
Definition 2.5. Ein Linksinverses B M von a ist ein Element, welches b = e erflllt.

Lemma 2.6. Wir nehmen an, da@M, o,e) eine Menge mit Verknupfung und neutralem
Element ist, in welcher jedes Element ein Linksinverses besitzt. Dann gelten folgende
Aussagen:

[ —

. Istabe M und boa= e, dann gilt auch ab=-e.

2. Das Linksinverse von a ist eindeutig durch a bestimmt (wir schreib&n a

w

. Esgilt(a )1 =a.

I

. Es gibt kein weiteres von e verschiedenes neutrales Element in M.

Proof. Seiaob = e. Dann gilt fur ein Linksinversesvonb daf
aob=coboaob=cob=¢e.
Dies zeigt 1.

Sei nunb’ ein weiteres Linksinverses vam Dann gilth'ca = e = boa, also nach
Anwenden von --ob auchb’ = b. Dies zeigt 2.

Esgilt(a!)"loal=e=aca? also 3.

Sei€ ein weiteres neutrales Element. Dann gik=e 1 =e. O

Definition 2.7. Eine Gruppe(M, o, e) ist eine Menge M mit assoziativer Verkntipfung
und neutralem Element e derart, dal jedes Element von M ein Linksinverses besitzt.
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In Diagrammen kann man die Existenz des Inversen auch beschreiben, namlich da-
durch, dal3 eine Abbildunig: M — M existiere mit

M M MM
| o
* A M

In der letzten Zeile betrachten wir die Angabe eines Elemented/ als gleichwertig
mit der Angabe einer Abbildung von der einpunktigen MergeachM. Die weiteren
Eigenschaften des Inversen sehen in Diagrammform so aus:

(idwm.l)

M =" MxM
! o]l lol =idy .
* & M

Lemma 2.8. Sei (M, o,e) eine Gruppe und NC M eine nichtleere Teilmenge, welche
abgeschlossen unterund der Bildung des Inversen ist. Dann ist & und(N, o, e) eine
Gruppe.

Proof. Es bleibt nur zu zeigen, daf’c N gilt. Nun hat abeiN mindestens ein Element
ne N. Dann giltn~ € Nund auche=non=1 e N. O
Wir sagen, da®l C M eine Untergruppe ist.

2.1.2 Beispiele von Gruppen - Untergruppen von Zahlbereichen

Die Menge(Z, +,0) ist eine Gruppe (die additive Gruppe vah In der Tat ist das inverse
Element vom durch—n gegeben.

Analog sind(Q, +,0) und (R, +,0) Gruppen (die additiven Gruppen véhundR).
Die Menge(RX, +, (0,...,0)) ist eine Gruppe. Das Inverse vare R¥ ist —x.

SeiQ*:=Q\ {0} undR* := R\ {0}. Die Menge(Q*, *, 1) ist eine Gruppe (die multi-
plikative Gruppe vor)). Das Inverse voristx 1. Analog ist(R*, ¥, 1) die multiplikative
Gruppe vorR.
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2.1.3 Gruppen von Matrizen

Definition 2.9. Die Menge der invertierbaren x n-Matrizen
GL(n,R) := {A € Mat(n,n,R)|A ist invertierbar

ist die allgemeine lineare Gruppe (mit der VerknUpfenond E, als neutralem Element).

Die MengeP(n,IR) der invertierbaren oberemx n-Dreiecksmatrizen ist eine Unter-
gruppe vorGL(n,R) (siehe Lemma 1.20).

Sei
N(n,R) :={AeMat(n,n,R)|j <i=A;=0.}

Dies sind also obere Dreiecksmatrizen, deren Diagonalelemente verschwinden.

Definition 2.10. Eine Matrix X € Mat(n,n,R), fiir welche ein ke N existiert mit X = 0,
heilt nilpotent (k-ter Stufe).

Die Elemente aubl(n,R) sind nilpotent. In der Tat gilt fuK € N(n,R) die Gleichung
X" = 0. Man rechnet induktiv nach, dgi i +1 das VerschwindeOX' )i.,j = 0 impliziert.

Wir schreiben 1 fUE,. SeiX € Mat(n,n,R) nilpotent.

Lemma 2.11. Die Matrix 1+ X ist invertierbar.

Proof. Das Inverse von % X ist durch die (endliche) Summe (Neumannreihe)

(1+X)~ Z

gegeben. In der Tat gilt

1+-X)e _1Yx! = < _1'x! - NG
(1+X)e > (1) l;()+|;()

|=
_ 5 —1'x'—m —)'x!
l;( ) l;( )
-1

8

Wir definieren
UnR):={1+X|XeN(nR)}.

Dann istU (n,R) eine Untergruppe voR(n,R) C GL(n,R).
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Definition 2.12. Eine Matrix A€ Mat(n,n,R) heil3t Permutationsmatrix, wenn Ac
{0,1} gilt und in jeder Zeile und Spalte genau eihgorkommt.

SeiW, C Mat(n,n,R) die Menge der Permutationsmatrizen. Offensichtlich gét\i,.
Die MatrizenPy(i, j) (siehe 1.3.2) gehdren xh4,.

Lemma 2.13. W, ist eine Untergruppe von Gh,R).

Proof. Kommt spéater 2.16. O

2.1.4 Permutationen - die GruppenS,

SeiA eine Menge.

Definition 2.14. Die Menge der Bijektionen von A
S(A) := {f € Hom(A,A)|Aist bijektiv}

ist die symmetrische Gruppe von A. Inshesondere ist die symmetrische Gruppe-von
{1,...,n} die n-te Permutationsgruppe

Si=8n) .

SeiA={a,b,c,d}. Dann kann ein Elemerite S(A) durch eine Wertetabelle dargestellt
werden.
x |alblc|d
fx) [b]clald

Eine kirzere Schreibweise fur dieses Element ist die Zyklendarstellung

(abo) .

Damit wird beschrieben, dal} fir diese Permutatdes b, b — c undc — a gilt, sowie
dal3d fest bleibt. Hier ein weiteres Beispikle S:
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In Zyklen ist dieses Element das Produkt

(1,2,4,5)0(3,6,7) .

Wir betrachten(1,2), (2,3) € S. Dann gilt
(1,2)0(2,3) =(1,2,3), (2,3)0(1,2)=(1,3,2).
Das Ergebnis der Komposition kann also durchaus von der Reihenfolge abh&ngen.
Ein Zyklus der L&nge 2 wird auch Transposition genannt.

SeiA=BUC undBNC = 0. Wir haben eine naturliche Einbettung: SB) — S(A),
welchey € §(B) durchidc auf A fortsetzt.

Lemma 2.15. Sei A eine endliche Menge. 1114 kann jedes Element als Produkt von
Transpositionen dargestellt werden.

Proof. Wir sehen zuerst ein, daB3 jedes Element&ug durch ein Produkt von Zyklen
dargestellt werden kann. Wir fihren eine Induktion nach der Anzahl der Elemente von
durch. Ist|A] = 1, dann ist die Aussage offensichtlich. Wir fiihren nun den Scheit
n+ 1 vor. Moge alsdA| = n+ 1 gelten. Sep € S(A). Seia € A. Wir definieren eine Folge
a = y'(a),i=1,2.... Seil >0 minimal mitay = a. Dann betrachten wir den Zyklus
¢:= (ag,a1,...,&_1). SeiC:={ap,...,a_1) und B := A\ C. Dann gilt offensichtlich
Y(C) = Cundy(B) = B. Es gilt|B| < n. Nach Induktionsvoraussetzung lalt sigg €
S(B) als Produkt von Zyklem; o - - - 0z darstellen. Dann gilt aber die Zerlegung in Zyklen
von Y

Y=ig(ze)o---oig(z)o@.

Wir zeigen nun, dal3 sich ein Zyklus als Produkt von Transpositionen schreiben laft.
Wir fihren wieder Induktion nach der Lange durch. Die wichtige Rechnung ist dabei

(a17~"7an)o<an+17an) = (alu"'aan-i-l) .

Wir wollen nun§, mit W, vergleichen und Lemma 2.13 beweisen.
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Lemma 2.16.Es gibt zueinander inverse BijektionenW, — S, und A: §, — W,, welche
mit den Multiplikationen vertraglich sind. Y¥st insbesondere eine Gruppe.

Proof. Wir betrachten die Elemeng € R" (siehe 1.18). IsA € W, dann gibt es genau
eino(A) € §, derart, daes(p) ) = & ist. Folglich giltA j = & g(a)(j)-

Wir erhalten eine Abbildung : W, — S,. Umgekehrt, wenip € S, ist, dann definieren
wir A(¢) € W, durch

A@)ij = & ) -
Wir erhalten eine Abbilduné : S, — W.
Es gilt Aco = id und oo A= id. In der Tat giltA(a(B))i,j = & om)(j) = Bi,j und
O a(a(@)(j) = Al®)i,j = & oj)» alSOT(A(@)) = @.

Die Abbildungen sind in der Tat mit den Verknipfungen vertraglich. Es gilt

A(@o W) = A(@) o A(W) .

In der Tat gilt
S, (go)(j) = Al@o Wi j -
Weiter gilt

n

(A[@oAW))ij = kzlA(CP)i,kA(llJ)k,j

= > S0k
k=1

n
= > Skdg1k).u())
k=1

= Og-1(i) ()
= O (goy)(j) -

Das BildA(S,) =W, ist also abgeschlossen unter der Multiplikation. Da afi¢h) =
1 € W, ist, undA(@) o A(e~1) = A(1) = 1 gilt, istW, eine Gruppe. m

Im Lemma haben wir einen Isomorphismus der Gruppgrund S, konstruiert. Wir
werden diese Begrifflichkeit spater (siehe 2.1.6) genauer studieren.
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2.1.5 Die GruppenZ/nZ und Z/nZ*

Wir beschreiben die allgemeine Konstruktion der Bildung der Menge der Aquivalenzklas-
sen. SeiX,~) eine Menge mit einer Aquivalenzrelation. Zur Erinnerungist reflexiv,
symmetrisch und transitiv.

Definition 2.17. Sei xe X. Dann heif3t die Menge
M~ i={yeX[x~y}
die Aquivalenzklasse von x.

Es qilt offensichtlichx € [x] und damitX = Uyex [X].

Lemma 2.18. Seien xy € X. Dann gilt entwedefx] = [y] oder x| N [y|] = 0.

Proof. Sei[x]N[y|] # 0. Es genugt zu zeigen, d&f} C [y| gilt. Seib € [x|N[y]. Seia € [X].
Dann gilta ~ x undb ~ x, alsoa ~ b. Wegenb ~ y gilt aucha ~ y, alsoa € [y]. O

Wenny € [ ist, so gilt[y] = [X].

Definition 2.19. Wir definieren die Menge der Aquivalenzklassen
X/ ~={[X]|xe X} C P(X) .
Wir sehen also, daR die Mendein eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen
zerfallt.

Wir benutzen diese Konstruktion, um weitere Beispiele von Gruppen zu konstruieren.
Wir fixierenn € Z. Wir definieren aufZ eine Relation~, durch

X~one> Nl(x—)

(n|x—y ist die Aussage, dafddie Differenzx —y teilt).

Lemma 2.20. ~, ist eine Aquivalenzrelation.

Proof. Nachrechnen ! O
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Definition 2.21. Wir definieren die Menge

7N =7] ~n .

Offensichtlich giltZ/nZ := {[0], [1],[2],...,[n—1]}.

Wir definieren nun eine Addition- : Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ. Dazu beobachten wir
folgendes. Seieh J € Z/nZ unda € |,b € J. Dann hangfa+ b] nur vonl undJ ab. In
der Tat, wenr& € | undb’ € J gilt, so gibt ek,| € Z mita—a’ = knundb—b’ =In. Es
folgt (a+b) — (& +b') = (k+1)n.

Definition 2.22. Wir definierers : Z/nZ x Z/nZ — 7 /nZ durch |4+ J := [a+ b|, wobei
ac lund be J beliebige Vertreter sind.

Hier ist die Additionstabelle vofi /6Z.

O 4 [2 3 [4 [5
O o 1 2 [3 [4 [5
A 2 3@ E o
212 [3 [4 [8 [0 [1 -
313 [4 5 [0 [1 [2
4114 5 [0 [4 [2 [3
S5 [0 1 [2 [3 [4

Lemma 2.23. (Z/nZ,+,|0]) ist eine Gruppe.

Proof. Wir zeigen zuerst, daf assoziativ ist. Nachrechnen ! Danach sehen wir ein, dal3
[0] das neutrale Element ist. Nachrechnen ! Schlie8lich sehen wirj-da@as Inverse
von [i] ist. O

Wir definieren nun eine weitere VerkniipfurgufZ/nZ, wobei wir das gleiche Prinzip
wie bei der Addition anwenden. Wir beobachten, dalaférl undb € J die Klasse von
[ab] nur vonl und J abhangt. In der Tat, wend + kn=a und b’ +In = b, dann gilt
ab=a'b' + (al +b'k)n.

Definition 2.24. Wir definieren die Multiplikatior : Z /nZ x 7 /nZ — 7. /nZ durch 1% J =
[ab] fur beliebige Vertreter & | und be J.
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Hier ist die Multiplikationstabelle fUZ./6Z:

O [4 [2 3 [4 [5
{0 [0 [0 [0 [0 [0]
Ao 1@ E @ E
2100 [2 [4 [0 [2 [4 -
30 3 [0 [3 [0 [3
4100 [4 [2 [0 [4 [2
S0 5 4 38 2 [

Das neutrale Element vdfi/nZ \ {[0]} bezuglich« ist [1].

Lemma 2.25.(Z/nZ\ {[0]},*,[1]) eine Menge mit assoziativer Verkniipfung und neutra-
lem Element.

Proof. Nachrechnen ! O

Diese ist jedoch im allgemeinen keine Gruppe. Im Beisgi@dZ \ {[0]} hat etwa[2]
kein inverses Element. Wir werden spater (2.3.2) sehen(@afZ \ {[0]},*,[1]) genau
dann eine Gruppe ist, wermeine Primzahl ist. An dieser Stelle kbnnen wir uns als
Gruppe einfach die Teilmenge der Elemente herausgreifen, die ein Inverses besitzen.

Definition 2.26. Sei(Z/nZ)* C 7Z/nZ die Teilmenge der Elemente, die ein Linksinverses
besitzen. Die GruppfgZ/nZ)*,*,[1]) ist die Gruppe der Einheiten im Rir#y/nZ.

Im Beispiel ist
(z/6z)" = {[1],[3]}
und es gilt]5] x [5] = 1, also[5]~* = [5].

Definition 2.27. Wir definieren die Eulerschi-Funktion¢ : N — N durch

¢ (n) :=[(Z/nZ)"] .

Wir habend (1) = 1, $(6) = 2 und nach obiger Bemerkung fir eine Primzahdal
¢(p) = p— 1. Die Struktur deh-Funktion wird in der Zahlentheorie untersucht.
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2.1.6 Symmetrien und Gruppen

Mathematische Objekte kommen meist mit einem angepaldten Begriff von Abbildungen
oder Transformationen.

Betrachtet man einfach Meng@nB, dann sind Transformationen gerade Abbildungen
A — B. Wenn man auf den Mengen zusatzliche Strukturen betrachtet, dann sollen die
entsprechenden Transformationen damit vertraglich sein. Seien etwa die ElemeAte von
und B mit der Farbe weild oder rot versehen, dal3 heil3t wir haben Abbildumgén—
{w,r} undb: B — {w,r} gegeben. Eine strukturerhaltende AbbildungA — B ist dann
eine, welche weisse auf weisse und rote auf rote Elemente abbildet. In Formeln kann diese
Bedingung als

f'b:=bof=a

beschrieben werden. Als Diagramm kann diese Gleichung in der Form

A N B

a\, b,
{w,r}

geschrieben werden.

Eine andere Struktur auf einer Menge ist etwa die Festlegung eines Abstandes zwischen
ihren Punkten. Ein Abstand affist eine Funktiorda : A x A — [0, ) (mit zusétzlichen
hier nicht interessanten Eigenschaften). Eine abstandserhaltende Abbildung (Isometrie)
f : A— B sollte dann
ds(f(a), f(a)) = da(a,&)

erfillen. Also, der Abstand der Bilder ist gleich dem Abstand der Urbilder.

Auch eine Verkniupfung ist eine zu betrachtende Struktur. Eine verkntpfungserhaltende
Abbildung f : A— B sollte dann

f(a)og f(a) = f(aoad)

erfillen. Also, das Bild von verknipften Elementen ist gleich der Verknipfung der Bilder
der Elemente. Als Diagramm geschrieben sieht diese Gleichung so aus:

AxA F ByB

oAl o |
A — B

51



Wir werden viele weitere solche Beispiele sehen. Insbesondere kann man die struktur-
erhaltenden AbbildungeAd — A betrachten. Dies ist eine Teilmenge

Homstryktu A, A) C Hompmengd A A) .

Struktur steht hier fur Farbe, Abstand, Verkniipfung etc. Die Menge der invertierbaren
strukturerhaltenden Abbildungen

AutgirukiudA) = {f € Homggruku A, A)| T ist invertierbag
ist eine Gruppe, namlich die Gruppe der SymmetrienAamd ihrer Struktur.

Hier ist ein Beispiel. Wir betrachten die Grupp&/nZ,+,[0]). Sei|j] € Z/nZ und
flj) : Z/nZ — Z/nZ durch f(;; ([k]) := [j][K] gegeben.

Lemma 2.28. Die Abbildung f;; erhalt die Gruppenstruktur.

Proof.

(M +[K) =

(
jk+ jl]

jK] +[if]

][kl +[i][1]

= (K]) + f (1) -

Wennlj] € (Z/nZ)*, dann istf(; eine Bijektion, alsdf(;; € AutgroupdZ/NZ).

2.1.7 Abelsche Gruppen

Eine typische Eigenschaft der additiven und multiplikativen Gruppen von Zahlbereichen
ist, dal3 das Ergebnis der Verkniipfung unabhangig von der Reihenfolge ist. Solche Gruppe
nennen wir abelsch.

Definition 2.29. Ein Gruppe(G, o, 1) heifdt abelsch, falls in ihr die Identitateb = boa
gilt.
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In Diagrammen kann man das so schreiben:

GxG N GxG
o] o] )
G = G

wobeiT : G x G — G x G die Transpositior (a,b) := (b, a) ist.
Weitere Beispiele fur abelsche Gruppen s&hZ, (Z/nZ)* undR".

Die Grupper, fur n > 3 undGL(n,R) fir n > 2 sind nicht abelsch.

2.2 Ringe
2.2.1 Die Ringaxiome

In vielen Beispielen sind auf ein und derselben Menge zwei Verknupfungen erklart. So
ist etwa aufN,Z,Q,R,Z/nZ und aufMat(n,n,R) sowohl eine Additior4- als auch eine
Multiplikation * erklart. Wenn die Menge mit der Addition eine abelsche Gruppe bildet
und die Multiplikation mit der Addition vertraglich ist (Distributivgesetz), dann spricht
man von einer Ringstruktur.

Definition 2.30. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei assoziativen Verkniipfurgen
R x R— R und neutralem Elemefitder Addition mit den folgenden Eigenschaften:

1. (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.

2. Es gilt das Distributivgesetz:

ax(b+c)=axb+axc, (a+b)xc=axc+bxc.

Das Distributivgesetz besagt, dal? die Abbildungen..,---*xc: R— R (Linksmulti-
plikation mita bzw. Rechtsmultiplikation mit) die GruppenstruktufR, +,0) erhalten.

Definition 2.31. Ein Ring mitl ist ein Ring mit einem neutralen Element der Multiplika-
tion.

Definition 2.32. Ein kommutativer Ring ist ein Ring, in welchem die Multiplikation kom-
mutativ ist, d.h in welchem die Relatior b = b a gilt.
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2.2.2 Beispiele fur Ringe

Esist klar, daf¥,Q,R kommutative Ringe mit 1 sindN ist kein Ring, da die nattrlichen
Zahlen unter der Addition keine Gruppe bilden.

Die MatrizenMat(n,n,IR) etwa bilden einen Ring mit 1, sind aber fiip> 2 nicht kom-
mutativ.

Lemma 2.33. (Z/nZ,+,*,[0],[1]) ist ein kommutativer Ring mit

Proof. Nach der Diskussion in 2.1.5 bleibt das Distributivgesetz zu zeigen. Wir haben
in Lemma 2.28 gezeigt, dald die Multiplikation von links die Gruppenstruktur erhalt. In
diesem Fall ist die Multiplikation kommutativ. O

2.2.3 Polynome und formale Potenzreihen

Wir betrachten den Ring der Polynome. Ein Polyneim-ten Grades UbeR ist eine
Funktion f mit der Darstellung

f(x)=foX"+---+fo.

Wir werdenf (x) = 32, fix' schreiben, wobei verabredungsgenia 0 firi > n gesetzt
wird, und die Summe hier nur Uber die endlich vielen Summanderi; 50 genommen
wird. Ist g(x) = gmX™+ - - 4+ go ein weiteres Polynom, so sinid+ g und fg Polynome
vom Grade< max(n,m) und< nm Es gilt

(f+9)(x) = ;m +gi)X (3)

=
00

(fo)(x) = _%( fiegi )X

=0 k+I=i

Das wesentliche an einem Polynom ist die Darstelltihg = f,x"+ - - - + fo. Ein Poly-
nom kann also als eine Abbildurig Ng — R, i — fj, verstanden werden, wobei hochstens
endlich viele Werte nicht verschwinden. Die Identifikation mit Funktionen ist hier nur zur
Motivation der Rechenoperationen benutzt worden.

Ist Rirgend ein kommutativer Ring mit 1.
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Definition 2.34. Die Menge der Polynome[R ist die Menge der Folgen fNg — R,

i — f;, bei denen héchstens endlich viele Werte nicht verschwinden. Die Addition und die
Multiplikation wird wie in (3) erklart. SeD € R[x] die Nullfolge, undl € R[x] die Folge
1,0,0....

Dann gilt

Lemma 2.35. (R[X], +, *,0,1) ist ein kommutativer Ring mit

Proof. Nachrechnen! O

Jedem Polynonf € R[x] kann eine FunktiorR — R, A — f(A) zugeordnet werden.
Diese Zuordnung ist aber im allgemeinen nicht injektiv. Sei &2B= Z/27. Dann ist
die Funktion zuf (x) = x* 4 x die Nullfunktion, es gilt aberff # 0. In diesem Fall sind
Polynome nicht als Funktionen zu betrachten.

SeiR[[x]] := R die Menge aller FunktioneNy — R. Die Ringoperationen auR[x|
kann man auR[[x]| mit denselben Formeln ausdehnen.

Definition 2.36. R[[x]] ist der Ring der formalen Potenzreihen.

Wir schreiben Elemente al&x) sinnvoller Weise in der Form
ap+Xag +x%ay. .. .
Der RingR[[x]] ist ganz interessant. Es ist klar, daf3 nichtkonstante PolynorR&jin

in der Regel keine Inversen haben. Anders dagegeRi[ij]. So ist zum Beispiel die
Potenzreihe % x invertierbar. Das Inverse ist

(A=X)"T=14+x++x+... .

Auf der anderen Seite definiert ein Polyndne R[x] eine FunktionerR — R durch
A — f(A). In formale Potenzreihen kann man keine Ringelemente einsetzen und so einen
Wert definieren.
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2.3 Korper
2.3.1 Korperaxiome

Unter den kommutativen Ringen mit 1 sind die Koérper dadurch ausgezeichnet, daf? von
Null verschiedene Elemente ein Inverses beziiglich der Multiplikation besitzen.

Definition 2.37. Ein Kdrper (K, +,x*,0,1) ist ein kommutativer Ring mit, fir welchen
(K\ {0},%,1) eine Gruppe ist.

Beispiele fur Korper sind) undR. Die ganzen Zahlen sind kein Korper.

2.3.2 Die KorperZ/pZ

Wir betrachten den Ring. Die Einheiten inZ sind die multiplikativ invertierbaren Ele-
mente, also 1 und-1. Die Primzahlen sind Zahlep € N, welche nur vontp und

+1 geteilt werden. Jede andere ganze Zahl kann eindeutig als andjjkt. P mit

u e {1,—1}, Primzahlen O< p; < p2 < ... undn; € N dargestellt werden. Dies ist ei-

ne Aussage, die eigentlich eines Beweises bedarf. Dieser wird etwa in der elementaren
Zahlentheorie erbracht. Wir werden hier diese Tatsache einfach akzeptieren.

Seine N.

Lemma 2.38. Der RingZ/nZ ist genau dann ein Kdrper, wenn n eine Primzahl ist.

Proof. Ist n keine Primzahl, so gibt es eine nichttriviale Zerlegung pg. Dann sind
[p], [0] € Z/nZ\ {[0]} und[p] « [d] = [pq] = [n] = [0]. Da auch0] « [q] = 0 gilt, kann|q]

kein multiplikatives Inverses haben. (Zur Veranschaulichung betrachten wir die Multiplo-
kationstabelle vofZ, /67 und sehen etwa, dgg|[3] = 0.)

Sei nun[n] eine Primzahl. Sef € {1,...,n—1}. Dann ist[r] # 0 Wir zeigen, dal}
[r]x---:Z/nZ — Z/nZ injektiv ist. Wéare diese Abbildung nicht injektiv, also etywgi] =
[r][j] mit [i] # [j], dann auchjr][s] = 0 mit [g = [i] — [j] # 0. Dann giltrs = In fur ein
geeignetes < Z. Die Primzahh muld als Primfaktor von odersauftreten, worauf | =
oder[s] = O folgt. Wir hatten abejr] und[s] von Null verschieden gewahlt.
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Wir haben nun gesehen, daf«--- : Z/nZ — Z/nZ injektiv ist. DaZ/nZ endlich ist,
folgt auch die Surjektivitat. Folglich komnfit] im Bild von [r] «... vor. Damit besitzir]
ein Rechtsinverses. Dieses ist wegen der Kommutativitat der Multiplikation auch Links-
invers. O

Als Beispiel betrachten wir die Multiplikationstabelle des KorpysZ.

A WO N -, O
o O O o|o
A WO N L O
W R~k AN O|IDN
A P W OlW
R N Wk~ Ob

0 2

Definition 2.39. Sei p eine Primzahl. Dann schreiben wir

Fp:=7Z/pZ.

Es gilt|Fp| = p. WegenF, =Fp\ {0} gilt $(p) = p—1 (siehe 2.27).

2.3.3 Quadratische Zahlorper

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Menge der Zahlen
Q[vV3|={a+bVv3labcQ} CR

mit den vonR induzierten Operationen.

Lemma 2.40.Q[/3] ist Korper.

Proof. Wir Gberprifen zuerst durch einfaches Nachrechnen, dal? diese Menge abgeschlos-
sen unter den Operationgnund x ist. Als nachstes zeigen wir, ddf{\/3] ein Ring ist.
In der Tat folgt aus € Q[v/3] auch—x € Q[v/3]. SchlieRlich schreiben wir

1 a b
_ V3o
at+by3 a2—3b? \/_a2—3b2 ’

wobei wir ausnutzen, da¥3 € R\ Q ist. Damit ist namlich der Nenner nur dann Null,

wenna= b =0 gilt.
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Wérey/3 € Q, dann wiirde/3 = g fur ganze Zahlem, g gelten. Damit wéare & = p°.
Auf der rechten (linken) Seite kommt der Primfaktor 3 in einer ungeraden (geraden) Viel-
fachheit vor. Dies widerspricht der eindeutigen Primfaktorzerlegur#y in O

Nach diesem Prinzip kann man viele Kérper zwiscflieandR konstruieren.

Insbesondere kann man fur jedes Q mit a > 0 einen kleinsten Korpek C R kon-
struieren, in welchem die Gleichung = a eine Lésung hat.

2.3.4 Die komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Korp&r konstruieren, in welchem die Gleichung
x? = —1 eine L6ésung hat. Wir betrachten dazu die Matrix

0 -1
l:= €Mat(2,2,R) .
1 0

Diese Matrix erfilltl2 = —E,. Wir betrachten nun die Teilmenge
C:={aEy+blja,be R} C Mat(2,2,R) .

mit den vom RingMat(2,2,R),+,e, 02, E>) induzierten Operationen.

Definition 2.41. (C,+,e,02,E) ist ein Kdrper.

Proof. Wir rechnen nach, da unter+ unde abgeschlossen ist. Weiter Uberprifen wir,
daRC ein Ring ist. Schlief3lich sehen wir ein, d&fein kommutativer Ring mit 1 ist. Wir

rechnen nach, dal3 das Inverse &b + bl durch
-1 _ aEZ - bl
(aEp+bl) = 2102

gegeben ist. O

Wir haben
a —b
z=abE +bl = ( ) )
b a

Folglich werden die Zahlea,b € R durch das Elemer#teindeutig bestimmit.

Definition 2.42. Ist z= aE, + bl eine komplexe Zahl, so hei3en die Zahl&z) := a und
[(z) := b der Real- und der Imaginarteil von z.
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Wir kénnenz mit dem Paara, b)! € R? identifizieren. Die Addition irR? geht dabei in
die Addition vonC Uber. Die Multiplikation ist durch (Nachrechnen)

(a,b)t(a,b')! = (ad — b, alf +a'b)*

gegeben. Das Inverse berechnet sich dytarb)')~1 = (725 ﬁ%z)t- Wir kbnnen den

KoérperR als Unterkdrper vort verstehen, indem wia € R mit aE; (bzw. (a,0)! € R?)
identifiziert. Wir werden die komplexe ZahE, + bl oft auch alsa-+ bi schreiben.

In Anlehnung an die Notatiof@[v/3] kann man auclt = R[\/—1] schreiben und be-
haupten, dai8= \/—1 qilt.

Im folgenden betrachten wir der Korpé€r als eine Menge mit Struktur. Wir kdnnen
dann die Automorphismekut fjg1gs(C) betrachten.

Lemma 2.43. Die Abbildung at+ib — a+ib := a—ib ist ein Automorphismus vd@.

Proof. Nachrechnen ! O

Wir nennen diesen Automorphismus die komplexe Konjugation.

Definition 2.44. Wir definieren die Abbildung (den Betrag)
|...]:C—R
durch
12°:=z.

Es gelten die folgenden weiteren Eigenschaften.
Lemma2.45. 1. Wenn £ R, so giltz= z.

2. Esgiltz=z.

3. Esqilt|zZ| = |7|Z|.

4. Esgilt|z=t = |zY|.

5. Furab € R gilt |a+ bi|? = a® + b2,
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Proof. Nachrechnen! O

Wir wollen hier das Rechnen mit komplexen Zahlen, insbesondere die Multiplikation,
geometrisch veranschaulichen. Dazu greifen wir auf einige Elemente der euklidischen
Geometrie zurtick, welche aus der Schule bekannt sein sollten, in diesem Kurs jedoch erst
spater behandelt werden.

Auf dem RauniR? betrachten wir das Skalarprodukt
<. >RPxR2 SR,

welches durch die Formet (up,uz)t, (vi,V2)! >:= upvq + U2 gegeben wird. Mit Hilfe
des Skalarproduktes definieren wir die Norm

... RZ =R L] = V< XX > .

Um Winkel zu messen, betrachten wir die AquivalenzrelationRufvelche durchx ~

y & X—Y € 21Z gegeben ist. Wir schreibeR/21Z := R/ ~. Elemente auR/21Z
konnen vertreterweise addiert und mit ganzen Zahlen multipliziert werden. Den Winkel
@ € R/21Z zwischen zwei nichttrivialen Elementenv ¢ R? definieren wir durch

<u,Vv>
coq o) = )
[[ul[ v

Zur Erinnerung, eine komplexe Zaak- bi ist eine reelle Matrix. Wir untersuchen nun
die Abbildung(a+ bi)e : R? — R?. Es gilt(a+0i) = diag(a, a). Folglich wirkt (a+0i)e
durch skalare Multiplikation mi&.

Wir untersuchen nun die Veranderung der Lz'a'mge.vSe(vl,vz)t € R2.

I(a+bi)(vi,v2)' (1> = [|(avi—bva,bvi +av)'||?
= a®v2 —2abwva + b2 + bA2 4 2abwvs + a%Vv3
= (@+b)(V+3)
= |a+bi?||v|?
Folglich gilt fur ze C undv € R?, daR

[zevl| = [Z]|v]] -
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Wenn |z = 1, dann erhélke die L&nge und ist eine Drehung. Dazu berechnen wir den
Winkel @ zwischerv undzv. Sei||v|| = 1. Es gilt

coJp) = <zyv>
= < (avi—bw,bvi+awn)' (vi,v)t >
= av—bvivo+bvivo 4 avi

= a
Wennz= a+ bi mit |z] = 1 ist, dann dreht alsm jeden Vektor um den Winkel cop) = a.

Sei nun 0# z= (a+ bi) € C. Dann schreiben wiz = |z|é . Folglich wirkt z als Hin-
tereinanderausfihrung einer Drehung um den Wigk@elcher durch ca®) = \/aj‘w
gegeben wird) und einer Streckung wia? + b2.

Sindx,y € C, dann ist die Operation vaty auf R? durch die Hintereinanderausfiihrung
der Operationen vopundx gegeben. Seiepundy die Drehwinkel vorx,y. Dann istxy
die Komposition einer Drehung um den Winkg} g und einer Streckung um den Faktor

X[1y].

Sein € N gegeben. Die Losungen der Gleichudg= 1 heiBem-te Einheitswurzeln.
Ist§ € C einen-te Einheitswurzel, dann gil§| = 1. Ist@ der Drehwinkel vor§, so muf3
ne= 0 (in R/21nZ) gelten. Wir erhalten folgendeverschiedene Mdglichkeiten

O = [211%1] ,m=0,....n—1.
Die n-ten Einheitswurzeln ifC sind also durch
E&m = cos(2n?) +i sin(ZH?), ,m=0,....n—1
gegeben. Die 4ten Einheitswurzeln sind beispielsweise
1i,—1,—i.

Die dritten Einheitswurzeln sind

1 V3 1 V3
(L=3+i5 3715
Mit Hilfe der Polynomdivision kann man zeigen, dafl3
n—1

X'—1= [1(X—&m)

m=0
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gilt. Wir sagen, daf? das Polynaxi— 1 in Linearfaktoren zerfallt.

Die komplexen Zahlen haben die Eigenschaft, daf? jedes Polynom
p(X) = X"+ an_1X" T+ +ag

mit & € C in Linearfaktoren zerféllt, d.h. es gibt Zahlamn, ..., A, € C mit

n

p(x) = B(X—N) :

Dies ist im wesentlichen die Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra, den wir aller-
dings an dieser Stellen noch nicht beweisen wollen.

Wir erinnern an die Formel fur die Nullstellen eines quadratischen Polyrfdr)s=
X2 4 pX+q;
Xy =—-+4/——(. 4)

Arbeitet man mit reellen Zahlen, dann ist diese Formel nur im &Zan g > 0 sinnvoll.
Betrachtet man komplexe Zahlen, dann ist diese Formel auch ohne diese Voraussetzung
gultig. Wennp,q e R und'%2 —(Qq<0,sosind

I
Xy = 2:|:I 4+q

die komplexen Nullstellen voi. In der Tat liefert die Formel (4) die Nullstellen fir be-
liebige quadratische Polynome mit komplexen Koeffizienten. Dazu missen wir allerdings
die Wurzel aus komplexen Zahlen ziehen kénnen.

Im geometrischen Bild ist das ganz einfach. @eler Drehwinkel vore. Der Betrag
einer Wurzelu ausz ist |u| = +/|z], wéahrend der Drehwinkel von u der Gleichung
2y = @ geniigt. Diese hat zwei Losungen. $et [0, 217) ein Reprasentant vop Dann
sind die Lésungen durchg und 3(@+ 2m) reprasentiert.

Rechnerisch erhélt man die Wurzeln auwie folgt. Die Zahlz—+ |z| dreht um den
halben Winkel vore. Man muf also nur noch normieren und bekommt

2
|2+ 12|

+ 7=+ (z+2) .
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2.3.5 Rationale Funktionen

Sei jetztK ein Koérper undK[x] der Ring der Polynome ubét. Es ist klar, dafiK[x] kein
Korper ist. Zum Beispiel besit#t(x) = x kein Inverses. Es gibt jedoch eine Methode, die-
sen Ring zu einem Kdérper zu erweitern. Diese Methode kennen wir sicher vom Ubergang
vonZ nach@Q. Dalf3 die folgende Prozedur funktioniert, liegt daran, fig&- 0 zur Folge

hat, dal’Rf = 0 oderg = 0 gilt (wir sagen, der Rindl[x] hat keine Nullteiler). Dann be-
trachten wir die Menge der Padrk g) € K[x] x (K[x]\ {0} ). Auf dieser Menge definieren

wir die Relation(f,g) ~ (f',d) falls esh,i € K[x] \ {0} gibt mit (fh,gh) = (f'h,g'l).
SeiQK[x] die Menge der Aquivalenzklassen. Die Klasse yérg) schreiben wir in der
Form é. Wir erkaren ferner die Operationen

f f fg + f'g
9'd T o
o
g9 09

Wir betrachterK|[x] C QKIx],indem wir f mit (f,1) identifizieren. Beachte, d&f§,1) ~
(f/,1) die Gleichheitf = f’ nach sich zieht.

Lemma 2.46.Diese Operationen sind wohldefiniert (Vertreterunabhéngigkeit). Weiter ist
(QK[x],+,*,1,0) ein Korper (der Quotientenkdrper vonX).

Proof. Nachrechnen. O
Der KorperQK|[x] ist der Kérper der rationalen Funktionen.

2.3.6 Quaternionen

Zur Erinnerung, ein Koérper ist ein kommutativer Ring mit Eins, in welchem jedes von
Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses hat. Die Bedingung “kommutativ”
kann man weglassen und kommt so zum Begriff des Schiefkérpers.

Definition 2.47. Ein Schiefkdrper ist ein Ring mit Eins, +,*,0,1), fur welchen(S\
{0}, %,1) eine Gruppe ist.

Wir wollen hier als Beispiel die Quaternionen kennenlernen.
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Dazu betrachten wird die komplexerx2-Matrizen

(o 0)o (% 0) = (00)

Wir lassen das Multiplikationszeichen weg und schreibes E;. Man rechnet leicht
nach, dai3

12=)=K?=-1, IJ=-JI=K, Kl=—IK=J, JK=-KJ=I
gilt. Wir definieren die Teilmenge
H:={al+bl+cJ+dK]|ab,c,d € R} C Mat(2,2,C) .

Es qgilt

bi id
a1+bl+cJ+dK=< arhbr c+l )

—c+id a—Dhi
Das heil3t, die Darstellung eines Quaternions in der Fadrmbl + cJ+ dK ist eindeutig.
Als Menge kénnen will mit R identifizieren.

Lemma 2.48. Mit der Matrizenaddition und Multiplikation isH ein Ring mit Eins.

Wir kénnenR und C als Unterring vonH verstehen, wenn maa+ bi mit al + bl
identifiziert. Dies werden wir im folgenden immer machen:

RcCcH.

Wir definieren die Konjugation. . : H — H durch

al+bl+clJ+dK:=al—-bl—-cJ—-dK
und|q|? := qg. Wir rechnen nach, daR fiy= al+ bl + cJ+ dK gilt:
qg=a’+b’+c?+d?.

Lemma 2.49. Die Quaternionen sind ein Schiefkdrper.

Proof. Das Inverse vom € H \ {0} ist durchﬁz gegeben. O
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Definition 2.50. Der Realteil und der Imaginarteil von g a+ bl 4+ cJ+ dK ist durch
00(qg) :=aundd(q) = bl +cJ+ dK definiert.

Wir kénnen die imaginaren Quaternionen @it via (b, c,d)' — bl 4 cJ+ dK identifi-
zieren. Wir kénnen nun ein Produkt aRf durch

w R3IxRS - HxH ™ 1 2R3
definieren. Wir berechnen

(b,c,d)! x (e f,g)' = DO((bl+4cJ+dK)(el+ fI+gK))
— O(—be—cf—dk+ (cg—df)l + (de—bg)d+ (bf — ce)K)
= (cg—df,de—bgbf—ce)

Das ist also gerade das aus der Schule bekannte Kreuzprodukt. Diese Produkt ist nicht
assoziativ. In der Tat gilt etwa

e1x (e1x€)=—€, (e1xe)xe=0.
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