Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Ulrich Bunke

Inhaltsverzeichnis

[1__Endliche Wahrscheinlichkeitsriume)

1.2  Axiomatik fiir endliche W-Raume|. . . . . . . . . . .. ... ...

1.3 Die Kategorie der endlichen W-Raume| . . . . . . . . . ... ... ... ..

1.4 Zufallsvariable und Erwartungswert| . . .. .. ... ... ... ... ....

[L.5  Urnenmodelle - Kombinatorische Abzéhlresultatel . . . . . . . .. ... ...
1.6 Wahrscheinlichkeitstheoretische Anwendungen|. . . . . . . . . ... ... ..

1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit|. . . . . . .. .. ... ... ... 0.

1.8 Unabhéngigkeit| . . . . . . . . . . . o

|2 Nicht notwendig endliche IW-Raume

2.1 Abzahlbare W-Raume| . . . . . . . . . .. ... o o
2.2 Allgemeine W-Raume| . . . . . . .. . .. ... o

26 0—1-Gesetzel . . . . . . . e

[ Analytische Grundlagen|

10
15
17
19
23
33

40
40
49
64
73
75
78

89



3.1 Abschétzungen| . . . . . . . ..o 89
3.2 Konvergenz von Folgen von Zutallsvariablen| . . . . . . . ... ... ... .. 92
3.3  Gesetze der grofien Zahll . . . . .. ... oo o000 97
3.4 Vertellungstunktionen| . . . . . . . ... ... o 000 104
3.5 W-Mafie aut Gruppen und rellen Vektorrdumen|. . . . . . .. ... ... .. 111
3.6 Gaussche Maflel . . . . . . . ... o 123
3.7 Zentraler Grenzwertsatzl . . . . . . . . ..o oo 131
[4__Schatztheoriel 135
|4.1  Beschreibung des Problems und der grundlegenden Begriffe] . . . . . . . .. 135
|4.2  Schéatzung der Erfolgswahrscheinlichkeit im Bernoulli Experiment|. . . . . . 144
4.3 Schéatzung von Mittelwert und Varianz|{ . . . . . ... ... ... ... .... 149
4.4 Taxiproblem|. . . . . . . ... 153
4.5 Die Informationsungleichung| . . . . . .. ... ... ... ... L. 157
46 MLS und Konsistenzl . . . . . . .. ... oo oo 163
47 Tebensdaunerl. . . . . . ... 169
ER TTestl . . . . 171
49 Mehr Theoriel . . . . . . . . . 176

1 Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Was ist Wahrscheinlichkeit

betrachte Vorgang, Experiment, Frage mit ungewissen Ausgang

- Abstraktion durch den Begriff: statistisches Experiment

Gesamtheit der moglichen Ergebnisse oder Antworten

- Abstraktion durch den Begriff: elementares Ereigniss



Beispiele:
- Teste einen Halbleiterchip auf Funktion: elementare Ereignisse - {ja, nein}
- Zéhle Autos, die innerhalb von 20 min eine Stelle passieren: elementare Ereignisse - N

- Bestimme den Zeitpunkt, zu welchem ein ausgeleerter Abfallcontainer iiberliuft: elemen-

tare Ereignisse - [0, 00)

betrachten fiir die Vorlesung in der Regel sehr einfache Modellsituationen wie Wiirfeln,

Kugeln ziehen oder Miinzen werfen, um die Begriffe zu erkldren

Ziel: mochte meine Information iiber das Auftreten oder Nichtauftreten eines Ereignisses

bei einem statistischen Experiment quantitativ modellieren

- Abstraktion durch den Begriff: Wahrscheinlichkeit

Beispiel 1.1. Miinzwurf:
elementare Ergebnisse:

- z - Zahl

- w - Wappen

— also Menge der elementaren Ereignisse: {z,w}

— das Ergebnis z kann auftreten, mufl aber nicht

— Symmetriebetrachtung: bin mir genauso unsicher iiber z und w

Beispiel 1.2. Wiirfel
Elementare Ergebnisse:
-{1,2,3,4,5,6}
zusammengesetze Ergebnisse:

- es kommt eine gerade Zahl: modelliert durch die Teilmenge {2,4,6}

- Symmetriebetrachtung: bin mir genauso unsicher iiber jedes elementare Ergebnis



- Symmetriebetrachtung: bin mir genau so sicher iiber das Auftreten eine geraden Zahl wie

einer ungeraden

- plausibel: Das Ereignis {2, 4,6} ist drei mal so wahrscheinlich wie {2}

Allgemein: Experiment mit moglichem Ergebniss w

mochte meine Sicherheit {iber w quantifizieren durch eine Zahl p € [0, 1]
- p =0 - ich bin mir sicher, da w nicht kommt

- p =1 - bin mir sicher, dafl w kommt

- Was bedeutet die Zahl p?

Beispiel 1.3. subjektive Interpretation:

Interpretation durch faire Wette:

- Gewinnrate r - ich bekomme beim Ergebnis w das r-fache meines Einsatzes, sonst nichts
- Empfinde die Wette ab Rate r als fair.

— setze p > pir.

Problem: Was bedeutet ” als fair empfinden” genau?

- mogliche Antwort: Ich kann das Spiel beliebig oft wiederholen und erwarte dabei, zumin-

dest keinen Verlust zu machen.
Problem: Was bedeutet: “Ich erwarte ...” genau?

Problem: Nicht jedes Spiel ist wiederholbar.

Beispiel 1.4. Russisches Roulette

Revolver mit 6er Trommel,

- eine Kugel

- Symmetriebetrachtung: Mit Wahrscheinlichkeit 1/6 sterbe ich.

- Was beudeutet das?



— Es gibt hier keine faire Gewinnrate.
— Dies ist ein “Experiment”, welches nicht beliebig wiederholt werden kann!

— Kann man die Angst, dabei zu sterben, quantifizieren? Was bedeutet 1/6-der totalen

Angst zu haben?

- Hier ist die Interpretation der Wahrscheinlichkeit problematisch.

Beispiel 1.5. Interpretation durch Hiufigkeit

- stelle mir vor, das Experiment mehrfach auszufiihren

Anzahl des Auftretens des Ereignisses
p _=

Anzahl der Experimente

- In der Praxis ist das N-fache Ausfiihren insgesamt ein neues Experiment, welches durch
ein neues Model beschrieben wird dessen Ergebnisraum die Folgen der Ausgéinge der Ein-

zelexperimente sind.

— es gibt eine mathematische Konstruktion, ausgehend von einem Modell fiir einen Versuch

ein neues Model fiir N unabhéngige Versuche zu konstruieren.

— man kann beweisen, daf} fast sicher gilt:

Anzahl des Auftretens des Ereignisses n— o0
N —

Problem: Es gibt Fille, wo eine Wiederholung des Experiments undenkbar ist.

Beispiel 1.6. Interpretation ist nicht absolut:
Impfschaden:
- Beobachtung: Bei 10 von 10° bisherigen Impfungen trat tédlicher Impfschaden ein

Aus der Sicht des Imstoftherstellers der sich gegen die Schadenseratzforderung absichern

will:
- Experiment ist wiederholbar

- kann versuchen, einen fairen Preis fiir eine Schadensversicherung zu berechnen



Aus der Sicht eines Politikers, der die Impfung empfehlen will:
- Experiment ist wiederholbar

- kann das Schadensrisiko abwigen gegen die Moglichkeit der Steigerung seines Ansehen

infolge der Durchsetzung der Impfung

Aus der Sicht des Impflings:
- Experiment ist nicht wiederholbar
- quantitative Beschreibung der Todesangst ist problematisch

- die Beobachtung des Impfschadens ist nur deshalb ein statistisches Experiment, weil der

den schadenauslosende Faktor unbekannt oder bei der Studie einfach nicht erfafit wurde
- Ich gewichte die Angst, an der Impfung oder an der Krankheit zu sterben, verschieden:

— “Bill Gates ist Schuld” bzw. “Entscheidung Gottes”

Fazit: Die Interpretation der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses ist nicht

absolut, sondern hingt von Standpunkt der Betrachtung und anderweitigen Interessen ab.

O

Wir werden in dieser Vorlesung Beispiele betrachten, in welchen die Interpretation der

Wahrscheinlichkeit mehr oder weniger Konsens ist.

Wabhrscheinlichkeitstheorie

- Festlegung der Axiome

- Bildung von Begriffen

- Formulierung von Behauptungen
- mathematische Beweise

— wird als Teilgebiet der Mathematik verstanden

Modellbildung

- Abbildung einer realen Situation durch die Auswahl eines mathematisches Modell, welches

der Axiomatik geniigt



— Begriindung durch
— Plausibilitat
— Symmetriebetrachtung

- in der Vorlesung vornehmlich, um die Begriffe mit der Alltagswelt zu verbinden und

anschaulich zu machen

Statistik
- Begriindung der Auswahl des Modells durch Beobachtungen
— Schéitzen von Parametern

— Auswahl des Modells aus einer Menge von Kandidaten durch Tests

1.2 Axiomatik fiir endliche W-Raume

Q) - Menge der elementaren Ergebnisse

Pqo - Menge der zusammengesetzten Ergebnisse
zusammengesetztes Ereignis A € Pq bedeutet: Elementarereignis liegt in A

nennen eine Abbildung P : Pq — [0, 1] eine Mengenfunktion

Definition 1.7. Die Mengenfunktion heifst

1. additiv, wenn P(AU B) = P(A) + P(B) for alle A, B in Pq mit AN B =10 gilt.
2. normiert, wenn P(Q) =1 gilt.
fiir eine normierte additive Mengenfunktion P gelten

- P(A%) =1— P(A) (hier A°:=Q\ A - Komplement von A)
-P)=0

Q) - endliche Menge

Definition 1.8. Fin W-Mafl auf 2 ist eine additive und normierte Mengenfunktion.



- Interpretation: P(A) heift Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von A

sei P ein W-Maf} auf einer endlichen Menge

Definition 1.9. Die Funktion
P2 0,1], we P({w)) 1)
heiffit Wahrscheinlichkeitsvektor (W-Vektor).

W-Mafle und W-Vektoren bestimmen sich gegenseitig eindeutig:

- p ist durch P bestimmt (siehe (I))):
- P ist durch p eindeutig bestimmt: P(A) =" .4 p(w) (wegen Additivitét)

Eine Funktion p : Q — [0,1] ist ein W-Vektor genau dann wenn ) . p(w) = 1 gilt.
Kann W-Maf} also durch W-Vektor angeben:

- Betrachtung des W-Vektors fithrt zu Reduktion der notwendigen Information
— P: 20lviele Werte, sehr viele Bedingungen (Additivitiit)

—p: |Q]-viele Werte, eine Bedingung

Definition 1.10. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (endlicher W-Raum) ist ein
Paar (2, P) aus einer endlichen Menge Q und einem W-Maf§ P.

Beispiel 1.11. Gleichverteilung
Q) - endliche Menge
W-Vektor: const g1
- — Al
P(A) = 9]
W-theoretische Interpretation: alle elementaren Ereignisse treten mit der selben Wahr-
scheinlichkeit auf O



Beispiel 1.12. Dirac Mafl

hier muf3 2 nicht endlich sein

- fixiere w € )
- 0y : Po — [0,1]
1 A
()= Y
0 weA

Diracmafl bei w

- ist additive und normierte Mengenfunktion

W-theoretische Interpretation: Mit Sicherheit tritt Ergebnis w ein!
W- Vektor: p(w') = 8,

Beispiel 1.13. Modellbildung fiir Miinzwurf

reale Situation: werfe Miinzen mit Ausgang Zahl oder Wappen
Prozess der Modellbildung besteht aus:

1. Wahl der Menge der elementaren Ereignissen

nehmen = {z, w} mit offensichtlicher Interpretation

2. Wahl des W-Mafles

- wir sehen keinen Grund warum Zahl oder Wappen bevorzugt sein sollte
- aus Symmetriegriinden Gleichverteilung;:

P({w}) = P({z}) = 1/2

Modell: ({z,w}, Gleichverteilung)

3. Interpretation:

- Wiirde ab einer Rate 2 auf w wetten

4. Realitétscheck:

- Wenn ich das Experiment N mal wiederhole, dann erwarte ich ungefihr N/2-viele Ausginge
“Zahl”.

— das werden wie spéiter genauer sagen kénnen



Simulation:

Benutzen in der Vorlesung R

- kann bei https://www.r-project.org/ runtergeladen werden

produziere Vektor von Zufallszahlen der Lange 100, gleichverteilt in [0, 2]
bilde Vektor der ganzen Teile

Simulation des Miinzwurfes z =0, w =1

Beispiel 1.14. Wiirfel:

1. Wahl der Menge der elementaren Ereignissen
-Q:={1,2,3,4,5,6}

2. Wahl des W-Mafles

- aus Symmetriegriinden Gleichverteilung
P({w}) =1/6 fiir win Q

3. Interpretation:

- Wiirde ab einer Rate 6 auf 1 wetten

- Wiirde ab einer Rate 3 auf {1,2} wetten

4. Realitétscheck:

Wiirfle N-mal und erstelle Histogramm der Ergebnisse

100 Wiirfe, erhohe auf 1000 und 10000

1.3 Die Kategorie der endlichen W-Riume

Q - Menge
P :Pg — [0, 1] - Mengenfunktion
f:9Q — € - Abbildung von Mengen

10


https://www.r-project.org/

Definition 1.15. Definiere die Mengenfunktion f.P : Po — [0,1] durch
(f<P)(A") == P(f~1(4)) .

- f«P heifit das Bild von P unter f.

Lemma 1.16. Wenn P eine additive (oder normierte) Mengenfunktion auf Q ist, dann

ist f« P eine additive (oder normierte) Mengenfunktion auf .

Beweis. Setze P’ := f,P
Normierung: P'(Y) = P(f~1(Q)) = P(Q) =1
Additivitét: sei A’ N B =)

P/(A'UB') = P(f~' (A UB") = P(f(4) U F{(B) = P(f (X)) + P(f(B))
— P(A)+ P'(B)

da f7Y(A'UB') = f~1(A) U f~Y(B)
und

AN fHB) = ANB) =f1(0) =0 O

(Q, P) - W-Raum

- wenn ' endlich ist, erhalte neuen W-Raum (€', f.P)

Beispiel 1.17. Gerade und ungerade Wiirfelergebnisse
(Q, P) beschreibe Wiirfel

- Gleichverteilung auf {1,2,3,4,5,6}

' :={g,u} - gerade, ungerade

Fi0oq
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FH{g}) = {2,4,6}
P'({9}) = P({2,4,6}) = 1/2

(€, P") beschreibt Wiirfelexperiment, wenn ich mich nur fiir die Paritéit des Ergebnisses

interessiere

Wenn das urspiingliche Modell den Realitdtscheck (was immer das ist) bestanden hat, dann
auch das abgeleitete. Umgekehrt, erfiillt das abgeleitete Modell den Realitétscheck nicht,

dann miilte ich auch das urspriingliche Modell verwerfen.

(Q,P), (€, P") - W-Réume

Definition 1.18. Ein Morphismus f : (2, P) — (', P") von W-Riumen ist eine Abbildung
von Mengen f:Q — Q' so dafy f.P = P’ gilt.

erhalten Kategorie der W-Raume WRaum

- Objekte: W-Réume (2, P)

- Morphismen: Morphismen

— wir werden spéter unendliche Rdume dazunehmen
haben Vergififunktor WRaum — Set, (2, P) — Q

kategorelle Sprache liefert Begriffe wie :
- Isomorphismus, Monomorphismus, Epimorphismus,

- kartesisches Produkt, Koprodukt

(©, P) in WRaum

- AutwRaum (92, P) - Gruppe der Automorphismen
Beispiel 1.19. Automorphismen der Gleichverteilung
(2, P) Gleichverteilung auf endlicher Menge

- Yo = Autget(2) Gruppe der Bijektionen 2 —

n} - Gruppe der Permutationen von n Elementen (Kurznotation %)

-----

12



Lemma 1.20. Der Vergififunktor induziert einen Isomorphismus Autwraum (€2, P) =)

Beweis. Vergiifunktor liefert Homomorphismus: Autwgraum (92, P) — o
- Injektivitat: klar

- Surjektivitat:

—sel f in Xq

— miissen zeigen: f,P = P

— A in Pq bel.

— |f71(A)| = |A|, da f bijektiv

— (f.P)(A) = P(f71(4)) = LA = 14

|

I
)
2

Q) - endliche Menge
F C Endget(2) eine Menge von Selbstabbildungen von €2

Definition 1.21. Ein W-Maf8 P auf Q heifst invariant unter F falls fo P = P gilt fir alle
fin F.

Q) - eine Menge
—G - Untergruppe Autget(€2)

Definition 1.22. G wirkt transitiv auf Q falls fiir je zwei w,w’ in Q ein g in G mit gw = W’

existiert .

- dquivalent: |G\Q| =1

Beispiel 1.23. Q ={1,...,n}
folgende Gruppem wirken transitiv
-3,

- ((1,2,...,n)) (zyklische Permutationen)
((1,2),(3,4)) wirkt nicht transitiv auf {1,2, 3,4}

13



9

folgendes Lemma macht die Redeweise “aus Symmetriegrinden gilt...” aus priziese

Q) - endliche Menge

Lemma 1.24. Wenn G transitiv wirkt, dann ist die Gleichverteilung ist das einzige W-

Maf auf 2, welches invariant unter G ist.

Beweis.

sei P ein W-Maf}, welches invariant unter G ist

- fixiere wp in 2

— zeige: W-Vektor ist konstant mit Wert P({wo})

— wegen Normierung ist dieser Wert dann ﬁ

- sei w in )

- es gibt es ein ¢ in G mit gwy = w (wegen Transitivitét)
-0 ({w}) = {wo}

- (0. P)({w}) = P({wo})

O
Beispiel 1.25. Betrachte
G = ((1,2),(3,4))
wirke auf Q = {1,2,3,4} - nicht transitiv
Q/G = {[1], 3]}
- Py - Gleichverteilung ist invariant
- P gegeben durch folgenden W-Vektor p ist invariant
w 112134
p@ 5|5 ]85
Py # P
]

14



Beispiel 1.26. Linksschift
Q={0,1,...,n}

1
S0 0, S(w):z{“’o wgo

- S ist nicht invertierbar!

Lemma 1.27. § ist das einzige {S}-invariante W-Maj.

Beweis.

sei P invariantes W-Maf3
- S, P = P impliziert
-SyP=P

- aber S™ = const

- SPP =4

—also P = 4§y

1.4 Zufallsvariable und Erwartungswert

(Q, P) - endlicher W-Raum
Definition 1.28. FEine (numerische) Zufallsvariable ist eine Abbildung X : Q — R.

Definition 1.29. Der Erwartunsqwert von X ist durch

E(X):= ) X(w)P({w})

weN

definiert.

Die Varianz von X ist durch
Var(X) := E((X — E(X))?)

definiert.

Interpretation:

15



- E(X) - mittlerer Wert von X gewichtet durch P
- Var(X) - mittlere quadratische Abweichung von X von E(X)

Bemerkung 1.30. offensichtliche Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz:

L E(X) = ¥,epeP({X = 2})
2. E X+ X')=E(X)+E(X')
3. E(AX) = AE(X)
4. [E(X)] < E(|1XT)

5. Var(X) = E(X?) - E(X)?

zZu 5.:

Var(X) = E((X - E(X))?)
= E(X?-2XE(X)+E(X)?
= E(X?) - 2E(X)E(X) +E(X)?
= E(X?) -E(X)?

Beispiel 1.31. Sicheres Ereignis:

(62,0.)
-E(X) = X(w)
- Var(X) =0

Beispiel 1.32. ja-nein Experiment

-0 = {jvn}’ p(]) =p
- Gewinnrate r

- Gewinn bei Einsatz von 1 beschrieben durch Zufallsvariable

16



X:Q—->R, X(w)::{r J
0 n

- “Erwarteter” Gewinn: E(X) = rp+ 0(1 — p)
— mogliche Definition von “fair”: also “erwartete Gewinn ist 1”

— da8B liefert Bedingung r = p~!

- Var(X) = r?p — (rp)* = r’p(1 - p)
- Var(X) — 0 fiir p — 0,1
— Var miit die “Streuung von X um E(X)”

Beispiel 1.33. Wiirfel:
X : Q — R - Ergebnis selbst
6 .
E(X) = Zz’:lz% = %
- Interpretation als mittlere Schrittweite beim Wiirfelspiel

Var(X) = 2.916667

1.5 Urnenmodelle - Kombinatorische Abzihlresultate

habe endliche Grundmenge U (die Urne),
Anzahl der Elemente: u

Anzahl der gezogenen Elemente: n Elemente

Beispiel 1.34. n mal Ziehen mit Zuriicklegen und Reihenfolge
Menge der Ergebnisse: 2 = U", Elemente - (uq, ..., uy)
Abzihlen:

- 1. Zug u Moglichkeiten

- 2. Zug u Moglichkeiten

17



|Q = u™

Beispiel 1.35. n mal Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge
Q= {(u1,...,up) €U" | u; # uy falls i # j}

Abzéahlen:

- 1. Zug u Moglichkeiten

- 2. Zug u — 1 Moglichkeiten

- n-ter Zug u — n + 1 Moglichkeiten

U =u(u—-1)...(u—n+1)= (u—mn)!

Beispiel 1.36. n mal Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge

sei ' der Raum der Ergebnisse beim Ziehen ohne Zuriicklegen mit Reihenfolge
- erhalte Raum €2 durch Vergessen der Reihenfolge

- ¥y, wirkt auf Q' frei durch Permutation: o (u1,...,un) := (Ug-1(1)s -+, Us—1(p))
-Q20/8,,  f:Q — Q- Projektion

- Anzahl der Elemente in den Fasern von f: |3,| = n!

/ !
Q] = 194 _ u! _(u
X (n—u)n! n

Beispiel 1.37. n mal Ziehen mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge
(@, P') - Raum fiir Ziehen mit Zuriicklegen mit Reihenfolge

-  entsteht durch Vergessen der Reihenfolge

18



- 2, wirkt

-Q=9/%,

-m: Q) — Q Projektion

Problem: Wirkung nicht frei

- (uy...,u) wird fixiert von ¥,- [(u,...,u)] hat ein Element

- [(w,w,us, ..., uy)] hat n!/2! Elemente (hier u,us, ..., u, paarweise Verschieden)
— Stabilisator ist {e, (1,2)} C X,

—nl/2 =|%,|/|Stabilisator|

- die Orbits/Fasern haben also nicht alle dieselbe Anzahl von Elementen

Trick zum Abzédhlen:

- wihle totale Ordnung auf U

- gibt Bijektion U = {1,...,u}

- in jeder Klasse gibts genau einen geordneten Représentanten
- (Ugy ey uy) mit ug < --s <y

- setze u) :=wu;+1—1in {l,u+n—1}

- erreiche damit strikte Ungleichung v} < --- < ul,

— (u},...,ul) bestimmt (uy,...,u,) eindeutig durch u; = u, —i+1

—in der Tat: ujpy —us =uj ; —(i+1)+1—-uj+i—1=wu ; —uj—1>0

Erhalte Bijektion Q — Q" - Q” -Raum der Ergbenisse beim Ziehen ohne Zuriicklegen ohne

Reihenfolge aus u + n — 1 Elementen

o= ("1 (@)

n

1.6 Wahrscheinlichkeitstheoretische Anwendungen

Beispiel 1.38. Lotto 6 as 49

19



- Elementarereignisse: €2 - Ziehung von 6 Elementen ohne Zuriicklegen ohne Reihenfolge
-Q={A€Ppy, . 49y | |Al =6}
- P: Gleichverteilung auf Q2 (aus Symmetriegriinden)

— Anzahl: || = (469)
W-theoretisches Modell: (€2, P)

Frage: Wie wahrscheinlich ist ein a-er mit = € {0,1,2,3,4,5,6}7
Tippen {1,2,3,4,5,6} (alle Tipps gleich gut)

- definieren f: Q — Q' :=1{0,1,2,3,4,5,6} durch:

— f~Y(w) = Menge der z-er

—flw) =lwn{l,2,3,4,5,6}|

bestimmen Wahrscheinlichkeitsvektor von f, P

-p(z) = VT#

- bestimmen |f~!(z)|:

— Teilen Urne auf in gute Elemente {1,...,6} und Rest {7,...,49}
— fiir Urbild von z: x gute und 6 — x restliche

—also z aus {1,...,6} und 6 — z aus {7,...,49}

— jeweis ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge, benutze
@ = 65

6 43
- W-Vektor bei z: p(z) = (2) (=)

Liste von p(x)

Beispiel 1.39. Wiirfeln mit 4 Wiirfeln,
- Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von {1,2,3,4}?

- Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von vier verschiedenen Zahlen?

20



U=A{1,...,6}

- Menge der elementaren Ereignisse ): - ziehe 4-Mal mit Zuriicklegen mit Reihenfolge
- Q=Ut

~ Q] =6

— P: Gleichverteilung auf 2 aus Symmetriegriinden
W-theoretisches Modell: (€2, P)

Auftreten von {1,2,3,4}:
- es gibt 4! richtige Ziehungen
- P({1,2,3,4}) = é%

Auftreten von vier verschiedenen Zahlen:

- entspricht 4 mal Ziehen aus 6er Urne ohne Zuriicklegen mit Reihenfolge
— es geht hier nur um die Anzahl der Moglichkeiten

—es % viele richtige Félle (siehe ({2)))

- also Wahrscheinlichkeit fiir “4 verschiede Zahlen”: g—: . 6%1 = 1%

Beispiel 1.40. Urne hat v Kugeln,

- davon r rote und s = u — r schwarze

- ziehe n Kugeln ohne Zuriicklegen:

Bestimme Wahrscheinlichkeit fiir genau = rote Kugeln in der Stichprobe:
Elementarereignisse:

- Q fiir Ziehen von n ohne Zuriicklegen ohne Reihenfolge

- 190 = ()

- P - Gleichverteilung auf  aus Symmetriegriinden

W-theoretisches Modell: (€2, P)
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- setzen Q' ={0,1,...,s}

-f:Q—=Q  f(w):= Anzahl der roten Kugeln in Zug w
Aufgabe: bestimme Wahrscheinlichkeitsvektor von f, P

- bestimme Anzahl in der Faser iiber z:

— aus r roten z ziehen und aus s schwarzen (n — x) zu ziehen ohne Zuriicklegen und ohne

Reihenfolge

— benutze (3))

— Anzahl der Faser: (;) (:ﬁ:;)
insgesamt:

OED 0,

() (")
Definition 1.41. Das W-Maf auf {0,...,n} mit Vektor z — (;)(g):;) heif$t hypergeome-
trisches Map. !

(feP)({z}) =

Erwartungswert:
- Zufallsvariable: X (i) :=1
- Beh: E(X) = =F

- benutzen (Z) = %(Zj)

s - 306D
N [
T

(1) ()

n
uw i (1)
o= () G55
i (30)
_ nr
o u



— > =1 wegen Normierung der hypergeometrischen Verteilung: Parameter r — 1 n — 1,

u—1
- Varianz: Var(X) = 25(1 — 2)%=2

u u

hypergeometrische Verteilung: u=3000, n=100, r=1000

1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel 1.42. Wiirfeln:

(Q,P)=({1,2,3,4,5,6}, Gleichverteilung)

- Wahrscheinlichkeit fiir jedes Elementarereignis ist 1/6

- wiirfle und bekomme zusétzlich Information, dal das Ergebnis gerade ist
—alsow € g :={2,4,6}

- Wie wahrscheinlich ist dann {2}? Notation:

- P({2}[9)

- aus Symmetriegriinden Gleichverteilung

- P({2} [ 9) =1/3 = P({2})P(9)

(Q, P) - W-Raum
- Partition in zwei Teile - (B, B°)
Annahme: P(B) # 0

Definition 1.43. P(A | B) := szg?) heif$t die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter
B.

Interpretation:

P(A | B) ist die Wahrscheinlichkeit von A unter der Information B

Lemma 1.44. Es gilt P(A) = P(A | B)P(B) + P(A | B°)P(B°)
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Beweis.

P(A) = P(ANB)+ P(ANB°)
= P(A|B)P(B)+ P(A| B°)P(B°)

O
A, BCQ
Lemma 1.45 (Formel von Bayes). Wenn P(A) # 0 ist, dann gilt:
_ P(B)P(A| B)
Beweis. P(B| A)P(A) = P(ANnB)=P(A| B)P(B) O

man kann die Information tiber bedingte Wahrscheinlichkeiten benutzen, um W-theoretische
Modelle zu konstruieren

Beispiel 1.46. Corona Test:

Experiment: Teste einen zufiillig ausgewihlten Kandidaten
Elementarereignis: (Testergebnis, Gesundheitszustand)

- Testergebnis in {pos,neg}

- Gesundheit in {g, k}

—Q={(pos, ), (pos, k), (neg, 9), (neg, k) }

miissen nun W-Mafl P bestimmen:

haben dazu folgende Daten:

- haben einen Anteil von Kranken von 1/100

— also ist die Wahrscheinlichkeit, einen kranken Kandidaten zu ziehen, 1/100
- haben einen Test der

— einen Kranken mit 99/100 findet (falsch-negativ Wahrscheinlichkeit 1/100)

— bei einem gesunden mit 2/100 positiv ist (falsch-positiv Wahrscheinlichkeit 2/100)
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W-Baum Diagram

Wurzel
1/100
99/100
g k
1/100
98/100 2/100 99/100
(g, neg) (g, pos) Q (k,pos) (k,neg)
98 - 99/10000 2. 99/10000 p(w) 99/10000 1/10000

teste zufillige Person:
- Zusatzinformation: Test positiv
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Person krank?

P(k | pos) =7

Bayes Formel:
P(pos) = P(pos | k)P(k) + P(pos | g)P(g) = 99/100 -1/100 4 2/100 - 99/100 = 297/1000

_ P(k)P(pos|k) _ 1/100-99/100 _ 99 __
P(k | pos) = (p(p(fs) = 297/10({00 = 297 = 0.333

Zahlenbeispiel x Anteil der Kranken an 10000, Wahrscheinlichkeit, bei positivem Test krank

ZUu sein

(Q, P) - endlicher Wahrscheinlichkeitsraum

- geben uns Partition von 2 in mehrere Teilmengen vor

— beschreiben das durch Abbildung f: Q — Q'

— f(w) = Label des Elementes der Partition in welchem w liegt

— entspricht Partition in die Fasern von f
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Beispiel 1.47. B C Q)
- :={B, B}

-fQ=9, flw)=

B weB
B¢ wé¢B

-f'{BY) =B

haben Wahrscheinlichkeitsmafl P’ := f, P auf €/

Problem:

Suchen fiir jedes w’ in ' ein W-Ma$l P, auf f~1(w’) so daB fiir jedes A4 in Pq gilt:

P(A)= Y Py(An [ )P ({w'})

w'eY

hier ist es sinnvoll, 0 auf () als W-Ma8 zu betrachten

Bemerkung 1.48.

Annahme: wir hitten Losung des Problems:

(Po/)weqr - heiBt auch “Disintegration” von P entlang f

- X - Zufallsvariable

- bilden neue Zufallsvariable X’ auf )/

- X'(W) :=Ep,, (X|p-14w}) = E(X{fH)})

— faserweise Mittelwert
dann gilt:
—Ep(X) =Ep(X')
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Ep(X) = ZX P({w})

weN

= > 2 X@Ps({whHP (D)

w'eY wef-1({w'})

= ) X'(W)P'({'})
w'eqY
= Ep(X)

setzen: fiir A in f~1({w'}):

Pw/(A)::{ % P'({w'}) #0

beliebige Wahl P’'({w'}) =0
Lemma 1.49.

1. Die Familie (P,),cqr lost das Problem.

2. Die Werte der Familie fir «" in Q' mit P'({w'}) # 0 sind eindeutig bestimmt.

Beweis.
Zu 1.:
P4) = P(|J Anft{w'})
w' eV
= Y PAN{WY)
w'eQY!
= Y RoAN T W) PE)
w'eQY
Zu 2.:

sei A C f~1(W)
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- erhalten: P(A) = Py (A)P'({w'})

- also notwendiger Weise P,/ (A) = %

Notation:

- es gilt Py (AN f~({w'}) = P(A] f1({w}))
- Formel ist dann

P(A)= Y PA{f {W P {N)D)

w'eY

beschreibe Partition durch Angabe der Familie der Teilmengen
- (By)ier - Partition von

- Formel @ ist dann
P(A) =) P(A| Bj)P(By)
Jje€J
ACQ, P(A) >0
Lemma 1.50 (Bayes Formel). Fiir alle j in I gilt

P(B;)P(A | Bj)

PBi 1 A) = s (A B)P(By)
Beweis.
P(Bj)P(A|Bj)  _ P(Bj)P(A|B;)
S ies P(A| B)P(B;) P(4)
= P(Bj)P(BjﬂA)
= P(B;| A)
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Beispiel 1.51. Ziegenproblem:

3 Tiiren, hinter einer eine Ziege

Spiel:

1. Spieler wéhlt eine Tiir

2. Moderator 6ffnet eine Tiir ohne Ziege

3. Spieler kann eine der verbleibenden Tiiren wahlen

Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell

miissen uns klar werden, was die zufélligen Ereignisse sind:

- 1. Ort der Ziege: {A, B,C}

- Gleichverteilung

- aus Symmetriegriinden wihle ich zuerst A (nicht zuféllig)

2. Moderatorenwahl:

- bei Ziege in A in {b, c} aus Symmetriegriinden gleichverteilt,
- bei Ziege in B notwendig ¢

- bei Ziege in C notwendig b

Wurzel

A/i\C
1 | ]

Ab Ac Be Cb

1/3-1/2 1/3-1/2 1/3 1/3

Spielverlauf: Spieler wiahlt A und Moderator 6ffnet c:

- Spieler muf sich fiir eine der Tiiren A oder B entscheiden

- Wie ist dann die Wahrscheinlichkeit, die Ziege hinter A, B oder C zu finden?
Berechnen P(— | {c})
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P({c}) = P({Ac})+ P({Bc})=1/6+1/3=1/2
- oder mit Bayes Formel:

P({c}) = P({c} | A)P(A)+P({c} | B)P(B)+P({c} | C)P(C) = 1/2-1/3+1-1/3+0-1/3 = 1/2

P(A|{c}) = Hgpl = 182 =1
1

P(B | {e}) = 23 =+ =3

P(C | {c}) = P<gf(“c{c}> - g =0

Beispiel 1.52. haben drei Produktionslinien fiir dasselbe Produkt

Linie | Ausstofl pro Zeit | Fehlerrate
1 500 0.05
2 200 0.1
3 100 0.02

Fehlerrate gibt den Wert P({def},{i}) an

finde defektes Produkt:

mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt es aus der Linie 1?7
bilden W-theoretisches Modell:

-0 =1{1,2,3} x {def,io}

- P - noch nicht explizit bekannt

P(i) - Wahrscheinlichkeit, dafi das Produkt aus Linie ¢ kommt
- P(1) =5/8, P(2) =2/8, P(3) = 1/8

Wahrscheinlichkeit, dafl man ein defektes Produkt findet
- P(def) = Z?Zl P(def |i)-P(i) =5/100-5/8 +2/8-1/10 4+ 1/8 - 2/100 = 47/800

Formel von Bayes anwenden:

- P(l ’ def) P(def|1)-P(1) _ 5/8:5/100 _ 25

P(def)  ~ 47/800 47
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Bestimmen ganzen Wahrscheinlichkeitsvektor p:

Baummodell:
Wurzel
5/8 4]2/8 1/8
Linie 1 2
iﬁgb///Jf5ﬂDO :ﬁﬂi//// \\\\3ny
ldef lio 2de f w 2i0
1/32 95/160 1/40 p(w) 18/80

Allgemein: Konstruktion von W-Ridumen durch Baummodelle
gegeben

- (€4)i=1,....n eine Familie endlicher Mengen

- bilden 2 = Oy x --- x Q,

gegeben:

- W-Maf3 P; auf Q4

- Familie von W-Maflen (P, )w, e, auf 23

- Familie von W-MaBlen (Ps (., w,)) (w1 ws)e xQ, auf Q3

3
S
2/100
3def 3i0

2/800 98/800

- Familie von W-Maflen (Pp, (W1, - -+, Wn—1))(w1,..co_1)€Q x--x 0y UL Oy

definieren

p: Q=001 , p((wi,...,wn)) = Pr({wi}) Pow, ({wa}) -

Lemma 1.53.

1. p ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor.
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2. Das von P bestimmte Maf ist eindeutig bestimmt durch: Fir jedes | in (1,n) und
jede Familie (w})i=1,. ; gilt

P({wi=wi} [{w1 = wi,.ywic1 =wi}) = Py e ({wi}) -

Beweis.
p hat nicht-negative Werte
zeigen

Zweﬂ p(w) =1

> pw) = > > Pi{wri})Prw, (fw2}) - P, oonn) {wn})

weN (wl,...,wn,1)691><~--><Qn,1 wn€Qp

= Z Pr({w1}) Powr ({w2}) -+« P e won o) {Wn—1})

(wl,...,wn_l)eﬂl ><“-><Qn_1

= Y P{w})

w1€Q
= 1

zeigen: das so konstruierte Mafl hat die Eigenschaft 2.

P({wi =wi,...,wi =wi})

P{wi =wi,...,wi-1 =w,_1})

P{wi=wi} [{w1 =wy, .. w1 =wj_y}) =

/ o
Z(wi+1,...,wn)69i+1X...Qn p(w17 e ’wi’ Wit1s - - wn)

Z(wi,...,wn)eﬁix...ﬂn p(w, . Wiy, Wi, Wn)
Pr({wi}) Py ({wh}) -+ Py owr ({wi})
Pr({wi D Pows ({wo}) - P gty (Wi )
= Pyt w_){wi}

Eindeutigkeit:
sei P ein W-Maf
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- zeigen durch Induktion:

P(Alﬂ---ﬁAl):P(Al)P(Ag\Al)...P(Al|A1ﬁ---ﬁAl_1)

solange P(A1N---NA;) #0
richtig fir [ =1
Schritt [ — 1 =1

PAIN---NA4) = PAIN---NA_)PAJAIN---NA_1)
= P(Al)P(AQ | Al) ce P(Al—l | AinN---N Al_g)P(Al‘Al n---N Al—l)

anwenden auf A; = {w; = w]} liefert:

Wenn P die Bedingung 2 erfiillt, dann ist der Vektor von P durch gegeben

1.8 Unabhingigkeit

(Q, P) - W-Raum
A, B C () - Ereignisse
Definition 1.54. A und B heiffen unabhdingig wenn P(AN B) = P(A)P(B) gilt.

Lemma 1.55. Wenn A and B unabhdngig sind, dann auch A€ und B€:
Beweis.

P(A°NB°) = P((AUB)9)
= 1—-P(AUB)
= 1-P(A)— P(B)+ P(AN B)
= 1- P(A) — P(B) + P(A)P(B)
= (1-P(A4)(1 - P(B))
= P(A°)P(B°)
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Beispiel 1.56. Zwei Miinzen werfen

zwei faire Miinzen

Ereignisraum: Q = {z,w} x {z,w}

Gleichverteilung aus Symmetriegriinden p = const, 4

A = erste Miinze Zahl = {z} x {z, w}

B = zweite Miinze Wappen = {z,w} x {w}

ANB={(zw)}

P(A)P(B)=1/2-1/2=1/4=P(ANB)

A und B sind unabhéngig O

(@, P) - W-Raum
(Bi)iel Familie in PQ

Definition 1.57. Die Familie (B;)ier heifst unabhingig, falls fiir jede Teilmenge J C I
gllt P(ijJ BJ) = H]EJ P(B])

das ist stérker als die Bedingung paarweise unabhéngig zu sein

Beispiel 1.58. Werfe Miinze zwei mal

Q={z,w} x {z,w}

A = 1. Ergebnis ist z

B = 2. Ergebnis ist z

C = Ergebnisse gleich

Dann gilt:

-P(A)=1/2, P(B)=1/2und P(C)=1/2
-P(AnB)=1/4, P(ANC)=1/4und P(BNC)=1/4
- also Ereignisse paarweise unabhéingig

-P(ANBNC) =1#%=PA)P(B)P(C)
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also ist (A, B, C) k eine unabhéngige Familie O

(4, P;)i=1,...n endliche Familie von W-Ré&umen

Q=]

- setzen P ( := P; (hingt also nicht von (w1, ...,w;—1) ab)

W1, Wi—1)
- erhalten nach Lemma [I.53] W-Maf§ P auf Q
- Wahrscheinlichkeitsvektor

- p(wlv R >wn) = H?:l PZ({WI})

- bestimmt W-Maf}

Definition 1.59. Der W-Raum (2, P) heifit Produkt der Familie von W-Rdumen (;, P;).

betrachte A; C Q; firi=1,...,n
betrachte B; := pr; '(4;)

i1 < - -+ < i, - Teilfamilie

B;; € Pq

- setzen B; = Q; fiir ¢ & {i1,...,4,}

T

P(BiyN---NBy,) = > [[PGwh =11 >. P,wy)=]]PBi)

(wi)€TTiey Qiswi  €Bi; V) =1 j=lwi;€Bi; j=1

- nutzen hier ) o Pj;(w;) =1 fiir alle i im Komplement der Teilfamilie

- die Familie (B;)i=1,..n ist unabhingig

-----

haben Morphismus

pr; : (%, P) — (€, 1)

in der Tat pr; ,P = P

- da P(pr; '(A;)) = Pi(A;) fiir alle A; C Q;
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(Q, P) - W-Raum
(fi : Q@ — Q;)ier Familie von Abbildungen

Definition 1.60. Die Familie heifit unabhingig, wenn fir jede Wahl (A; C Q;)ier die
Familie (f; ' (A;))ier unabhingig ist.

(Q, P;)ics Familie von W-Réumen

(Q, P) -Produkt der Familie

Lemma 1.61. The Familie der Projektionen (pr; : Q — €;)icr ist unabhingig.
Beweis. klar nach O

universelle Eigenschaft des Produktes:

(Q4, P;)icr endliche Familie von endlichen W-Raumen
(Q, P) - Produkt

fiir W-Raum (T, Q) bezeichne

un un

H HomWRaum((Tu Q)7 (Qh -Pz) - H HomWRaum((Tu Q)v (Qu -Pz)
el el

der unabhéngigen Familien
Lemma 1.62. Fir jeden W-Raum (T, Q) ist die Abbildung
(Pri)s T
HomwRaum ((T, @), (2, P)) ~— H HomwRaum (T, @), (8%, F))
el

eine Bijektion.

Beweis.
injektiv:
- klar, weil die Menge 2 das Produkt der Familie (£2;);er ist

surjektiv:
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(fi : (T, Q) = (i, P))ier gegeben
- (fi)ier unabhéngig
- definieren f : T — Q, f(t) := (fi(wi))ier

- zu zeigen: f,Q = P

(LQ{w)i}) = QU ({w))})
= mf ({wi}))

el

= HQ H({wi}))

el

= [[2{wd)

el

= P({(wi)i})

also ist das Produkt von Mafiraumen nicht das kartesische Produkt in WRaum

(Q, P) - W-Raum
- X, Y - Zufallsvariablen auf (2, P)

Definition 1.63. Die Kovarianz von X undY ist durch
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
definiert.
Beachte: Cov(X, X) = Var(X)
Lemma 1.64. Wenn X und Y unabhdngig sind, dann gilt
1. E(XY) =E(X)E(Y)

2. Cov(X,Y) =0
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Beweis.

zu 1.

- X und Y haben endlich viele Werte

-PH{X =z}n{Y =y}) = P{X =2})P{Y = y}) wegen Unabhingigkeit

E(XY) = Y zP{XY =z}
z€R

= > Y PU{X=z}n{Y =y}

zeR z,yeRxy=2

= Z ryP({X =2})P{Y = y})

z,yER

= Y aP({X =2}) Y yP{Y =y})
zeR yER

— E(X)E(Y)

zu 2.

Cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y)))
— E(XY)—E(X)E(Y)
= E(X)E(Y) - E(X)E(Y)
=0

beachte: Cov(X,Y) = 0 impliziert nicht, dafl X und Y unabhéngig sind.
Beispiel 1.65. N-Mal Miinze werfen

Bilden zunichst Modell (€', P’) fiir einfachen Miinzwurf:

- = {z,w}

- Miinze nicht notwendig fair

— p € [0, 1] - Wahrscheinlichkeit fiir Zahl
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— P’ bestimmt durch p/(z) =p and p'(w) =1—1p

N eN
Plausibilitédt: Miinzwiirfe sind unabhéngig

Model fiir N-fachen Wurf: (€2, P) ist N-faches Produkt von (2, P’) mit sich selbst

interessieren uns eigentlich nicht wirklich fiir den genauen Ausgang sondern Anzahl von z
f:Q—={0,1,... N}

- f(wiyeeywn)) == {i € {0,...,N} | w; = 2}|

berechnen Vektor von f,P

- Vektor von P: p(w) = pf(w)(l —p)N—f(w)

- Anzahl von w mitf(w) = n: ist die Anzahl der n-Elementigen Teilmengen von {1,...,n}

(némlich die Stellen, an welchen w; = z gilt)
N

-Hwe ] flw)=n}=(,)

- Vektor von fyP: n (g)p”(l —p)N—n

— Check der Normierung:

N

> (3 )era-pt = - =1

n=0

Definition 1.66. Das Maf$ auf {0,...,N} mit Vektor n — (]Z)p”(l — )N heifit die

Binomialverteilung zu N und p.

Erwartungswert: E(X) = Np
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- benutzen dazu die Normierung der Binomialverteilung fiir N — 1 und p um zu zeigen, dafl

die Summe 1 ist

Dichte der Binomialverteilung fiir N = 100, p = 0.3
Simulation: werfe Miinze 1000 mal und z&hle Zahl
- Versuche es 1000 mal

- Histogramm der Héaufigkeiten

2 Nicht notwendig endliche W-R&iume

2.1 Abzihlbare W-Riume

Beispiel 2.1. Wartezeit:
- werfen Miinze wiederholt solange bis das erste mal z kommt

- Typische Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl z beim 5. Wurf zum ersten Mal

kommt?

Elementarereignisse:

- :=]]y{z, w} - ist nicht endlich (nicht mal abzéhlbar)

- P - geeignetes W-Maf} auf €) - genauer spéter

uns interessiert aber im Augenblick nur das erste Auftreten von z

- ist ein Element in ' := N
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— diese Menge ist abzahlbar, aber nicht endich
- f:Q— Q - ws erstes Auftreten von z

— f((wi);) :==min{i € N | w; = z}

— Beispiel: f((w,w,w,z,w,w,z,z,w,...)) =3
- erwarten, da f, P ist W-Maf} auf Q'

— Was fiir ein Objekt genau soll das sein.

betrachten also zunéchst W-Mafle auf abzidhlbaren Mengen
- wollen auf jeden Fall die folgenden Axiome behalten
1. Normierung: P(Q) =1

2. Additivitit: P(AU B) = P(A) 4+ P(B) for alle A, B in Pg mit AN B = ().
wenn man nur das fordert, gibt es pathologische Beispiele:

Beispiel 2.2. Ultrafilter

Satz 2.3. Auf N g¢ibt es eine additive und normierte Mengenfunktion P mit P({n}) = 0

fiir allen in N.

- wollen diese Situation spéter ausschlieflen

- fithren aber erst einmal den Beweis des Satzes

Q - Menge

Definition 2.4. Ein Filter auf Q2 ist eine Teilmenge F' C Pq welche abgeschlossen unter

der Bildung endlicher Durchschnitte und von Obermengen ist, X enthilt, nicht aber ().

fiir wp € Q ist F,, := {A € Pq | wy € A} ein Filter

- F - Menge der Filter auf )

- F ist partiell geordnet durch Inklusion
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Definition 2.5. Maxzimale Filter heiffen Ultrafilter.

Beispiel: F,,, ist ein Ultrafilter
Lemma 2.6. Jeder Filter ist in einem Ultrafilter enthalten.
Beweis. benutzen Lemma von Zorn

- sei (F});er aufsteigende Kette von Filtern

- dann ist | J;c; F; ein Filter (nachrechnen!) und eine obere Schranke

sei F' Ultrafilter: dann gibt es zwei Félle

L. mAeFA # 0
—dann ist (\ycp A = {wo} und F = F,,

2. Naep A =0- dann heiflit F" frei

Lemma 2.7. Wenn Q] = 0o, dann gibt es freie Ultrafilter.

Beweis.
Fp := Menge der Komplemente der endlichen Teilmengen von {2

- rechnen nach: Fj ist Filter

— A¢ endlich und A C B implizieren wegen B¢ C A€ dafl auch B¢ endlich ist

— A¢, B¢ endlich impliziert (AN B)¢ = A°U B¢ daf} endlich ist
— Q¢ = () ist endlich

— (¢ = Q ist nicht endlich (() also nicht in Fj enthalten)

- wihle nach Lemma [2.6] Ultrafilter F, der Fy enthélt.

zeigen F ist frei:

- F enthélt keine endlichen Teilmengen: angenommen, A € F und |A| < oo

—dann A€ Fy C F
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—dann ) = A°N A € F (F ist abgeschlossen unter Bildung von Durchschnitten), ist falsch

- es gilt schon (e A =10
— Annahme: w € () A
—dann Q\ {w} € Fy

—also w & aep, A

-NacrAC nAEFo A=0
- also ist F frei O

sei F' Ultrafilter auf 2
-ACQ

Lemma 2.8. Es gilt entweder A € F oder A° € F.

Bewers. indirekt:
Annahme: A ¢ F und A° ¢ F
- dann gilt fiir jedes B in F: A°N B # () (weil sonst B C A und deshalb A € F gelten

wiirde)

- F’:= Menge alle Obermengen von B N A° mit B € F

- zeigen, dafl F’ ein Filter ist

— F' ist abgeschlossen unter Obermengen (klar)

— F’ enthilt nicht 0 (klar)

— abgeschlossen unter Durchschnitten und enthélt nicht leere Menge
—fir B,C € F: (BNA)N(CNA°) =(BNC)N A°
—daBnNCeFist (BNA)N(CNA®)eF

-sei B € F:
— wegen BN A° C B auch B € F/
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— schlieflen FF C F'
— wegen BN A C A°, auch A° e F’

— also F' nicht maximal, Widerspruch

fixiere Ultrafilter F'
- definiere Mengenfunktion P : Po — [0, 1]

erfiillt die Axiome
- P(Q2) =1 klar
- P(AUB) = P(A)+ P(B) falls AN B = ) auch klar

— betrachte Félle wg € A, wg € B, wp € AUB

falls F' nicht frei: F' = F,,; und P = 4y,
falls F' frei: dann P({w}) = 0 fiir alle w in © (da F keine endliche Teilmenge enthélt)

- fiir © = N bekommen wir das gewiinschte Beispiel

Q) - abzéhlbare Menge,

- P :Pq — [0,1] additive Mengenfunktion

- die folgende Bedingung soll die Pathologie ausschlieflen

Definition 2.9. P heifit o-additiv, wenn fiir jedes A in Pq gilt: P(A) =3 4 P({w})
Lemma 2.10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. P ist o-additiv.

2. Fiir jede abzihlbare paarweise disjunkte Familie (A;)icr in Pq gilt

P(JA) =) P4 .

icl i€l
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Beweis.

2=1.

- ({w})weq ist abzihlbare paarweise disjunkte Familie in Pq

- UwEQ{w} =Q
a0 X eq P} = P@) = 1

1. = 2.

- sei (A;)ser abzéhlbare paarweise disjunkte Familie

Y PA)= > P{wh= )

iel iel weA welU;er Ai

2 - abzdhlbar

P - og-additiv:

-p:Q —0,1] - W-Vektor: p(w) := P({w})
-erfiillt ) o p(w) = P(2) =1

- diese Bedingung charakterisiert W-Vektoren

p und P bestimmen sich eindeutig:
- gegeben p: Q — [0,1] mit > o p(w) =1

- dann ist ein o-additives W-Maf3 bestimmt durch

P({w}) = P(|J4)

el

A~ P(A) := Zp(w)

w€EA

Definition 2.11. Ein abzihlbarer W-Raum ist ein Paar (2, P) aus eine abzdhlbaren Menge

und einem o-additiven W-Mafl auf €2.

diskutieren Verallgemeinerung der Definition des Erwartungswertes:

- haben es jetzt mit unendlichen Summen zu tun
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- Konvergenzproblem

X : Q — R - numerische Zufallsvariable

einfacher Fall: X beschrankt

E(X):= ) X(w)P({w}) 9)

wel
- ist definiert als unendliche, aber absolut konvergente Reihe
— [X(w)P({w)}| < [ X[looP({w})
— 2wea Xl P({w}) = [1X]loo

allgemeiner Fall: X nicht notwendig beschrankt:

- fordern: ) [ X (w)|P({w}) is konvergent (sagen: X ist summierbar)
- wenn X summierbar ist, dann ist E(X) durch (9) definiert

- hat die iiblichen Eigenschaften wie in

wenn wenigstens der positive oder negative Teil von X summierbar ist, kann man E(X) €

[—00, 00] definieren

Beispiel 2.12. Miinzwurfbeispiel (Fortsetzung von [2.1)):

Annahme: p € (0,1]

- wir beginnen die Z#éhlung der Wiirfe mit 0

beschreibe Wahrscheinlichkeit P’({n}) fiir erste Zahl bei n

- Begriindung spéater

- W-Vektor: n — (1 — p)™p (es kommt n-Mal Wappen und dann Zahl)
— Check der Normierung:

— Lnen(l =p)"p = == =1 (fir p € (0,1)

— stimmt auch fiir p=1

Definition 2.13. Das W-Maf$ auf N mit dem W-Vektor n — (1 —p)"p heifst geometrische

Verteilung zum Parameter p.
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P(gewinne irgendwann) = 1

geometrische Verteilung p = 1/10, z = 0 : 100

Wahrscheinlichkeit, dafl ich innerhalb von n Wiirfen gewonnen habe.

- P([0,n]) =7

Code

- Wie oft muf} ich mindestens werfen, damit ich mit Wahrscheinlichkeit 0.99 gewonnen habe
- min,ey P([0,n]) > 0.99

Definition 2.14. Eine Zahl ¢ heifit p-Quantil einer Zufallsvariablen X, falls P({X <
c})>pund P(X >c}) > 1—p gilt.

suchen also das 0.99-Quantil von n

Code

Beispiel 2.15. Poisson Verteilung zum Parameter A > 0

Router erhilt Pakete zur Weiterleitung zu zufélligen Zeitpunkten

- er sammelt diese im Teitintervall [0, 1] und schickt sie dann als grofies Paket weiter
- Interessieren uns fiir Anzahl der Pakete, die im Intervall ankommen.

- durchschnittlicher Paketeingang A

- Wieviele Pakete mufl der Router zusammenfassen konnen um mit Wahrscheinlichkeit p

nicht iiberlastet zu werden?

Elementarereignis: Anzahl der eingehenden Pakete im Einheitsintervall
-Q:=N

- W-Maf§ P =?

- Heuristik:
— unterteilen [0, 1] in m gleichgrofle Teilintervalle

- wenn m sehr grof3 ist, dann kann man davon ausgehen, dafl im kleinen Intervall der Lénge

1/m hochstens ein Paket ankommt
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- Wahrscheinlichkeit, dafl Paket im Intervall der Lange 1/m ankommt ist A\/m

- Vergleich mit m Miinzwiirfen
- Interpretieren: z=Paket, w= nichts

- Wahrscheinlichkeit fiir Zahl: p = A\/m

- P(n) ~ Binomialverteilung(m,p,n) = (")p™(1 — p)™"

n

wollen m sehr grofl machen

- benutzen (1 — %)m D% A und (1 — %)m_” =(1- %)m(l - %)_” —e M1
m\ , e mm—1)...(m—n+1) A" A imen
<n>p A= = l T )
m—00 LB_A
n!
A"
p(n) =e /\g

Definition 2.16. Was W-Maf8 auf N mit W-Vektor n — p(n) = e 2 heift Poissonver-

n!

tielung (zum Parameter \)

n

Check der Normierung: Y, e 2 = e et =1

Graph A =20, w =0,...,100

Ab welchen N ist der Router mit Wahrscheinlichkeit kleiner ¢ iiberlastet.
- Router iiberlastet, wenn n > N.

- Wollen also P({n > N}) < ¢ haben

-Also P{n < N})>p=1-g¢q

A = 20, 0.99-Quantil fiir Poissonverteilung

Also ab 31.

Wenn der Router mehr als 31 Pakete pro Zeiteinheit verarbeiten kann, dann wird er mit
p = 0.99 nicht iiberlastet
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A = 20, £/100-Quantil fiir Poissonverteilung

2.2 Allgemeine W-Riume

Beispiel 2.17. Gleichverteilung auf [0, 1]

haben genaue Vorstellungen {iber Erwartungswerte:
- fiir stetige Zufallsvariable X:

-E(X) = fol X (z)dz fir stetige Zufallsvariable

— Riemann-Integral

betrachten nun W-Maf3
- setze: p:= P({1/2})
— P({z}) sollte nicht von = abhéingen aus Symmetriegriinden

—also p = P({z}) fiir alle x in [0, 1]

- [[0,1]] = o0
- mit unserer Definition 2.9 von o-Additivitdt und Normierung ergibt sich

1= Zwe[o,l]p
— kann nicht erfiillt werden

Fazit: mit den bisherigen Begrifflichkeiten kann man die Gleichverteilung auf [0, 1] nicht

modellieren, obwohl wir fiir stetige Zufallsvariablen die Erwartungswerte kennen

Ausweg: Lemma legt alternative Definition nahe

Fiir jede abzihlbare paarweise disjunkte Familie (A;)icr in Pq gilt

P(J4) =) P4).

i€l i€l
- damit bekommt man nicht sofort einen Widerspruch:
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—[0,1] ist ja nicht abzdhlbar (und damit keine abz&hlbare Vereinigung von Einpunktmen-

gen)

Beispiel 2.18. Wiederholter Miinzwurf

wir werfen eine Miinze immer wieder (ohne apriori Begrenzung)
- Ereignisraum: Q = [[{z, w}

- Menge der Folgen (w;)ien mit w; € {z,w}

zeigen im folgenden: Die Annahme, dafl das Experiment durch o-additives Mafl P model-

liert modelliert wird, fithrt zu Widerspriichen.

- P({w}) héngt nicht von w ab aus Symmetriegriinden

—also P({w}) = 0 wegen Normierung

— benutzen also alternative Definition von o-Additivitét:

Fiir jede abzihlbare paarweise disjunkte Familie (A;)ier in Pq gilt

P(JA) =) PA).

el i€l

— dann P(A) = 0 fiir jede abzéhlbare Menge A

— kein Wiederspruch zur Normierung, da €2 nicht abzdhlbar

Zeigen aber weiteres Problem auf:
- Fiir n in N sei T, : Q — 2 die Abbildung, die das Ergebnis des n-Wurfs umdreht

— aus Symmetriegriinden muf gelten 7}, . P = P

definieren Aquivalenzrelation auf €
- (wi)i ~ (w)); falls [{i € N | w; # wi}] < o0

— also (w;); ~ (w}); falls die beiden Folgen in héchstens endlich vielen Stellen verschieden

sind

-es gilt T (w) ~w
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— T, &ndert genau eine Stelle

— betrachten Projektion m: Q — Q/ ~
— Auswahlaxiom: es gibt einen Schnitt A C Q

— A enthilt aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element

- S:=Menge der endlichen Teilmengen von N
— S ist abzéhlbar
—fiir I in S setze T = [[,; T; (Komposition!)

~Tiw ~w

— Trw und w unterscheiden sich nur an den endlich vielen Stellen, die durch I gegeben

sind.
- Q= (T7(A))1es ist abzdhlbare Partition von 2

— die Familie (T7(A))es iiberdeckt

— sei w in

— dann ist [w] N A = {a} fir eindeutiges a € A4
—- dann existiert 7 € S mit T7(a) = w

—also w € (J;eq T7(A)

— die Mitglieder der Familie (77(A))es sind paarweise disjunkt
—w e Tr(A)NTp(A) heit w = Tr(a) und w = T (a)
— aber dann a ~ Ty(a) = Tp/(a’) ~ a’ und deshalb a = d/,

— wegen T7(a) = Ty (a) gilt dann [ = I’

-sei p=P(A)
- dann P(T7(A)) = P(T; '(4)) = (T1.P)(4) = P(4) = p
- wegen o-Additivitiat von P

1 =3 ;cgp - das ist unmaoglich
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Wir kénnen also nicht fordern, daf3

- P o-additiv, invariant unter den Operationen 77, und gleichzeitig auf A definiert ist.
— wollen o-Additivitét

— fiir das Modell ist Invarianz noétig

- also mufl man aufgeben, dafl P auf ganz Py definiert ist

— wir schrdnken damit ein, welche Ereignisse wir betrachten wollen

— Beachte: Wir haben das Auswahlaxiom benutzt, um ein nicht zu betrachtendes Ereignis

zu konstruieren O

Q - Menge
- R C Pq

Definition 2.19. R heift Algebra, wenn

1. QeR
2. Mit B in R ist auch B in R

3. Ist A,B in'R, dann auch AUB € R

R soll also unter endlicher Anwendung der mengentheoretischen Operationen abgeschlossen

sein

-sei A C Py

— vergdBern A schrittweise durch wiederholte Anwendung der Operationen
—A— A°

— A, B~ AUB

— erhalten Algebra R(A) - Algebra die von A erzeugt wird

— man kann zeigen: R(A) = (| 4crs R’

— Durchschnitt wird iiber alle Algebren genommen wird, welche .4 enthalten
sei R - Algebra
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- P:R —[0,1] - Mengenfunktion (jetzt nur auf R definiert)

Definition 2.20. P ist additiv wenn gilt

3. P(AUB) = P(A) + P(B) for alle A,B in R mit AN B = 0.

- die bisher betrachteten Beispiele waren auf R = Pq definiert

Definition 2.21. FEine additive Mengenfunktion P auf R ist o-additiv, wenn fir jede
abzihlbare paarweise disjunkte Familie (A;)ier in R mit A = J;c; Ai € R gilt Y, P(A;) =
P(A).

sei P additive Mengenfunktion auf R

Lemma 2.22. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. P is o-additiv

2. Fir jede aufsteigende Familie Ag € A1 C ... in R mit A == J,cyAn € R gilt
lim,, o0 P(A,) = P(A).

3. Fiir jede absteigende Familie A9 2 A1 2 ... in R mit A :== (), .nAn € R gilt

limy_yo0 P(Ay) = P(A).

neN

4. Fir jede absteigende Familie Ag 2 Ay D ... in R mit ) = (), ey An gilt limy, oo P(A,) =
0.

Beweis.

1=2

- gegeben: Ag C A; C ... in R aufsteigend
— By :=Ag, B; = A; \ A firi > 1

— (Bj);en - paarweise disjunkt

- UieN Bi=A
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—limy, 00 P(Ay) = limy 00 > i g Bi = Y oo P(Bi) = P(A)
— benutzen Additivitdat von P fiir erste Gleichung

— benutzen o-Additivitdt von P fiir letzte Gleichung
2=3

- fiir absteigende Familie Ay O A; O ... betrachte aufsteigende Familie Af C A{ C ...

— limp 00 P(Ap) = limy 00 (1 — P(AS)) =1 — limy, 00 P(A5) =1 — P(A°) = P(A)
— benutzen 2. fiir vorletzte Gleichung

3=1

- (B;)ien paarweise diskunkt

— (An)nen == (U g Bi))nen - absteigende Familie

~ Nnen An = (Ujen Bi)*

P(UBz') = 1—P((UB¢)C)

€N €N
3 .
= 1 g, Pl
! . .
= 1= lim (1-3"P(B)

1=0

= > P(B)
i=0

— benutzen fiir ! endliche Additivitat

3=14
- klar

4=3
- gegeben: Ag 2 A; O ... absteigende Familie in R mit A := (), .y An € R
—setze A} :== A; \ A

—dann Aj D A} D ... absteigende Familie in R mit ) = (), 47,
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lim P(A,) = lim P(A))+ P(A)

n—oo n—o0

P(A)

B

O]

aus der Maflitheorie: der natiirliche Definitionsbereich eines o-additiven Mafles ist eine o-
Algebra

- Erinnerung
- €2 - Menge
-BCPq

Definition 2.23. B ist eine o-Algebra wenn gilt:

1. B ist eine Algebra.

2. Ist (B;)ier eine abzihlbare Familie in B, dann ist auch | J;c; B; in B.

eine o-Algebra ist also eine Algebra, die unter abzéihlbarer Anwendung mengentheoretischer

Operationen abgeschlossen ist

Erzeugung von o-Algebren

- ACPq

Lemma 2.24. 0(A) := (5B (B liuft durch alle A-enthaltenden o-Algebren) ist die
kleinste o-Algebra, die A enthdlt

Definition 2.25. FEin mef$barer Raum ist ein Paar (2,B8) aus einer Menge und einer
o-Algebra B.

Beispiel 2.26. 2 - Menge
- Qnaz = (Q, Pq) ist meBbarer Raum
- Qin = (2, {0, Q}) ist meBbarer Raum O
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Beispiel 2.27. Borelsche o-Algebra
) -topologischer Raum

T - Topologie - Menge der offenen Teilmengen

Definition 2.28. Die o-Algebra o(T) heifit die Borelsche o-Algebra auf Q

wir betrachten einen topologischen Raum standardméfig mit der Borelschen o-Algebra,

wenn nichts anderes gesagt wird

(Q,B), (,B') - meBbare Riume

Definition 2.29. Eine Abbildung f : Q — Q' ist mefbar, wenn f~1(B') C B gilt.

- hier f=1(B’) - Menge der Urbilder f~1(B’) fiir B’ in B’
- Komposition mefibarer Abbildung ist wieder mef3bar

erhalten Kategorie Meas der mebaren Rédume und mefibaren Abbildungen

das folgende Lemma ist oft hilfreich, um Meflbarkeit nachzuweisen
- (,B), (¥, B’) mefibare Rédume

-0

— Annahme: B’ = o(A) fiir A" C

Lemma 2.30. f ist genau dann mefbar, wenn f~1(A) C B

Beweis.

Behaupten: o(f~1(A")) = f~1(a(A"))

- C
— f~1(~) ist mit mengentheoretischen Operationen vertriglich
— f~Y(a(A")) ist o-Algebra auf Q

— [THA) € T (e(AY)
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— damit o(f~1(A")) C f1(a(A")

-0

~R={Aeca(A)|f1(A) ea(fH(A)}
~ R ist o-Algebra

— Ubungsaufgabe!

~ACR

—also o(A) C R

—also f~1(o(A) € fHR) S o(fH(A))
eigentlicher Beweis:

f meBbar
- dann f1(A) C fH(o(A) = f1(B)C B

fFiAYCB
- B ist o-Algebra
— wegen f1(A’) C B gilt auch o(f~1(A"))

cB
-also f7H(B) = fH(o(A)) = o(fTH(A)) € B

Beispiel 2.31. haben Vergiifunktor F': Meas — Set
-F(Q,B):=Q

- haben Adjunktionen:

(Q+— Qpaz) : Set = Meas : F

F : Meas < Set : (Q — Qpin)

- Ubungsaufgabe fiir Interessierte
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(Q, B) - mefibarer Raum

Definition 2.32. Fine numerische Zufallsvariable ist eine mefbare Abbildung X : Q2 — R.

- manchmal lassen wir auch Werte in [—o0, 00] zu

Beispiel 2.33. (€2, B) - mebarer Raum
betrachte Abbildung X : Q@ — R

- um zu zeigen, dafl X meBbar ist reicht es, eine der folgenden Bedingungen zu priifen:

1. X !((—o0,c)) ist meBbar fiir alle ¢ in R
2. X 1((—o0,c]) ist meBbar fiir alle ¢ in R
3. X 1((c,00)) ist meBbar fiir alle ¢ in R

4. X7 1([c,00)) ist meBbar fiir alle ¢ in R

- in der Tat erzeugen die betreffenden Familien von Intervallen die Borelsche o-Algebra auf
R

insbesondere: sei ) auch topologisch und B die Borelsche o-algebra

Lemma 2.34. Wenn X : Q — R stetig ist, dann ist X mefibar.
Beweis. f~!((—o0,c)) is offen, also mefbar fiir alle ¢ in R. O

- (Xn)nen Folge von numerischen Zufallsvariablen

- X :=lim,_, X, existiere punktweise

Lemma 2.35. X cine Zufallsvariable

Beweis. zu zeigen ist: X ist meflbar

- wurde in der Mafitheorie diskutiert O
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Beispiel 2.36. Kartesisches Produkt in Meas
Konstruktion:
- (94, B;)icr - Familie in Meas

_Q::HiEIQi
-pr; : Q—

- B = a{Uer pry ' (Bi))

klar ist:

- pr; : (2,B) — (Q4, B;) ist meibar

Lemma 2.37. ((Q,P), (pr;)icr) representiert das kartesische Produkt in Meas.
Beweis.

(T, T) in Meas beliebig

- miissen zeigen, daf} folgende Abbildung ein Isomorphismus ist:

HomMeaS((Ta T), (Q, B)) fH(p_giOf)i H HomMeas((Ta 7—)7 (Qz’a Bz))
i€l

- injektiv: klar

- surjektiv: (gs); € [[;c; Hommeas((T, T), (€2, B;)) gegeben
— definiere g : T'— Q, g(t) = (gi(t));

~sehe g~ (pr; 1(B) = g; '(Bi) € T

— daraus folgt Meflbarkeit von ¢ mit Lemma [2.30 O

(Q, B) - mefibarer Raum

Definition 2.38. Fin W-Maf$ auf (2, B) ist eine o-additive Mengenfunktion P : B — |0, 1].

das ist unsere finale Definition eines W-Raumes
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Definition 2.39. Fin W-Raum ist ein Tripel (2, B, P) aus einer Menge §Q, einer o-Algebra
B, und einem W-Maf8 P auf (2, B).

Beispiel 2.40. Bild von W-Maflen

(Q, B, P) - W-Raum

f:(,B) = (,B) - mefbar

- f«P : B — [0,1] definiert durch (f,P)(A") := P(f~1(4")

dann ist f, P ein W-MaB auf (€', B')

- wohldefiniert, da f~1(B') C B

— genau deswegen betrachtet man mefibare Abbildungen

- Additivitdt und o-Additivitat klar, da f~!' mit mengentheoretischen Operationen ver-

traglich ist

erweitern jetzt den Begriff des Erwartungswertes
(Q, B, P) - W-Raum
X : Q — R - mebar

1. Fall: X hat endlich viele Werte

- sagen, dafl X einfach ist

- {x} is meBbar in [0,00) (abgeschlossene Teilmenge)
—{X =z} ist mefibare Menge

E(X) i= g eP({X = a})

- Eigenschaften:

— linear: E(X + AY) =E(X) + AE(Y) fiir A\ e R

— positiv: |E(X)| <E(|X])

— normiert: E(1) =1

2. Fall: X nur mefibar, aber mit Werten in [0, c0)
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setzen: E(X) := sup /< x E(X') - Supremum iiber alle einfachen Zufallsvariablen X'

- es kann oo herauskommen!

3. Fall: X mefibar, E(|]X|) < oo (wir sagen dafl X integrierbar ist)
- X = X 4+ X~ - Zerlegung in positiven und negativen Teil
setzen: E(X) :=E(X*) —E(—-X")

In der Notation der Maf3- und Integrationstheorie:

E(X) = /QXdP .

- Integral von X beziiglich P

- importieren einige Ergebnisse aus der Maf3- und Integrationstheorie

- X - nicht negative Zufallsvariable

Lemma 2.41. Es gibt eine monoton wachsende Folge einfacher Zufallsvariablen (X, )nen

mit limy, oo X5 = X

Beweis. setze:

s

4n=

J
Xp = on X{xelgk sy T 2"X(xepn,00)}
j=0

]

(Xn)nen - aufsteigende Folge nicht-negativer Zufallsvariablen

Satz 2.42 (Monotone Konvergenz). Es gilt E(lim,en X)) = limp,en E(X5,)

Beweis. Maf3theorie

- lim,en E(X),) < E(limy,en X,) ist einfach

- fiir Gleichheit: benutze Lemma [2.41
]
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- es konnen beide Seiten gleich oo sein

Satz 2.43. Fir integrierbare Zufallsvariablen X und Y und A in R gilt:
1. E(X 4+ )\Y)=E(X) + AE(Y)
2. |E(X)| < E(]X])

Beweis. Maftheorie

- benutze Lemma P41 und Satz 2.42] O

(X;)ien Folge von Zufallsvariablen
- lim;en X; existiere punktweise (mit Werten in [—oo, 00])

Satz 2.44 (Majorisierte Konvergenz). Wenn es eine integrierbare Zufallsvariable X mit

| X;| < X fiir alle i in I gibt, dann ist lim;c; X; integrierbar und es gilt

E(IZIGI?XZ) = 111€HIlE(Xl) .

Beweis. MaBitheorie O
Beispiel 2.45. Vertriglichkeit der neuen mit alten Definitionen im Fall abz&dhlbarer Mafirdiume

- (Q,Pq, P) - abzihlbarer Mafiraum
- X : Q — R - Zufallsvariable

Beh: X integrierbar (im neuen Sinn) genau dann wenn ¢ [ X (w)|p(w) < oo

- X integrierbar

— I C Q endlich X} := x7|X|

= Ywer X (W)lp(w) = E(X7) < E(|X])

— I bel.

— schlieen ) o |[X(w)[p(w) <E(|X]) < o0

- 2wea X (W)lp(w) < oo
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— X’ habe endlich viele Werte, 0 < X' < | X|
- E(X) = Yuea X' (@)p(w) €3 cq X (w)|p(w) < oo
~ E(|X]) = supxr)x E(X') <3 eq [X (w)lp(w) < o0

— also X integrierbar
beide Ungleichungen zusammen zeigen: E(|X|) = > . | X (w)|p(w)

Beh: Fiir integrierbares X gilt
E(X) = Y pen X (@)p()

- schreiben X = X+ — X~

- konnen annehmen, dafl X >0

- haben oben gezeigt: E(X) = g X(w)p(w)

f:(Y,B,P)— (Q,B, f.P’) - Morphismus von W-Riumen

- X : Q — R integrierbare Zufallsvariable

Lemma 2.46 (Transformationsformel). f*X is integrierbar und es gilt Ep/ (f*X) = Ey, p/(X).

Beweis. fiir Zufallsvariablen mit endlich vielen Werten gilt die Formel
mittels X = X — X~ Reduktion auf Fall: X nicht negativ

Annahme: X >0

- wihle mit Lemma Folge (Xp)nen mit:
— X, einfach fiir alle n

— (X1)nen monoton wachsend

= limy—eo Xp, = X

- dann auch lim, . f*X,, = f*X

benutzen Satz iiber monotone Konvergenz:
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Bemerkung 2.47. (2, B, P) - W-Raum
X : Q — R - integrierbar

- X,.Pis W-Ma83 auf R

- Ep(X) = Ex.p(x)

Fazit: um Erwartungswerte numerischer Zufallsvariablen zu bestimmen, mufl man eigent-

lich nur die Funktion x auf R integrieren, allerdings bez. aller moglichen Mafe O

2.3 Konstruktion von W-Maflen

(2, B) mefibarer Raum

Problem: Wie kann man ein W-Maf} auf (2, B) angeben ?
- Angabe aller Werte nicht oft praktikabel

- Angabe durch W-Vektor i.a. nicht moéglich

Beispiel 2.48. Gleichverteilung auf [0, 1]

kennen P auf Intervallen:

- P([a,b]) =b—a

- Borelsche o-Algebra enthélt aber viel kompliziertere Mengen
- Gibt es ein W-Mafl mit diesen Werten auf Intervallen?

- Wenn ja, wie viele?

- Stimmen die Erwartungswerte?

— siehe Beispiel

Beispiel 2.49. unendlicher Miinzwurf,

Q= HN{Zaw}
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- auf welchen Teilmengen kennen wir das Maf3?
— geben z = (wp, . ..,wy,) vor

— also etwa = = (z,w, z, z, w)

- A(zx) := alle Folgen mit Anfang x

_P(A(z)) = pAnzahl 2(1 - p)Anzahl w

— A := Menge von Ereignissen dieser Art

— A ist keine o-Algebra

— nicht abgeschlossen unter Vereinigungen

—{(2,2,2,...} ist nicht in A

— aber abzdhlbarer Durchschnitt von Elementen aus A (der Ereignisse A(z), A(z,z),

A(z,2,2), ...)

Frage: Kann man die Funktion P : A — [0, 1] zu einem W-Maf auf o(A) fortsetzen?
- Wenn ja, auf wie viele Weisen.

- Hat das Ergebnis die gewiinschten Invarianzeigenschaften?

— siehe Beispiel

Beispiel 2.50. F freier Ultrafilter auf N

P :Pq — [0,1] wie in Ex.

- ist schon auf ganz Py definiert und nicht o-additiv

- Fortsetzbarkeit also nicht immer gegeben

- brauchen Annahmen

- z.B. mufl P(AU B) = P(A) 4+ P(B) gelten fiir disjunkte A, B in A mit AUB € A.

— ahnliches gilt fiir o-Additivitit a
algebraisches Problem:
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- Fortsetzung auf alle Mengen, die man mit endlich vielen Operationen A — A® und

A, B~ AU B aus A erzeugen kann.

— das algebraische Problem ist also das der Fortsetzung von P von A auf R(A) (die Algebra,

die von A erzeugt wird)

diskutieren analytisches Problem:
- Fortsetzung von P von einer Algebra R auf o(R)
— also auf Mengen, die man durch abzdhlbar viele Mengenoperationen bilden kann

— involviert Approximationen

algebraisches Problem

einfachster Fall: Forsetzung von einer Partition

A = (A;);er - endliche Partition von €2

— d.h.: (Ay)ier ist paarweise diskunkt und (J;c; 4; =

- gebe P: A — [0, 1] vor
— einzige Bedingung ), ; P(A4;) =1

— R{A) besteht genau aus den Mengen der Form

— A(J) == Ujes A mit J C A

— fir A € R(A) gilt A = A(J) fiir eindeutig bestimmtes J C I
— némlich: J={j eI |A; C A}

- setze P(A(J)) :=3;c; P(4;)

- das definiert Fortsetzung von P zu additiver Mengenfunktion auf R{.A)
— Check: Ubungsaufgabe

— benutze: A(J)UA(J)=A(JUJ"), A(J)NnA(J")=AJNnJ)

Beispiel 2.51. Q = {z,w}"
fixieren NV in N
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= (wi,...,wN)
- Partition Ay bestehe aus den Mengen A(z) fiir alle Anféinge = der Linge N
—also z € Hfio{z,w}

- ist endliche Partition von € durch 2V Elemente

setze wie oben Py (A(z)) := pnzahl z(y _ p)yAnzahl w

- Check der Normierung;:

N
S @) =Y (3] -pY = - =

z€[ Lo {zw} n=0

durch Ausdehnung auf Algebra: erhalten Mengenfunktion Py auf R(Ay)

O
Beispiel 2.52. Lebesguema$ auf [0, 1)
fixieren N in N
Ap - dyadische Partition durch Intervalle der Linge 2~V
— Elemente: [k, 5i)
- genau 2% Intervalle
setze P ([, ’;F—Nl)) =27
check der Normierung: Anzahl der Intervalle - Maf§ der Intervalle = 2V . 27N =1
durch Ausdehnung auf Algebra: erhalte Mengenfunktion Py auf R(Ap)
O

haben in den Beispielen fiir jedes N in N eine Partition Ay und eine entsprechende Aus-
dehnung Py des Mafes

- wollen eigentlich ein Mafl auf der Algebra, welches von allen diese Partitionen zusammen

erzeugt wird.
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- Konstruktion geht wie folgt:

Folgen von Verfeinerungen

- (An)nen - Folge von endlichen Partitionen

— Notation: Ay = (An,i)icry

- Ay verfeinere Ay:

—d.h.: jedes Mitglied An41,; von Ay ist in (genau) einem Mitglied Ay ; von Ay enthalten

— jedes Mitglied von Apx41 ist Vereinigung einer wohlbestimmten endlichen Familie von

Mitgliedern von Ay

- sei Folge (Py : Ax — [0,1]);er gegeben
— mit Normierung > ;. ; Pn(An,) =1 fiir alle v
- fordern Vertréglichkeitsbedingung;:

B PN(AN’i) = ZjEIN+17AN+1,ngN,i PN‘H(AN‘HJ)

— Py dehnt sich wie oben aus zu normierter additiver Mengenfunktion Py auf R{Axn)
— dann gilt fir M < N:

— R{Am) € R{An)

— (PN) Ry = Py

— check: Ubungsaufgabe

—- Induktion nach N — M

—- Beginn: Fall N = M + 1 - benutze Vertréglichkeit

definiere additive normierte Mengenfunktion P : R{{Jycn An) — [0, 1] wie folgt
- sei A in R(Upyen An)

—es gibt N in N so dal A € R(An)

— setzen P(A) = Py(A)

— ist unabhéngig von Wahl von N
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— checke: ist additiv und normiert

Beispiel 2.53. unendlicher Miinzwurf (Fortsetzung von Beispiel
AN verfeinert Ay (klar)

(Pn)nNen is vertréglich:

-x=(w1,...,wN)

- z(x) - Anzahl der z in x, analog w(x)

Pyii(A(@) = > Prny(A(x,i) = p@H (1 = p)t) 4 p2@) (1 — pylo)tt
€{z,w}

=(p+ (1 —p)p* @1 - p)*® = p*@(1 - p)**) = Py(A(x))

Z = R(Uyen An) heiBit Algebra der Zylindermengen

- erhalten additive normierte Mengenfunktion P : Z — [0, 1]

a
Beispiel 2.54. Gleichverteilung auf [0, 1] (Fortsetzung von [2.52))
Apn1 verfeinert Ay (klar)
(Pn)nNen is vertréglich:
D := R{Uyen An) heit dyadische Algebra
- erhalten additive normierte Mengenfunktion P : D — [0, 1]
O

haben bisher algebraisches Fortsetzungsproblem betrachtet

- diskutieren jetzt analytisches Problem

P: A —[0,1] - additive Mengenfunktion auf einer Algebra A

Satz 2.55 (Caratheddory). Wenn P o-additiv ist, dann gibt es genau eine Fortsetzung
von P zu einem W-Maf auf o(A).

Beweis. Maftheorie
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Idee:

1. Schritt: setzen P zu o-subadditiven dufleren Maf3 fort:

-P:Pg —[0,1]

- P(A) :=inf Y ier P(A;

— Infimum iiber abzdhlbare Familien (4;);cr in A mit A C |, A

2. Schritt: zeigen dafl P := ]3|C,< Ay das getinschte W-Maf} ist

Beispiel 2.56. unendlicher Miinzwurf: Fortsetzung von Beispiel

miissen o-Additivitdt von P : Z — [0, 1] zeigen:

Hilfsdiskussion:

- {z,w} ist kompakter topologischer Raum

- Tychonov: € := [[y{z, w} ist kompakter topologischer Raum mit Produkttopologie
= prp,. N Q= [Tisg{#, w} ist stetig (universelle Eigenschaft der Produkttopologie)
—{z} € [T o{z, w} abgeschlossen

- A(z) = pr[al__ﬂm({x}) ist abgeschlossen

alle Elemente in Z sind endliche Vereinigungen von abgeschlossenen Teilmengen und damit

auch abgschlossen, also kompakt

allg. topologische Tatsache: sei (A;);cr absteigende Familie von kompakten Mengen in

einem topologischen Raum

- dann: (;c; A; = 0 impliziert: es gibt ¢ in I mit A; = ()

betrachten absteigende Familie (A;);er in Z mit (),c; A; = 1]
- nach Lemma zu zeigen: lim; oo P(A4;) =0

— das ist aber klar, da A; = () for grofie i wegen allg. topologischem Fakt

Nach Satz erhalten wir Fortsetzung von P zu W-Ma$ auf o(Z) - o-Algebra der Zy-

lindermengen
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- ist auch die Borelsche o-Algebra auf €2 (als kompakter Raum)

Im Fall p=1/2
- Invarianz under 7; (Flip des iten Ergebnisses:
- P auf Z ist Tj-invariant (Formel)

- wegen Eindeutigkeit in Satz [2.55] gilt T} .P = P fiir fortgesetztes W-Maf3

konnen jetzt das Auftreten der geometrischen Verteilung in Beispiel mikroskopisch

begriinden:

- betrachten Zufallsvariable: f: ) — N

- f((wi);) = min{i | w; = z} - erstes Auftreten von Zahl

- f is meBbar:

- 71 {n}) = A((w, ..., w)) - Zshlung beginnt bei 0
N

n mal
- berechnen f,P

- geben Vektor an
-n= P(f7H({n})) = Pa((w, ..., w)) = (1 p)"p

n mal
- in der Tat: geometrische Verteilung zum Parameter p

Beispiel 2.57. Gleichverteilung auf [0, 1]: Fortsetzung von Beispiel
- P - ist g-additiv auf D

- erhalten Fortsetzung zu W-Maf auf o (| An)

- ist Lebesgue Maf} auf Borelscher o-Algebra

- Details wurden in der Mafitheorie behandelt

Erwartungswerte stetiger Zufallsvariablen:
- X :]0,1] — R stetig ist:
- dann gilt E(X) = fol X (t)dt (Riemannintegral)
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Beispiel 2.58. Ermiidender Wanderer

Wanderer started by 0 wirft vor dem n-ten Schritt Miinze

- bei z bleibt er stehen und bei w geht er einen 27" !-tel Schritt nach rechts
Ereignis: wo ist der Wanderer nach unendlich vielen Schritten:

interpretieren z als 0 und w als 1

-0 = Hfio{oa 1}

FIOR )= TR

- ist das eine Zufallsvariable?

—pr; : 2 —{0,1} C R ist meBbar
— 2771 R — R ist stetig und da mit meBbar
—also Q = R, w— w271 ist meBbar

— eine Summe meflbarer Funktionen ist mefibar

— hier ist das Argument:
— g,h: ¥ — R - meibar
— (g,h) : @' — R? - meBbar

—— (universelle Eigenschaft des Produkts und Fakt, da Produkt-o-Algebra auf R? die
Borelsche o-Algebra ist )

—— + :R? = R ist stetig und damit meBbar

—— also ist g + h : ' — R mefibar

— also ist Zi]\io w271 fiir jedes N in N meBbar
— f ist punktweiser Grenzwert einer Folge von mefbaren Funktionen

— damit ist f mef3bar

— miissen f, P bestimmen:
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x = (zg,...,zN) - Anfang der Linge N

- sei d(z) = SNy 27

— 2d(z) ist rationale Zahl mit der dyadischen Entwicklung z
- (@), d(z) + 27N)) = A(a)

— Oberer Randpunkt ist Bild von (z,1,1,1,...)

— P(Punkt) =0

- (fo)P([d(2), d(z) + 27N 1)) =27~
— f+« P stimmt mit Lebesguemaf} auf dyadischer Partition iiberein

— f«P ist Lebesguemafl auf [0, 1]

also f,P is Lebesguermafl auf [—1/2,1/2]

- die Endposition des Wanderers wird durch die Gleichverteilung modelliert
Anwendung;:

¢ :[0,1] — R stetig:

-Ep(f*9) =Ep.pd = [y o(t)dt

Simulation: 10000 mal 100 Schritte

Simulation von ]01 sin(rt)?dt = 1/2

2.4 Sprechweisen fiir den Umgang mit Zufallsvariablen

(Q,B, P) - W-Raum

(Q, Bi)ier - Familie meibarer Rdume

- (fi)ier Familie von mefbaren Abbildungen

- bilden (€', B') := [[;c; (€%, B;) mit Produkt-o-Algebra

- (fi)i : © — Q' kanonische Abbildung (universelle Eigenschaft des Produktes in Meas)
- Phi=((fi)i)«P
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— Achtung: das ist nicht notwendig ein Produktmaf}
— falls die Familie (f;);cr nicht unabhéngig ist
- fiir jede Zufallsvariable, X : ' — R gilt : Ep((f;):)*X) = Ep/(X)

— wir brauchen also gar nicht mit (Q, B, P) sondern nur mit (€', 8, P’) zu arbeiten

Sprechweise:

- sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung P (Schreibweise X ~ P) bedeutet:

— es gibt da einen W-Raum (£, B’, P’) und eine Zufallsvariable X : Q' — R mit X, P’ = P

— kann fiir alle Fragen tiber X mit (R, B, P) arbeiten

- z.B.
— E(9(X)) =E(9)
— E(X) = E(z)

— Var(X) = E((z — E(x))?)

- sei X, Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung P bedeutet:

— es gibt da einen W-Raum (@', B, P’) und Zufallsvariablen (X,Y) :

(X,Y).P' = P auf R?

- kann fiir alle Fragen iiber (X,Y) mit (R%, B, P) arbeiten
— hier benutzen wir: Bz (Borel) ist die Produkt o-Algebra
- z.B.

— E(9(X,Y)) =E(g)

—EX +Y)=E(z+vy)

— Cov(X,Y) = E((z — E(2))(y — B()))

QO — R? mit

Warnung: es reicht i.a. nicht, die Randverteilungen Px := X, P’ und Py = Y, P’ zu kennen

- auler wenn man zusétzlich weiss, dafl X und Y unabhéngig sind

— dann ist (X,Y),P das Produkt von Px und Py auf R x R = R?

sei (Xj)ier eine Familie von Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung P bedeutet:
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- es gibt da einen W-Raum (€', B/, P’) und Zufallsvariablen (X; : Q" — R);er mit ((X;);)«P’
P auf [[;¢;(R, B)

sei (X;)ier eine Familie unabhéngiger von Zufallsvariablen mit Verteilungen (F;);c; bedeu-
tet:

- es gibt da einen W-Raum (', B’, P’) und Zufallsvariablen (X; : €' — R);er so daB
((X;)i)«P" = P das Produktmafl der Familie ((X;).«P’)e; ist.

in jedem Fall beschreibt (', B’, P') alle Details des Experiments die in der Regel implizit

und in der Praxis meist unbekannt sind
— die Variablen mit ihrer Verteilung reflektieren die fiir uns interessanten Eigenschaften
— diese werden durch (J[,c;(R, B), P) modelliert

— Fazit: Wir brauchen in der Praxis (€', B’, P") nicht zu kennen, nur die Variablen und ihre

gemeinsame Verteilung

2.5 Dichtefunktionen

(Q, B, 1) - Mafiraum mit Maf§ 1 (nicht notwendig normiert)

Beispiel 2.59. Beispiele:

- (R, B, Leb), Lebesguemaf

- (R, Pq,| —|) - ZéhlmaB 0

-g:Q — [0,00) - meBbar

- Jogdn =1

- erhalten W-Maf} gu durch
- A P(A) = [ 1agdu

— Verifikationen: Maf3theorie

Definition 2.60. Die Funktion g heif$t Dichte von P beziiglich p.

1 gegeben
- Welche W-Mafle haben eine Dichte beziiglich p?
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Definition 2.61. P ist absolutstetig zu p wenn pu(A) =0 auch P(A) impliziert.

wenn P Dichte beziihlich p hat:

- wenn u(A) =0

- dann {149 # 0} ist p-Nullmenge
—also P(A) = [, 1agdp =0

- also ist P absolutstetig zu p

Reicht das als hinreichende Bedingung?

- nicht ganz aber fast

Definition 2.62. p is o-endlich, wenn es eine aufsteigende Folge (A;)ien in B gibt mit
(A;) < oo und J;cr Ai = Q.

Beispiel 2.63. Beispiel:

Leb ist o-endlich: setze A; = [—2¢, 27]

Zahlmaf auf R ist nicht o-endlich O

Theorem 2.64 (Radon-Nikodym). Wenn u ein o-endliches Maf ist und P abslutstetig
zu p ist, dann existiert ein g mit P = gu. Wenn P = ¢'p, dann ist p({g # ¢'}) =0

Beispiel 2.65. Gleichverteilte Zufallsvariable auf [a, b]

1
— —la,b]
P = 3*2Leb

- E(X) = 52

- Var(X) = 02"

P hat keine Dichte beziiglich dem Zahlmaf
- Begriindung: Ubungsaufgabe a
Sei P ein W-Ma#f auf R.

Definition 2.66. Die Zahlen



fiir n € N heiflen die Momente von P (sind definiert falls ™ integrierbar ist)
Beispiel 2.67. Exponentialverteilung mit Parameter « in (0, 00)

Exp(a) 1= ae”*1(g )Leb

Normierung;: fooo ae”*dLeb =1

Berechnung der Momente von Exp(«)

= a/ x"e *dLeb = a(—aa)”/ e “*dLeb = a(—0,)"
0 0

Rl
Q
3

Dichte von Exp(0.03)

Anwendung:

Kernzerfall:

- beobachte radioaktiven Kern:

— Halbwertszeit T'

- mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Kern zur Zeit ¢ noch nicht zerfallen:
— Zufallsvariable: ¢ € [0, 00)

— Ereignis: Ky := kein Zerfall in [0, ]

— Ansatz: P, (K;) =e @

Begriindung des Ansatzes:

- fiir kleine 6:

P(Zerfall in [t,t + 0] | Ki) = da

— « noch zu bestimmen

- also
P(Zerfall in [0,t + 0]) — P(Zerfall in [0,t])

P(K:)

= do
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P(K:) — P(Kits)

5 = aP(Ky)
-0—0
— erhalten DGL: 0,P(K;) = —aP(K})
-P(K) =e ™

— Konstante durch Normierung: P(Kp) =1

— Bestimmung von « aus Halbwertszeit:
—1/2=P(Kr)=1—¢Ta
. _ In(1/2)
—also In(1/2) = -Ta, a= —%
— Dichte: 9; Py (K;) = ae™
O

Beispiel 2.68. Normalverteilte Zufallsvariable auf R zum Erwartungsvert g und Varianz

0'2:
1 (z=p)?

Norm(u, o) := —=¢ 2 Leb

,  emw?
—in der Tat: [p Norreid 22 dLeb =1

(z—p)? . v
2 dLeb = fR W(E 202 dLeb

, 1
fx—tu.fRﬁe 20

— 5 z|o]: 1 Prdleb — |, L5 qLeb = 1
" IR Vorg? R Vor

-E(X) =n
- Var(X) = o2
Dichte der Normalverteilung: o = /20, u = 20

haben spéter ganzes Kapitel {iber die Eigenschaften der Normalverteilung

2.6 0—1- Gesetze
(Q,B, P) - W-Raum
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(A;)ien - Folge in B
- A= limsup; oo Ai = Npeny Uiy A
— w € A genau dann, wenn w € A; fiir unendlich viele i

— die Menge der i € N mit w € A; is unbeschrinkt

Lemma 2.69 (Borel-Cantelli).

1. Aus ) ;5 P(Ai) < oo folgt P(A) = 0.

2. Wenn (A;)ien unabhdngig ist, dann folgt aus ) ;. P(A;) = oo daff P(A) =1 gilt.

Beweis.

Zu l.:

k> Ui Ai ist absteigend
- nutzen Lemma 2.223]

P4 = P J4)

keENi>k

= lim P(| ] A4)

k—o0 )
i>k

Zu 2.:

m > (L, AS ist absteigend
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P([) 4) LemBZHR 1, P([) 45)
i=k

m—00
i>k
L -
em|] . c
Y s
i=k
m
= im H(l — P(4))
1=

nutzen 1 —z < e %

H(l - P(4;)) < HeP(A") = ¢~ Lz P(Ai)
1=k i=k

- geht gegen 0 fiir m — oo

P(A)=1-PA)=1-P(|J ()4 =1- lim P(()4f)=1-0=1
keN i>k F=oo sk

Beispiel 2.70. ziehen zufillig eine natiirliche Zahlen n aus N

- W-Maf3 P auf N noch unbekannt

- fiir jede Primzahl p betrachten wir das Ereignis A, := {n | p teilt n}:
S A U1+ A)U--U(p—1+A4,)=N
- wollen aus Symmetriegriinden: P(A4,) =1/p

Frage: Gibt es ein W-MaB auf N, so da8§ (A4,)p prim unabhéngig ist und P(A,) = 1/p fiir
alle Primzahlen p gilt.

Zp prim 1/p =00
- A= limsup,_,o, 4p

- n € A genau dann wenn n unendlich viele Primteiler hat
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—also A=10
- aber Borel-Cantelli sagt: P(A) = 1.

Das gesuchte Maf} gibt es nicht.

(Q,B, P) - W-Raum
(Bp)nen - Familie von o-Unteralgebren in B

- Sp = o (Un—p Bm)
-Sp 2851 28 D ... - absteigende Folge

Definition 2.71. Sy := [, Sn heifit o-Algebra der terminalen Ereignisse von (Bp)nen-

Beispiel 2.72. limsup,,_,., A, ist terminal
genauer:

sei A, € B, fir allen € N

- A=Ilimsup,, o An € Seo

— in der Tat: fiir jedes [ in N gilt:

= A= Npen Uncr An = Ml UnZi An € S,
—da k— U2, A, absteigend ist

Beispiel 2.73. Existenz von Grenzwerten
(X;)ien Folge von Zufallsvariablen

- setze B; = Xl-_l(BR)
Lemma 2.74. Die Ereignisse
1. {limsup;_, . X; < ¢}

2. {liminf; ;o X; > ¢}

3. {lim; 00 X; existiert}
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4. {lim;_,o0 X; existiert und liegt in [a,b]} sind terminal

Beweis.

Zu 1.: fiir alle m gilt:

fimsup X; <cj = (| JNXi<er )= U NXi<er )

00 neN keN =k neN k=m I=k

—da k— N2 {Xi < c+ 1} aufsteigend ist
- rechte Seite in S,,

- also limsup,_,  {X; < ¢} € Sx

Zu 2.: analog

Zu 3.:
- lim sup,_,, X; ist meBbar beziiglich By, nach 1. (¢ variieren!)
- liminf; o X; ist melbar beziiglich B, nach 2.

- also {limsup,_, . X; = liminf; , X;} mefibar beziiglich Bo,

Zu. 4:

- folgt aus 1.-3.

Beispiel 2.75. Spiel mit Siegwahrscheinlichkeit p, unendlich oft wiederholt

Q= HnGN{gv ’U}
- W-Ma$} auf auf {g, v} durch p(g) = p bestimmt.

- B - 0-Algebra der Zylindermengen
- P - Produktmaf

A := unendlich viele Siege

- B, = prglp{gﬂ,}
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- (Bn)nen ist unabhéngig
- An=pr, ({g})

- A = limsup,,_,,, 4y ist terminal
mit Borel Cantelli Lemma koénnen wir P(A) ausrechnen:

1. Fall:

-p>0:
-P(A,)=p>0

- Dm0 P(An) = o0

- (An)nen ist unabhéngig

-also P(A) =1

2. Fall:

-p=0

-P(A,) =0

- Yoo P(An) < o0

-P(A)=0 O

daf} hier die Werte 0 oder 1 herauskommen, ist kein Zufall

Definition 2.76. (B,,)nen heiffit unabhdingig, wenn jede Familie (Ap)neny mit A, € By,

unabhdngig ist.

Satz 2.77 (Kolmogorovsches 0 — 1 - Gesetz). Wenn (By,)nen unabhingig ist und A in Seo,
dann gilt P(A) € {0,1}.

Beweis. Beweis in O

(Q,B, P) - W-Raum

(A, )nen - unabhingige Folge in B
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Satz 2.78 (0 — 1 - Gesetz von Borel). Fiir alle w in Q gilt:
P({w € A, fiir unendliche viele n}) € {0,1} .

Beweis. setze By, := o({An})
- (Bn)nen - unabhingig

- bilden S fiir diese Familie

- klar ist A,, € B,
—limsup,, oo An = Voo Uneey, Am € Soo ist terminal
- limsup,,_, An = {w € A, fiir unendliche viele n}

- wenden Satz [2.77] an

Beispiel 2.79. Konvergenz einer Folge unabhéngiger Zufallsvariablen
sei (Xp,)nen - unabhéingige Folge von Zufallsvariablen
- B, = X, }(Borel)

— dann ist (By,),en unabhéngig

A :={lim,_, X,, existiert} - terminal beziiglich (B,,)nen

- dann gilt P(A) € {0,1}

Konkret es Beispiel: Wiirfeln:
- X, := Ergebnis vom nten Wurf
- lim,,_, X, existiert falls ab einer Stelle immer dasselbe Ergebnis herauskommt

- P(A) =0

Beispiel 2.80. unendlich of wiirfeln:
A := {es kommt nur endlich oft die 6}
- P(A) €{0,1} (in der Tat P(A) =0)
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B := {fiir jedes n kommt die 6 mehr als n-mal hintereinander}

- P(B) € {0,1} (in der Tat P(B) = 1) O

Beweis. Beweis von Satz [2.77]
Idee: zeigen:

A ist unabhéngig von sich selbst
- P(A)=P(ANnA) = P(A)P(A) impliziert P(A) € {0,1}

Achtung: der Beweis ist lang
Vorbereitungen:

Definition 2.81. FEin Dynkinsystem ist eine Teilmenge D von Pq mit folgenden Eigen-

schaften:

1. QeD.
2. Aus A € D folgt A° € D.

3. D 1is abgeschlossen unter abzdihlbaren paarweise disjunkten Vereinigungen.

- ein auch unter N abgschlossenes Dynkinsystem ist eine o-Algebra

- fiir eine Teilmenge £ von Pq ist

5(&) =)D

ECD

(Durchschnitt iiber £-enthaltende Dynkinsysteme) das kleinste £-enthaltende Dynkinsy-

stem

- sel £ eine Partition

— dann ist 6(€) die Menge aller abzdhlbaren Vereinigungen aus Elementen der Partition

und deren Komplemente

betrachten unabhingige Familie E := (&;);e; von Teilemengen von B

UE) :={D e B| ({D}, (& )icr) ist unabhéngig}
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Lemma 2.82. U(E) ist ein Dynkin System.

Beweis.

QeU(E) - klar

DinU(E)= D°cU(E)
- sei J C I endlich
— betrachte I € &; fiir alle j
P(D°N()E;) = P((\E)-PDn()E)
JjeJ jeJ jeJ

= [IPE)-PrD]]PE)

jedJ jedJ

= (1-P) ][] PE)

JjeJ

= P[] P(E))

jeJ

U(E) abgeschlossen unter abz#ihlbaren paarweise disjunkten Vereinigungen
- betrachte (D;);en - paarweise disjunkt in U(E)

— zeigen: (J;eny Di € U(E)

—sei J C I endlich

— betrachte E; € &; fiir alle j

p(Join(E) = PUWin()E)))

ieN jeJ ieN jeJ
= Y P(Din()E))
iel jeJ
= Y P[] P(E)
iel jeJ
= P(JD) ] PE))
iel jeJ
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Lemma 2.83. Wenn (&;)icr eine unabhingige Familie ist, so auch (6(&;))icr-

Beweis. Vorbemerkung;:

fixiere ig € 1

- setze U := U((E:) 1\{io))

—dann &, CU

—also §(&;,) CU da U ein Dynkinsystem ist

—also ist (0(&iy), (€i)1\{ip)) unabhingig

eigentlicher Beweis:

J C I endlich

sei betrachte A; € 6(&;) fiir alle j in J

- ordne J

-sei J = {j1,...,Jn}

~ (&1, ...,&;,) sind unabhéngig
—(0(&,),&jss - - -, E;,,) sind unabhéngig
—(0(&,),0(&},), &y - - -, Ej,,) sind unabhéngig
— endliche Induktion

~(0(&j,),--.,0(&j,)) sind unabhingig

- (Aj)jes ist unabhéngig

eine Familie £ heifle N-abgeschlossen, wenn sie abgeschlossen unter abzdhlbaren Durch-

schnitten ist
(&i)ier Familie von Teilmengen von B

Lemma 2.84. Annahme:
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1. & ist N-abgschlossen fiir alle ¢ in I.

2. (&)ier ist unabhingig.
Dann ist (0(&;))icr unabhdingig.

Beweis.
& ist N-abgeschlossen impliziert: 6(E) = o (&)

Behauptung folgt aus Lemma [2.83

(&:)ier unabhéngige Familie von N-abgeschlossen Teilmengen von B
- (Ij)jes - Partition von I

TSy = U(Uje]j &)

Lemma 2.85 (Blockbildung). Die Familie (Fj);cy ist unabhingig.

Beweis.

.7:"j bestehe aus Mengen der Form F; N---N E;, mit 4 € I; und F;, € &,
- dann ist (.7:“]) jeJ ist unabhéngige Familie

— Nachweis: Ubungsaufgabe

- ]:"] ist N-abgeschlossen fiir jedes j nach Konstruktion

— nach Lemma ist (0(F;));jes ist unabhingig

zeigen, dafl o (F;) = F;
- Klar ist Fj C F;
~also o(F;) C F;

- Erzeuger von F; sind in Fj

—also F; C 0(.7:"j>

also ist (Fj);jes ist unabhéngig
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Beweis des Satzes:

- bilden Dynkinsystem U := U({A})

- Blockbildung beziiglich Partition {1,...,n}, {n+1,...}
— Sp41 ist unabhéngig von (B U ---UBy,) =: A,

A terminal, also A € Sp41 impliziert: A, C U (A, ist unabhéngig von {A})
- also A, C U fiir alle n

— A = U,en An ist Dynkinsystem

— A= U, en An ist N-abgeschlossen

~o(A)=06(A) CU

-B, C AfiralleninN

—also S, C o(A) fiir alle n in N

— also auch A € o(A) C U

das zeigt: A unabhéngig von A O

3 Analytische Grundlagen

3.1 Abschitzungen

betrachten eine Funktion g : R — R
- g ist affin falls g(z) = ax + b

- wenn ¢ affin ist, dann gilt
E(g(X)) =E(aX +b) = aE(X) + b= g(E(X))

Definition 3.1. g ist konvex, wenn fir jedes x in R eine affine Abbildung [ : R — R
existiert mit g > 1 und g(x) = l(z).

[ heif}t Stiitzfunktion von g bei x
X - numerische Zufallsvariable
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Lemma 3.2 (Jensen-Ungleichung). Wenn g konvex und integrabel ist dann gilt

E(g(X)) = g(E(X)) .

Beweis.
sei | Stiitzfunktion von ¢ bei E(X)
- also [ affin, g > [ und g(E(X)) = [(E(X))

E(9(X)) = E((X))
= UE(X))
= 9(E(X))

O

Lemma 3.3 (verallg. Chebyshev-Ungleichung). Sei g : R — [0, 00] monoton wachsend.
Fiir jedes ¢ in R mit g(c) > 0 gilt dann

P{X =z ¢}) < —==

Bewezs.

9(X)
g(c)

das g monoton wichst, gilt 1yx>c <

- wende E an

Begriindung der Ungleichung
-win
X(w
- X(w)>c: % >1und 1{x>q(w) =1

- X(w)<ec: % > 0und x> (w) =0

X - numerische Zufallsvariable

- nehmen ¢(z) = max{z,0} - ist nicht-negativ und konvex
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- Zufallsvariable | X|

Korollar 3.4 (Chebyshev-Ungleichung). Fiir ¢ > 0 gilt

E(|X
P({X] 2 ) < 2XD
- nehmen g(r) = max{0, z}?
— ist nicht negativ und konvex
- Zufallsvariable | X — E(X)|
CE(X - B(X)P) = Var(X)
Korollar 3.5. Fiir ¢ > 0 gilt

Var(X)

c2

P{[X —E(X)] = ¢}) <

benutzen often folgende Sprechweise

- X - Zufallsvariable

- P Aussage iiber die Werte

— X erfiillt P fast sicher, falls {w € Q| P(X(w))} =1

Lemma 3.6.

1. Wenn E(|X]|) =0, dann X =0 fast sicher

2. Wenn Var(X) =0, dann X = E(X) fast sicher.

Beweis.
Zu 1.:
Lemma [2.22] bei !
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Korollary [3.4] bei !!

PU{x=0}) = P([{IX|< %})
n=1
Ltim P({IX] < 2))
= 1- lim P({|X|> %})
> 1 lim nE(|X))
= 1

also P{X =0}) =1

Zu 2.:
Lemma [2.22] bei !
Korollar [3.5] be !

P{X #E(X)}) = P(U{X-EX) = %})

neN
L 1
= Jlim P({|X - E(X)| = ~)

I
< limsup n*Var(X)

n—oo

= 0

also P{X =E(X)}) =1

3.2 Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen

(X)ien - Folge von Zufallsvariablen
setzen

set opp € {lim, sup, inf, lim sup, lim inf}
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x . ) oPPi oo X;  Wert existiert
0 sonst

Lemma 3.7. X ist eine Zufallsvariable.

Beweis.

miissen zeigen dafl X mefibar ist:
Einzelfallbetrachtung:

benutzen Beispiel

-{X; <c}ismeBbar fir i in N, ¢cin R

sup; X; ist mefibar:
- {sup; Xi < ¢} = iy {Xi < ¢}

lim sup; X ist meB3bar:

- {limsup; X; < ¢} = Ujen Nisi{Xi < ¢}

{lim X; existiert} = {liminf X; = limsup X}
i i i

— dazu
— F := (liminf; X;, limsup; X;) - R?-wertig, meBbar
— {liminf; X; = limsup,; X;} = F~!(diag(R))

1—00

(limy 0 X;existiert) T sUp X;
1

(X)ien - Folge von Zufallsvariablen

X - Zufallsvariable
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Definition 3.8. Die Folge (X;)ien konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls fir
jedes € in (0,00) gilt

lim P({|X; — X|>¢€¢})=0.

1—00
Kurzschreibweise: X; % X (in P)

Definition 3.9. Die Folge (X;)ien konvergiert fast sicher gegen X, falls

P({lim X; = X})=1.

Kurzschreibweise: X; =% X (f.s)

Definition 3.10. Die Folge (X;);en konvergiert in schwach gegen X, falls fiir jedes stetige
beschrinkte ¢ : R — R gilt lim;_,o0 E(P(X;)) = E(p(X)).

Kurzschreibweise: X; 2% X (schwach)

wenn die Erwartungswerte alle existieren:

Definition 3.11. Die Folge (X;)ien konvergiert im Mittel gegen X, falls lim; o E(|X; —
X|)=0.

Kurzschreibweise: X; 2% X (im.)

Lemma 3.12.

1. Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

2. Wenn ) oy PH{| X — X[ > €}) <0 [L dann gilt fast sichere Konvergenz.

Beweis.

Zu 1.

gelte X; e x (f.s.)

1 = P({limy 0 X; = X})

- {limioo Xi = X} = ey Usen Ni {1 Xk — X < 1/1}

'das ist ein Verschirfung von Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
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—1=P(iey Uien Ni>i {1 X — X[ < 1/1}) fiir alle I € N

= aquiv. zu 1 = P(U;en Ni>i {1 Xk — X| < 1/1}) fiir alle [ in N
— dquiv. zu Lm0 PN {1 Xe — X[ < 1/1}) =1

— impliziert lim; o P({|X; — X| < 1/l}) =1

1—00

- also X; —— X (in P)

Zu 2.:
Borel-Cantelli [2.69
- P(limsup,_, {|X; — X| >€})=0

[ SluNe oo o]

P({lim X; = X}) = P([)J[|{IXi— X[ <1/n})

n=0k=01i=k

= lim P({J (J{IX: - X[ < 1/n})

k=0i=k
oo o0

= 1- lim P(|J {IXi - X| > 1/n})
oo k=0i=k

= 1— lim P(limsup{|X; — X| > 1/n})
n—oo i—00

= 1

Beispiel 3.13. Konvergenz in P # Konvergenz fast sicher
(Xn)nen - Folge unabhéngiger Zufallsvariablen
- P, - Verteilung von X,

= Pyi= 564+ (1— 27)d

Beh: X; — 0 in Wahrscheinlicheit:
- (92, B, P) im Hintergrund
- P{|Xn = 0| > €}) = Pu({|Xu| > €}) = 727 "7 0
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Beh: es gilt nicht X; — 0 fast sicher

haben }° .y P({| X, — 0] > 1/2}) =3 cn %—i—l = 0

- also nach Borel-Cantelli 2.69

- ({|X5 — 0] > 1/2}),, ist Folge unabhéngiger Ereignisse
- P(limsup,{| X, — 0] >1/2}) =1

- also P(limsup, {|X, — 0| <1/2} =0

— fiir fast sicherer Konvergenz miifite aber 1 herauskommen

Lemma 3.14. Konvergenz im Mittel = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Beweis.

gelte: X, "Z2° X im Mittel

- es gilt fiir alle € > 0:

—eP(|X, — X| = ) < E(X, - X))

- limy, 00 E(| X, — X|) = 0 impliziert:
Nimyyo0 P(|Xn — X| > €) =0

- also X, "Z° X in Wahrscheinlichkeit

Beispiel 3.15. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit & Konvergenz im Mittel
2 :=[—1, 1] mit 1/2dLeb als W-Maf}
Xp = (n+ 1)6_("*‘1)%2/2

- dann X, "0 in Wahrscheinlichkeit

— das Intervall {|X,, — 0| > ¢} wird mit wachsendem n immer kiirzer
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- nicht aber X,, "=° 0 im Mittel:

~E(|X, —0]) "= Vor

O
Ubersicht iiber die Relationen zwischen den Konvergenzbegriffen:
- alle Implikationen echt
Konvergenz im Mittel fast sichere Konvergenz

\

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

ﬂ

schwache Konvergenz

3.3 Gesetze der grofien Zahl

betrachten Folge von Zufallsvariablen: (X;);en

- Annahme: Erwartungswerte existieren und hingen nicht von i ab
— also ex. m in R mit E(X;) = m fiir alle ¢ in N

- S =g Mg X

— Mittelwert der ersten n Folgenglieder

— das ist eine Zufallsvariable

- untersuchen das Verhalten von 5, fiir n — oo
Definition 3.16. Die Folge (X;);em oy erfillt:
1. das schwache Gesetz der grofien Zahl, falls fiir alle € in (0,00) gilt:

n—o0

P{|Sn —m| > €}) =250 .
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2. das starke Gesetz der groffen Zahl, falls fiir alle € in (0, 00)

P({limsup |S, —m|<e€})=1.

n—oo

Bemerkung 3.17.

schwache Gesetz der groBen Zahl ist dquivalent zu: S, ~—— m (in P)

starkes Gesetz der groBen Zahl ist dquivalent zu: S, ~—— m (£f.s.)

Korollar 3.18. Stark = schwach
Beweis. Lemma |3.121]

zeigen hinreichendes Kriterium fiir schwaches Gesetz der grofien Zahl

Lemma 3.19. Annahme:

1. FEs gilt sup;cy Var(X;) =: v < 00

2. Fir alle i,j in N mit i # j gilt Cov(X;, X;) = 0.
Dann erfillt (X;)ien das schwache Gesetz der groffen Zahl.

Erlduterung zur Bedingung 2.:
- die Glieder der Folge paarweise unkorreliert

- Cov wegen 1 definiert

Beweis.
Schétzen Varianz von .S, ab:
- Aufspaltung der Summe in Terme mit ¢ = j und i # j:

- Bedingung iiber Unkorreliertheit benutzen
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Var(S,) = B (X —m)?) (10)

n2

n—1
1
= ) Var(Xi) +2) Cov(X;, X))
=0

i#]
v
< 11
< - (11)
Lemma B35t
P{|Sy—m| > ¢}) < =5 "0

das war zu zeigen

O]

zeigen hinreichende Bedingung fiir schwaches Gesetz der grofien Zahl fiir Folge von ZV

ohne Annahme an Varianzen

(X)ien - Folge von Zufallsvariablen

Satz 3.20 (L'-Version des schwachen Gesetzes der groBem Zahl). Annahmen:
1. (X;)ien ist paarweise unabhdngig.
2. (Xi)ien ist identisch verteilt.

3. Xo st integrierbar.

Dann erfillt (X;)ien das schwache Gesetz der grofien Zahl.

Beweis.

setzen Xf = XiX{|x;|<it/4)

X=X, — X

Y* = %Z?:_OI(X;‘ —E(X})) mit * in {b, 4}

n

zeigen:

- Y2 "0 (in P)
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- Y20 (in P)

— daraus folgt Behauptung

(X?); ist paarweise unabhingig
- Var(X?) < E(X)?) < il/2

~Var()) = & Y Var(X?) < B i 2 < Ly
- Chebyshev: YTE e (in Wahrscheinlichkeit)

1—00

monotone Konvergenz E(]Xzﬂ\) =E([X1]) — E(|X1]xgx,<i/ay) — 0

n—oo

schlieffen daraus ]E(]Ynﬁ\) < %Z?;ol E(Xf) =0

zeigen nun hinreichendes Kriterium fiir starkes Gesetz der groflen Zahl

- verscharfen Annahmen aus Lemma [3.19

Satz 3.21. Annahme:

1. Die Folge ist paarweise unabhdngig und identisch verteilt.

2. X3 ist integrierbar.
Dann erfillt (X;)ien das starke Gesetz der grofien Zahl.

Bewezs.

wegen E(X?) < oo ist Xg auch integriebar

Reduktion auf nicht-negative Zufallsvariablen

Annahme: haben Satz unter Zusatzannahme: X; > 0 gezeigt:

- betrachten Folgen (X:*);en
- erfiillen auch die Voraussetzungen

— Unabhéngigkeit bleibt erhalten, nicht aber Unkorreliertheit
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~1
- Sy = %Z?:o Xz‘i
—mT = E(th)
— dann SF "= m¥ fast sicher nach Annahme

. _ n— _ .
— schieBen: S, = S — S "= mt —m~™ = m fast sicher

ab hier Annahme: X; > 0 fiir alle 7 in N
m = E(X1)
Sn =3 Xico Xi

. . n—oo .
miissen zeigen: S, — m (fast sicher)

v = Var(X)
- wegen paarweiser Unabhéngigkeit aus (10): Var(S,,) = 2

n

wihle € > 0

-setze  ky = | (1 +€)"!] (GauBklammer, ganzer Teil)
-esgilt: Ky > 3(1+€)"*! fiir alle n

LRl < 2(1 4 o)D)

-m:= E(Xy)

> P(Sk, —m| = (14 )~/
1=0

Chebyshev 2
< S 1+ 9T 2Van(sy, )
1=0
_ Z(1+e)(”+1)/2k;1v
=0
S 2UZ<1+6)_(n+1)/2
=0
< o0

nach Borel-Cantelli 2.69¢
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- es gilt Sy, "= m (fast sicher)

- das ist bisher nur eine Teilfolge von (Sy,)nen

- also fiir groBe n:  kpy1 < (14 2¢€)ky,
fir l € {kn,...,knt1} gilt:

Sk Sk
n_ <k S <k
142 = nkn+1_ I >~ hm+1

- haben hier X; > 0 benutzt!

es gilt: (1 +2¢) — 1 = 2e < 2¢(1 + 2¢)
also: 1 — (14 2¢)7! < 2,
-1—2e < 5

- ziehen m ab:

Sk, —m —2eS, <S5 —m < S

- zwei Félle:
—S; — m > 0 - obere Abschétzung verwenden

— ‘Sl — m| < |Sk — m| + 2€Sy,

n+1 n+1

- 5; —m < 0 - untere Abschéitzung verwenden
— |S; — m| < |Sk, — m| + 2€eS,

- zusammen:  [S; — m| < max{|Sk, —m/|, [Sk,,,

S
S < (L4208,

n

—m + 2eSy

n+1 n+1

—m/|} 4 2e max{Sk,, Sk, }

- die Ungleichung ! in folgender Kette gilt fast sicher
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limsup|S; —m| < limsup|Sk, —m|+ 2¢limsup |Sk, |

l—0o0 n—00 n—00

|/\._

2em

- Setzen ¢; :==1/(i + 1) fir i € N

- bilden Durchschnitt der fast sicheren Ereignisse:

2m
limsup |S; —m| < ——
{l_mop!l ’_H—l}

schlieflen:

lim sup;_,, |S; — m| = 0 fast sicher

Beispiel 3.22. Monte-Carlo Simulation
f:]0,1] = R - meBbar

- wollen fol fdLeb bestimmen

- (Xi)ier auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen, unabhingig
- B(f(Xo)) = Jy fdLeb

- Sp = 200 ()

starkes Gesetz der groflen Zahl:

Es gilt:  lim, .o S, = fol fdLeb fast sicher

Fehlerdiskussion:

v:=Var(f(X)) = [ f2dLeb — ([ fdLeb)?
- Var(Sy,) = 7

Chebyshev:

P(ISn —E(f(X0) =2 7)< &

Genauigkeit bei n Stiitzstellen:  ~ n~1/2

Simulation von ]01 sin(rt)?dt = 1/2
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Zum Vergleich naives Riemannintegral

Genauigkeit bei n Stiitzstellen: —~ n~2

Simulation vom Riemannintegral

3.4 Verteilungsfunktionen
(Q,B, P) - W-Raum
X - numerische Zufallsvariable

Definition 3.23. Die Funktion
F:R—|[0,1], F()=PH{X <t}
heifst Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X .

nicht verwechseln mit der Verteilung von X: letztere ist das Mafl X, P

- die Verteilung von X und die Verteilungsfunktion bestimmen sich jedoch wechselseitig

eindeutig, siehe unten

Lemma 3.24.

1. F is monoton wachsend.

2. limy,_ o F(t) =0

3. limy_yoe F(t) = 1

4. F ist rechtsseitig stetig: Fir alle to in R gilt limg ) F((t) = F(to).
5. X P ist durch F' eindeutig bestimmt

Bewezs.

Zu l.: Fir t <t gilt {X <t} C{X <t} also F(t) < F(t)

fiir die restlichen Eigenschaften verwendet man die o-Additivitdt von P:
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Zu 2. limy—,_ o F(t) = P((,ep{X < t}) =P(0) =0
7 3. limysoo F(t) = P(Upep{X < 1)) = P(Q) = 1
Zu 4. limg g, F(t) = limnooo Fto+5) = P(Npenezd{X < to+53) = PUX < to}) = F(to)

- wegen der Monotonie von F von reicht es den Grenzwert von (F(to + 1))nen., zu be-

trachten

Zu 5.:
- X P bestimmt F
- F(t) = (XuP)(—(00,1])

- F bestimmt X, P

— X, P ist durch die Werte auf den Teilmengen (s,t] eindeutig bestimmt.

— dazu Eindeutigkeitsaussage des Caratheddory Satzes benutzen

- es gilt (X, P)((s,t]) = F(t) — F(s) O

Lemma 3.25. Sei F': R — R eine Funktion mit den Eigenschaften 1. ... 4.. Dann ist I

die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen.

Beweis.
X =idp
- definieren Maf} auf (R, Borel)

- betrachten die Algebra R, die von den Intervallen der Form (s, t] erzeugt wird
—t =00 und s = —oo zugelassen

- jedes Element von R ist eine endliche Vereinigung von solchen Intervallen
-sei A = J;c;(s4,t;] (1 endlich)

- setzen P(A) := ) .. F(t;) — F(s;)

- P ist normiert

- offensichtlich additiv:
— beachte: (a,b] U (b, c] = (a,c] und (F(b) — F(a)) + (F(c) — F(b)) = F(c) — F(a)
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- P ist o-additiv: benutzen rechtsseitige Stetigkeit

Idee:

- ((si,ti])icr absteigend mit (,c;(ss, 8] = (s, 1]

— dann gilt:

— s; = s fiir groBe i (sonst wire s im Durchschnitt)

—ti Lt

- also lim; o0 P(84, ti] = lim;_yo0 F'(t;) — F(s) = F(t) — F(s)

— wegen rechtsseitiger Stetigkeit bei ¢
Beispiel 3.26. Verteilungsfunktion von 4,

F(t)—{ 0 t<zx

1 t>zx

Beispiel 3.27. Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 1]

0 t<0
Fit)=4 t telo,1]
1 t>1

R kennt Verteilungsfunktionen
Exponentialverteilung;:

Normalverteilung

(Xi)ien - Folge von numerischen Zufallsvariablen
X - eine Zufallsvariable
- F; - Verteilungsfunktion von Xj;

- F - Verteilungsfunktion von X

Definition 3.28. (X;);en konvergiert in Verteilung, falls jede Stetigkeitsstelle t von F gilt

limy, o0 Fu(t) = F(1).
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Lemma 3.29. Konvergenz in P = Konvergenz in Verteilung

Beweis.

schreiben: F(t) = P({X < t})

Annahme: X,, "=° X in P

wegen {X, <t} C{X <t+e}U{|X,— X|>¢€}

- P({Xn <)) € PUUX <t €}) + P({|Xa — X| = ¢})
analog

- P({X <t—¢}) < PUX, < 1)) + P({| X0 — X| > ¢})

wegen Annahme and (X,),
- limsup,, ,, Fn(t) < F(t +€)
- liminf, o F,,(t) > F(t —¢€)

sei nun t - Stetigkeitspunkt von F'
- bilden Grenzwert € | 0

— limsup,,_, ., Fn(t) < F(t)

— liminf,, o F,(t) > F(t)

- also limy, o0 F(t) = F()

Beispiel 3.30. Konvergenz in Verteilung A Konvergenz in P
(X,) - konstante Folge von Zufallsvariablen

mit Verteilung P = 1(5_1 + 01)

-Y=-X

- Verteilung von Y ist Verteilung von X,

—also X, "=° X in Verteilung
-P{|X,—-Y]|>1}) =1 fir allen
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— also nicht X,, "=°Y in P

Kurzschreibweise: X; “25° X (i.V.)

zur Erinnerung: schwache Konvergenz Definition [3.10

geben Kriterium fiir schwache Konvergenz in Termen der Verteilungsfunktionen
betrachten (X, ),en - Folge von Zufallsvariablen

X - eine Zufallsvariable

- F, - Verteilungsfunktion von X,

- F - Verteilungsfunktion von X

Lemma 3.31. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

n—oo

1. Es gilt X,, —— X schwach.
2. FEs gilt X, "2 X in Verteilung.
3. Es gilt lim, o E(f(X,)) = E(f(X)) fir alle f € C*(R) mit

(a) f ist beschrinkt
(b) f' ist beschrinkt
(c) [ ist beschrinkt und gleichmdfSig stetig

Beweis.

2. = 1.

f € Cyp(R) gegeben:

- 7 zeigen: lim,, o0 E(f(X,)) = E(f(X))

- F' is monoton
— Unstetigkeitsstelle von F' is Sprung
- F hat Werte in [0, 1]

— F hat hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen
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€ > 0 gegeben
- wihle Stetigkeitsstellen von F: a < b mit F(a) < e und F(b) > 1 —¢

- wéhle Stetigkeitsstellen von F: a =c¢1 < ca < --- < ¢ = bso daB |f(z) — f(c;)| < e fiir

alle ¢;_1 <x < g

— benutzen hier dafl f(, ) gleichméfig stetig ist

k
E(f(Xn)) = ZE(f(Xn)X(czfl,cz] (X'fl>) + E(f<Xn)X(—oo,a]u(b,oo) (Xn))

22
Z(f(cz') +&)(Fn(ci) = Fa(cim1)) + [ flloo(Fu(a) + (1 = Fn(b)))

- i=2
analog
Zk: flei + €)(F(ei) = Flci-1)) < E(f(X)X(a,(X)) + 2€
also h
imsup E(f(Xn)) < E(f(X)X(@n)(X)) + 26+ || flloo(Fa) + (1 = F(D)))

n—o0

< E(f(X)) + 26+ 2¢| fll o

analog f durch —f ersetzen
lim inf B(f(Xn)) > E(f(X)) - 2¢ = 2¢[| f|
also

[ Tim sup B(f (X)) — lim inf E(f(X5))] < 4e(1 + [ f][)

n—00 n—00

- € beliebig impliziert Konvergenz

- limy e E(f(X,)) = E(f(X))

1. = 2.

sei ¢ - Stetigkeitsstelle von F
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- wihle f: R — [0, 1] stetig mit X(_oo.q < f < X(—o0,c+9)

— fiir spéter kann zusétzlich annehmen: f’, f” existieren, sind stetig und haben kompakten

Trager
limsup Fj,(¢c) < limsupE(f(Xy))
n—00 n—r00
= E(f(X))
< F(c+9)
- 0 - beliebig

- I rechtsseitig stetig
limsup F,,(c) < F(c)
n—o0
- wéhle h: R — [0, 1] stetig mit X(—ooc—5] < P < X(—o00,0)

— fiir spéter kann zusétzlich annehmen: b/, h” existieren, sind stetig und haben kompakten

Trager
liminf Fy,(c) > liminf E(h(X,))
= E(h(X))
> F(c—9)
- 0 - beliebig

- F ist in ¢ auch linksseitig stetig (da ¢ Stetigkeitsstelle)

lirginf F,(c) > F(c)

Zusammen: Konvergenz und lim,,_,~, Fy,(c¢) = F(c)

1. = 3. klar
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3. = 2.
-wiein 1. = 2.

- benutze Zusatzbemerkung iiber Ableitungen der Testfunktionen f und h

3.5 W-Mafle auf Gruppen und rellen Vektorraumen

(Q, B) - mefibarer Raum
- bezeichnen die Menge der W-Mafle mit P(£2, B), oder kurz P(f2)

sei ((M, B),1,4) Monoid in Meas
- Q, P - W-Mafle auf (M, B)

- bilden P x @ auf (M, B) x (M, B)
-+ : M x M — M meBbar

Definition 3.32. Die Faltung von P und Q ist durch P x @Q := +.(P x Q) definiert.

Lemma 3.33. (P(M),x*,6.) ist ein Monoid.

Beweis.
miissen Assoziativitdts und Identitétsrelationen zeigen

- die folgen aus den Relationen fiir das Monoid ((M, B),1,+)

Assoziativitit:
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(PxQ)*xR = +.((P*xQ)xR)
= +u(+ xidpy)«(P X Q x R)
= (4o (+ xidy))«(P xQ x R)
= (+o@idm x+))«(P x Q@ x R)
= +.(idy X +)«(P x Q x R)
= 1P (Q*R)
= Px(Qx*R)

Einheit:
- interpretiere Einheit von M als Abbildung e : * — M mit e(x) = e
— implizit benutze Identifikation {*} x M = M

7+o(e><idM):+O(idM><e):idM
- 0o = €40x

Je ¥ P = 4,(0e X P) = +4(es0s X P) = (+0 (e xidpr))« (05 X P) =id, P = P

analog P x . = P

Beispiel 3.34. Falten von Maflen mit Dichten
P = fLeb und Q = gLeb auf R
Behauptung: es gilt P x Q = hLeb mit h(y) := [ f(x)g(y — x)dLeb(x)

Beweis:
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Benutzen Translationsinvarianz von Leb im vorletzten und Fubini bei letzten Schritt
(P+Q)(A) = +.(PxQ)(4)
= +.(prifprig Leb x Leb)(A)

= [+ @b x Leb)(a, )

= / xa(z + 2)f(z)g(z)d(Leb x Leb)(z, 2)
RxR

- / YA f(@)g(y - z)d(Leb x Leb)(z, y)
RxR

— [ ) [ £@)gly -~ o)dLeblz)dLeby)
R R

lesen daraus Formel fiir A ab

Beispiel 3.35. Mittelwert Bilden ist Falten und Skalieren

(Xi)i=1,...,n» unabhéngige Famile von Zufallsvariablen mit Verteilungen (P;)i—1,. »
- Verteilung von > | X ist Py« ---x P,

— hier ist Unabhéingigkeit wichtig

- Verteilung von S, := 1 3% | X, ist (M%)*(Pl %ok Py

-My:R—>R, z— Az

Mittelwerte der Gleichverteilung

Konvergenz gegen 0, /5 wegen Gesetz der Grofien Zahl

- aber warum sieht das aus wie eine Gauflkurve?

— Erkldrung duch den zentralen Grenzwertsatz

V - reeller Vektorraum (endlich-dimensional)

- bilden S™(V*) - Vektorraum der symmetrischen n-Formen auf V

f:V — R - geniigend oft diffbar
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af - vV = Vv*
betrachten hohere Ableitungen als Abbildungen
-d?f:V — S?(V*) (wegen Symmetrie die partiellen Ableitung)

Sdrf iV SMVY)

P,(V):={peC®R) | (VAeRYv eV | f(Av) = A"p(v))}
ist Vektorraum der homogenen Polynome auf V vom Grad n

— beachte die Glattheitsvoraussetzung: ||v||*"*! ist nicht in P, (V)

Lemma 3.36. Die Abbildung P"(V) — S™(V*) gegeben durch p € P"(V) — Ld"p(0) ist

ein linearer Isomorphismus mit dem Inversen s € S™(V*) — (v — s(v,...,v)).
Beweis. Nachrechnen! O

Homogene Polynome auf V* sind Elemente in S™((V*)*) = S™(V)

betrachten W-Maf3 P auf einen endlich-dimensionalen reellem Vektorraum V'

Definition 3.37. Das n’te-Moment von P ist die symmetrische n-Form u, € S™(V)
gegeben durch

,un(ll,. . ;ln) = E(ll . ln)

fir alle Familien (1;)7—, in V* (falls der Erwartungswert existiert)

- o = 1 (Normierung)
- (1) = E(1)
- ,ug(ll, lg) = E(lllg) = (COV(ll, l2) + E(ll)E(lg)

wegen Lemma fassen p, oft auch als homogenes Polynom auf V* auf: u,(I) := E(I")

G - topologische Gruppe
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betrachten Menge G der stetigen Homomorphismen y : G — U(1)

- G hat wieder Gruppenstruktur (x - x')(g) := x(9)x’(9)

-x " Hg) = x(9)

G lokal-kompakt
- G mit kompakt-offener Topologie ist wieder eine topologische Gruppe
— diese ist wieder lokal-kompakt

Definition 3.38. Fiir eine lokal-kompakte Gruppe G heifst die topologische Gruppe G die
duale Gruppe.

Beispiel 3.39. Beispiele fiir lokalkompakte abelsche topologische Gruppen und deren duale
Gruppen

Z

1

Sto Sloze (xpine 2"

S'>=7Z - Zon (xn:u— u®)

R

12

R- R3& (xe:a— e )

A~

VEVE- V*31le (x: v e ) fiir endlich-dimensionalen reellen Vektorraum

-kl

Z/nZ 2Z/nZ - Z/nZ > [k] = (xp : [l = e

Gml == Go X Gl
haben immer kanonische Abbildung G — G, g — Xg (G > x+— x(9))

- in den obigen Beispielen ist der folgende Satz offensichtlich:

Satz 3.40 (Pontrjagiil Dualitét). Fir eine lokalkompakte abelsche Gruppe ist die kanoni-
sche Abbildung G — G ein Isomorphismus.

Beweis.
in den Beispielen durch Inspektion

allgemeiner Fall: Harmonische Analysis O
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P - W-Maf} auf G

Definition 3.41. Die Funktion
P:G—C, x — E(x)
heifit die charakteristische Funktion von P

- benutzen das Symbol P weil es wirklich die Fouriertransformation des MaBes P bezeichnet
offensichtliche Eigenschaften:

- |P| <1 (da Xl = 1)
- p(l) =1 (Normierung von P)
- p(X_l) = p(X) (P ist “reell”)

- P ist folgenstetig:
— (Xn)neN, limy, 00 Xn = X (in der kompakt-offenen Topologie)
— impliziert punktweise Konvergenz

— majorisierte Konvegenz mit Majorante 1

N

— limy, 00 P(xn) = lim, 00 E(xp) = E(x) = P(X)

Lemma 3.42. Die Abbildung P — P ist injektiv.
Beweis. Harmonische Analysis O

Frage: Was ist das Bild? Antwort in der harmonischen Analysis!

Definition 3.43. f : G > C heif$t positiv semidefinit, falls fiir jede endliche Familie
(Xi)ier in G die I x I-Matriz (f(X;1Xj))i,jeI positiv semidefinit ist.

Lemma 3.44. P fiir ein W-Maf$ P ist positiv semidefinit.
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Beweis.

sei (21,...,7;) in C!

o @aiP(i'xg) = Y #aEOG )
ijel ijel
= E() TizjXix;)
i,J€1

= E(Y wul)

i€l

\Y]

0

O]

Satz 3.45 (Bochner). f : G — C ist charakteristische Funktion eines W-Mafes genau
dann wenn f folgende FEigschaften hat:

1. f ist stetig.

2. f(0) =1

3. f ist positiv semidefinit.
Beweis. Harmonische Analysis O
Charakteristische Funktion und Translation
- g € G induziert Translation um g: T, : G — G,  Ty(h) := gh

G- lokalkompakte abelsche topologische Gruppe
-gin G
- P- W-Ma#f} auf G

Lemma 3.46. ﬁ(x) = x(9)P(x).

Beweis.
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haben Identitét (T, x)(—) = x(9—) = x(g)x(—) von Funktionen G — C
- benutzen das bei !

- benuzten Transformationsformel bei !!

Tg,/*\P(X) = Er, .p(X)
£ Ep(T}x)
= Ep(x(9)x)
= Xx(9Ep(x)
< X9)PK)

Skalieren und charakteristische Funktion
V -reeller Vektorraum,

AeR*

-My:V =V, My(v):= v

P - W-Maf3 auf
Lemma 3.47. ]\TAj-7 = M;P

Beweis.

benutzen
(M) () = e7100) = =M@ = vy (2)

My P() = Eu,.r(x)
= Ep(M3x1)
= Ep(xn)
= (M;P)(1)
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Charakteristische Funktion und Produkte
- (3, H topologische abelsche Gruppen
- P,@Q - W-Mafle auf G und H

Lemma 3.48. Es gilt P/>-<\Q = pr{]f’per
Beweis.

PxQ(x, 1) = Epxq(prexprin)
= Ep(x)Eq(n)
= P()Q(n)
= (priPpr3Q)(x, 1)

Charakteristische Funktion und Homomorphismen
A : G — H Homomorphismus topologischer abelscher Gruppen

- A: H — G dualer Homomorphismus
- A(x) = A"
P - W-Maf} auf G

Lemma 3.49. Es gilt AP = A*P.

Beweis. x € H

—

AP(x) =Ea,p(x) = Ep(A*y) = (A"P)(x)

Beispiel 3.50. Charakteristische Funktion der Gleichverteilung auf [a, b]
- (als W-Maf} auf R)
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A 1 b o—ibE _ giag
— —ix —
PE) b—a/a ¢ AT = e

Ersetzen a,b durch a +¢,b+ ¢

— Entspricht Translation der Gleichverteilung durch ¢
— aus Formel ablesen: T/C-*?({) = e 1 P(g)

— compatibel mit Lemma [3.46

Ersetzen a,b durch aX, bA

— Entspricht Skalierung der Gleichverteilung durch A
— aus Formel ablesen: J\m(ﬁ ) = P(XE)

— compatibel mit Lemma [3.47

Charakteristische Funktion und Faltung
Lemma 3.51. Es gilt P/*\Q = ]5@
Beweis. +: G xG— G

xeG
die Identitéat x(g + h) = x(g)x(h) ist dquivalent zu +*x = pr; xprax

PrQ0) = Eipr))
= Epxo(+*x)
= Epxq(prixprax)
= Ep(x)Eq(x)
= P(nQX)

Fubini im vorletzten Schritt

Beispiel 3.52. Charakteristische Funktion und Momente
sei P - W-Maf} auf V
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Lemma 3.53. Wenn pu, ezistiert, dann ist P n-mal stetig diffbar und es gilt fir k =
0,....n
e = ((id)*P)(0) -

Beweis.

- P(l) = E(e7())

— leiten nach I ab

- idP(l)(h) = E(he™ )
- idP(0)(h) = E(h)
-y = idP(0)

- (id)2P(1)(h1, hy) = E(hphoe )
- (id)?P(0)(hy, ha) = E(h1hs)
- (id)*P(0) = o

usw
O
O
Beispiel 3.54. Charakteristische Funktion der Exponentialverteilung
- (als W-Ma#f} auf R)
P(g) = ozfooo e e Ty = aJC:'if
- pn(P) = (id)"P(0) = 2
- pafit
(]

Beispiel 3.55. Charakteristische Funktion der Normalverteilung

Rechnung;:
— 1 oo . _(ac—m)2 . o2¢2
Norm(m,a)({)zm/ e e 20 dy = e M 2
—0o0



effektive Rechnung in kleinen Schritten:
ac2

- Norm(0,1) = \/%e*TLebR

- Norm(m, o) = Tp, « My Norm(0, 1)

— benutzen: M, .Lebgr = %LebR

T «MgyNorm(0,1) =

— 2

miissen also nur Norm(0,1) = e~ 2 zeigen

Norm(0,1)(§) =

1 «2
TnsMg(——=e™ 2 Leb

m, a, (\/ﬁ R)
1 _@-m?
e 202 T, My Lebr

V2T
LS55 Leb
27ra26 T AmaLCOR
L
e 20 E€DR
2mo?

o . z2
e e T dy

9l
—

—00
52
e 2 [ _(z-ig)?
/ e 2 dx
V2T J oo
52
(& 2

=
3
[
g 8
(@)
|
Q‘1\3
8

ml
ST

in vorletzter Gleichung Cauchy Integralsatz angewendet

durch Berechnung der Ableitungen:
po =1
H1=m

,u2:(72—i-m2
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- pp — i = Var(z) = 0
- pafit

3.6 Gaussche Mafle

in diesem Kaptiel alle Vektorrdume endlich-dimensional iiber R
V' - Vektorraum
- es gibt ein bis auf Normierung eindeutiges Maf3 auf V' welches translationsinvariant ist

- generische Notation Leby

allgemein: b Bilinearform

- es gibt eindeutig bestimmte Dualitdtsabbildung A : V' — V* mit Ap(v)(w) = b(v,w) =
Aj (w)(v)

- wenn b nicht entartet (z.B. symmetrisch positiv definit) ist, dann ist A, invertierbar

- A;l V= V 2 V* bestimmt duale Bilinearform
b*(¢,9) 1= b( 4, (9), Ay (1)) = Ap(A, 1 (9))(4, 1 (1)) = 4, (9) (1)
- also Ay = Ab_l’*

f:V — R Funktion

Definition 3.56. f heifit quadratisch, falls f = q + 1 + ¢ fiir eine homogen quadratische

Funktion q, eine lineare Funktion | und eine Konstante c gilt.

f bestimmt ¢, [, ¢ eindeutig:

= 1(0)
1= df(0)
- q = 3d*f(0)

- schreiben by und Ay fiir b, und A,

123



A:V — W Abbildung

Definition 3.57. A heifit affin wenn A = L + m fiir eine lineare Abbildung L : V — W

und Konstante m in W.

A bestimmt L und m eindeutig:
-m = A(0)
- L =dA(0)

Wenn f: W — R quadratisch und A : V — W affin ist, dann ist A*q quadratisch.
berechnen:

f=q+1l+c

A=L+m

(A°)() = by(L(v)+m, L(v) +m) + [(L(v) +m) +c
= by(L(v), L(v)) + 2bs(m. L(v) + I(L(0)) + by(m.m) + 1(m) + c
= [(L*q) + (2L*Ag(m) + L0) + (q(m) + 1(m) + )] (v)

A*f = L*q+ L*(2A5(m) + 1) + (g(m) + [(m) + ¢) ist quadratisch

sei f quadratisch

-n = dim(V)

Lemma 3.58. Wenn by positiv definit ist, dann gibt einen affinen Isomorphismus A :
R" — V derart, dafi (A*f)(z) = X+ 5||z|? gilt.

Beweis. f=q+1+c

- suchen zunéchst m so dafl

- fl@4+m) =q(z)+ A

~ wegen f(x +m) = q(a) + 2A(m) + (x) + (m) + (m) + ¢

— 2A¢(m) = -1
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— setzen m = —%A;l(l)
- finde dann invertierbare Abbildung L : R" — V derart daB (L*q)(z) = 3||z|/%.
setze A=T,oL=L+m
U

Definition 3.59. Eine Gaussche Dichte ist eine Funktion V — R der Form g(v) := e~ /()

wobei f qudratisch mit positiv definitem by ist.

sei A:V — W affin und injektiv, f eine Gaussche Dichte

Lemma 3.60. A*f ist eine Gaussche Dichte

Beweis.
A=L+m
-baxp = by(L ® L) ist positiv definit

g - Gaussche Dichte

Lemma 3.61. Das Maf$ gLeby hat alle Momente: Fir jede endliche Folge (l;)i=1,..n in
V* existiert [, [[i—; ligdLeby,

Beweis. Lemma [3.58 nach geeigneter affiner Koordinatenwahl:
-V =RV, Leby = Leb, (A f)(z) =+ %HxHQ

(AT U(@) < O+ Ja])

- (1 + ||z|[)"e~11?/2 bez. Leb integrierbar

sei g Gaussche Dichte
- man kann also Leby eindeutig normieren dafl gLeby ein W-Maf ist

P -W-Mafl auf V'
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Definition 3.62. P ist ein Gaussches Mafs, falls es eine Dichte beziiglich Leby hat, welche

eine Gaussche Dichte ist.

berechnen Momente fiir Gaussche Mafle

V- reeller Vektorraum

- f = g+ + ¢ -quadratische Funktion, positiv definit
P := e TdLeby Gaussches MaB

Lemma 3.63. FEs gelten
1 —1,%

und ) ) )
= 7A71’*12 —_ * = 2 —_ * .
pa = 34y Tl =Mt oa
Insbesondere ist P durch p1 und po eindeutig bestimmd.

Beweis.
firéinV,tin R
- Ai(v) := v + t€ - Translation

- Translationsinvarianz von Leby

/A:g dLebV:/gd(At,*LebV):/gdLebV
|4 |4 |4

(000 / Atg dLeby =0
1%

Aff = f+t2A(&) +1(9)) +t°q(9)
On(Afe™) = —[245(&) + 1(€)) + 2tq(&)]Afe™!

(O=o(Afe™) = ~(245(6) + )
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Of(Are™) = [[245(8) +1(&) + 2tq()? A — 2q(&)]Aje™!
(O )=o(Afe™) = [(247(€) +1(&)* — 2q(&)]e!

2E(Af(€)) +1(6) =0

also
1

E(47()) = —51(¢)

(245(8) +1U(€))* = 4A4(€)* + 445 (§U(E) + 1(&)?

0 = 4E(Af(€)*)+4U(E)E(Af (£))+1(€)*—2q(€) = 4E(Af(€)*)—21(&)*+1(£)*—24(&) = 4B (A(£)*)—1(£)*—24(€)

also
1

E(A/(6)) = 3a(6) + 11(6)

lesen ab:

. 1

1 1
A* i 7l2
FH2 2Q+4

- p1 und po bestimmen also Gaussches Maf eindeutig

1 —1,%
Hm1 = _§Af )
benutzen A;l’*q =q*
= —A ’ l — * = — *
H2 =54y + 54 =M + 54

127



Charakteristische Funktion
P = e /Leby - Gaussches MaB
finde affine Abbildung A : V — R" mit

2
f=artr(lgh 4o
- ¢ bestimmt sich aus Normierung

- 2

~ [, e fdLeby = [, A*e~("8FdLeby = s [, e~
— mit sLebgrn(x) = ALeby

Il

2
2 +9)dLebgn (z) = se™V/2m "

- also ¢ = In(sv27 )

Lemma [3.48

—

AP = ﬁNorm(O, 1) = ﬁe*T —e 2

i=1 =1
Schreiben A = L+m =1T,,0 L
- AP(X) = Ty (LP)(x) = X(m) L, P
- x(m)"'A.P(x) = L.P
Lemma [3.5]

- mit x(—) = e~ (Identifikation von V mit V*)
ﬁ(l) — eil(L_l(m))efHL*’;I(Z)HQ

- beachte: L* : R" — V* (mit R" = R™*)

Lemma 3.64. Fin Produkt von Gausschen Mafen ist ein Gaussches Map.

Beweis. P - Gaussches Maf3 auf V
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Q@ - Gaussches Maf§ auf W

P x @ ist Gaussches Mafl auf V. x W

P =e TLeby, Q = e 9Leby,

- Leby xw = Leby x Leby (bei geeigneter Normierung)
nach Fubini:

CPx Q= e P P Leby oy

-pry f +pryyg: V@ W — R ist quadratisch und positiv definit

betrachten A : V — W affin
P Gaussches Maf} auf V

Lemma 3.65. Wenn A surjektiv ist, dann ist A, P ein Gaussches Mafl auf W .

Beweis.

1.Fall A ist Translation A(v) =v+m
- P =e"'Leby

AP = AP

— A~L* f ist quadratisch und positiv definit

2. Fall A is linear:

sei P = e fLeby

- by is positiv definite Bilinearform

— definiert Orthogonalitét

-V =ker(A) @ ker(A)*

- haben kanonischen Isomorphismus ¢ : W — ker(A)+ mit A o: = idy
setze fo := flker(4) URd f1 :=|ker(a)L

g:=1f

Leby = Lebyer(a) X txLeby

- f= prlter(A)fO + Prier(a)t fi—c
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Fubini:

P = e fLeby = e P/ o Per)t 1) Teby, = ¢ Plier)® 5 4 eI by

AP = fioqaye e Lebyy

ist Gaussches Maf3 auf A

O]

Korollar 3.66. Die Fualtung von Gausschen Mafen auf V' ist wieder ein Gaussches Mafs.

Beweis. P,(Q - Gaussche Mafle

- P x @Q - Gaussches Maf3 auf V x V

-+ :V xV =V is affin und surjektiv

- ++(P x Q) ist Gaussches Maf nach Lemma

Beispiel 3.67. Berechnen Norm(m, o) * Norm(m’, o)

- berechnen charakteristische Funktion

— —_—

—Norm(m, o) * Norm(m/, o’) = Norm(m, o)Norm(m’, ')

2 1,242
_o%Et _ rie _00%¢
e 7 e M2

—_—
Norm(m, o)Norm(m/,o’) = e
,)567 (02+02/,2>§2

—

= Norm(m +m/, /o2 + o'?)

also

Norm(m, o) * Norm(m’, ') = Norm(m + m’,v/o2 4 ¢/2)

X - Norm(m, o)-verteilt
X' - Norm(m/, o’)-verteilt

-dann X +Y - Norm(m + m/, Vo2 + ¢2)-verteilt
beobachten:
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M, ;. s5.,(Norm(0, o)  Norm(0, ) = M 5 .Norm(0, v/20) = Norm(0, o)
analog
Ml/\/ﬁ’*(Norm(O, O') K oeee Xk NOI‘IH(O, U)) = NOI'HI(O, U)

NV
n mal

also falls (X;)I" ; unabhingig Norm(0, o)-Verteilt
- dann ﬁ > X; ist Norm(0, o)-Verteilt

3.7 Zentraler Grenzwertsatz

Bemerkung 3.68. Beobachtung

(X)ien Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit Verteilung P mit Mittelwert 0
- charakteristische Funktion P

-1, = ﬁ > oio X; hat Verteilung @, mit charakteristischer Funktion Q. = ]—2’(%)”
- allgemein mit m = E(X() und E(X?) = o2

- P(&) =1+ mé + 3026 + 0(&?)

- wegen m = 0

- Qu() = P(5)" = (1+ 5,02 + o(€7/m))"

- Grenzwert fiir n — oo

im0 Qu(€) = e

— Grenzwert ist charakteristische Funktion von Norm(0, o)

— Konvergenz wiirde aus lim,, o T;, — T (in Verteilung, schwach) mit 7" mit Verteilung

Norm(0, o) folgen

Ziel dieses Kapitel: Beweis dieser Tatsache

Normierung von Zufallsvariablen
X - Zufallsvariable
E(X) =m, Var(X) = o2
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Definition 3.69. X* := 1(X —m) heift die Normierung von X

E(X*) =0
Var(X*) =1

(X;)ien Folge von Zufallsvariablen

S = g Tico X

Annahme: identisch verteilt, unabhéngig
E(S,) =0

Var(Sy) = & 32 E(X7X7) = 1
Normalverteilung =0, o0 = 1

X, gleichverteilt in [0, 1]

-E(X;) =1/2

- Var(X;) = 1/12

- Xp = V3K~ 1/2)

- Simulation: 1000 mal Mittelwerte iiber 1000 Experimente

X; binomialverteilt, p = 0.4, n = 20

(X,)ien Folge von Zufallsvariablen

Y - Zufallsvariable, Norm(0, 1)-verteilt

Satz 3.70. Annahme:

1. (X;)ien ist identisch verteilt.
2. (Xi)ien ist unabhingig.
3. E(Xo) existiert.

4. Var(Xy) ewistiert und ist positiv.

Dann gilt limy,—,o S — Y (in Verteilung/schwach).
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Beweis.
wenn wir X; durch X ersetzen, dann &ndern wir S}, nicht

- nehmen oBdA an: E(Xp) =0, E(X?) =1

miissen zeigen: lim, oo E(f(S))) = E(f(Y)) fir alle f € Cp(R)

— nach Lemma kénnen zusitzlich annehmen: f € C?, f’ beschriinkt, f” beschrinkt

und gleichméfig stetig

- fixiere f mit diesen Eigenschaften

Taylor for f bei a

- fla+z) = f(a) + f'(a)x + 3 f"(a)2® + 52°[f"(a + 0z) — f"(a)]
~ mit ¢ € [0, 1] (Funktion von x)

- R(a,z) := 32°[f"(a + 0z) — f"(a)] - Rest

—|R(a,z)| < 22||f"||c fiir alle (a,z)

- sei € > 0 gegeben

— wiihle § > 0 so da8 |R(a,z)| < %€ fiir |z| < § and alle a
— benutzen hier die gleichmiflige Stetigkeit von f”

- dann

[R(a,2))| < a®[ex(-s4 () + 1 F" I xm\[-5.0)(2)]

fiir alle (a,x)

wihle Folge von Zufallsvariablen (Y;);en
- unabhéingig und unabhéingig von (X;)ien
- N(0, 1)-verteilt

~setze T = LYY,

n

- dann T7¥ ist auch Norm(0, 1)-verteilt

geniigt zu zeigen: lim, oo E(f(S})) —E(f(T)) =0
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setze X, = %, Yin = %

setze Wip = Z;"j) Yjn+ Z?:_ilﬂ Xjm
—esgilt Wi + Xin=Wii1n+Yio1n
- f(S:;,) - f(T;zk) = Z;l:—ol (Wz,n + Xz,n) - f(Ww’L + E,n)

- f(Wip) und X, sind unabhéngig
- f(Wi5) und Y;,, sind unabhéngig

— benutzen Tayor Entwicklung von f tmit a := W;,,

n—1
* £ 1
FES) = FT) = Y S Win) (Xin = Yin) + 3 5 f (Win) (X, = Vi)
=0 1=0
n—1
+ D [R(Win, Xin) = R(Win, Yin)]
1=0
wenden E an:
n—1
B(f(S0) —EATN < D EIRWin, Xin)|) +E(R(Win, Yin)|)]
=0
n—1
<€) [EX7Xs0(Xin)) + B X155 (Yin)]
=0
n—1
+11£71] Z[E(XZnXR\[—&(S] (Xin)) + E(Y xR\ 5.6 (Yin)]
=0
< 264 2| f7 |l oo E(XoXR\[—6n.6n) (X0))
n—oo 26

benutzen im ersten Schritt:
- E(f/(Wzn)in) = E(f/<Wzn))E(in) =0
-E(f"(Win)XZ,) = E(f"(Win)E(XZ,) = E(f"(Win))E(Y2,) = E(f"(Win)Y2,)
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benutzen in letzten Schritt E(X7) = 1,

- also E(Xin) =1

n

- also GZ?:_OI E(Xan(—é,é)(Xi,n)) <e

— fiir ersten Summanden

n—1

ZE<Xi2,nXR\[—§76}(Xi,n)) = nE(X§,Xr\[-5,8(Xon))
i=0

= E(X§x®\[on,6n)(X0))
— fiir zweiten n Summanden

— limy 00 E(X(%XR\[—(STL,&TL} (Xo)) =0

— wenden hier Satz iiber monotone Konvergenz

€ beliebig wihlbar

n—oo

- erhalten wie gewiinscht [E(f(S})) —E(f(Z7;)) — 0

4 Schiatztheorie

4.1 Beschreibung des Problems und der grundlegenden Begriffe

Beispiel 4.1. Reissnagel
werfen Reissnagel

- beobachten, ob er auf der Spitze oder dem Riicken liegen bleibt

Mit welcher Wahrscheinlichkeit p bleibt er auf dem Riicken?

Vermutung: p ~ Anzahl der Riickenlagen
&P~ Anzahl der Wiirfe
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- Wie gut ist die Schétzung?
- Wird sie besser, wenn man 6fter wirft?

- Kann man systematisch zu der Vermutung kommen? a

Beispiel 4.2. Taxiproblem:
Taxis in einer Stadt sind fortlaufend numeriert

- beobachte Taxis an einer belebten Straffie und notiere Nummern

Wieviele zugelassene Taxis gibt es?

Schétzung: maximale beobachtete Nummer
- Ist diese Schitzung gut?
- Geht es besser?

- Sei max. notierte Nummer 1000. Kann man angeben, wie viele Taxis man beobachten
mufl, um mit Wahrscheinlichkeit 0.95 zu sagen, dafl die gesuchte Zahl kleiner als 1010 ist?

O
Beispiel 4.3. Karpfenteich

Mochte die Anzahl N der Karpfen im Teich schitzen

- setze n Goldfische ein
— die vertragen sich gut mit Karpfen und mischen sich drunter (Modellannahme)
- fange F' Fische wieder raus

- davon sind f Goldfische

P
Vermutung;: el
N on_n
- also & ~ o

-also N =~ n(? -1)
- Wie gut ist diese Schétzung?
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- Sei A gegeben. Wie gro muf} ich F' und n wihlen damit N in [n(? —-1)—A, n(? —1)+A4]
mit Wahrscheinlichkeit 0.95 liegt?

- hier ist f die Zufallsvariable

allgemeine Situation:

(2, B) meBbarer Raum: Beschreibt die elementaren Ereignisse in Hintergrund
- wir kennen aber noch nicht das W-Maf

— betrachten deshalb P : © — P(Q) - Abbildung

— Familie der infragekommenden W-Mafle auf (€2, B)

— schreiben P auch als Familie (Py)yco
Definition 4.4. (2, B, (Py)gco) heifit statistisches Modell.

Beispiel 4.5. Einen W-Raum (2, B, P) kann man als statistisches Modell betrachten

- mit © = * O

(Q, B") meBbarer Raum: beschreibt beobachtbare Ergebnisse des Experiments
X : Q — Q' meBbare Abbildung

- beschreibt das Experiment
Beispiel 4.6. (¥,8') = (Q,B) und X =idg O

Definition 4.7. X : (Q,B) — (0, B') heifit Statistik.

wollen Informationen iiber den Parameter ¥ des vorliegende Mafl Py erhalten aus dem
Ergebnis des Experimentes

- g:© — O - beschreibt uns interessierende Information

Beispiel 4.8. ©' = 0 und g = idg O

137



wihlen dazu g : ' — ©’

Definition 4.9. Die Funktion § heifit (Punkt)Schdtzer fir g.

- bei Beobachtung von x in €' ist §(z) die Schétzung von g(¢)

Bemerkung 4.10. mogliche Interpretation:

02
~ \
P lg
g ¥
0 —0
verstehen P als verallgemeinerte “gewichtet mehrwertige” Abbildung nach 2

— echte Abbildung ¢ : © — Q ist Spezialfall: Py = d4(y)

- suchen g so dafl Quadrat “moglichst gut” kommutiert O

Beispiel 4.11.

bisher keine Relation zwischen g und g festgelegt

- man kénnte einen Wert 9y in © auswéhlen und g := consty(y,) setzen

— unabhingig vom Ausgang des Experimentes schitzt man dann immer dafl g(Jg) vorliegt

- das ist natiirlich nicht sinnvoll, da man die Beobachtung nicht nutzt O

ein Punktschétzer liefert einen Schétzwert g(x) in © fiir g(¢) bei Beobachtung von x

- ein Konfidenzbereich liefert ein Teilmenge C'(z) von ©' in welcher wir g(9) vemuten bei

Beobachtung von x

Definition 4.12. Ein Konfidenzbereich ist eine Teilmenge C' C ) x ©'.

- interpretieren C' als Familie von Teilmengen (C(z))eqr von ©’

- die Ubersetzung wird durch folgende Gleichungen bestimmt:
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— C' gegeben
— dann C(z) = prg/ ({z}) N C

—(C(z))zeqr gegeben
— dann C = U, eq {2} x C(2)

bei Beobachtung von x wird geschitzt, da g(¢) € C(x) liegt

Beispiel 4.13. Konfidenzbereiche verallgemeinern Punktschéitzer
g - Punktschétzer
- betrachten C' := Graph von g = {(z,g(z)) | x € Q'}

—also C(z) = {g(x)}

betrachten Mafle fiir die Giite von Schéitzern und Konfidenzbereichen
Gegeben:

-g:0 -0

- 1> a > 0 vorgegeben: 1 — a heifit Konfidenzniveau

- C - Konfidenzbereich

Definition 4.14. C ist ein Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1 — « falls
inf P, ) X)H>1-
Inf Py({g(0) e C(X)}) 21~ a

gilt.

- es kann passieren, dafl die Teilmenge {g(¢) € C(X)} nicht in B liegt

- dann interpretieren wir Py({g(¥) € C(X)}) als supscp acg)cc(x)y Po(A)

Interpretation:
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- Ich bin mir bei Beobachtung von x = X (w) sicher, da8 g(¢) € C'(z) mit Wahrscheinlichkeit
1 — « gilt.

- Hier ist X und damit das Intervall C'(X) die zufillige Variable und ¢ fest, aber unbekannt.
— wenn « sehr klein ist, dann bin ich mir bei der Beobachtung von x sehr sicher, dafl
g(¥) € C(z) gilt

Beispiel 4.15.

C = x O ist ein Konfidenzbereich zum Niveau 1

- C(z) = O fiir alle z in

— es ist sicher daB g(v) € ©’

— aber liefert keine Information iiber g(v) O

Allg. Konstruktionsproblem fiir Konfidenzbereiche:

- je kleiner C'(z) ist, um so mehr Information tiber g(1J) erhélt man

- Die Aufgabe wird es sein, zu vorgegebenen Konfidenzniveau einen moglichst kleinen

Konfidenzbereich zu konstruieren

Beispiel 4.16. Allg. Konstruktionsprinzip von Konfidenzbereichen zum Niveau 1 — «

a gegeben

- wiihle fiir jedes 9’ in ©" Teilmenge A(¥)') C Q' so daB infye 19 (XuPy)(A(D)) > 1 -«
- definiere C':= Jy e A(V') x {¢'}

- dann C(z) := C Nprgy; ({z})
es gilt ¥ € C(z) & (2,0') € C & x € A(Y)
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- dann ist

inf Py({o(0) €CO)) = nf inf | P({g(9) € O(X))

= inf inf (X.P, ceY|¥ecC
ook, e nf 19,)( 9)({@ | (x)})

= inf inf (X.P, % A
ﬂ}ge,ﬂeglgw,)( 9){z € Q' [z € A(D)})

l—«

Y

sollten die Teilmengen A()) moglichst klein wihlen

Beispiel 4.17. Konfidenzintervalle
- nehme an dafl ©' = R:
- dann ist C'(x) oft ein Intervall: Konfidenzintervall

- oft konstruiert man C(z) in der Form C(x) := [§(x)—e€yu(x), §(z)+€,(z)] fiir Punktschétzer
g O

Betrachten jetzt Mafe fiir die Qualitdt von Schétzern

- nehme an dafl ® = R und die Schitzer meBbar sind
- schreiben Ey := Ep,

— dann ist g o X : Q — R numerische Zufallsvariable

Definition 4.18. Der Schitzer g fir g heifit erwartungstreu, falls Ey(g(X)) = g(¥) fir
alle 9 in © gilt.

Die Zahl Biasy(g) := Ey(g(X)) — (V) heifit der Bias des Schdtzers

Beispiel zeigt: Es gibt nicht immer erwartungstreue Schétzer

Definition 4.19. Die mittlere quadratische Abweichung des Schditzers § von g ist die
Funktion
© 39— R(¥,9) = Ey((9(X) — g(9))?) .
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man kann die mittlere qudratische Abweichung durch Varianz und Bias ausdriicken

R(9, g)
= Es((9(X) — 9(9))%)
= Ey((3(X) - Es(9(X))) — (9(9) — Eg(3(X)))?)
= Es((9(X) —Eg(3§(X)))*) = 2E5((9(X) — Eg(3(X))(9(9) — E5(§(X))) +Es(9(9) — Eg(3(X))?)

= Vary(§(X)) + Biasy(9)?

- wollen da8 R(¥, g) fur alle 9 klein ist
— wollen also Vary(g(X)) und |Biasy(g)| klein haben

Beispiel 4.20.
man kann immer erreichen, da8 R(do, §) = 0 fiir eine Wahl von 9y:
- setze g = consty(y,)

- das liefert aber keine Information und auBerdem wird R(4, §) fiir ¥ # ¥ nicht klein sein
(]

(Q, B, (Py)yeco) - statistisches Modell
X :(Q,B) — (,B') - Statistik

- g: © — © - zu schiitzender Parameter

Definition 4.21. Ein erwartungstrever Schitzer g : Q' — ©’ fiir g heifit bester erwar-
tungstreuer Schitzer, falls fiir jeden anderen erwartungstreuen Schitzer §' : Q' — ©' die

Ungleichung Varyg(g(X)) < Vary(§' (X)) fiir alle ¥ in © gilt.

- werden spéter diskutieren, wie man beste erwartungstreue Schétzer erkenne kann

oft hat man die Situation, dal man das Experiment mehrfach ausfithren (oder anderweitig

verfeinern) kann um damit die Qualitdt der Schitzung zu verbessern.
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das fithrt zu:

- Familie von Statistiken (X, )nen
- X, : Q= Q)

- Familie (g, )nen von Schitzern
—gn: Q2 > O

n— o0

Definition 4.22. Die Familie von Schitzern (gn)nen heifst konsistent, falls g,(X,) —
g(¥) in Wahrscheinlichkeit gilt fiir alle 9 in ©.

- Konsistenz bedeutet also:

T Py({]ga(X) — 9(9)| > ) =0

fiir alle € in (0,00) und ¥ in O

- wir nehmen an, daf§ auf (€, B’) schon ein Ma8} u definiert sei

- wir nehmen an, dal X, Py = fyu gilt fiir alle 9 in © fiir eine Familie von Dichten (fy)yco

Definition 4.23. Die Funktion © x Q' : (¢, x) — fy(x) heifst Liklihoodfunktion.

- beachte, daB die Liklihoodfunktion fy nur eindeutig bist auf Anderung auf einer pu-

Nullmenge bestimmt ist

betrachten Schitzer g : ) — @' fiir g

Bemerkung 4.24.

liegt ¥ vor und ich beobachte = so dal fy(x) sehr klein ist, dann sollte die Beobachtung

ein statistischer Ausreisser sein
- die Warscheinlichkeit von x bei Vorliegen von 9 sollte grof} sein

- man sollte davon ausgehen, dafl die Beobachtung von x kein Ausreisser ist und deshalb

der Wert von ¢ so war, dafl fy(z) recht grofl ist

- die Betrachtung des Extremfalls fiir zum Begriff des Maximum-Likelihood Schétzers O

143



Definition 4.25. Der Schdtzer g heifst Mazimum-Likelihood Schdétzer fir g, wenn

sup fy(z) = sup  fy()
JEO deg—1(g(z))

gilt fiir fast (bez. p) alle x in Q.

Bemerkung 4.26. Abhingigkeit von pu

i - weiteres MaB auf €' mit gleicher Mafiklasse

- dann p = pp/ mit p > 0 (p fast iiberall)

- dann fj, = pfy (Liklihoodfunktion beziiglich ')

- p unabhéngig von 9

- wenn g Maximum-Liklihoodschétzer fiir Wahl ' ist, dann auch fiir p

Die Bedingung, Maximum-Liklihoodschétzer zu sein, hdngt nur von der MafBklasse von g

ab!

Bemerkung 4.27.

wenn ¥ — fy(x) fir jedes feste = ein eindeutig bestimmtes Maximum hat, dann gibt es

einen eindeutigen Maximum-Likelihood-Schétzer
- liefert Methode, sinnvolle Schétzer zu finden

— fiir jedes x definiere g(z) als Bild unter g des Ortes des eindeutigen Maximums von f_(x)
O

4.2 Schitzung der Erfolgswahrscheinlichkeit im Bernoulli Experiment

Situation: Werfe Reisszwecke

- wollen aus Beobachtung Wahrscheinlichkeit p fiir Riickenlage bestimmen

bilden statistisches Modell:
- Q@ =[[x{r, s} (Riicken, Spitze nach unten)

- B - 0-Algebra der Zylindermengen

144



- (Pp)pe[(),l]
- P, ist unendliches Produkt der W-Mafle auf {r, s} mit Parameter p(r) =p
VS 0= [05 ]-]

Experiment:

- werfe Reisszwecke n-Mal und zéhle Anzahl der Riickenlagen

-, ={0,1,...,n}

- X : Q= Q)

~ Xp(w)=t{ie{0,....,n—1} |w; =7}

X« P, hat Dichte frp(z) := (2)p"(1 — p)"~ beziiglich Zahlmafes

die zu schitzende Grofle:
-0'=0

-9= id[o,ﬂ

Versuchen, MLS g, fiir ¢ zu finden

- wollen Maximum von f, ,(x) bez. p bestimmen
-In(fop(x)) =xzlnp — (n—2)In(l —p) + ln((Z))

- ableiten nach p:

S In(fpla)) = & - vt

In(fup(@)) = — % - = <0

— Nullstelle:

— (I =p)lz=p(n—z)

— T =pn

- dort ist das Maximum wegen zweiter Ableitung < 0

setze gn(z) == £

n

ist der Maximum-Likelihood-Schéatzer
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Der Schitzer g, ist Erwartungstreu:

Ep(9n(X)) =

Ex, .p,(9)
" /n
> ()ra-oret
x
x=0
zn: n—1 *(1 )nfxnx
= r—1 P P rn
n—1 n—1
pz< N )px(l—p)"”
=0
p

Beispiel 4.28. Es gibt nicht immer erwartungstreue Schétzer

- sei h: Q, — R Schéitzer fiir h(p) = /P

- dann

— das ist ein Polynom in p

— h(p) ist kein Polynom

~

— also kann nicht E,(h(X)) = h(p) fiir alle p in [0, 1] gelten

Die Folge (gn)nen ist konsistent:

- betrachten die unabhéngige Folge der Zufallsvariablen (X;);en

0 w;=s

—Yi(w):{ 1 wy=r

- dann ist §,(X) =S, = 1 Z:‘L;ol Y;

T n

— die Mitglieder der Folge (Y;);en sind identisch verteilt und integrabel

— starkes Gesetz der groflen Zahl gilt: S, nze p fast sicher

— insbesondere §,(X,) "= p fast sicher
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Konfidenzintervalle:

- betrachten gg

- suchen Konfidenzbereich fiir Niveau 0, 8

— benutzen Prinzip vom Beispiel

z\p | O 0.1 02103 |04 | 05|06 |07 ]|08]09 1 C(z)
0 | 1.00| 0.53 | 0.26 | 0.12 | 0.05 | 0.02 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | [0,0.2]
1 |0.00| 0.35 | 040 | 0.30 | 0.19 | 0.09 | 0.04 | 0.01 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | [0.1,0.4]
2 10.00| 0.10 | 0.25]0.32 | 0.31 | 0.23 | 0.14 | 0.06 | 0.02 | 0.00 | 0.00 | [0.2,0.6]
3 |0.00 | 0.015 | 0.08 | 0.19 | 0.28 | 0.31 | 0.28 | 0.19 | 0.08 | 0.01 | 0.00 | [0.3,0.6]
4 10.00 | 0.00 | 0.02]0.06|0.14 | 0.23 | 0.31 | 0.32 | 0.25 | 0.10 | 0.00 | [0.4,0.8]
5 10.00 | 0.00 [0.00|0.01|0.04|0.09|0.19 | 0.30 | 0.40 | 0.35 | 0.00 | [0.5,0.9]
6 | 0.00 | 0.00 | 0.00| 0.00 | 0.00 | 0.02|0.05]|0.12 | 0.26 | 0.53 | 1.00 | [0.8,1]

listen in der Tabelle P,({g6(X) = z})

- streichen in jeder Spalte der Grofle nach so viele Zahlen rot, daff die Summe der roten

Zahlen grofler als 0.8 ist

— das entspricht der Menge A(¥') in

- Lesen den Konfidenzbereich C'(x) als Menge der roten Eintriige in der Zeile fiir =

haben hier eigentlich mit © = {0,1/10,2/10,...9/10, 1} gearbeitet

— checken also nur P,({p € C(z)}) nur fiir p=1:/10,7=0,...,10

Optimalitdt von gy:

- gn ist bester erwartungstreuer Schitzer fiir p

Dieser Teil des Beispiels kann erst nach Kapitel verstanden werden

benutzen Fischer-Information I,,(p):

fap(@) = (M)p®(1 — p)"~* bez. ZihlmaB

- In fop(@) = In((3)) + zln(p) + (n — ) In(1 - p)

- (In frp(2))

_z
P

n—x
1-p

(1—p)z—p(n—z) _

T—np

p(1-p)

~ p(1-p)
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Ln(p) = Ex,.p,(((In fap(x)))?)
= EBinom(n,p)((]%)z)

1
= A= pp Binemn) (a® = 2npz + (np)?)
np(1 — p) + n?p? — 2(np)* + (np)*
p*(1—p)?

— benutze hier: Eg;pom(np)(2) = np und Epgjpom(np) (22) = np(1 — p) + n?p?

Va'rpp (gn(X)) = IEBi?mm(n,p) ((g - p)2)

- EBinom(mp)((x/n - p)Q)

z2  2axp

2
= EBinom(n,p)(ﬁ - T +p )
np(l — —|—n2p2
_ (np( PZ )—2p2+p2
n
_ p(d-p)
n

- Varp, (4u(X)) = 145
-g'(p)=1
Bemerkung 4.29. Optimalitit ist kein Wunder:

- in der Tat: X, . P, hat Dichte ed@n(in(p)—In(1-p))+nin(1-p)+in((3)) beziiglich Zahlmass

- das ist eine exponentielle Statistik mit s(p) = n(In(p) —In(1 —p)) und b(p) = —nln(1l —p)
und ¢(z) = In((}))

- insofern Optimalitdt kein Wunder O
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4.3 Schitzung von Mittelwert und Varianz

Situation:

- haben unabhéngige Folge identisch verteilter Zufallsvariablen

— (Yi)ien

- beobachten endliche viele Glieder und wollen daraus den Mittelwert und die Varianz der

gemeinsamen Verteilung schitzen

statistisches Modell und Experimente

- (2, B)

- (Y : © = R),en - Folge mebarere Abbildung

-0 ={P e P(Q)| (Yn)nen ist unabhéngig, identisch verteilt mit Momenten bis zur Ordnung 4}
Modell: (2, B, (P)peco)

n-tes Experiment:
- (Q;HB’:’L) = (RanOTGZ)
-Xp =Y, ., Y1) : Q> R

zu schitzende Grofien:
-p:© =R, g(P) =Ep(Y)
-v:0 =R, v(P)=Varp(Yp)

— man kann hier Yy durch Y; fiir ¢ in N beliebig ersetzen

wissen nichts iiber X, . P - konnen also Maximum-Likelihood-Methode nicht verwenden

Beispiel 4.30. betrachten speziellere Situation:

- unabhingige Familie normalverteilter Zufallsvariablen

(2, B) :=[Ix(R, Borel)
O =R x (0,00), (u,0) €O

- Puo =[]y Norm(pu, o)
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- Modell also (€2, 5, (PM,U)%R’UE(O,OO))

- Y; - Projektion auf ite Komponente
wollen p und o? schétzen

-~ X, =Yo,...,Y 1) : Q5 R"

—dann X, +P, s = fnucleb - mehrdimensionale Normalverteilung

(z,—pm)?
L n—1 1 —
— suchen Maximum von fy, (2o, ...,2n—1) bez. (u,0) (fiir festes xq,...,Tn—1)

0= 8uIn frpo = =5z Sico (@i — 1)

- gibt p =230

0= frpo = =2+ &5 37175 (21 — )’
- gibt 02 = L3705 (2 — p)?

Check: diese Stelle ist ein Maximum

in dieser Situation:

fin(z) 1= % ?:_01 i

On(2) = 3 150 (@i — fin(2))?
sind MLH Schitzer fiir 4 und o2

zuriick zur allgemeinen Situation:

- raten: i, : R" - R, i, (z) =1 ?:_01 Li

“n

Erwartungstreue:

Ep(fin(Xn)) = 5 Yi2o Ep(Yi) = Ep(Yo) = u(P)
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Konsistenz:
Starkes Gesetz der groflen Zahl:
n—

- fiir jedes P in © gilt : fi,(X,,) "= u(P) fast sicher

- also ist (fin)nen konsistent

raten Schétzer fiir Varianz:

S RS R, D () = Y0 (@ — fin)?

Konsistenz:

~ — ~ — ~ —1 ~ —1 ~

Un = %Z?:Ol (2 — fin)? = %(Z?:ol x? — 2fin 35770 i+ fin) = %Z?:o x? - i

- da P Momente bis zur Ordnung 4 hat, dann gilt starkes Gesetz der groflen Zahl fiir
(XP)ien

— p(Xn) "= v(P) fast sicher

- also ist (0, )pen konsistent

Erwartungstreue:

- Vorbereitung:

~ sehweibe fin (X,) = pu(P) = £ S04 (Y; - u(P))
— (Y;)ien - unkorreliert

— Ep((Ain(Xn) — p(P))?) = 3o(P)
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der Schétzer 0, ist also nicht erwartungstreu
N —1 ~
Yo = o1 i (i — fin)?

- dann ist §,, erwartungstreu

Korrigieren: §, := (1 — 1)

- die Familie (8,)nen ist immer noch konsistent (da (1 — 1)1 ")

da wir keine weitere Information iiber P haben, ist es im allgemeinen nicht méglich, Kon-

fidenzintervalle anzugeben

- machen deshalb Zusatzannahme: betrachten Teilfamilie von © mit Varp(Xy) < v

- dann Var(f,(X,) < 2

- n

- Chebyshev: P({|fin(X,) — u(P)| > €}) < -~

S

— schreiben x = (zg,...,Zp_1)

C@) = [ale) - \/g , file) + \/Z}

ein Konfidenzintervall fiir p zum Konfidenzniveau 1 — «

- dann ist
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4.4 Taxiproblem

Situation:

habe Zufallsgenerator, welcher unabhéngige gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall [0, m]

erzeugt

- beobachte die ersten n Ergebnisse und mdéchte m schéitzen

(9, B) :=[[y(R, Borel)
O =(0,00), me O

= P = [y 7 X[0.m)Leb
Modell: (2, B, (Py)meo)

Y; : Q = R - ite Projektion
n-tes Experiment

(Q,,B.,) = (R™, Borel)

-Xp =Y, ., Y1) : Q> R

MLS fiir m:
- X P = [0 2 X(0,m) (%) Leb

-m H?;ol %X[O,m} (z;) hat Maximum bez. m in max{zg,...,z;—1}

—in der Tat

n—1
1 0 m < max{zg,...,Ti—1}
11 —X[o,m) (i) = { 1

m

— MLS fiir m ist my (2o, ..., Tn—1) = max{zg,..., i1}

anderer Schitzer fiir m

- wissen E, (X;) = 3m

o 2 n—1
— raten: My, (To, ..., Tn_1) 1= 2 ) i ) X
untersuchen Eigenschaften
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Konsistenz:
Starkes Gesetz der Grofien Zahl gilt fir m/, (X))

- (], nen ist konsistent

Pr({|mn(Xy) —m| >€}) = Pp({max{Yp,...,Yn_1} <m —¢€})

- (Mp)nen ist konsistent

Erwartungstreue:
Ep (7, (X5)) = m

- m}, ist Erwartungstreu

bestimmen Dichte von m, (X, )P, auf R
- Pm({mn(Xn) < x}) = (%)n

S Ou(2)n = 2 (z)n

also ist M, nicht erwartungstreu

Korrektur: m/ := 21y,
n

- ist erwartungstreu und auch konsistent

welcher von m/, und m] ist besser?
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untersuchen dazu Varianz:

Varn (i, (Xa)) = = Vara(> YY)

Varm (mn(Xn) = Ep(in(Xn)?) = By (120 (X))
2

1

also Var,,(m/(X,)) = ()% 2 m? n(n+2)

n n2

TR
- wegen n(n + 2) > 3n gilt Var,,(m!(X,)) < Var,,(m),(X,))

- der Schitzer 7 ist also “besser” als m/,

Konfidenzintervall:

Suchen Intervall C'(x) als Funktion von 7, (x) := max{z,...,2Z,—1} zum Konfidenzniveau

l—«
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- suchen zunéchst m +— d(m) derart dal P, ({m(X,) € [m —d(m),m|}) =1—«

m nwnfl
P,({m(X,) € [m —d(m),m]}) = / dx

16sen nach 6(m) gibt: 6(m) = m(1 — a'/™)

Teilmenge C' = {(m,r) | m —§(m) <r < m} von (0,00) x R ist Konfidenzbereich

Konfidenzbereich bei 7 ist dann durch C(r) = {m | (m,r) € C} gegeben
- (m,r) € C heit m —o(m) <r <m

- also C(r) = [r,r + €(r)] mit oberer Grenze bestimmt durch
—(r+e(r)—0(r+e(r)=r

—e(r) = (r+ e(r)(1 — a¥/m) = 0

— aY"e(r) = r(1 —al/m)

—elr) =T

Konfidenzbereich zum Niveau 1 — « ist

- wird immer kleiner fiir n — oo

Zahlenbeispiel
a=0051r=1

wollen /™ > 0.99

- 0.05/™ > 0.99

-n >1n(0.05)/1n(0.99) = 298

- Damit ich m auf zwei Kommastellen mit Konfidenz 0.95 bestimmen kann muf} ich ca 300

Beobachtungen machen.
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4.5 Die Informationsungleichung
(Q, B, (Py)yeco) - statistisches Modell

- X (Q,B) — (Y, B') - Statistik

- g:© — © - zu schitzende Funktion

Erinnerung: Definition des Begriffs “bester erwartungstreuer Schitzer”
Lemma 4.31. FEin bester erwartungstreuer Schditzer ist eindeutig.

Beweis.

betrachten besten erwartungstreuen Schétzer §

- sei ¢’ weiterer bester erwartungstreuer Schiitzer

— wissen: Vary(§(X)) = Vary(g9'(X)) fiir alle ¢ in ©

setzen
- §" = 1(g+ ¢') ist auch erwartungstreuer Schéitzer
R 1 X R R R
Varg(§"(X)) = (Vary(§(X)) + Varyg(§'(X)) + 2Covy(9(X), §'(X)))
! 1 . . . R
< 7 (Varg(§'(X)) + Vary (§(X)) + 2Vary(§(X))"*Vary (g (X))"/?)
= Vary(g(X)

)
< Varg(9"(X))

- Cauchy-Schwarz bei !
- also gilt Gleichheit

- Cauchy-Schwarz (Diskussion des Gleichheitsfalls) :

Covy(§(X),§'(X)) = Ex.p,((§=9(9))(§' ~9(9))) = Ex. p, (3—9(9)*)*Eg((§'~9(9))*)"/?
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—es gibt a(¥) mit § — g(¥) = a(9)(§' — g(?)) (X« Py- fast sicher)
—also § = a(®)(§' — 9(9)) + 9(0) = a(®)§’ +b()
— mit b(9) := g(I)(1 — a(V))

bestimmen a und b

Varg(§(X)) = Covy(g(X),d (X))

= Ey(a(9)(9'(X) = g())(§'(X) — (1))
= a(¥)Vary(§' (X))

impliziert
—a(¥) =1und b(¥) =0
-also g = ¢

O]

es ergibt sich die Frage, wie man beste erwartungstreue Schétzer finden oder erkennen kann
- brauchen berechenbare untere Schranke fiir die Varianz erwartungstreuer Schétzer

- wenn ein erwartungstreue Schéitzer diese Schranke realisiert, dann ist er ein bester erwar-

tungstreuer Schéitzer

untere Schranke der Varianz von Schétzern durch Fisher Information
Annahmen:

- O - offenes Intervall in R

- XuPy = fop

- alle Ableitungen und Integrale unten mégen existieren (genaue Details moge der aufmerk-

same Leser selbst hinzufiigen)

folgende Gleichungen gelten fiir alle ¥ in ©
- Normierung 1 = [, fodu
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- Ex. p,(9) = g(0) + Biasy(g)

betrachten Ly := In fy
- heiflt oft “log-Likelihoodfunktion”

-/ - Ableitung nach 9

- 0= (foy fodn)' = for Fodn = fou - Fodn = Ex.p, (L))
- g'(9) + Biasg(§)' = Ex.p,(3) = Joy 959 = Ex.p, (L)) = Ex.p, (3 — Ex. p, (§))L))

Cauchy-Schwarz
(¢'(9) + Biasy(9)")? < Ex.p,((§ — Ex.p,(9)))Ex.p, (L))

Definition 4.32. I(¥) := EX*pﬁ([,:f) heifst Fisher Information.

- I(99) ist groB wenn X, Py stark von ¢ abhéngt

Bemerkung 4.33. Abhingigkeit der Fisher Information von p:

ersetzt man g durch hp und fy durch f := fgh™?

- dann Ly = Ly — In(h)

)= £

— I(¥) héngt nicht von der Wahl des Hintergrundmafes p sondern nur seiner Mafiklasse
ab O

haben also Ungleichung

(¢'(9) + Biasy(9)")* < Vary(§(X))I(9)
betrachten Spezialfall dafl § erwartungstreu ist:
- Biasy(g)' =0

- ¢'(9)? < Vary(g(X))I(9)
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Korollar 4.34 (Fréchet, Cramér, Rao). Informationsungleichung:

g'(0)? .
<
S < Van(a(x)
- g;((g); ist eine untere Schranke der Varianz von Schétzern fiir 1 auf Basis des Experiments

X

- die Varianz kann also im allgemeinen nicht durch gute Wahl von § beliebig klein gemacht

werden
— wenn X, Py praktisch nicht von ¢ abhingt, dann ist Vary(g(X)) sehr grof§

— durch Beobachtung von X kann ich praktisch kein Information iiber g(¢) gewinnen

Beispiel 4.35. N Unabhéngige Wiederholung des Experiments

- liefert Fischer-Information I (1)
Beh: In(9) = nl(9)

XN = (Xn)nzl,...,N
- hat Werte in ("N, BN .= T[V_ (¥, B)
- nehmen Produktmaf pv

- unabhingig bedeutet:

~ XNPy = [T, XuPy = (T2, prt fo)

N

N *

N,y N 1,2 N
—(Ly")? = o PR Ly 4 Yo e PR LyDTS, L
— wenden Exnp, an:
— wegen Unabhénhigkeit und Ex, , p,(£}) = 0 verschwinden gemischte Terme

~ In(9) = Exxp, ((£57)?) = nI(9)
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wenn ich das Experiment wiederholen kann, dann habe ich eine Chance, eine Folge immer

besserer Schatzer zu finden

Diskutieren den Gleichheitsfall der Informationsungleichung:
— Gleichheitsfall bei Cauchy-Schwarz

- fiir jedes ¥ € © muf gelten: a(V)(§ — Ex,p,(9)) = L}

9—Ex,py(9)
)

— a(¥9) bestimmt sich aus a(9)~! = Ex, p, (
— s(¥) sei Stammfunktion von a(1)

— dann

— Ly(z) = s(9)g(x) — b(V) + ¢(x) fiir geeignete Funktion b(J) und c(x)

— in der Tat:

— Ly(x) = a(9)g(z) — (V)

— miissen b so wihlen daf8 b(9) = a(9)Ex, p,(g)
- fo(z) = es9(@)=b(9)+c(z)

— b bestimmt sich auch aus Normierung: b(9) = In( [, e*(V9@+e@)dy(z))

(2, B, (Py)yco) gegeben

X :(Q,B) = (2, B') gegeben
- p - MaB auf (', B)

G: € — R gegeben

- setzen g(v) :==Ex, p,(§)

- dann ist § erwartungstreuer Schétzer fiir g

Definition 4.36. Die Statistik X heifit exponentiell beziiglich g wenn es Funktionen s(19) €
C1(©) ohne kritische Punkte und c: Q' — R (mefbar) gibt mit

X*P,ﬂ = 65(79)@(33)—17(19)4—0(3;)# ,

161



wobei (notwendiger Weise)
b() = In( / 53 +@) 11 1))

gilt.

Lemma 4.37. Wenn die Statistik beziiglich g exponentiell ist, dann ist fir alle ¥ in ©

1. 0(0) = s'(9)g(V)

Beweis.

- 4 19) X es(ﬁ)g(x)fb(ﬁ)Jrc(:r)g(x)dﬂ _ b/(”&) // 6s(ﬁ)g(x)fb(t9)+c(x)du

(
= S(Ey(3(X)) —V'(¥)
(

9 / es(ﬁ)g(x)b(q9)+c(x)g(x)2du(x)_b/(ﬁ)/ es(ﬂ)g(x)*b(ﬁ)JrC(I)g(g;)dlu,(.%')

/

haben Gleichheitsfall in Informationsungleichung
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I(0)Varg(§(X)) = g(0)’

>

4. ist klar

hier Beispiel beenden

4.6 MLS und Konsistenz

wollen zeigen, dafli MLS fiir wiederholte unabhingige Versuche eine konsistente Folge von

Schétzern geben
Vorbereitung:

(Q, B, 1) - Mafiraum

P = fupund Q = gu - W-Mafle mit Dichten bez. p
- wenn P zu @ absolutstetig ist

-dh. QA)=0= P(A4) =0

— dann nach Radon-Nikodym existiert o : © — [0,00) (eind. Q-fast iiberall) mit f = go

betrachten P und A auf (2,8, x) mit P = fu und Q = gu

Definition 4.38. Die relative Entropie von P beziiglich (Q wird durch
H(P;Q) :=Ep(lno)

definiert, falls P zu Q) absolutstetig ist und sonst als H(P; Q) := oo.

Lemma 4.39. Die relative Entropie von P beziiglich Q ist wohldefiniert. Es gilt H(P; Q) >
0 und H(P;Q) =0 genau dann wenn P = Q.
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Beweis.

-Y(s) :=1— s+ sln(s) auf [0,00) ist strikt konvex und hat Minimum 0 bei 1

— 1) =1In(s) - ist negativ fiir s < 1 und positiv fiir s > 1

(1) =0

1. Fall: P absolutstetig zu @)
- schreiben f = og
- wegen ¢ > 0 ist linke Seite defniert (in [0, o))

~Eq(¥(0)) = [o(1 — o +oln(o))gdp = [oIn(0) fdu = H(P;Q)

— benutzen hier Normierung von P und ) um die ersten beiden Terme loszuwerden

- schlieflen: H(P;Q) > 0.

- g, 0g = f sind p-integrabel (Normierung)

-1p(o)g =2 0

— impliziert: [oln(o)]™ (negativer Teil) ist gu-integrabel
— [In(o)]™ ist fu-integrabel

— also H(P; Q) wohldefiniert (aber moglicherweise co)

H(P;@Q) = 0 genau wenn 9(c) = 0 Q-fast iiberall
- genau dann wenn o = 1 -fast iiberall
- genau dann wenn f = g Q-fast iiberall

- genau dann wenn also P = @)

2. Fall: P nicht absolutstetig zu @ klar

Beispiel 4.40. Beziehung zwischen relativer Entropie und Fisher Information

sei © intervall in R

-P=Fs=fsu
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- Q= Pofop

— alles hiange 2x differenzierbar von § ab

Beh:
H(Ps; Py)s—o = 1(0)

- Fisher Information ist die zweite Ableitung der relativen Entropie bei 0

)iy = (filn <f>+f5§6§°>5 .
— (B + 1o
B fs 5% fo
= D 1)+
o f//_i_f(g72 _ //+£/,2f
- ) fO — JO o JO

(93)15=0H (Fs, Po) = /faln )dp)|s—o = /Q(fé’+£82fo)du=f(0)

benutzen hier [, f{'dp = ([q, fsdp)” = (1)" =0

betrachten Model (€, By, (FPo,9)veco) fiir einfachen Versuch
g : 0 — R - zu schitzende Grofle

Statistik Y : (Qg, By) — (Q/, B/)
- p Maf

- nehmen an, dafl Y. Py 9 = fou
bilden Model fiir mehrfache Widerholung desselben Versuchs
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- (4, B, (Py)oeco) = [In(0, Bo, (Fo,9)veco)
- Statistik fiir n-fache Wiederholung:

- (Q/n’BmNn) = H?;J(Q”B’?N)
- X, =%,...Y1): Q= Q)
— mit ¥; :=Y opr,

— dann Xn,*Pﬁ = fn,ﬁ,un mit fn,ﬁ = H:‘L;()l prffﬂ

- gn : QL — R - Schétzer fiir g

Satz 4.41. Annahmen:

1. 9 Y Py ist injektiv
2. g(©) ist offen in R
3. Gn ist MLH-Schitzer fir g.

4. Monotone Parametrisierung: Fiir 9,9",9" in © und x in Q, folgt aus g(v¥) < g(¥") <
Gn(x) dafl frno(x) < fror(z) bzw. aus gn(xz) < g(¥) < g(¥) daff frno(x) < fro(z)
gilt.

Dann ist (gn)nen konsistent.

Die Annahme [ ist eine Verschiirfung der Bedingung da8 §, MLH-Schétzer ist:
- fno(x) hat Maximum (bez. ¥, festes x), wenn g(z) = g(9)

- die Bedingung besagt, dal wenn nun o variiert so dafi g(¢) oberhalb von g(x) weiter

wéchst, oder unterhalb von §(z) weiter fillt, dann féllt in jedem Fall auch f, y(x)

- spezialfall: g = id

— monotone Parametrierung besagt: f, »(z) hat Maximum in ¢ = g(x), wéchst unterhalb

von §(x) streng monoton und fillt oberhalb von §(z) streng monoton

Beweis.
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fixiere ¥

- fixiere € > 0

— wegen 2| kann ¢',9” in © wihlen so dafl g(¥) — e < g(¥') < g(9) < g(9") < g(V¥) + €
- wegen [I] finde § > 0 so daf

~ 6 < H(Y,Pyg:YiPog) und 8 < H(Y, Py ;Y Py g0).

es gelten die folgenden Inklusionen von Teilmengen von 2 :

{fn,ﬁ’ < fn,ﬁ > fn,ﬁ“} - {g(ﬁ/) < gn < 9(19”)} - {g(ﬂ) —€e< gn < 9(79) + 6}
- begriinden erste Inklusion:
—wenn x € {g(¢) < g, < g(9")} dann:
— gn(x) < g(?¥') < ¢g(¥) und damit f, y(x) < fn9(x)
— oder

— g(¥) < g(9") < gn(z) und damit f,, 9(x) < fro(x)

es gilt:
1. fa 1. fn
{=m($2) > 6} N {=m(522) > 6} C {fwr (@) < fao > faor (@)}
no o no - fuor
Annahme: H (Y, Py ;Y Py g) # 00
— fo
-0 = f;?/

- In(o(Y)) ist integrabel fir Py
- (In(o(Y3)))ien ist unabhéngige Folge von integrablen ZV
— erfiillt das schwache Gesetz der groem Zahl (L!-Version, Satz [3.20):
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fnﬁ( ) _ 2 ln n—lo_
1 n—1
=~ In(o(Yy)
=0

- Ey(lno(Y)) (in Wahrscheinlichkeit)
=  HY.Pyy;YePou)

> 0

analog

(JJ:H 19(( ))) oo H(Y,P, 9 Y Py 19//) > ¢ (in Wahrscheinlichkeit)
n 19’

KKk

- also limy o0 Py({2 In(220520) > 6} 1 {2 In (2 ) > 6)) = 1

- also limy, 00 P({{gn(X) —g(9)] < €}) =1

Annahme: H (Y, Py ;Y Py g) = 00, aber Y, P y absolutstetig zu Y, P
- o definiert
- fiir ¢ > 0 ist he := In(o A ¢) YiPp g-integrierbar

- limeoo By, py 4 (he) = 00 (Monotone Konvergenz)

—sei g so daB Ey, py ,(hey) > 6
— (heo (Y7))ien erfiillt das schwache Gesetz der grofiem Zahl (L!-Version, Satz |3.20):
= limyy o0 2 S0 "o heo(Yi) — Ey. Py.g(heo) > 0 (in Wahrscheinlichkeit )

n—1
Pyt m( D)y o ) > (S ey () > 8)) "1
fnﬁ’( ) ni:()

- schliessen analog wie oben weiter bei ***
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Annahme: H (Y, Py 9; YiFPp9) = 00, aber Y, P » nicht absolutstetig zu Y, Py o
- dann (Y, Po9)({foer = 0}) =: a > 0 (wegen nicht-Absolutstetigkeit)

—es gilt fo9 > 0 Y, P y-fast iiberall

—also Py({fno #0}) =1

—auf {f, 9 # 0} gilt In( f"ﬁ(( ) # oo wenn fo g (Y;) # 0 fiir alle ¢

n,0(Xn n
Py({% (2255 Z(Xn)) #oo}) = (1—a)
- also Pﬂ({%lﬂ(%) — OO}) —1— (1 i a)n 7L1>>oo 1

— also auch Pﬁ({ ln( fn, 0(())(;) )>0}) = "

- schlieffen analog wie oben weiter bei ***

4.7 Lebensdauer

Wollen Lebensdauer eines Produktes schatzen
Model fiir ein Exemplar: (R, Borel, Pr) mit
-Y =id - Lebensdauer

- QT = X[0,00) (x)Te~T*Leb - Exponentialverteilung

statistisches Modell fiir abzéhlbar viele Exemplare:
- (B, (Pr)ree) mit

- (Q, B, Pr) = [[n(R, Borel, Qr)

-0 =(0,00)

n-tes Experiment

- beobachte die Ausfallzeiten der ersten n Exemplare

- Xp = (2, B) = (R™, Borel) - Projektion auf die ersten n Komponenten (Yp, ...
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zu schitzende Grofle:
-g:0 =R
~g(T) := T~ (mittlere Lebensdauer)

Xn *PT =T" Hz 0 X][0,00) (1’1) IiTLebR” = 6(% Z?;Ol 2i)(=nT)+nn(T) H?:_ol X[0,00) (‘ri)LebR"
- hat Struktur einer exponentiellen Familie beziiglich y := H?:_(]l X[0,00) (x;)Lebgn

*gn( )_121 033@;

n—1
1
ET gn Xn = / - T; an *PT
(30(X)) W%§;>
1 n—1
- - ’L ,00 1 ¥i* Lebgn
= / xTe T dx
0
= (—ze T7)3 +/ e 1%z
0
= 77!
= g(T)

also ist g, nach Lemma bester erwartungstreuer Schiitzer von g

log-Likelihood-Funktion (bez. p) ist f, r(x) = nIn(T) — nTgy(z)
0= Orfur(@) = B = njala)

— Nullstelle bei T' = g, (z)

— dort ist ein Maximum

- also ist g, ein MLS

also ist nach Satz die Familie (gn)nen konsistent
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- Voraussetzungen sind einfach zu priifen

— alternativ kann man direkt mit dem Gesetz der groflen Zahl schliefen

4.8 Tests

betrachten spezielles Schétzproblem
(Q, B, (Py)yeco) - statistisches Modell
X : (Q,B) — (Y, B') - Statistik

©" :={0,1} - der Zweipunktraum
-g:0 -0

~ g~ 1(0) =: H C © - die Hypothese
— nehmen immer an: H # ()

~ g7 1(1) = K C © - die Alternative
— HUK=0,HNK =10

- §: QY — © - Schitzer fir g

~ §71(0) =: A - Annahmebereich
~ ¢~ 1(1) =: V - Verwerfbereich
~AUV =Q ANV =10

Situation:

- haben statistisches Modell, kennen ¢ nicht
- zerlegen © in H und K

- wollen schétzen ob ¥ € H

— ob die Hypothese erfiillt ist

- beobachten dazu X
—wenn X € A, dann entscheiden wir, daf die Hypothese understiitzt wird

—wenn X € V, dann verwerfen wir die Hypthese
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Definition 4.42. Die Wahl von g in dieser Situation heifit ein Test.

Fehler:
- Fehler 1. Art: 9 €¢ Hund X €V

— Hypothese ist erfiillt, wird aber aufgrund der Beobachtung verworfen

- Fehler 2. Art: 9 ¢ Kund X € A

— Hypothese ist nicht erfiillt, wird aber aufgrund der Beobachtung angenommen

Giite und Macht

Definition 4.43. Die Giitefunktion 3 : © — [0,1] des Tests wird durch 5(V) := Py({X €
V'}) definiert.

- es gilt 5(¥) = Ey(g) (wenn man ¢ als R-wertig betrachtet)

Definition 4.44. Das Niveau des Tests ist durch

o = sup B(d)
veH

gegeben

-a <1 wegen H # ()

- Wenn der Test das Niveau a hat, dann ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art

durch a beschrinkt.

Definition 4.45. Die Machte des Tests ist die Funktion K 3 9 — () € [0, 1].

- Fiir ¥ € K ist 1 — B(1) die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art.

das allgemeine Problem ist:
- a gegeben

— Konstruiere Test zum Niveau «
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— maximiere unter diesen die Macht des Tests (d.h. minimiere die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 2. Art)

Bemerkung 4.46.

das Infimum iiber ¥ in K als Mafl der Macht zu betrachten ist meist keine gute Idee:

- sei O topologisch, zusammenhéngend (z.B. ein Intervall) und § stetig

—dann ist H N K # ()

—dann ist infyex B(Y) < infyegng B(Y) < supyey B(Y) = «

— wenn man das Niveau « klein festlegt, dann kann die Macht nicht fiir alle ¥ in K grof3
sein O
Beispiel 4.47. Minzwurf

im Spielkasino wird “der Miinzwurf” gespielt

- das Casino mochte testen ob die Miinze fair ist

— unfaire Miinze als fair erkennen wire fatal, soll mit grofler Sicherheit vermieden werden:

— faire Miinze als unfair zu verwerfen ist nur Verschwendung der Miinze, aber nicht ganz

so schlimm

Model:

Q= [In{z w}

- B - 0-Algebra der Zylindermengen
-0=1[0,1,pe®

- P, - Ma8 fiir Miinze mit z-Wahrscheinlichkeit p
(B, (Py)peon)

Fehler 1. Art: Miinze wird als fair erkannt, ist es aber nicht
— Miinze als fair erkannt = Hypothese verworfen

— also Hypothese = Miinze ist unfair

— H:={p#1/2}
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— Alternative: K = {p =1/2}

)0 p#FL)2
g(p)-—{ | =1/

Experiment: werfe Miinze n mal und zidhle Anzahl der Zahlen

- ={0,...,n}

- X, Q= Q)

- X« Py hat Dichte f,,(z) = (3)p“(1 — p)"~* beziiglich dem Z&hlmaf

geben Niveau a vor (klein)

- such Tests g : ), — [0,1] vom Niveau «

Triviale Wahl:

- g =1 (also V = {) verwerfe nie)

- dann hat der Test die Giitefunktion 8 = 0:
- Test hat Niveau 0 (also auch < «)

- Test hat aber keine Macht: 1 — (p) =1

— wiirde alle Miinzen wegwerfen

Ansatz fiir Verwerfbereich: Vi, := [n/2 — k,n/2 + k]
_ Giitefunktion Bx(p) := Pp({Xn € Vi})

- wenn p # 1/2, dann soll Sx(p) < a gelten

- Br(p) wichst mit p T 1/2 und fillt mit p | 1/2

Plot
— wegen Stetigkeit ist unsere Bedingung also 8;(1/2) < «
— suchen also k derart, dafl §;(1/2) < «

- suchen k maximal mit dieser Eigenschaft

— dann wird Fehler zweiter Art minimal
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— Giitefunktion wiachst mit &

- aus Symmetriegriinden: wihle & < n/2 maximal so dafi P,y({X, < n/2 -k —1}) >
(1-a)/2

- ¢ =n/2 —k — 1 ist minimal mit P, ,,({X, < q}) > (1 —)/2

- also ist ¢ das (1 — «)/2-Quantil

n = 100, 1000, 10000, o = 0.01:

Beispiel 4.48. noch einmal die Miinze

Situation: Jemand behaupt, dafl die Miinze fair ist.

- Ich glaube das nicht und will ihn widerlegen.

- Es wére aber peinlich, dabei einen Fehler zu machen.

— Will moglichst vermeiden, daff Miinze als unfair erkannt wird, aber doch fair ist.

benutzen dasselbe Modell wie in Beispiel

- Fehler erster Art: faire Miinze als unfair erkannt
— Miinze als unfair erkannt = Hypthese verworfen
also: Hypthese = Miinze ist fair

-H={p=1/2}

-K={p#1/2}

machen dasselbe Experiment wie in Beispiel
- Ansatz fiir den Verwerfbereich: Vi := [0,n] \ [n/2 — k,n/2 + k]

— k noch zu bestimmen

- Giitefunktion By (p) := Py({ Xy € Vi}) = 2P,(X,, < n/2 — k) - aus Symmetriegriinden
— suppe gy Br(p) = Br(1/2) ist das Niveau des Tests
- Br(p) fallt mit k&
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- suchen k£ minimal (maximiere die Macht) mit 8;(1/2) < «

- also mit Py jo({Xn <n/2 —k}) < /2

- sei o das a/2-Quantil, also minimal mit P 5({X, < ¢a}) > /2
- dann bestimmt sich k aus n/2 — k = g4 — 1

—k=n/2—q,—1

—n/2—k=¢q,—1

n = 100, 1000, 10000

4.9 Mehr Theorie

(Q, B, (Py)yeco) - statistisches Modell
X : (Q,B) — (Y, B') - Statistik
- ©® = H U K -Hypothese und Alternative

Randomisierter Tests

Definition 4.49. Ein randomisierter Test ist eine mefbare Funktion g : Q' — [0,1].

Anwendung: Ist das Ergebnis des Experiments z in ), dann fithren wir ein Bernoulli-
Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit §(z) durch und lehnen die Hypothese bei Erfolg
ab

- erhalten den alten Begriff, wenn § nur Werte in {0, 1} hat
Giitefunktion: S(9) = Ey(g(X))
- supyep B(¥) =: a ist das Niveau des Tests

- K 59— B(9) ist die Macht des Tests

W, :={h:Q —[0,1] | h ist Test zum Niveau < o} - Menge der Tests mit Niveau < a

Definition 4.50. § ist ein gleichmdf$ig bester Test zu Niveau o, wenn

Es(5(X)) = sup Ey(h(X))
hev,
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fiir alle 9 in A.

Testen einfacher Hypthesen (Neyman-Pearson)
Annahmen:

-0 =1{h,a}

- H={h} und K = {a}

es gibt Maf p auf (', B') mit:

- XuPy = th
- XuPy = fap
geben k € [0, 00] und v € [0, 1] vor
Ja(z)
1 fn(z) = k
- setzen g(z) : =4 0 fh(l'; <k
fa(z) _
T @) T k

— 0/0 tritt hochstens auf einer Nullmenge fiir X, P, und X, P, auf

— definieren g dann als 0

die Wahl von ¢ definiert einen randomisierten Test
- ¢ heif3t auch Liklihoodquotiententest
- E5(g(X)) =: av ist das Niveau

Lemma 4.51. § ist ein gleichmdf$ig bester Test zum Niveau a.

Beweis.
sei h € v,
- 2.7 Ea(il(X)) < Eo(9(X))

Beh.: (§(z) — h(z))(fa(z) — kfp(z)) > 0 fiir alle z in
1. fa(x) —kfnr(z) >0 = g(z) =1 und also §(z) — h(z) >0
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2. folx) — kfn(z) <0 = g(z) = 0 und also j(z) — h(z) <0

3. fa(x) — kfn(z) =0 klar

aus Ungleichung folgt:

i>
>
Vv
=
=
>
>
s
|
=
=
£>
s
Vv
=
Q
|
£
vV
)

Ea(9(X)) — Ea(

- benutzen hier Ey,(§(X)) = a und E,(A(X)) < o

Ea(§(X)) — Eq(h(X) > 0 ist Behauptung
U

das folgende Lemme zeigt, dafl es in der obigen Situation zu jedem vorgegeben Niveau «

einen besten (randomisierten) Test gibt

Lemma 4.52. Zu jedem « € (0, 1) existieren k € [0,00) und «y € [0,1] so daff § das Niveau
a hat.

Beweis.

betrachte T : Q' — [0, oc]

Ja(x) ;
T(z) = { Fw  micht 0/0
0 sonst

- es gilt: By (9(X)) = Pu(T(X) > k) +vPp(T(X) = k)

setze k :=inf{y > 0| B,({T(X) > y}) < a}

- miissen zeigen, dafl die Menge der y nicht leer ist (weil sonst —oo herauskommt)
CEA(T(X)) = Bo(1) = 1 < o0

—also P,({T'(X) =00}) =0
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— also limy o P,({T(X) > y}) = 0 (0-Additivitét von Py,)

1. Fall: B,{T'(X) > k}) =«

- setzen v =0

2. Fall: P,({T(X) > k}) < o

a—P,({T(X)>k
- setzen 7y := w

Beispiel 4.53. empfangen ein verauschtes Signal oder reines Rauschen
- mehrere Messungen Yi,...Y,

- alle Norm(pu, 1) -verteilt

dabei:

- ;=0 - Rauschen

- =1 - Signal

Wollen entscheiden, ob Signal vorliegt und vermeiden, félschlicherweise ein Signal zu er-

kennen
- Hypothese: u© =0

- Fehler erster Art: Hypothese verworfen (also Signal erkannt), obwohl keins vorliegt

- benutzen identische Statistik
-0 =1{0,1} - Wert von pu
— Dichten beziiglich Lebgn

- falz) = (ﬁ)ne—w
- il = (e =5
fett) — eXim oimn/2

— héngt nur von = = %2?21 2, ab

fa(x) _ n(z—1/2
fnl@) — € =)
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— wéchst monoton mit &
— suchen £ und setzen an:
N n 1 2>k
€Tr) = xTr) =
(@) = (@) { Coe
- brauchen keine Randomisierung, da = k£ nur auf Nullmenge eintritt
- suchen k so dafl Py({z > k}) = «.
- unter der Hypothese ist Z ist Norm(0, 1/y/n) verteilt
- k ist also das 1 — a-Quantil fiir Norm(0, 1//n)
- ky/n ist das 1 — a-Quantil g1, fiir Norm(0, 1)
- also k = \/ﬁflql,a

- setzen also

A(_) L { 1 z 2 \/ﬁil(hfa

g\x _ -1
0 $<\/ﬁ q1—a

- das ist der gleichmiflig beste Test zum Niveau «
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