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1 Homotopie und Stabilisierung

1.1 Einhingung und der Satz von Freudenthal

1.1.1 Sei T, die Kategorie der punktierten CW-Komplexe. Sei S! :=[0,1]/{0} ~ {1} € T. die basierte
1-Sphére. Mit £ : 7, — 7., X — XX := S’ A X bezeichnen wir den Einhingungsfunktor. Wir haben eine
natiirliche Abbildung S' Vv 8! — S! welche auf S” = S' A §”~! eine kommutative co- H-Raumstruktur
S™Vv 8™ — S™ induziert. Wir definieren 7, (X) := [S™, X] mit der von der co- H-Raumstruktur induzierten
Gruppenstruktur, wobei fiir X,Y € 7. [X,Y]:= hT(X,Y) die Menge der Zusammenhangskomponenten
des Raumes 7(X,Y) bezeichnet.

*Mathematisches Institut, Universitit Gottingen, Bunsenstr. 3-5, 37073 Gottingen, GERMANY, bunke@uni-
math.gwdg.de



1.1.2

Definition 1.1 Eine Abbildung f € T.(X,Y) heifit n-zusammenhingend, wenn sie einen Isomorphismus
T (f) : (X)) = 7 (Y) fiir r < n und eine Surjektion mpi1(f) @ Tny1(X) = 1 (Y) induziert.

Ein entsprechende Srechweise werden wir auch fiir Abbildungen zwischen graduierten abelschen Gruppen
benutzen.

Definition 1.2 Ein Raum X € T, heifit n-zusammenhdngend, wenn die kanonische Abbildung X — * n
zusammenhdngend ist.

Wir verwenden eine entsprechende Sprache auch fiir Paare und relative Homotopiegruppen.
1.1.8

Proposition 1.3 (Ausschneidung fiir Homotopiegruppen, Prop. 6.21,[9], Blakers-Massey) Sei
(X, A, B) eine Triade in T derart, dafi (A, AN B) n-zusammenhdngend fir n > 1 und (B, AN B) m-
zusammenhdngend sind. Dann ist (A, AN B) — (X, B) n + m-zusammenhingend.

In ener Triade von CW-Komplexen (X, A, B) sind sowohl A als auch B und damit AN B Unterkomplexe.
Der Beweis ist nicht ganz leicht. Hier ist eine Variante aus [3, Thm. 3.2.4]
Wir nehmen an, dafl X = Int(A) U Int(B). Wir ersetzen i : A — X durch eine Faserung p : F(i) — X:

E(i) — X1

— X
Seip: PX — X der Wegeraum. Die Faser von p iiber dem Basispunkt ist p~!(A) =: F. Sei Ep := p~!(B).
1. Dann ist p, : m(PX, F) = 7. (X, A) ist ein Isomorphismus.
2. 0:7mp(PX,F) = mpt1(F) ist ein Isomorphismus, da PX zusammenziehbar ist.

Die Ausschneidung H,.(B, AN B) — H,(X, A) ist ein Isomorphismus.

> W

Nach Hurewicz ist mit (B, A N B) auch (X, A) m-zusammenhéngend.

o

Es folgt, dal F' m — 1-zusammenhéngend ist.
Nach Ausschneidung ist H.(A, AN B) — H.(X, B) ein Isomorphismus

Nach Hurewicz ist (X, B) n-zusammenhiingend.

® N>

Wir betrachten die Serre-Spektralsequenz fiir die Faserung p : (E(i), Ep) — (X, B). Die Blockstruk-
tur ergibt, dal p (n + m)-zusammenhéngend ist.

9. Sei f: (A4, ANB) — (E(i), Ep) die kanonische Abbildung. Dann ist po f = j : (A, ANB) — (X, B)
eine Ausschneidungsabbildung. Wir schlieflen, dafl f. : H.(A, AN B) — H.(E(i),Ep) n + m-
zusammenhingend ist.

10. Da f: A — E(i) eine Homotopiediquivalenz ist, schliefen wir mit dem Fiinferlemma, daf
fe :H(ANB) = H.(Ep)
eine n + m — 1-zusammenhéngend ist.
11. Nach Whitehead ist f. : AN B — Ep eine n + m — l-zusammenh#ngend.

12. Nach dem Fiinferlemma ist f : (A, AN B) — (E(i), Ep) eine n + m-zusammenhéngend.



13. Nun gilt p4 o f. = j«. Da p und f n + m-zusammenhingend sind, ist es auch j.

Wenn man vorraussetzt, dal X = AUB und ANB = 0A = 0B, dann nehmen wir an, dafl 0A ein starker
Deformationsretrakt von U C B (offen) ist. Dann ersetzen wir A durch A U U und argumentieren wie
oben. |

1.1.4

Lemma 1.4 Sei A C X und (X, A) n-zusammenhingend, n > 1 sowie und A m zusammenhdingend.
Dann ist die Projektion p: (X, A) — (X/A, ) eine m + n-zusammenhingende Abbildung.

Proof : Wir betrachten
(X, A4) -t (X VCA,CA)

| I
(X/A, %) —= (X V CA)/CA, ¥)

Da C A zusammenziehbar ist, ist ¢ eine Homotopiedquivalenz. Die Abbildung ¢ ist ein Homeomorphismus.
Mit Hilfe der langen exakten Sequenz des Paares (CA, A) und der Zusammenziehbarkeit von C'A zeigt
man, daf§ (CA, X NCA) = (CA, A) m+ l-zusammenhéngend ist. Wir betrachten nun Ausschneidung 1.3
fiir die Triade (X VC' A, X, C'A) mit der Aussage, daii : (X, A) = (XVCA, CA) n+m-zusammenhéngend
ist.

1.1.5

Theorem 1.5 (Freudenthal) Wenn X n zusammenhingend ist, n > 1, dann ist op @ 7 (X) —
7r+1(XX) 2n + 1-zusammenhimgend.

cProof : Die lange exakte Sequenz des Paares (C(X), X ) in Homotopiegruppen und . (C'(X)) = 0 zeigen,
da ¢ : m41(C(X), X) — 7 (X) ein Isomorphismus ist. Folglich ist (C'(X), X) n + 1-zusammenhéngend.
Die Projektion p : (C(X),X) — XX ist nach Lemma 1.4 2n + 1-zusammenhingend. Die Komposition
m-(p)od~t i m.(X) — w41 (XX) ist also ein Isomorphismus fiir 7 < 2n und surjektiv fiir » < 2n + 1. Die
Behauptung fogt nun aus der Beobachtung, daf diese Komposition gerade die Einhéngungsabbildung ist.

O
Siehe auch [9, Thm. 6.26)

Corollary 1.6 Ist X einfach zusammenhdngend, so ist X" X n + 1-zusammenhdngend.

1.2 Stabile Homotopiemengen
1.2.1 In diesem Abschnitt wird der folgende Satz diskutiert.

Theorem 1.7 (vergl. Thm. 1.3.1. [1]) Sei X € T. n—1-zusammenhingend und W € T, d-dimensional.
Dann ist die Einhimgungsabbildung o : [W, X]| — [EW,X2X] 2n — 1-zusammenhingend.

Wir betrachten das Diagramm

SW,eX]

(W, X] . = [

W, Q8 X

wobei i : X — QXX die kanonische Abbildung ist. Wir miissen die entsprechende Behauptung fiir i.
zeigen. Sei W C W1 die Skelettfitration. Wir erhalten eine Kofasersequenz

wr %jWTJrl C(j) SWT




und eine induzierte Abbildung von exakten Sequenzen

W, X] —— [C(j), X] ——— W+ X] ——— [W", X] ——=* .

lj* li:“ li;*l lz

[EW",Q8X] — [C(j), QEX] — W+ Q5 X] —— [V, Q8 X] —— *

Der Kegel C(j) ist homotopiediquivalent zu einem Strauf von r + 1-Sphiiren. Nach 1.5 ist i**! eine
Bijektion fiir 7 + 1 < 2n — 2 und surjektiv fir r+1 < 2n — 1.

Wir argumentieren nun induktiv in . Wenn r + 1 < 2n — 1 ist, kann man durch Diagrammjagt zeigen,
daf die Surjektivitit von i7 die Surjektivitit von i**! impliziert. Eine zweite Diagrammjagt zeigt nun
induktiv die Injektivitit von 47! fiir r < 2n — 2 unter Benutzung der Surjektivitit von j,. O

1.2.2 Sei hS die stabile Homotopiekategorie, d.h. die Homotopiekategorie der Kategorie der C'W-
Spektren S. Die Kategorie hS ist eine triangulierte Kategorie, deren ausgezeichnete Dreicke Faserse-
quenzem genannt werden.

Wir haben einen Funktor ¥°° : 7 — & welcher den Raum X in das Einhangungsspektrum X°° tiberfiihrt.
Kofasersequenzen in 7 gehen dabei in Fasersequenzen iiber. Es gilt

hS(Z*X,X*°Y) = colim,[X" X, X"Y] .
Der Satz 1.7 hat folgende Konsequenz.

Corollary 1.8 Ist dim(X) = d, dann ist hS(E®°X,X>°Y) 2 [¥" X, E"Y] fir d < n — 4 ein Isomorphis-
mus.

Definition 1.9 Wir bezeichnen die stabilen Homotopiemengen mit [X,Y]* := hS(E®° X, X°Y") und de-
finieren die stabilen Homotopiegruppen 3 (X) = [S?, X]*.

In dieser Vorlesung wollen wir uns mit algebraischen Berechnungsmethoden fiir die Gruppe [X,Y]*
beschiftigen. Das Korollar 1.8 quanitiziert den Ort des Verlustes an Information unter der Stabilierung

[X,Y] —= [E"X,5"Y] — [X,Y]* .

2 Die Steenrod Algebren

2.1 Eilenberg MacLane Riume und Spektren
2.1.1

Definition 2.1 Sei 7 eine abelsche Gruppe. Der Homotopietyp K (mw,n) in hT, wird durch m;(K (m,n)) =
0 fir j # n und 7, (K (m,n)) = n charakterisiert.

Es ist leicht, Abbildung in Eilenberg-MacLane Rdume zu kontrollieren.

Lemma 2.2 Sei X € T n-zusammenhingend und 7, (X) — 7 ein Homomorphismus. Dann gibt es genau
eine Homotopieklasse von Abbildungen X — K (m,n), welche diesen Homomorphismus induziert.

Proof : Ein Beweis geht mit Obstruktionstheorie. Dieses Lemma zeigt auch, dafl zwei Modelle von K (7, n)
in AT, kanonisch isomorph sind, wenn man nur den Isomorphismus auf dem Nieveau von 7, fixiert.
2.1.2 Der Satz von Hurewich zeigt, da H, (K (w,n),Z) = 7 gilt. Universelle Koeffizienten liefern einen
Isomorphismus

H"(K(m,n),n) = Hom(H, (K (m,n),Z), ) = Hom(m, ) .

Mit ¢, € H"(K (7, n), 7) bezeichnen wird das Element, welches unter diesem Isomorphismus der Identitéit
entspricht.



2.1.3
Lemma 2.3 Das Paar (K (m,n),1,) reprisentiert den Funktor H™(... 7) auf T/ ™.

Die Transformation [X, K(m,n)] — H™(X,w) ordnet dabei der Klasse [f] € [X, K(m,n)] die Klasse
fin € HM(X, ) zu.

Proof : Wir fixieren eine Folge von Modellen K (j, 7), j > 0. Dann gibt es Isomorphismen o7 : K (j, 7) =
K(j + 1,7) welche nach Lemma 2.2 bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt sind. Wir erhalten somit ein
schwaches Q-Spektrum Hr := (K (m,j),07?). Dieses reprisentiert eine Kohomologietheorie. Die im Lem-
ma angegebene Transformation vergleicht diese mit H*(...,w). Da die Koeflizienten iibereinstimmen,
stimmen beide auf 7/™ iiberein. a

Definition 2.4 Hr heifit Filenberg-MacLane-Spektrum zu 7.

2.1.4 Wir fassen 7 as diskreten Raum auf. Dann haben wir Hr 2 ¥°°(7,.). Ist R ein Ring, dann erhalten
wir einen Ring HR := X°R € hS, also eine multiplikative Kohomologietheorie.

2.1.5 Sei K ein Spektrum. Dann ist [K, K] ein nicht-kommutativer Ring. Die Summe kommt von der
additiven Struktur von S und das Produkt wird von der Komposition induziert.

Fiir ein Raum oder ein Spektrum X definieren wir die Kohomologiegruppen K*X := [X, K], und die
Homologiegruppen K, X := [S, X A K]. Beide Gruppen sind in natiirlicher Weise Moduln iiber dem Ring
[K, K]. Diese zusitzliche Struktur ist sehr niitzlich fiir Berechnungen.

2.1.6 Eine besonders wichtige Rolle spielt der Korper IF), fiir Primzahlen p € N.

Definition 2.5 Die F,-Algebra A, := [HF,, HF,] heifst Steenrod Algebra zu p.

Ist p klar, dann werden wir oft 4 := A, setzen. Es ergibt sich nun die Aufgabe, A, explizit zu beschreiben.
Wir werden sie in 2.2 abstrakt durch Erzeuger und Relationen einfiihren. In 2.3 werden wir zeigen, dafl
die so beschriebene Algebra tatséchlich die oben definierte Steenrodalgebra ist. Wir werden besonders
den Fall p = 2 betrachten, da er einfacher als die anderen ist.

2.2 Die Struktur von A,

2.2.1 In diesem Kapiel betrachten wir den Grundkorper Fs. Insbesondere ist auch Kohomologie mit
Fy-Koeffizienten, also H(X) := H(X,Fq).
2.2.2

Definition 2.6 Wir definieren eine (nicht-kommutative) Fa-Algebra Ay durch Erzeuger Sqt, i = 0, ...
mit 8q° := id und den Adem Relationen

[a/2] .

b—1-— C

Sq?sq’ = E ( W 2jJ)Sqa+b_JSqJ 0<a<?2b.
=0

Die Algebra Aj ist graduiert durch [Sq’| := i.

2.2.8 Wir setzen als bekannt voraus, dafl die As durch stabile Operationen auf der Kohomologie mit
Koeffizienten Fo wirkt. Dazu konstruiert man Operation Sq° auf der Kohomologie direkt und weist die
Ademrelationen nach. Wir werden weiter folgende Relationen benutzen:

1. 8¢° =1,
2. 8q"x = 22 fiir x € H"(X)

3. Sq'w = 0 fiir i > |x|.



4. (Cartan-Formel)

k
8q*(zy) = > Sq'a8q* 'y .
1=0

5. 8q! ist der Bocksteinoperator zu der Sequenz

0—Z/2Z — Z/AZ — ZJ2Z — 0 .

6. Sq° ist stabil, also kommutiert mit den Randoperatoren der langen exakten Sequenzen, Meyer-
Vietoris Sequenz und dem Einh&ngungsisomorphismus.

Man kann zeigen, daf 6. aus 1 und 4 folgt ([8, Lemma 1.1].
2.2.4  Wir wollen eine additive Basis dieser Algebra finden. Jedes Element ist Summe von Monomen
Sqf :=8q"1sq™2...8q%, I = (i1,..., i)

Definition 2.7 Wir nennen k :=[(I) die Linge von I.

Die Zahl m(I) := le(i)l sis nennen wir das Moment von I.

Wir machen nun folgende Beobachtung. Wenn wir auf Sq! die Ademrelationen anwenden kénnen, dann
kann man Sq’ durch eine Summe von Termen mit kleineren Momenten darstellen.

Definition 2.8 Wir nennen I zulissig, wenn is > 2isy1 fir s=1,...,1(I) — 1 gilt.
Wenn [ zuléssig ist, dann kann man keine Ademrelationen anwenden. Hier sind einige zuldssige Monome:
Sq°Sq’sq’, 8q'sq’, Sq°Sq’sq’sq’

und einige unzuléssige:
8q°sq’sq", 8q'sq’, Sq®Sq’Sq’sq’ .

Proposition 2.9 Sie Monome Sq’ fiir alle zulissigen I bilden eine additive Basis von As.

Proof : Im Moment sehen wir nur, dafl diese Menge erzeugt. Fiir die lineare Unabhéngigkeit verweisen
wir auf das Argument in [8, 1.3.2]

2.3 Die Berechnung von H*(K(Fy,n)

2.3.1 Wir kennen K (FF3,1) =2 RP>. Es gilt

H*(K(F2,1),Fa) 2 Falu1] , |ul=1.

2.3.2 Fir die Berechnung von H*(K (Fg,n),Fs) gehen wir induktiv vor. Die entscheidende Idee ist es,
die Faserung
K(FQ,?’L— 1) — PK(]FQ,TL) — K(FQ,?’L)

zu benutzen, wobei PK (F3,n) der zusammenziehbare Wegeraum von K (Fg,n) ist. Wir setzen die Serre
Spekralsequenz an, um H*(PK(Fz,n)) = Fy zu berechnen. Der Es-Term hat die Form (universelle
Koeffizienten)

ED® = H"(K (Fa,n), H* (K (Fa, 1)) 2 H" (K (F2, 1)) @ H* (K (Fa,n — 1)) .

Hier benutzen wir, dafi H*(K(Fz,n)) endlich erzeugt ist, und dafl die Koeffizienten Fy einen Kérper
bilden.



2.3.3 Hier ist ein Bild eines Teils der E5-Seite fiir n = 2.

30 el 7308 7,448
20 e 7308 el

0 ey 73®u 740

1 0 L2 ?3 ?4

Wir sehen, dafl dat; = 12 gelten mufl. Damit ist dot? = 219 ® 11 = 0. Deshalb gilt 74 = 12 = da(12 ® 11),
weil dieses Element wegen dat} # 0 sonst nicht getroffen werden kann.

Die FEj3-Seite hat die Form

00 ? 7 7
30 0 ? 7
00 ? ?
1 00 ? 0

Wir sehen, dal d3i? =73 gelten muf. Wir haben damit ausgerechnet:

1 01| 2 3 4 ...
HY(K(F2,2) | 10| |dsd 2] ?

2.3.4

Definition 2.10 Wir definieren des Exzess eines zuldssigen I = (i1, ..., i) durche(I) := il([)—i—zls(:[)l_l(is—
%igi1).

Hier sind die Exzesse von einige zulédssigen Monomen:

Monom | Sq7SqQSq1 | SquSq‘*SqQSq1 | Sq?’Sq1
Exzess | 4 | 1 | 2

2.3.5

Theorem 2.11 (Serre) Der Ring H*(K(Fa,n)) is ein Polynomring in Erzeugern Sql(i,) im Grad |I|
fiir alle zulissigen Monome I mit e(I) < n.

Hierbei sind die Sq’(1,,) vorerst als formale Symbole aufzufassen, wobei Sq!(¢,,) = 1, gesetzt werden kann.
2.3.6 Sei F — E — B eine Faserung und B zusammenhéngend. Dann gilt fiir den Ea-Term der Serre

Spektralsequenz
Ey* = H*(F) .

Definition 2.12 Ein Element x € H"(F) heifit transgressiv, wenn djz = 0 fir j = 2,...,r — 1 gilt.
Hierbei sind d; die Differentiale der Spektralsequenz. Beachte, daf$ x bis zur r-ten Seite tberlebt. Wir
nennen einen Reprisentanten 7(x) € H™Y(B) von d,.(z) € EFT1Y die Transgression von x.

Proof : 2.3.13
2.8.7

Theorem 2.13 (Borel) Sei F — E — B eine Faserung mit kontrahierbarem X . Mdége es weiter trans-
gressive Elemente x; € H'(F) geben derart, daff die Produkte x;, ... ... x;,, (alle Indizes verschieden)
eine Basis von H*(F') bilden. Dann ist H*(B) eine Polynomalgebra in den Erzeugern 7(x;).

Wir werden eine Menge von Elementen z; welche die Voraussetzung des Theorems (ohne transgressiv)
erfiillen ein einfaches Erzeugendensystem nennen.

2.3.8 Da die Differentiale der Serre-Spektralsequez aus Abbildungen der langen exakten Kohomologie-
sequenzen entstehen, kommutieren sie mit den Operationen Sq'. Insbesondere rerisentieren 7(Sq!(x))
und Sq’(7(x)) fiir ein transgressives z die gleiche Klasse.



2.3.9 Mit dem Satz von Borel kénnen wir nun zum Beispiel H*(K (F2,2)) ausrechnen. Wir setzen
i = L%i, i =0,1.... Diese sind alle transgressiv. Folglich ist H*(K (F3,2)) eine Polynomalgebra in den
Erzeugern o, 7(:2), 7(14), . .. ,T(L%i), ... in den Graden 2,3,5,9,..., 20 +1,.... Wir wollen das mit dem
Satz von Serre vergleichen. Dazu brauchen wir eine Ubersicht iiber alle Monome vom Exzess e(I) < 2,
also e(I) = 1. Das sind aber gerade die Monome

Sq', Sq’sq’, Sq'sq’Sq’, Sq¢°Sq'sq’sql,
Der Satz von Serre sagt Generatoren der Polynomalgebra in den Graden
2=|ia|, 3=sq'(o)l, 5=154°Sq'(t2)], 9=1Sq"8q?8q"(t2)], ...,2""'+1=1sq* ...8q" (12),

voraus. Paft also.

2.3.10 Wir fithren nun die Induktion im allgemeinen durch. Wir nehmen den Satz von Serre fiir
K(F3,n — 1) an. Wir zeigen, dafl die Voraussetzungen des Satzes von Borel erfiillt sind. Ein einfaches
Erzeugendensystem von H*(K (F3,n — 1)) ist die Menge

(89" (to_1)? e(I) <n—2, j=1,2,3,...}.
Lemma 2.14 Alle diese Elemente sind transgressiv.

Proof : Es ist klar, daBl ¢, transgressiv ist (die Basis hat keine Kohomologie in kleinen Dimensionen).
Da Sq! mit Differentialen vertauscht, sind die Sq’(t,,—1) transgressiv. Schlieflich sind Produkte trans-
gressiver Elemente transgressiv wegen der derivativen Eigenschaft der Differentiale. O

Damit ist H*(K(F2,n)) eine Polynomalgebra in den Erzeugern
7(8q'(ta-)¥) . el) <, j=1,2,3.
Dem Paar (I, j) mit e(I) < n — 1 ordnen wir den Multiindex

J(Ia.j) = (2]-7174’" -7Taila- .- ail(f))
———

j terms

zu. wobel r := 2i; +n — 1 — e(I) ist. Dann gilt I = J falls j = 0 und e(J) = n — 1 falls j > 0.
Man iiberzeugt sich leicht, da8 man (I,j) aus J = J(I,j) zuriickgewinnen kann. Fall e(J) < n — 1 ist,
dann ist I = J. Wenn e(J) = n — 1 gilt, dann muff man genau die ersten j Eintriige streichen, damit
der Rest I der Bedingung e(I) < n — 1 geniigt. Weiter gilt (einfach nachrechnen mit |I| = 2i; — e(E))
|J(I,5)] +n = 29(|I| + (n — 1)) + 1. Wir erhalten also einen Isomorphismus, wenn wir dem Erzeugern
7(89' (tn—1)?") den Erzeuger Sq”/9)(1,,) zuordnen. |

2.3.11 Die Transgressivitét der Elemente des einfachen Erzeugendensystems von H*(K (Fay,n — 1),F3)
zeigt, dafl das erste nicht-verschwindende Differential d, ist. Damit liefert die Transgression 7 wohldefi-
nierte Klassen. In der Tat ist die Transgression dann der Suspensionsisomorphismus

7:H*(K(Fy,n —1)) 5 HTHEK(Fy,n — 1)) =2 H K (Fg,n)) .

red red

Die Kohomologie H<*"~1D (K (Fy,n — 1)) hat eine Basis aus Klassen der Form Sq’(¢,,_1) (man braucht
keine Potenzen). Wir sehen weiter, daf§ die Transgression

7 H* D (K(Fy,n — 1)) = H>" YK (Fy,n))

ein Isomorphismus ist.



2.3.12 Die Operationen SqI kann man als Elemente SqI c [HFQ,H]FQ]W verstehen. Nun gilt nach
Definition
[HFy, HF5)™ = colim,[K (Fa,n), K(Fe,n)]™ = colim, H"*™ (K (F3,n)) .

Dieser Kolimes stabilisiert fiir m < n. Wir sehen, dafl eine additive Basis von [HFy, HF3]™ durch die
Operationen Sq’ mit zulissigem I und |I| = m gegeben wird.

Es ist weiter klar, daB Sq’Sq” durch die Komposition der entsprechenden Abbildungen dargestellt wird.
Wir haben also einen Homomorphismus Ay — [HFy, HF3] von Algebren. Die Rechnungen zeigen:

Theorem 2.15 Die natiirliche Abbildung Ay — [HF2, HF3] ist ein Isomorphismus.

2.3.13 1In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Borel. Der Beweis basiert auf einem Spektral-
sequenzvergleichssatz. Wir benutzen die Bezeichnungen aus dem Theorem. Fiir ¢ betrachten wir eine
Spektralssequenz E(i) mit Fy = A(%;) @ S(%:), |Z:| = |zi|, 5] = |#:| + 1 (3uBere und symmetrische
Algebra) mit dem einzigen nichttrivialen Differential d,.(Z;) = g; (und fiir Produkte durch die derivative
Eigenschaft bestimmt. Man rechnet nach, da§ E2? = 0 aufier E%? 2 Fy. Wir definieren eine Abbildung

von Spektralsequenzen
Q) E(l) ~ E

welche auf dem E-term 7; auf x; und g; auf 7(x;) abbildet.
Nun gilt unter dieser Abbildung ES* = E3™* und E., = E. Der folgende Satz impliziert das Theorem
von Borel.

Theorem 2.16 (Spektralsequenzvergleichssatz) Sei E — E eine Abbildung von Spektrasequenzen.
Dann implizieren zwei der folgenden Bedingungen die dritte.

1. ES* =~ EY*

2. B30~ py°

3. B ¥ Eo
Proof : [2, Thm. 1.36]

3 Stabile Homotopiegruppen von Sphéren

3.1 Hopfabbildungen

3.1.1 Elementare Differentialgeometrie liefert die Hopfabbildungen

1.7n:8%— 52

2. v: 87—+ 64

3. 0:8% 857
In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl diese Abbildungen nichttriviale stabile Abbildungen induzie-
ré’e?? Wir rechnen iiber Fa. Die Abbildung 7 ist die Verklebeabbildung fiir S? U, D* = CP? =: X. Sei
r € H*(X) = Fy der Erzeuger. Dann gilt wegen Poincaredualitiit 2 # 0. Also

0# 2% = Sq*(x) .
Wir betrachten nun
$X =S¥ Usn, DU
Sei s™ der Suspensionsisomorphismus in Kohomologie. Dann gilt
Sq?(s"w) = s"(Sq?x) = s"(2%) £ 0 .

Wir nehmen nun an, da8 X7 trivial ist. Dann wire L"X = §2t7 v §4+7 und es gibe die Projektion
p:Y"X — S mit s"x = p*y. Dann wiire aber Sq?(y) = 0. Widerspruch.



3.1.8 Analog kann man zeigen, dafl v und o stabil nichttrivial sind. Dazu ersetzt man CP? durch HP?
oder CaP?.

3.2 Die Adams Spektralsequenz

3.2.1 Ziel der Adams Spektralsequenz ist die Berechnung der Gruppe [Y, X] fiir Spektren X,Y € S. Der
Ausgangspunkt ist die Wahl einer geeigneten Kohomologietheorie E. Die Daten sind dann die Gruppen
E*X und E*Y als Moduln iiber der Algebra E*E. Klar ist, dafl man im allgemeinen mit E-Theorie nur
E-lokale Effekte sehen wird, also zu Beispiel [Yg, X | oder was dhnliches herausbekommt, wobei X — Xp
die E-Lokalisierung ist.

3.2.2 In diesem Kapitel werden wir mit der Kohomologie HF,, (und bei expliziten Rechnungen mit HF
arbeiten). Zuerst konstruieren wir eine Auflésung

/\/\/\

X s X s Xy e

Wir nehmen an, da§ X' zusammenhéngend ist. Wir wihlen Erzeuger ap,; von HF; X als Modul iiber A,.
Dann ist Ko := [[, HFp[|avo,i|] und ag von den o ; induziert. Sei X; die Kofaser von ag. Wir wiederholen
diese Konstruktion mit X;, X5 und so weiter. Die gepunkteten Pfeile sind Abbildungen vom Grad 1,
welche die Kofaserungen zu Kofasersequenzen in der Kategorie der Spektren fortsetzen.

Nach links kénnen wir diese Auflésung wie folgt fortsetzen:

/\ / i
X [—2] e X[—1] < \X/ ..................... X,

3.2.8 Wir setzen ;X := [X'Y, X]. Dann erhalten wir folgende lange exakte Sequenz der Fasersequenz
(Xsa Ksa Xs+1)

Y;H—le > Y;5+1XS+1

|

Y;Xs YtKé }/thJrl

|

Y, 1 Xy ——

Diese Fasersequenzen kénnen wir zusammensetzen zu einem Treppendiagramm

YiinKs —— Y11 Xgp1 —= Y1 Key1 ——= Y 11 Xg o ——

| |

YK 1 Y X Y K Y;EXs-i—l -

l |

Yi 1Ksg 0——=Y 1 Xs 1 ——Y 1 Kg 1 ——Y 1 Xs ——
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8.2.4 Wir betrachten folgende Umnumerierung;:
X =YXy, Ks=X°K,.
Dann kann man die Auflésung als Turm schreiben:

«
X3 —> K3
v

as
X?— K,
X

ar
Xt — K
X

Xi;Ko

Nun haben die gestrichelten Pfeile Grad 1.
Dann hat das Treppendiagramm die folgende Form:

Yiea1 K ——— Y X —— Y, K —— Y, X2

| |

Vi K ——= Y X ——— ¥, K —— Y, X ——

| |

Vios K72 ——=Y, X —Y, K ——Y 1 X ——

8.2.5 Ein Treppendiagram ist dquivalent zu einem exaktem Dreieck und liefert eine Spektralsequenz.
Wir erkéren jetzt deren Funktionsweise. Wir betrachten die Struktur

t+1 t+1 1 t+1 1 t+1 2
}/tJrlElJr )8 s A1+ s+ S E1+ s+ S A1+ S5+ S

: |

E?S_l Ali,s Ei,s Azi,s-l—l

152 B IR e M
Ei 1,5—2 Ai 1,s—1 1 E; 1,s—1 Ali 1,s

Die Spektralsequenz wandelt die Abbildungen i; schrittweise in Surjektionen um. Im Schritt zur zweiten
Seite wird A’i_l’s_l durch das Bild Ag_l’s_l von 7 ersetzt, oder gleichbedeutend durch den Kern von
61. Leider wird i; dadurch nicht nicht surjektiv, da wir im gleichen Schritt Ai’s durch das Bild von 4441
ersetzt und damit eventuell verkleinert haben. Im niichsten Schritt miissen wir A5~ "*~" durch den Kern
einer von « induzierten Abbildung 8 : A5™"*~" — EL® ersetzen. Der Ubergang von E;** nach E}| wird
durch die Differentiale d, bestimmt.

11



3.2.6 In der r-ten Stufe haben wir folgende Struktur:

t+r—1,s+r—1 v R t+r—1,s+r
Er Ar

liwrrl

t+r—2,54+r—2 2l R At+rf2,s+rfl
T T

At—r+1,s—7‘
r

Das r-te Differential d, geht einen Schritt nach rechts und r — 1-Schritte nach oben.

Wir ersetzen AL* durch ker(d,) und die E,-Terme durch die d,-Kohomologie.

3.2.7 Wir betrachten nun das Konvergenzverhalten. Dazu betrachten wir die um r nach unten verscho-
bene Struktur

Ft=1ls—1 0 gt—1s
T T

litl
y

R A;‘.“72,sfl

B

t—r—1,s—r—2 S t—r—1,s—r—1
Er Ar

At—2r+1,s—2r
T

Da K, = x fiir negative r ist, gilt E** = 0 fiir s < 0. Folglich wird fiir s < 0 die Gruppe A!~1*~1 einfach
durch A% ersetzt. Wir sehen ein, daf fiir r > s

AT = im(Y,_ X 5 Y X))
Auf Y;_1X betrachten wir die Filtration

Fo = in(Y,_,X* = Yi_,X) .

12



Dann sehen wir weiter, daf3
FOUX/FSTUTLX o i s, ¢ BYS .

Wir brauchen noch ein Argument, daf im(d,) = EL* gilt fiir groBe r. Dies ist dquivalent dazu da v =0
oder i;_1 injektiv ist. Das wird in unserem Fall daraus folgen, daf} sich die Reihe

Alsc A ..o c Al

stabilisieren mu weil die E%* F,-Vektorrdume sind und die p-Torsion von A}® endlich ist.
3.2.8 Wir haben eine natiirliche Abbildung

VK, = [2Y, K] 5% Hom 4, (HIF;KS,HIF;ZtY) = Homg, (HIF;KS,HF;Y)t =: Ef’t .
Wir zeigen, dafl a ein Isomorphismus ist. Wegen A, = HF; HF, gilt fiir jedes Spektrum Y’

* def * ~ * * ~ * * *
Y, HF,]* < HF;Y = Hom’ (Ay, HF:Y) = How’, (HF,HF, HFY) . (1)

Daraus folgt, dal ;K = Ef’t. Die Abbildung @ kann mit einem Produkt derartiger Isomorphismen
identifiziert werden.

3.2.9 Wir diskutieren nun die Konvergenzeigenschaften. Wir schreiben ) (X) := [X"Y, X]. Wir nehmen
an, dafl Y, X —1-zusammenhéngend und vom endlichen Typ sind.

Auf Y;_1 X betrachten wir die Filtration

F5l = im(Y;_ X* = Y X) .
Proposition 3.1 Wir fizieren (s,t).
1. Fiir grofle r ist E3' unabhingig von r und ES! = Fst/psthi+tl
2. Wir haben eine exakte Sequenz

0— ﬁnFern,tJrn — }/tsttors — }/tst(p) .

Proof :

Die Lokalisierung einer Torsionsgruppe bei p und ¢ verschwindet. Folglich miissen wir einsehen, dafl
(M E5t ) 0y = (Yies Xtors)(g) gilt. Die Gruppen EP* sind Vektorrdume iiber F, und damit p-
Torsionsgruppen. Die Abbildung 4; ist also ein Isomorphismus nach Lokalisieren bei ¢ # p. Damit ist
(N F5H81) () = (Y= X)) (q)- Weiter unter werden wir einsehen, daf (N, F'5+""*") eine Torsionsgruppe
ist.

Wir betrachten nun die Lokalisierung bei p. In diesem Fall ist (S/t—thors)(p) — Y X(p) injektiv und
wir miissen zeigen, daf8 (N, F*+™*") ) = 0 gilt. In der Tat folgt daraus auch, daf8 (N, F*+™**") ) eine
Torsionsgruppe ist.

3.2.10 Wir zeigen, daf (N, F*+™7+7")y = {0} gilt.

Wir nehmen zuerst an, dafl 7, (X) reine p-Torsion ist. Wir konstruieren einen Eilenberg-MacLane Komplex

X —>Lo— L —

wie folgt. Wir setzen X =: Zy. Wir nehmen an, Z, sei konstruiert und n — 1l-zusammenhéngend. Dann
wéhlen wir eine F,-Basis (a;) von HF}Z,. Mit dieser konstruieren wir eine Abbildung o : Z, —
[[; HFp[n] =: L,. Diese induziert einen Isomorphismus HF}Z, = HFy L, und damit nach Hurewich
auf Homotopiegruppen die Abbildung m,(Z,) — m.(Z;) @ F, = m,(L,). Sei Z,11 die Kofaser von «a.
Dann gilt 7, (Z,41) = 0 und |mp41(Zpr41)| < |mn(Ly)| (es werden alle p-Torsionselemente anulliert).

Wir wandeln die Auflésung in einen Turm um. Wir setzen Z" := X~ "7, und erhalten

78— =75 X .
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Die Abbildung Z" — Z"~! induziert einen Isomorphismus auf 7; fiir ¢ # n und die Einbettung einer
echten Untergruppe m,(Z" 1) — 7,(Z"). Hilt man n-fest und vergréfert r schrittweise, dann erhélt man
eine echt abesteigende Familie von Untergruppen im(m,(Z") — m,(X)) solange bis dieses Bild trivial
wird. Das passiert tatséchlich, weil X von endlichem Typ und damit m,(X) endlich ist. Dann muff man
n vergroffern und des Verhalten wiederholt sich.

Wir haben nun eine induzierte Abbildung von einer Adamsauflésung von X in den Eilenberg MacLane
komplex

X Ko K Ky .
X Lo Ly Ly
Eine Diagrammjagt (vergleich mit 3.2.13) ergibt eine induzierte Abbildung von Tiirmen
X2 X! X0 X .
Z? Z1 A X

Wir sehen, daf§ fiir festes n die Untergruppen
im(m, (X7) = 1 (X)) C in(m,(Z27) = 7 (X))

fiir groBe r trivial werden. Das gilt auch fiir im(7} (X") — 7} (X)). Hierbei ist 7} (X) := [£"Y, X]. Wir
verwenden Induktion nach der Dimension von Y. Das Ankleben der [-Zellen fiithrt zu einer Kofasersequenz
Y=t - y! - v;8™. Wir erhalten die Abbildung von langen exakten Sequenzen

[ mnst(X7) —— 7T,};L (X") —— ﬂ{lil(X’”) — [, -1 (X7) .

| | | |

[ mnt(X) —>7TZI(X) —>7rYl71(X)—>HJ7Tn+l—1(X)

n

Nun ist der Induktionsschluf} klar.
3.2.11 Damit wire die Behauptung unter der Voraussetzung, daf§ 7.(X) reine p-Torsion ist, gezeigt.
Fiir jedes k > 0 betrachten wir nun die Fasersequenz

k
Xt >XxX—>C .

Nun ist 7, (C') reine p-Torsion.
Wir wihlen einen Adamsturm C < D! <~ D? und betrachten die Abbildung

X2 X! X
N ¢
D? D! C

auf 7Y -Niveau. Wir sehen, da8 ¢(N,im(7) (X") — 7Y (X))) = 0 ist. Daraus schliefen wir, daf} alle
Elemente aus N,im(r) (X") — 7} (X)) durch p* fiir beliebiges k teilbar sind. Da X vom endlichen Typ
ist, gibt es aber keine solchen unendlich p-divisiblen Elemente nach Lokalisieren bei p.

8.2.12  Wir zeigen nun 1. Wir behaupten, daf i, fiir grole r injektiv ist. Das ist klar nach Lokalisierung
bei q # p. Fiir die Lokalisierung bei p folgt die Behauptung aus folgender Beobachtung: Fiir grofle r hat
A%t keine p-Torsion. Jedes p-Torsionselement wére néimlich im Bild der Komposition von r — 1 vertikalen
Abbildungen i; 04441 0. ..91-—1. Wir hatten aber schon gesehen, daf} sich jedes Element nur endlich weit
liften 1&8t, und die p-Torsion ist endlich erzeugt. Der Kern von 4; mufl aber p-Torsion sein, weil E* eine
p-Torsionsgruppe ist. a
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3.2.18 1In diesem Beweis haben wir folgendes Lemma benutzt. Sei

Z Lo Ly Ly
l v v v
X Ko Ky Ko

ein Diagramm, wobei die untere Zeile ein Eilenberg-MacLane Komplex (die K; sind Produkte von
Eilenberg-MacLane Spektren, zwei aufeinanderfolgende Abbildungen sind Nullhomotop) und die obe-
re Zeile ist eine Auflssung (Komplex und exakt auf Kohomologieniveau) ist. Dann kann man die Pfeile
einfiigen. Wir ergéinzen:

| foO/Z/ S|
) \W/ \w /

Die Abbildung fy gibt es, weil [Lg, K] — [Z, Ko surjektiv ist. Man argumentiert so analog weiter. Im
nichsten Schritt benutzt man, dal Lo/Z — L1 eine Surjektion in Kohomologie induziert.

8.2.1/ Wir identifizieren nun den Fs-Term der Adams Spektralsequenz. Wir schreiben jetzt nur den
E-Term des Treppendiagramms auf.

Yii1 Ky ——= Y1 Ko —— Y 11 K —— Y 11 Ky

Y Ko Y Ky Yi Ko Yi K3

0 Yio1Ko——=Y; 1K1 ——=Y; 1 K>
Wir bemerken zuerst, dafl
HF; X ——~ HF Ko —— HF; K1 ——

eine freie Auflésung von HF, X als A,-Modul ist.
Mit (1) sieht man, dafl die Kohomologie dieser Zeilen die folgende Form hat.

Ext}% (HF: X, HF Y1) — Extip (H*Fp X, H'FpYiq1) —

T

Ext), (HF;X,HF,Y,) — > Ext!, (HF;X, HF}Y,)) —

0 Ext), (HF,X, HF3Y, 1)) —

Wir haben gleich das néichste Differential mit eingezeichnet.
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3.3 Berechnung der zweiten Seite der Adams Spektralsequenz

8.8.1 Die zweite Seite der Adams Spektralsequenz ist aus den Gruppen Extly (HF; X, HFY') aufgebaut.
Wir werden Y = S setzen. Dann ist HF;Y = Z, (im Grad 0).
3.8.2 Sei M ein Modul iiber A,. Wir miissen Extj}p (M, Z,) berechnen. Dazu wéhlen wir eine projektive
Auflésung

e By - > Fg—>M—0

von M, wenden Homy, (..., Zp) an und berechnen die Kohomologie von Hom 4, (F,Z,).
3.3.3 Anstelle von projektiven Aufldsungen kann man mit freien Auflésungen arbeiten.

Definition 3.2 FEine freie Auflésung
s BB R M0

heifit minimal, wenn die Anzahl der Erzeuger von F; minimal in jedem Grad ist.

Die Existenz minimaler Auflésungen fiir Moduln M welche in jedem Grad endliche Z,-Dimension haben,
kann man durch Induktion zeigen.

Lemma 3.3 Fir eine minimale Auflésung verschwinden die Differentiale von Hom(F ,Z,) und es gilt
Ext(M,Z,) = HomA(F}, Z,) .

Proof : Wir schen zuerst ein, daf8 ker(¢;) C A} F; gilt, wobei A} — A — ), die Augmentation und die
Einbettung des Augmentationsideals ist. Sei z = 27:0 a;xj,; € ker(¢;), wobei x;; die Erzeuger von F;,
also ¢;(x;;) die Erzeuger von ker(¢;_1) sind. Moge ag ¢ Al gelten. Dann gilt

aodi(oq) = = Y a;di(ws) -
j=1
Wir zerlegen nun ap = b+ c mit b € F, und c € A;. Dann gilt
pi(0,) = —b"egi(zo,) — Z a;pi(z;;) .
j=1

Dies widerspricht aber der Minimalitdt der Auflésung, da man wegen dieser Gleichung den Generator
xo,; im Grad |z ;| nicht benotigt (dafiir natiirlich Generatoren in hoheren Graden).

Sei nun f € Homg, (F;,Fp). Dann gilt df (z) = f(dir1(x)). Da aber ¢;1(x) € ker(¢;) C AfF; ist und
AFT, = 0 gilt, muB df (z) € AT, = {0} gelten. O

8.8.4  Wir erklédren hier einen mechanischen Weg, eine minimale freie Aufldsung von Fs als As-Modul
zu finden. Wir ordenen die Elemente von F' in einem quadratischen Schema derart, daf§ an der Stelle
(¢,7) die Elemente von F; im Grad ¢ — j stehen.

Wir beginnen nun die Konstruktion. Wir bestimmen die Zeilen. Wir brauchen einen Generator ¢ von Fj
im Grad 0, welcher auf 1 € Fy abgebildet wird. Wir bestimmen nun die 0-te Zeile.

Wir brauchen einen Generator oy von Fy mit a; + Sq'e. Nun gilt Sq'a; + Sq'Sqlt = 0 (Adem Relation).
Wir brauchen also einen Generator 82 € Fy mit B2 — Sqlay. Wir erhalten also das folgende Bild der
0-ten Zeile.

deg—jyJo0[ 123145
0 tlap| B2 |y3|04]e€s

Wir berechnen nun die zweite Zeile. Die vorhandenen Generatoren liefen die folgenden Elemente die alle
im Bild sind.

deg—j\j | O 1 2 3 4 5
0 L aq B2 73 04 €5
1 Sq't | Sqlay | 8q'B2 | Sq'vs | Sq'és | Sqles
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Wir schreiben nun alle schon bekannten Elemente in der zweiten Zeile dazu.

deg—7\j] 0 1 2 3 4 5
0 L oy B2 V3 04 €5
1 Sq't | Sqlay | 8q'B2 | Sqlvs | Sq'és | Sqles
2 Sq?e | Sq®a | Sq2B2 | 8973 | S9264 | Sq2es

Nun gilt Sq%. + 0, Sq?a; — Sq2Sqlt, Sq2B2 +— Sq?Sqlai, Sq%v3 + Sq2SqlfBa, Sq26s — Sq?Sq'B3 und
SqZes — 8q28qlds. Wir benétigen also einen Generator ap — Sq2: in (1,1). Die komplettierte erste Zeile
hat also die Form

deg—j\j| O 1 2 3 4 5
0 L ! P2 3 04 €5
1 Sq't | Sqtar/as | SqtBa | Sqlvs | Sqlds | Sqtes
2 Sq?t | Sq%ay Sq%B2 | Sq%v3 | 89204 | Sq%es
Wir komplettieren nun die zweite Zeile zu
deg—j\j| O 1 2 3 4 5
0 L ! P2 3 04 €5
1 Sqlt | Sqlai/as | Sq'B2 | Sqtvys | Sqlds | Sqles
2 Sq%t | Sq?a1/Sqtas | Sq%B2 | Sq%q3 | Sq%d4 | Sq%es

Wir schreiben nun alle bisher bekannten Elemente der dritten Zeile hin

deg—5\J 0 1 2 3 4 5
0 L aq B2 V3 04 €5
1 Sqle Sqlag /g Sq'fs Sq'vs3 Sqlds Sqles
2 5q%t 8q”a1/8q as 5q°B2 59%73 5q°04 Sq’¢s
3 Sq®t/Sq*te | Sq®a1/Sq*tar /Sq?as | Sq°B2/Sq* B2 | Sa®v3/Sq% s | 8q04/Sq% 16, | SqPes/Sq*ter

Wir berechnen nun die Differentiale dieser Elemente und die Differentiale der Elemente aus der ersten
Zeile. Es gilt beispielsweise Sq32 — Sq*1aq, Sq?y3 + Sq*! 32 + 0. Es ergibt sich, da wir in (2,2) einen
neuen Generator 34 benétigen. Dazu rechnen wir Sq3a; — Sq1i, Sq232 — Sq®tay + 0, Sq2as — Sq®lt
(Adem Relation). Wir brauchen also einen neuen Generator 34 — Sqa; + Sq?ae. Hier ist also die
komplette zweite Zeile.

In dieser Weise fahren wir fort und bestimmen die Generatoren von F ; .
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3.3.5 Wir erhalten das folgende Bild des Fa-Terms der Adams Spektralsequenz:

d4 011 013 -
/
3 Y6 710 g Y12
e /
Ba Ba Bs Bs Bo B1o
L I’

L

Am Punkt (p,q) (p ist horizontal) steht hier Ext?(Fs,F2)P. Das Differential d, geht in diesem Bild einen
Schritt nach links und r-Schritte nach oben. Die p-te Spalten berechnet den 2-Anteil von 7.

8.3.6 Die senkrechten Pfeile stehen fiir die Multiplikation mit «, und die schriagen Pfeile fiir die Multi-
plikation mit ae. Potentiell konnte da(as) und da(B10) nicht verschwinden. Es gilt da(S10) = da(aaag) =
agda(ag) + agda(az) = agds(ag). Wir zeigen, dal da(ag) = 0 gelten mufl. Es gilt 0 = da(84) = a1da(ag).
Wenn da(ag) = 3 gelten wiirde, dann wiire 0 = a1y3 = d4.

Die multiplikative Struktur kann man nicht mit der minimalen Auflsung einsehen. Die relevanten Me-
thoden sind etwa die Betrachtung der A-Algebra und die May Spektralsequenz [3, Kap. 5]

3.3.7 Wir lesen etwa ab vy (|7 ]):

0]11(2]3(0]0
co|1|1]3]0]0

In der Tat kann man mitder multiplikativen Struktur auch etwas iiber das Extensionsproblem sagen:

4 The Thom spektrum MU

4.1 Kohomologie und Homologie von BU

4.1.1 In diesem Kapitel betrachten wir in der Regel die Kohomologie und die Homologie mit Koeffizi-
enten in Z. Wir schreiben H*(X) := H*(X,Z) und H.(X) := H.(X,Z).
4.1.2  'Wir berechnen zuerst die Kohomologie von BU (n). Die kanonischen Einbettungen J, ,, : U(m) —
U(n), m < n, induzieren Abbildungen Jy, ,, : H*(BU(n)) — H*(B(m)).

Theorem 4.1 1. Es gibt Klassen ¢, € H?*(BU(n)), k = 1,...,n (die universellen Chernklassen)
derart, dafy H*(BU(n)) 2 Z[ecy,...,ck] als graduierter Ring.

2. Fs qilt
1<k<m

* _ Ck
Proof : Wir beweisen dieses Theorem durch Induktion nach n unter Verwendung der Faserungen
S#=1 & BU(n —1) — BU(n) .

Die Faserung ergibt sich aus BU(n—1) 2 EU(n)/U(n—1), und U(n)/U(n—1) = S?"~1. Wir betrachten
die Serre Spektralsequenz dieser Faserung.

Ey* = H*(BU(n)) @ H*(S*71) .
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Wir identifizieren die 2n — 1te Zeile der zweiten Seite mit H*(BU(n)). Es gibt nur ein Differential
dan, : H*(BU(n)) — H*T?"(BU(n)), welches durch die Multiplikation mit einer Klasse c,, gegeben ist.
Der Anfang der Induktion wird durch BU(1) = CP* und der Kenntnis H*(CP*) = Z[c;] geliefert.

Da die Kohomologie von BU(n — 1) in geraden Graden konzentriert ist, erhalten wir zuerst Sequenzen

*

H22(BU(n — 1)) — H*2""1(BU(n)) & H* Y (BU(n)) "%

Wir sehen induktiv ein, da§ auch H*(BU(n)) in geraden Graden konzentriert ist.
Fiir die geraden Grade erhalten wir

1

0.

c T n—
0 — H*=2"(BU(n)) & H**(BU(n)) "% " H**(BU(n —1)) = 0.
Da H*(BU(n — 1)) eine freie kommutative Z-Algebra ist, splittet diese Sequenz. Wir sehen, da8
H*(BU(n)) = H*(BU(n — 1)) ® Z|cy]

gelten muf, und daB J; ,_; durch ¢, +— 0 induziert wird.
4.1.8 Sei p, : BT (n) — BU(n) durch die Einbettung des maximalen Torus der Diagonalmatrizen
induziert. Wir haben T'(n) = U(1)" und damit BT (n) = BU(1)". Beachte, da§ H*(BU (1)) = Z[c4] ist.
Wir setzen
ri=1x---x1xc x1x---x1€H*BT(n)).
i1 n—i

Dann ist nach der Kiinnethformel
H*(BT(n)) 2 Zlx1,...,Tn] .
Seien ok (x1,...,2,) € Zl21,...,2,] die elementaren symmetrischen Funktionen.

Lemma 4.2 FEs gilt
wi(er) 2op(xr, ..., xn) .

Proof : Wir sehen zuerst ein, daf p), injektiv ist. Dazu betrachten wir die Faserung
F(n) — BT (n) — BU(n)

mit F(n) =2 U(n)/T(n). Dies ist eine komplexe Mannigfaltigkeit und damit orientiert. Fiir die Eulercha-
rakteristik gilt x(F(n)) = [W(U(n),T(n))| = n! # 0. Sei pp, : H*(BT(n)) - H*(BU(n)) der Transfer.
Dann ist pip,1 0 g = x(F(n)). Da H*(BU (n)) torsionsfrei ist, ist die Multiplikation mit x(F'(n)) injektiv.
Wir gehen nun induktiv vor. Die Einschrankung x,, — 0 induziert einen Isomorphismus

Zlo1 (21, y@n)y ooy One1(X1, .oy Tpn)] = Zlor (@1, oy 1)y ooy Op—1 (@1, 0o X))
Wir betrachten das folgende Diagram

s

H*(BT(n)) —X2—~ H*(BU(n))

\LIHHO l‘]':.,nl

H*(BT(n — 1)) =% H*(BU(n — 1))

Wir sehen nach Induktionsannahme, dafl p! (cxp) = og(z1,...,zy) fir 1 < k < n gelten mufl. Weiter
sehen wir, dafl x,|u(cy). Aus Symmetriegriinden gilt x;|u)(c,) fiir alle ¢ = 1,...,n und damit aus
Gradgriinden p (cp) = Azy ... 2y,
Um zu zeigen, dafl A = +1 gelten muf}, verbessern wir das Argument fiir die Injektivitit von p*. Man
kann namlich zeigen, dafl

wr s H*(BU(n),F,) - H* (BT (n),Fp)
fiir alle Primzahlen p injektiv ist. Daraus folgt A = +1. Wir erreichen A = 1 durch Umdefinition von ¢,.
Fiir die Injektivitat von p in Kohomologie mit F,-Koeffizienten haben wir die folgenden zwei Argumente.
Im ersten verwenden wir folgende algebraische Tatsache:
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Theorem 4.3 (Cohen-Macaulay, [3], 2.3.2) Sei K ein Korper,
f:R:=Klz1,...,z,) > S:=Kly1,...,Yn]

ein Homomorphismus von zusammenhdingenden K-Algebren so daff S ein endlich-erzeugter R-Modul ist.
Dann ist f injektiv und S ein freier R-Modul.

In unserem Fall wenden wir das Theorem auf R := H*(BU(n),F,), S :== H*(BT(n),F,) und f := pu
an. Wir betrachten die Serre Spektralsequenz von F(n) — BT (n) — BU(n). Da F(n) eine endlich-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist, ist H*(F(n),F,) ein endlich-dimensionaler F,-Vektorraum. Damit ist
Ey" = H*(F(n),F,)® H*(BU(n),F,) ein endlich erzeugter H*(BU (n), F,)-Modul. Damit aber auch der
E-Term endlich erzeugt (die Differentiale sind H*(BU (n),F,)-linear).

In der Tat entartet die Spektralsequenz in diesem Fall sogar. Dies liefert ein alternatives Argument ohne
das algebraische Resultat. Wir sehen dazu ein, dafl die Kohomologie aller beteiligten Rdume in gera-
den Graden konzentriert ist. Wir wissen dies schon fir H*(BU(n),F,) und H*(BT'(n),F,) (universelle
Koeffizienten und die Tatsache, dal H*(BU(n)) und H*(BT(n)) freie Z-Moduln sind). Die Flaggenman-
nigfaltigkeiten sind iiber Faserungen

F(n—-1)— F(n) - CP"
miteinander verbunden. Dies folgt aus F((n) = U(n)/T(n), CP™" = U(n)/(U(1) x U(n —1)) und (U(1) x
Un-1)/=2UQ)xUn-1)/(UQ)xTn-1)2UMn-1)/T(n—-1) = F(n—1). Wir schlieflen nun
induktiv wieder mit den Serre-Spektralsequenzen. Diese entarten alle, da jeweils die Basis und die Faser

(Induktionsannahme) nur gerade Kohomologie besitzen.
4.1.4  Wir betrachten die kanonische Einbettung U(n) xU(m) — U(n+m) und die induzierte Abbildung

tn,m : BU(n) x BU(m) — BU(n+m) .
Lemma 4.4 Es gilt ), ,,(cx) =

itj=k Ci X Cj-

Proof : Wir vergleichen mit dem Torus.

H*(BU(n +m)) —MQ’TH*(BU(TL)) ® H*(BU(m)) .

\L“Z+m lui@ufn

H*(BT(n)) ——= H*(BT(n)) ® H*(BT(m))

Es gilt
*
/'[/n-i-m(ck) = O (:Cl) cee axn-l-m)
= E Ty Ty,
i1 < <ig
k

= E E Tiy oo Ty,

=014 < <ip <N<bpy1 <+ <dp

k
= Zar(zl, ey ) Ok (Trg 1y e ooy T
r=0
k
= ZNZ(CT) X fn (Ck—r)
r=0
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4.1.5 Wir erinnern an das universielle Koeffiziententheorem fiir die Homologie. Sei X ein Raum und
H*(X) vom endlichen Typ (endlich erzeugt in jedem Grad). Dann gibt es fiir jede abelsche Gruppe G
eine natiiliche exakte Sequenz (vergl. [7, Thm. 5.6.12])

0 — Ext(H*"(X),G) = H.(X,G) — Hom(H*(X),G) = 0 .

Wir sehen damit
H,.(BU(1)) & Z[ag, a1, ..,ak, ... ]

mit |ag| = 2k und ak(c’f) = 1. Wir berechnen H, (BT (n)) mit der Kiinnethformel. H,(BT(n)) ist der
freie Z-Modul iiber den Erzeugenden ag, X - - - X ay, . Wir betrachten die Abbildung p,, . : H.(BT(n)) —
H.(BU(n)) und setzen ay, ...k, = pn«(ar, X -+ X ag, ). Dies ist als ein Symbol zu verstehen und nicht
als Produkt (zumindest vorerst).

Proposition 4.5 H,.(BU(n)) ist der freie Z-Modul iber den Klassen ay, ...ax, mit ki > ko > -+ >
k, > 0.

Proof : H*(BU(n)) = Zlc1,...,¢y) ist frei und vom endlichen Typ als graduierter Z-Modul. Also ist
H.(BU(n)) = Hom(H (B ( )) Z) auch frei. Ein offensichtliches Erzeugendensystem besteht aus den
Monomen (c7'...c&)*, e; € Ng. Wir ordnen die Multiindizes (k; > --- > kjy) lexikographisch. Via der
Bijektion
(e1,...,en) > (e1+-ten e+ ten = >en)
induziert dies eine Ordnung auf den Multiindizes (eq,...,e,) € N™. Es gilt

€n
n

<P gy - ag, >=< (1) o (en)f Ay X - X ag, >

Wir haben p (c;) = oy(21,. .., ). Die hochste Potenz von x1 in i (c1) ... uk (en)e ist 2§+ In
diesen Termen ist die hochste Potenz von z gleich 25> Wir schheﬁen so weiter und sehen, daf3
Geytte, eyt te, - - - Ge, das maximale potentielle Bas1se1ement, welches sich nicht-trivial (in der Tat
zu 1) mit ¢f'...cS paart. Die Matrix der Koeffizienten der ay, . ..ay, beziiglich der Basis (c7*...c%)*
ist also eine obere Dreiecksmatrix mit endlicher Ausbreitung und len auf der Diagonalen. Die Elemente
Ak, - .. ak, mit ky > -+ >k, > 0 bilden also auch eine Z-Basis von H,(BU(n)).

4.2 Die Hopfalgebrastruktur

4.2.1

Definition 4.6 Sei k ein kommutativer Ring. Eine Hopfalgebra tber k ist eine graduierte k-Algebra
(H, p,n) mit einem Koprodukt
Yv:H— H® H

und einer Koeins ¢ : H — k mit folgenden Figenschaften:

1. ¢ ist koassoziativ:

H H® H

T

1®¢
H®,H—— H®, H®Ry H

2. Es gilt die Koeinseigenschaft:

e®1
1®e lw

H®p H
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8. ¢ is an Algebrahomomorphismus:

H®kH_w>®¢l®kH@kH®kHM—®>1H®kH®kH®kH

l# w lm

H HeoH

Dabei ist T die symmetrische Struktur auf der Tensorkategorie der graduierten k-Vektorrdume. Wenn
Hy =0 fir k <0 gilt, dann heifft H zusammenhingend. Wenn dim(Hy) < oo fir alle k € Z gilt, dann
heifst H vom endlichen Typ. Schlieflich ist H kokommutativ, wenn

H—SHe H .
N
T
H®,H

Ein Morphismus zwischen Hopfalgebren ist eine strukturerhaltende Abbildung.

Wenn (H, p, 1,1, €) eine Hopfalgebra auf einem freien k-Modul vom endlichen Typ ist, dann ist H* :=
Hom(H, k) eine Hopfalgebra mit dem Produkt ¢*, der Eins €*, dem Koprodukt x* und der Koeins n*.
4.2.2 Sei k ein Koérper oder Z. Sei X ein H-Raum. Sei H.(X, k) vom endlichen Typ und frei im Fall
k = Z. Dann ist H*(X, k) eine Hopfalgebra. Das Produkt ist die Ringstruktur der Kohomologie. Das
Koprodukt ist m* : H*(X, k) » H*(X x X, k) & H*(X, k) x;; H*(X, k) (unter unseren Annahmen gilt die
Kiinnethformel). Die Koeins ist die Auswertung am Basispunkt. € : H*(X, k) — k. Weiter ist H.(X, k)
die zu H*(X, k) duale Hopfalgebra. Das Produkt ist durch m, : H (X, k) ®) Ho (X, k) 2 H (X x X, k) —
H.(X, k) gegeben. Das Koprodukt ergibt sich durch Dualisieren des Produktes der Kohomologie. Konkret
ist es wiederum durch den Kiinnethisomorphismus gegeben:

Ho(X, k) 2S Ho (X x X, k) = H, (X, k) @, Ho (X, k)

gegeben, wobei A : X — X x X die Diagonalabbildung ist.

4.2.3 Sei U ein komplexes Universum, also ein unendlich-dimensionaler hermitescher Vektorraum. Fiir
einen endlich-dimensionalen V' C U ist U(V') und damit BU(V) definiert. Fiir V' C V'’ haben wir einen
natiirliche Einbettung BU (V) — BU(V'). Wir definieren

BUU) := colimyyBU(V) .
Wir haben weiter ein externes Produkt
w:BUU)x BUU) —- BUUDU) ,

welches von den Abbildungen
BU(V)x B(W)— BU(Va W)

induziert wird. Dieses Produkt ist in der offensichtlichen Weise assoziativ
po(puxid)=po(id x u): BUU) - BUUDUBU) .

Nun wirkt Aut(U) auf BU(U). Wir betrachten den Flip F' € Aut(U/ ® U). Dann gilt poT = F o p.
Die H-Raumstruktur ergibt sich durch Internalisierung des Produktes unter Verwendung einer Isometrie
U =U&U. Der Raum solcher Isometrien ist zusammenziehbar. Daraus folgt sowohl die Assoziativitét
als auch die Kommutativitiat. Wir schreiben BU := BU (U).

4.2.4  Sei dim(V) = n. Der Raum der Isometrien C™ — V ist zusammenhéngend. Deshalb ist die Iden-
tifikation BU(n) = BU (V') eindeutig bis auf Homotopie. Insbesondere sind die Klassen ¢; € H*(BU(V))
und ag, ...ag, € H.(BU(V)) wohldefinert.
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4.2.5 Wir haben a,, := anaq...ap = (c})*. Es gilt weiter ag, ...ag, = u(ag,,...,ax,). Da Homologie
(singuldre) mit einem Kolimes vertauscht, sieht man, da8

H.(BU) 2 Zlay,...,ak,...] .
Fiir die Kohomologie mufl dann aus Dualitét folgen:
H*(BU) gZ[Cl,...,Cj,...] .

Das Koprodukt ist nach Lemma 4.4 durch

w(ek) = Z ¢; @ cy

i+i=k

gegeben. Wir berechnen nun das Koprodukt auf der Homologie: Es gilt mit ¢® := ¢{* ... % fiir geeignetes
n

< Ai(an),c® ® € >=< an,ceJre/ > .
Die rechte Seite ist gleich Null fiir alle (e, e’) fiir welche nicht e + ¢’ = (n,0,...) gilt; wenn doch, dann
kommt 1 heraus. Folglich gilt

As(ay) = Z a; @aj .

1+j=n

4.3 Die Homologie des Thom Spektrums MU

4.8.1 Wir beschreiben zuerst das Thomspektrum MU in koordinateninvarianter Form. Sei I/ ein kom-
plexes Universum und bezeiche V, V', ... C U endlich-dimensionale Unterriume.
Ist £ — X ein Vektorbiindel, dann ist X¢ der zugehorige Thomraum. Ist V' C U, dann gilt X¢®V = 2V X¢,

Fiir ein Diagram
Y —X
in welchem ® eine faserweise Einbettung ist, haben wir ein induziertes Diagram Y7 — X¢.
Fiir Biindel n — Y und ¢ — X gilt (X x V)87 = X6 Ay,
4.8.2 Sei (V) — BU(V) das universelle Vektorbiindel. Fiir V- C V' gilt £(V') | pu(v) Z (V)@ (V'S V).

Folglich haben wir eine Abbildung ©V'©V BU(V) — BU(V’). Diese Abbildungen definieren auf V —
BU (V)Y die Struktur eines Spektrums.

Definition 4.7 Das Spektrum V. — MU (V) := BU(V)V ist das Thomspektrum der komplezen Bordis-
mustheorie.

Die Ringspektrumstruktur wird durch

1%

MU(V)AMU(W) BUV) W) A BU(W)EW)

=~ (BU(V) x BU(W))$V)BeV)
— BU(V & W)*Vew)
=~ MUV aW)

gegeben (wobei V@ W C U @ U) und Internalisierung gegeben.
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4.3.8 Die Homologie H,(X) := H.(X,Z) eines Spektrums X kann durch H,(X) = [S™, X A HZ")
ausgerechnet werden. Hierbei ist HZ° ein unendlicher Schleifenraum, nédmlich der nullte Raum eines
Q-Spektrums vom Typ HZ. Fiir MU konkret ausgeschrieben bedeutet das

H,(MU) = coliny[2VS", MU(V)A HZ]
= colimy[2V 8", MU (V) A HZ]
= colimy[2V 8", BU(V)*V) A HZ)
= ColimVHnJrV(BU(V)g(V))
wobei in der letzen Zeile die Verbindungsabbildungen durch

Hyoy (BU(V)EW)) 2 Hyy (V' EVBU (V)W) 5 Hyy(BU(V!)EVY)

gegeben werden (erste Abbildung ist der Einhiingungsisomorphismus und die zweite Abbildung benutzt
die Strukturabbildung des Spektrums).
4.3.4  Wir haben folgendes Diagram

H,(BU(V)) ——— H,1v(BU(V)5M)

|

Hy oy (EY'OVBU(V)SV))

|

Hy(BU(V")) —— H, o (BU(V')EV))

Die horizontalen Abbildungen sind durch den Thomisomorphismus gegeben. Die Kommutativitdt folgt
aus der Ubereinstimmung des Thomisomorphismus und des Einh&ngungsisomorphismus fiir triviale Vek-
torbiindel. Wir schlieen, dafl

H,(MU) H.(BU)
Z[yl,...,yk...,]MZ[al,...,ak...,]

Das folgende Diagram zeigt, daf diese Identifikation sogar die Ringstruktur erhélt.

H.(BU(V)) x Hi(BU(W)) —= H.yv(BU(V)*")) @ H.,w (BU(W)*"W))

|

H. vew (BUV)Y) x BUW)§W))

|

H.(BU(V & W)) H, i vew (BUV @ W)EVEW))

Proposition 4.8 Wir haben eine natiirliche Isomorphie von Ringen
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4.4 Die mod p-Steenrodalgebra

4.4.1  Wir beschreiben hier die mod-p Steenrodalgebra A, als assoziative graduierte Algebra durch
Erzeuger und Relationen:

A=A, =< (P")>1, 8|Ademrelationen > .

Hierbei ist |P"| = 2n(p — 1) und || = 1 Die Ademrelationen haben die Gestalt

1.
[h/p] .
- —(k—14)—1 o
phph=%" (1)’1“<(p ]1(_ pil) )P“’“P 0<h<pk
i=0
2.
[h/p] .
((p—1)(k—1) L
Phﬂpk _ -1 h+1 ((p . )ﬂph-i-k i pi
> (-1 e
[((h—1)/p] .
- —(k—14)—1 oo
+ > (-t <(P , z(m' _Zi )PthklﬂPz 0<h<pk
i=0
Es gilt

A= [HF,, HF,) .

Die Algebrastruktur kommt von der Komposition der Operationen.
4.4.2 Die Ringspektrumstruktur HF, A HF, — HF, induziert eine kommutative Hopfalgebrastruktur

v:A—-ARA,

welche in Termen der Erzeuger durch

PPy =) ProPF . y(B)=801+1®8

k=0
gegeben wird. Diese Formel ist dquivalent zur Cartanformel

n

P*(zUy) = Z Pi(z)UP"(y)

welche die Vertréglichkeit der Operationen mit dem U-Produkt auf der Kohomologie ausdriickt.

Die Koeins wird durch die Eins der Ringspektrumstruktur S — HTF,, induziert.

4.4.8  Wir betrachten die Indexmenge von endlichen Folgen I := {eg,r1,€1,71,€2,72 ...} mite; € {1,—1}
und r; € {0,1,2,...}. Fiir so einen Multiindex definieren wir s := 357, (¢; +7;)p* %, k > 1 und setzen

O(I) := BOPIIBIP .. € A

Diese Elemente bilden eine F,-Basis von A.
4.4.4 Fiir einen Raum oder ein Spektrum X ist H,.(X,F,) ein Rechtsmodul iiber A mit der Wirkung

A H (X, Fp) @, A= H.(X,Fp) .
Diese Struktur wird von

[S,X A HF,] ® [HF,, HF,] — [HF,, X A HF, A HF,] ™%" [HF,, X A HF,] "%° [S, X A FF,)]

25



induziert.
B ist der Bockstein Operator. Es gilt weiter P"z = 2P fiir |z| = 2n und Pz = 0 fiir 2n > |z|.
Sei A* die duale Hopfalgebra (man dualisiert Gradweise und nimmt dann die Summe der Komponenten).
Diese ist einen kommutative Algebra mit einem nicht-kommutativen Koprodukt. Durch Dualisieren erhélt
man eine Komodulstruktur

X HY(X,F,) > H*(X,F,) @ A" .

Im folgenden wollen wir die Struktur A* bestimmen (nach [6]).
4.4.5 Sei X = K(Z/pZ,1). Es gilt

H*(Xa IF;D) = F;D[a’b]/(a2) a|a| =1, |b| =2.
Es gilt S(a) = b. Um dies einzusehen, betrachten wir das Diagram von Koeflizientengruppen

p

0 T T Z/pZ 0 .
0 Z/pZ 7./ p*Z Z/pZ 0

Da HY(K(Z/pZ,1);Z) = 0 ist, bildet der Bocksteinoperator der oberen Sequenz den Generator a €
HY(K(Z/pZ,1); Z/pZ) auf den Generator von H?(K (Z/pZ,1);Z) aber. Letzterer liefert nach p-Reduktion
die Klasse b. Aus der Natiirlichkeit der Bocksteinoeratoren folgt S(a) = b.

Wir betrachten insbesondere die folgenden Elemente unserer additiven Basis:

M, .= pP ' pr*™  prpl

Lemma 4.9 Es gilt Mpb = v und 6(I1)b = 0 fiir alle anderen Basiselemente. Es gilt weiter My Sa = "
und 0(I) =0 fiir alle anderen Basiselemente.

Proof : Sei P:=1+ P+ P?+.... Aus der Cartan-Formel P"(zUy) = > I, P'a U P" 'y folgt, daB P
ein Ringhomomorphismus ist:

P(zUuy) = Y Pi(zUy)
1=0

= > ) Pla)uPiy)

i=0 j+k=i

= O_Pl@)ud_ Py
§=0 k=0

= P(x)UP(y) .

Dann gilt Pb = b+b” und Pb* = (b+bP)" (da P'(b) = 0 fiir i > 2, 4.4.4). Insbesondere Pb?" = b +bP" .
Also ist

woooj=0
Pipr" = pe j=p"
0 sonst

Es gilt weiter 8b' = ib*~18(b) = ib" ' B(B(a)) = 0. Also wirkt nur PP’ nichttrivial auf »»". Mit P’a = 0
folgt die Behauptung. |
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4.4.6  'Wir berechnen nun \*(a) € H*(X,F,) ® A*.
Lemma 4.10 FEs gilt
N(a)=a®@14+b@m+P Q@7+ + @7+ ...

wodurch die Elemente 7. € A definiert werden. Analog gilt

2pk —1
X)) =bR1+P @& + -+ @& +

mit wohldefinierten & € A3, .

Proof : Fiir # € H*(X,F,) schreiben wir \*(z) = Y ;o) A (z) mit \'(z) € H*"(X,F,) ® A}. Sei weiter
\i(z) = >_; T ® aj fiir eine Basis (z;). Dann gilt fiir 6 € A;, daB 6(x ) =>,(= 1)‘11“0‘7| < 0,05 > ;.
Z ( 1)lzsllesl < 0,a; > x;.
k —2). Also

Sei # € A; nicht ein Monom Mj,. Dann gilt nach Lemma 4.9 6(b) = 0 =

Durch Variation von 6 schliefen wir nun, dai A\(b) = 0 auler wenn i = (
AN(B) = XO(B) + AP(b) + -+ - 4+ AP" (b) +

Es gilt also \?" (b) = b?" ® &, fiir ein wohldefiniertes &,. Analog beweist man die andere Behauptung. O

447
Theorem 4.11 Es gilt folgender Ringisomorphismus
A" = Fplér, .. €ny- ] QE[T0, .o, iy - -] s
wobei E fiir eine dufSere Algebra steht.
Proof : Wir benutzen folgendes Lemma.

Lemma 4.12 Es gilt < My, & >= 1 und < 0(I),&, > fiir jedes andere Monom 0(I). Weiter gilt <
M3, 7. >=1 und < 0(I), 7, > fiir jedes andere Monom.

Proof : Nach Lemma 4.9 gilt b*" = My (b) =< M, & > b und 0 = 6(I)(b) =< 6(I), &, > b°". Analog
zeigt man den zweiten Teil. O

Wir beenden nun den Beweis des Theorems. Fiir eine endliche Folge I = (eg,r1,€1,...) definieren wir
w(l) == 75°&' 111 €5% . ... Wir zeigen, da die w(I) eine additive Basis von A* bilden. Wir ordnen die
Indizes I lexikographisch von rechts, so daf§ zum Beispiel (1,2,0) < (0,0, 1) gilt.

Lemma 4.13 Es gilt < 0(I),w(J) >==£1 fir I =J und < 0(I),w(J) >=0 fir I < J.
Es ist klar, dal dieses Lemma das Theorem impliziert.
Proof : Im Beweis sind mehrere Fille abzuarbeiten. Wir erkidren die Beweisidee an einem dieser Fille.
Wir benutzen Induktion nach dem Grad. Sei 7 das letzte nichtverschwindende Element in I. Wir setzen
I := (eo,71,€1, -5 €6—1,7 — 1,0, ...). Dann ist w(I’")¢x = w(). Es gilt mit dem Produkt ¢ : A*® A* —
A*
<), w(l)> = <o), Ywl’)®&) >

= <Y, w(I") @& >

= <) (DO PERBYV.PE W) @& >

= Y (1) < B PR w(I’) >< B9 P g, >

= (£1),

wobei die Summe iiber alle Zerlegungen ¢; = €+ ¢} und r; = r} 4+ geht (Cartanformel). Die Reduktion
im letzten Schritt benutzt, daff < 8% ... P% & > Null ist auBer fiir 8% ... P% = Mj. Dann ist aber
B ... P% = 0(I') und wir wenden die Induktionsvoraussetzung an. O
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4.4.8 Wir halten noch einmal fest, dafl
€= (PP ... PPPLy

und o
Tn = (PP" ... PPP'B)*

gilt.

Lemma 4.14 [6, Thm. 3] Das Koprodukt dieser Elemente wird durch

WE) = &, w6,
k=0

und

n k
() =T @1+ Y & 0mn
k=0

gegeben.

Proof : Wir starten mit der Gleichung
A (b) = ibﬁi ®¢& .
i=1
Wir erheben diese Gleichung in die p’-te Potenz und erhalten (A\* ist ein Ringhomomorphismus)
N =S e
k=1

Wir berechnen nun

el =3 e v,

oo
k=1

2

Wir vergleichen (Koassoziativitéit) mit

(T@v)o N () =Y b @va(&)@vs(&) .
«a, 3,1

Es ergibt sich ,
Y=Y & e,

i+j=k
Die zweite Formel beweist man analog.
Fiir p = 2 sei
n—1 n—2
&= (89 Sq® ...sq®sqh)* € A5,

und es gilt
A" 2T, En, -]
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4.5 Die Homologie von MU mit F,-Koeffizienten

4.5.1 Wir bestimmen zuerst die Homologie H,(BU(1),F,) als A*-Komodul. Dazu dualisieren wir den
A-Modul H*(BU(1),F,). Da H.(BU(1),Z) = Z < a1, a2, - - - > frei als Z-Modul ist, gilt nach der univer-
sellen Koeffizientenformel H*(BU(1),F,) = H*(BU(1),Z) ®F, = F,[c1]. Da H°¥(BU,F,) = 0 gilt, muf
das Bocksteinelement S € A trivial wirken. Durch Dualisieren der Wirkung A/(5) ® H*(BU(1),F,) —
H*(BU(1),F,) erhalten wir

¢ Ho(BU(1),Fp) — [A/(B)]" ® H.(BU(1),Fp) .
Wir betrachten [A/8]* C A* als Unterhopfalgebra.

Lemma 4.15 e
. Folé7, &, ] p=2
B:=[A = 1152
o ={ wie el b
Proof : Wir betrachten hier den Fall p # 2. Es ist klar, da F,,[¢1,&2,...] C [A/(B)]* (die & verschwin-
den auf allen Monomen in den Erzeugenden von A, welche 5 enthalten. Auf der anderen Seite, wenn
Y € A*\ [A/(B)]*, dann gilt nach Lemma 4.13 dal < 6(I),Y ># 0 fiir ein geeignetes Monom (1)
welches § enthilt und damit zu () gehort. O

Lemma 4.16 Die Komponente in A} _, ® Ha(BU(1),F,) von ¢(ar) wird durch

E®a; p=2undk=2"
§&n®ar p#2undk =p"
0 sonst

gegeben.

Proof : Wir betrachten wieder den Fall p # 2.
Wir berechnen P (cy) (hier ist I = (in,...,%0), i; > pij—1 und P! = Pin Pin-1  Pi) Wenn P!(c;) # 0
n—1

gilt, dann ist I = (p™,p™~ ', ..., p, 1) fiir ein geeignetes n (wir benutzen 4.4.4).
Wir zeigen nun induktiv nach dem Grad, dafl

n

PPt pPPY(e) =

Tatséchlich gilt der Fall n = 1. Pc; = ¢}. Moge die Behauptung bis n — 1 richtig sein. Dann ist PZ(c;) =
P7P'(¢;) = P7(). Wir sehen mit der Cartanformel, da P?(c?) = PP(c;? ') = P(e))PP~ 1 (71 =
-+o = P(cy)P ist. Weiter gilt mit dem gleichen Argument PP (P(c;)P) = (PPP(c;))P. Wir fahren so fort
und erhalten P7(cf) = P’ (¢;)? = (cfnil)p = & mit pJ’ = J und der Induktionsvoraussetzung. Wir
rechnen nun

<1/)(ak),PI®Cl > = <ak,P1(cl)>
_ <ap > IT=@prlpr2 .. 1)
0 sonst

B 1 I=@(pHLp"2...,1)undk =p"
o 0 sonst

Dies zeigt die Behauptung. ]

Ein analoge Rechnung liefert < ¢(az),1® cf >=1, so da ¢(ax) = 1 ® a + A%, ® H.(BU(1),F,) gilt.
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4.5.2 Wir berechnen jetzt H.(MU,F,) als A*-Komodul. Da H.(MU,Z) = Z[y1,-..,Yk,---], lyx| =
2k, ein freier Z-Modul ist, gilt nach universellen Koeflizienten H,(MU,F,) = F,ly1,..., Yk, ...] als Fp-
Algebra. Es bleibt die Bestimmung der Komodulstruktur.

Definition 4.17 Seiy : M — AQ M ein Komodul tiber einer Hopfalgebra A, Ein Element x € M heifst
primitiv, wenn Y(x) = 1@z gilt. Mit PM C M bezeichnen wir den Unterraum der primitiven Elemente.

Ist M die Homologiealgebra eines H-Raumes, dann ist PM eine Unteralgebra.

Lemma 4.18 FEs gilt
H,(MU;F,) 2 B® PH,(MU;F,)

als Fp-Algebra und als A*-Komodul (von der Komodulstruktur von B induziert).

Proof : Sei S C D das Sphéren- und das Scheibenbiindel des universellen C-Biindels iiber BU(1). Dann
ist S = EU(1) zusammenziehbar. Wir erhalten eine Homotopiedquivalenz e.

MU(1)=~ D/S= D= BU(1) .
Sei . .
71 H,(BU(1);F,) = H,(MU(1):F,) *“"S"" H, ,(MU;F,)

der induzierte Isomorphismus. Dann gilt 7(a;) = 1. Dazu mufl man einsehen, dafl < Th,e(a;) >=1 ist,

wobei Th € H?(MU(1);F,) die Thomklasse ist. Interpretiert man Th geometrisch als den Nullschnitt

Nullschni
von D, dann ist diese Paarung gerade die Selbstschnittzahl von S? C BU(1) e MU (1). Diese

Zahl ist 1.

Allgemeiner gilt e(ar) = yr—1. In der Tat ist Th = e(c1). Sei O, : Hopo(MU;F,) — H.(BU(1);Fp)
der Thomisomorphismus in Homologie, und ®* der Thomisomorphismus in Kohomologie. Dann gilt
< d(e(ar)) >=< (), e(ar) >=< cF,a, >= 1.

Da 7 mit der A*-Komodulstruktur

¢ : Ho(MU,F,) — A* @, H,(MU,F,)

vertauscht, gilt
Y(H.(MU,Fp)) C B®p, H.(MU,F)) .

Wir definieren
T:=F,lzklk>1, k+1#p].

Wir definieren weiter einen Algebrahomomorphismus
g: H.(MU,F,) - T
durch

zr k+1 4

(H.(MU,F,) ist frei!). Dann betrachten wir den Algebrahomomorphismus

vt H,(MU,F,) 5 Bo H.(MU,F,) " ¥ B&T .

Wenn wir die A*-Komodulstruktur auf der zweiten und dritten Algebra von der Komodulstruktur von 5
induzieren, dann ist v ein Homomorphismus von 4*-Komoduln.
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Sowohl H,(MU,F,) als auch B ® T sind Polynomalgebren mit jeweils einem Generator in jedem gera-
den positiven Grad. Wenn die Bilder +(yi) unzerlegbar sind, dann muf 4 ein Isomorphismus sein. Wir
berechnen mit Lemma 4.16, daf} fiir £+ 1 = p"

Yyk) = Y(7(ars1)) =1 @g)o (1@ 7)o Y(artr)
1®g)(1®7)(1® agt1 + & @ a1) + zerlegbare
= (1®9)(1®yr+ & ®1) + zerlegbare

&, ® 1 + zerlegbare

(unzerlegbare Elemente sind notwendiger Weise von der Form 1® ... oder --- ® 1) Wenn &k + 1 # p" ist,
dann gilt

Yyr) =(1®g)o(1®@7)ot(ag—1) =(1®¢g)o(1®7)(1® ax—1) + zerlegbare = 1 ® z, + zerlegbare .

O

Es ist hier nicht gesagt, dafl die y; mit k + 1 # p” primitiv sind. Eine Basis der primitiven Elemente ist
aber von der Form (yj, + lower order){12pr.

5 Die Homotopie von MU

5.1 Cotor

5.1.1 Sei (A, 1)) eine Koalgebra iiber einem Korper k, (M, Aps) ein rechter A-Komodul und (N, Ay) ein
linker A-Komodul. Wir haben die beiden Abbildungen

Ay ®idy,idpy QAN M ON - M QAR N
wobei alle unbezeichneten Tensorprodukte iiber k£ sind.
Definition 5.1 Wir definieren das Kotensorprodukt MO 4N als den Equalizer
MAN=>MxARN
von Ay ® idy,idy @ An.
5.1.2 Das Kotensorprodukt ist der zum Tensorprodukt duale Begriff. Durch
A* @A"Y (A A)* 5 A

wird A* eine Algebra. In analoger Weise werden M™* ein rechter und N* ein linker A*-Modul. Wenn A,
M, N Z-graduiert und vom endlichen Type sind (in jedem Grad endlich-dimensional), dann gilt A &2 A**
M =2 M** und N = N**. Direkt aus der Konstruktion von M*® 4+« N* als Kolimes folgt und der Definition
von MO, N als Limes folgt

[M* R A= N*]* =~ MOyN .

5.1.3 Wenn wir N festhalten, so ist M — MO4N ein Funktor von der Kategorie A — comod der
A-Komoduln in die Kategorie k — vect der k-Vektorrdume. Da der Equalizer ein Limes ist, ist dieser

Funktor linksexakt und besitzt einen rechtsabgeleiteten Funktor. Wir bezeichnen diesen mit ...OEN :
Dt (A — comod) — DT (k — vect).

Definition 5.2 Wir definieren Cotor’ (..., N) = H*(...OEN).
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5.1.4 Es gilt ADoN = N. Weil das Kotensorprodukt als ein Limes definiert ist, gilt fiir eine Familie
(M;)icr von A-Komoduln und N vom endlichen Typ, daf§

(][ M)oaN = [[(M;0aN) .

5.1.5 Sei B — A ein Homomorphismus von Koalgebren. Ist M ein B-Komodul, so wird er ein A-
Komodul durch
M—-M®B—->M®A.

Da Kern und Kokern einer Abbildung von K-Moduln auf der Ebene der unterliegenden Vektorrdume
gebildet wird, ist dieser Funktor offensichtlich exakt. Die linke vertikale Abbildung im Diagram

00— MOgN ——= M QN=—7=>M QB®N

L |

00— MOuN—>MIN=—7>MQRQARN

induziert eine Transformation
Cotorp(M,N) — Cotora(M,N) .

5.1.6 Der Komomodul (4,1) ist injektiv (beachte, dafl Injektivitdt von A dual zur Projektivitdt von
A* ist). Allgemeiner ist fiir einen k-Vektorraum V' der kofreie A-Komodul V' ® A injektiv. In der Tat sei

0 M N

VoA

gegeben, wobei der gepunktetet Pfeil gesucht ist. Wir erweitern mit der Koeins zu

0 M N,

|+

VoA -,

v

wobei die Existenz von s aus der Injektivitdt von V' in k — vect folgt. Mittels der Kowirkungen erweitern
wir zu

0 M N

L

MRA—=N®A
»®n l )
s®ida

VoA

5.1.7 Man kann Cotor 4 (M, N) mittels einer injektiven Auflésung berechnen. Insbesondere kann man
einen kofreie Auflésung benutzen. Jeder A-Komodul M besitzt eine solche Auflésung. Hier ist die Kon-
struktion. Wir starten mit Ay; :=mn9 : M — M ® A =: Fy. Wir konstruieren die Auflésung
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Wenn wir F),, konstruiert haben, dann sei K,, durch
Fo1 B FE, - K,—0

gegeben. Wir setzen Fj, 11 := K, ® A und lassen 0, : Fy, — K,, » K, ® A= F,,,1 durch die Komodul-
struktur von K, induziert sein.
5.1.8 Die Kategorien A — comod, (A ® A) — comod etc sind k-lineare Katgeorien. Das Tensorprodukt
iiber k inducziert einen Funktor

®:A—comod® A — comod = (A® A) — comod .

Dieser Funktor ist exakt. Fiir linke A-Komoduln Ny, N; kommmutiert das Diagram

A — comod ® A — comod Z—> (A® A) — comod
l...DAN()@...DANl J{...A@JAN(@N1
k:—vect@k—vectbkz—vect
Dies induziert eine natiirlichen Isomorphismus
(MoO%No) @ (MiOENy) = (Mo ® M1)Bga(No @ Ni) (2)

5.1.9 Wir nehmen jetzt an, dafl A eine Hopfalgebra ist. Die Multiplikation A® A — A ist eine Abbildung
von Koalgebren. Dann haben wir nach 5.1.5 einen Funktor

R:(A® A) — comod — A — comod .
Sei N ein linker (A ® A)-Komodul. Dann haben wir die Abbildung
MOH AN — R(M)OER(N) .

Wir nehmen nun an, dafi M und N zusétzlich Algebren in A — comod sind. Dann erhalten wir die folgende
Komposition

(MOEN)® (MOEN) = (Mo M)OE, ,(N®N)
— R(M ® M)OER(N ® N)
— MOEN

Damit wird Cotor*(MOZN) eine graduierte Algebra in k —vect. Sind M und N graduiert-kommutativ,
so ist es auch Cotor*(MOEN).
Insbesondere ist k eine Algebra iiber A (die Komodulstruktur ist durch die Eins k —+ A = A®k gegeben).
Ist M eine graduiert kommutative Algebra iiber A, dann ist Cotor* (M, k) eine graduiert-kommutative
k-Algebra.
5.1.10 Wir nehmen jetzt an, dafl A, M und N vom endlichen Typ sind. Weiter sei N ein A-Komodul
und gleichzeitig ein A*-Modul so dafl die von der A-Komodulstruktur induzierte A*-Modulstruktur auf
N*

A* @ N* =2 A* @ Homg (N, k) = Homy (A ® N, k) — Hom(N, k) =2 N*
mit der A*-Modulstruktur

A* @ N* = A* @ Hom(N, k) * 37 Hom(N, k) = N*
iibereinstimmt.

Lemma 5.3 FEs gilt
Exta«(M*,N*) = Cotor’y (M, N*) .
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Proof : Sei 0 — M — F. eine kofreie Auflésung von M. Dann ist F* — M* — 0 eine freie Auflésung
von M*.

Ext’. (M*, N*)

1

*(Homy~ (F™*, N*))
*(Hom4~ (F™, Homg (N, k))
(Homy (F™* @4~ N, k)
*(Homy (F* ®a+ N, k)
(
(

1%

*

1R
TERT g

1%

“([FT ®@a- NJY)
“(FO4N*)
Cotors(M,N™) .

1%

Il

Wenn A eine Hopfalgebra ist, dann kann man dieses Lemma auf den Fall N = k anwenden.

5.2 Berechnung von Cotor

5.2.1 Sei A eine Hopfalgebra und B C A eine Unterhopfalgebra. Wir definieren BT durch
0—+B"—=B—k—0.
Wir nennen B normal (und schreiben B < A) wenn ABT = BT A gilt. Wir definieren in diesem Fall
A//B:=A/BtA
mit der von A induzierten Hopfalgebrastruktur. Es gilt
A//B2k®p A .
Sei m: A — A//B die Projektion. Durch
ViADARATEN 4//Bw A

wird A ein A//B-Komodul.
5.2.2 Es gilt
kD4 A= B .

Hier ist eine etwas umsténdliche Begriindung. In der Tat ist
kDA//BA%ker(wf 1®id: A — A//B@A) .

SeiMa)=a®1l+1®a+ )., al ®a? das Koprodukt von A mit a} € AT. Dann gilt

(o] Gt

(¢ —1@ida)(a) = (a+ ABT)®1+(1+ ABT)®@a+ Y (a)+AB")@a2 — (1+ ABT)®a

Aus (¢ — 1)(a) = 0 folgt unmittelbar, dal a € ABT sein muf}. Mége a homogen sein und a ¢ B gelten.
Dann wére a = ), a;b; mit linear unabhéingigen b; € B* und a; ¢ AB™.

O—( _1®1dA Zazz —Z az+AB+ ®b; +ZZ az z

(wir haben alle Terme mit Eintrigen in AB™ in der ersten Komponente gar nicht mehr hingeschrieben).
Aus Gradgriinden beeinflussen sich die erste und die zweite i-Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung
nicht. Dann ist diese Gleichung unmoglich.
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5.2.3 Sei A eine Hopfalgebra iiber einem Korper k£ und B < A eine normale Hopfunteralgebra. Dann
gilt

Lemma 5.4 ([4])
Cotory (B, k) = Cotoryy , (k. k) .

Proof : Sei F. :=V. ® A//B eine kofreie Auflésung von k in A//B — comod. Dann ist
FOu/pAZV.®A

eine kofreie Auflésung von kO,4,/pA = B als A-Komodul. Es gilt

Cotoryy, p(k,k) = H*(F.O/ pk)
=~ H*(V.®A//B)Da, k)
H*(V.®k)
= H*((V.®A)Dak)

1%

Cotor’y (B, k) .

O

5.2.4 Wir betrachten die duflere Algebra E[z] mit einem Erzeugenden z im Grad |z|. Wir erweitern
diese zu einer Hopfalgebra durch () = 2 ® 1 + 1 ® = (wir erkliiren = zu einem primitiven Element).

Lemma 5.5 FEs gilt
COtOIE[z](k,k) = k[y]

mit einem Erzeugenden y € Cotor}f[m](k gy im Grad |z|.

Proof : Wir definieren die DG-Algebra F := k[y] ® E[z] mit dem Differential d(z) = y und d(y) = 0.
Durch Sortieren nach den Potenzen von y erhalten wir die kofreie Auflésung

k — E[z] - y® E[z] — y* ® Elz] —
Wir erhalten einen Ringisomorphismus
Cotorg,(k, k) = H (FOgyk) = H (kly]) = k[y] .

5.2.5 Wir betrachten eine geordnete Menge I. Sei F := E[x;|i € I] die duflere Algebra iiber k mit
Erzeugern x; im Grad |z;|. Wir erweitern E zu einer Hopfalgebra, indem wir alle z; als primitiv erkiiren.
Das Koprodukt ist also durch ¢ (z;) = 2; ® 1 + 1 ® z; gegeben. Wir nehmen an, daf die Folge der Grade
|;| monoton wichst und gegen oo strebt.

Lemma 5.6 Es gilt Cotorp(k, k) = k[y:|i € I] als Algebra mit |y;| = (1, |x;]) (der erste Grad ist der
kohomologische Grad).

Proof : Sei I,, C I die Menge der ersten n Elemente aus I. Dann gilt
FE = colim, . F,
mit B, = E[x;| € I,]. Nun gilt E, & ®,c1, E[z;]. Es gilt nach Lemma 5.5 und mit (2)
Cotory, (k,k) = kly;li € I,,] .

Es gilt nun mit 5.1.5
Cotory(k, k) = colim, ,ooky:|i € I,] = k[yi|i € I] .

35



5.3 Die Homotopiegruppen von MU
5.8.1 Wir benutzen die Adams-Spektralseqeunz 3.2. Die Es-Seite dieser Spektralsequenz ist durch
Byt Exty (H*(MU;Fp);Fp)
gegeben. Die Homotopiegruppen (M U) besitzen eine absteigende Filtrierung
- C FFry(MU) € FF 'y (MU) C ...
und die Adams-Spektralsequenz konvergiert gegen
Gr(m (MU))py -

5.3.2 Wir benutzen nun Lemma 5.3:

Exty (H*(MU;Fp);Fp) = Cotora: (H.(MU;F,),F,) .

Wir hatten (fiir p # 2)
H.(MU;F,) = B, ® PH,(MU;F,)

fiir eine Unterhopfalgebra
Bp = ]Fp[fl,...] C.A; gFP[El,...](@E[Tl,...] .

Wir sehen, dafl
A/ /By = Elry, ... .

Das Koprodukt wird hier durch A(7,) =1 ® 7, + 7, ® A (siehe (4.14)) gegeben. Wir konnen also Lemma
5.4 anwenden und bekommen

Cotory, (H.(MU;F,),F,) = Cotorgy,,..|(Fp, Fp) @ PH.(MU;F,) .
Es gilt |7,| = 2p™ — 1 und PH,(MU;F,) = Fp[z,|k # p* — 1] mit |z;x| = 2k. Wir erhalten mit Lemma 5.6
Cotora, (H.(MU;F,),F,) = Fy[Qnl, Yalk + 1 # p"]

mit |Qn| = (1,2p™ — 1) und |Yi| = (0, 2k). Hier ist der erste Grad der kohomologische Grad (welcher dem
Filtrationsgrad entspricht). Diese Ergebnis gilt auch fiir p = 2.

5.8.8 Da alle Generatoren geraden Grad haben, entartet die Spektralsequenz. Das Element @ ist die
Multiplikation mit p. Da die Multiplikation mit Qg iiberall injektiv ist (und dies fiir alle Primzahlen p
gilt), mufl 7, (MU) eine freie abelsche Gruppe sein.

5.8.4

Theorem 5.7 (Milnor [5]) Es gibt einen Isomorphismus von graduierten Ringen
W*(MU) = Z[ylayQa . ]
mit |yx| = 2k.

Proof : Das Hauptproblem ist hier, die Spektralsequenz richtig auszulesen. Wir folgen dem Argument in
[9, Thm. 20.27].
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5.8.5

Lemma 5.8 FEs gilt
T (MU) @F, ZF,[P1,...], |P|=2i.

Proof : Wir wihlen Reprisentanten P; € m;(MU) der Polynomerzeuger Yj, und Q. Es ist klar aus der
Spektralsequenzberechnung, dafl diese Elemente eine Einbettung F,[Py,...] = m(MU) ® F), induzieren.
Wir zeigen nun, dafl diese Einbettung ein Isomorphismus ist.

Es folgt aus der Spektralsequenz, dai F'r<,(MU) @ F, = 0 fiir geniigend groBes ¢ (alle Elemente mit
hohem Filtrationsgrad sind Vielfache von Qg). Wir zeigen nun die Surjektivitit durch Riickwértsinduk-
tion. Die Induktionsannahme ist, dafl die Monome P% vom Grad ¢ mit Filtrationsgrad > s die Gruppe

Forg(MU) ® F), erzeugen. Seien jetzt m**,m*?,... die Monome in den Y%, @, mit Filtrationsgrad s —1
und Grad ¢. Ist © € F¥ 'my(MU) @ F,,, dann gilt € Y, n; P* + Fém (MU) ®F,, fiir geeignete n; € Fp.
Der Fehler in F*my(MU) kann als Linearkombination von Monomen der P; geschrieben werden. O
5.3.6

Lemma 5.9 Sei R ein kommutativer graduierter Ring vom endlichen Typ mit R @ F, = Fy[Py,...,],
|P;| = 2i, fiir alle Primzahlen p. Dann gilt = Z[Py,...] mit |P;| = 2i.

Proof : Sei Qo;(...) die Gruppe der unzerlegbaren Elemente im Grad 2i. Es gilt Q2;(R) @ F), = Q2;(R®
F,) 2 F, fiir alle Primzahlen. Damit ist Q2;(R) = Z. Analog Q2i4+1(R) = 0.

Wir withlen Repriisentanten M; € Ra; der Erzeugenden von Q2;(R). Durch x; — M; definieren wir einen
Homomorphismus von Ringen ® : Z[zy,...] — R. Dann ist ® ® idr, : Z[z1,...,] - R®[F, ist ein
Isomorphismus fiir jedes p.

Wir zeigen, da§ @ ein Isomorphismus ist. Zuerst die Injektivitét. Sei ®(x) = 0. Dann gilt P(2 ® 1) =0 €
R®T, fiir alle p. Damit ist ®(x) durch alle p teilbar. Weil R vom endlichen Typ ist, mufl = 0 gelten. Nun
sind Rg; und Z[x1, . .. ]o; freie Gruppen vom gleichen Rang. In der Tat gilt apriori rk(Rg;) < rkZ[zq, . . . ]2,
aber wegen der Injektivitat von @ liegt hier die Gleichheit vor.

Wenn x € Z[x1,...]2; und p|®(x) so ist ®(x ® idg,) = 0 und damit p|z. Damit bildet ® primitive Ele-

mente auf primitive Elemente ab. Folglich ist ® surjektiv. a
5.83.7 Der Satz 5.7 ist eine unmittelbare Konsequenz aus 5.3.2, 5.8 und 5.9. O
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