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1 Komplexe Differenzierbarkeit

Sei V' ein komplexer Vektorraum. Wir kénnen die skalare Multipliplikation C x V' — V'
auf die reellen Zahlen einschranken und erhalten eine skalare Multiplikation R x V' — V.
Mit dieser Struktur wird V' ein reeller Vektorraum, welchen wir mit Vjg bezeichnen. Er

wird als der unterliegende reelle Vektorraum von V' bezeichnet.

Seien V, W komplexe Vektorrdume. Dann kénnen wir die Menge der reell linearen Abbil-
dungen Homg (Vig, Wir) von V nach W betrachten. Wir haben eine Inklusion der komplex
linearen Abbildungen

Home (V, W) C Homg(Vir, Wir) -

In der Tat ist eine reell lineare Abbildung ¢ € Homg(Vjg, W|r) genau dann komplex linear,
wenn ¢(iv) = i¢(v) fiir alle v € V' gilt. Dann ist ndmlich fiir 2 = = + iy auch

¢(z2v) = ¢((z +iy)v) = d(av + iyv) = ¢(zv) + P(iyv)
= ¢(zv) +ig(yv) = 2o (v) + iyd(v) = (z +iy)P(v) = 2¢(v) .

1. Ist U ein dritter komplexer Vektorraum, dann gilt

Homc (U, V') x Home(V, W) Homc (U, W)

| |

HOIHR(U|R7 V\R) X HOIHR(V\R, VV|R) —_— HOIHR(U|R7 VV|R)

2. Sei f € Home(V, W), fr € Homg(Vjg, Wr) die unterliegende reell lineare Abbildung
und sei gr € Homg (W|g, Vig) invers zu fr. Dann ist gr die unterliegende reell lineare
Abbildung einer inversen Abbildung g € Home (W, V') von f. In der Tat komponieren

wir fr(iv) = ifr(v) mit gg und setzen v = gg(w). Dann gilt igg(w) = gr(iw).

3. Die Abbildung ¢ : C — C, ¢(u) := u ist nicht komplex linear. In der Tat gilt
oiu) = —id(u).

Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum. Dann ist Vig auch endlich-dimensional.
Es gilt
Insbesondere hat die unterliegende Menge von V' (oder, was dasselbe ist, von V|g) eine na-

tiirliche Topologie. Wir kénnen also iiber offene Teilmengen in einem endlich-dimensionalen

komplexen Vektorraum reden.



Sei nun U ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und S C U offen. Sei weiter
f S — V eine Abbildung in einen weiteren endlich-dimensionalen komplexen Vektor-
raum. Sei s € S. Wir konnen S als Teilmenge von Ur und f als Abbildung mit Werten in
Vir betrachten. Insbesondere ist dann der Begriff der Differenzierbarkeit von f im Punkt

s erklart.

Wir nehmen an, daf f im Punkt s differenzierbar ist. Dann ist die Abbleitung df(s) €
HOIHR(U‘R, ‘/\R)

Definition 1.1. Die Funktion f : S — V heifst im Punkt s komplex differenzierbar,
wenn sie in s differenzierbar ist und df (s) € Home (U, V) gilt.
In anderen Worten, wir fordern, daf df(s) komplex linear ist.

Definition 1.2. Die Funktion f : S — V heifit holomorph, wenn sie in jedem Punkt
von S komplez differenzierbar ist. Mit O(S) bezeichnen wir die Menge der C-wertigen

holomorphe Funktionen auf S.

Wir betrachten einen weiteren endlich-dimensional komplexen Vektorraum W und eine
auf einer offenem Teilmenge 7" C V definierten Abbildung g : T — W. Wir nehmen an,
daf f(S) C T gilt so dafs go f : S — W definiert ist. Sei t := f(s).

Lemma 1.3. Ist g int komplex differenzierbar, dann ist go f in s komplex differenzierbar.

Proof. Nach der Kettenregel gilt d(go f)(s) = dg(t) o df (s). Diese Komposition komplex-

linearer Abbildungen ist wieder komplex linear. O

Folgerung 1.4. Sind f und g holomorph, so auch go f.

1. Die Abbildung id : C — C ist homolorph.

2. Jede komplex-lineare Abbildung A : V' — W ist holomorph. Insbesondere ist Add :
C% — C, A(uy,uz) = uy + uy holomorph.

3. Die Abbildung ¢ : C — C, ¢(u) := 4, ist nicht holomorph. In der Tat ist dp(u)(z) =

zZ.
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11.

. Die Abbildung Prod : C*> — C, Prod(uy,usy) := uyuy ist holomorph. In der Tat gilt

dProd(uy, us)(xy, xa) = x1us + x2us. Diese Abbildung ist komplex linear.

Seien U;, Vi, i = 1,2 endlich-dimensionale komplexe Vektorrdume, S; C U; offen,
s;i € S;und f; : S; — V; s; komplex differenzierbar. Dann ist (fi, fa) : So X S —
Vi x V4 in (s, s2) komplex differenzierbar. In der Tat ist d(f1, f2)(s1, s2)(u1, us) =
(df1(s1)(u1), dfs(s2)(usz)). Diese Abbildung ist komplex linear.

Seien f,g: S — V in s komplex differenzierbar. Dann ist auch f + Ag in s komplex
differenzierbar. In der Tat ist f + Ag = Add o (id, ) o (f, g).

Seien f,g : S — C in s € S komplex differenzierbar. Dann ist fg : S — C in
s komplex differenzierbar. In der Tat ist fg = Prod o (f1, f2) eine Komposition
komplex differenzierbarer Abbildungen. Insbesondere ist das Produkt holomorpher

Funktionen wieder holomorph.

. Wir betrachten ein Polynom pol € C[z] als Abbildung pol : C — C. Dann ist pol

holomorph.

. Im folgenden identifizieren wir Hom¢(C, C) = C. Sei dz : C — Hom¢(C, C) durch

dz(u) = id gegeben. Damit kénnen wir die Ableitung einer holomorphen Funktion
U C C — C als C-wertige Funktion verstehen, indem wir df = f’dz schreiben. Wir

zeigen durch Induktion (2") = nz""!. Es ist klar, daf (2!)’ = 1. Wir rechnen

d(2") = dProd(z""", 2) = z(n — 1)2"2dz 4+ 2" 'dz = nz""'dz .

Sei f: S — V in s komplex differenzierbar mit einer auf f(S) =: T C V definierten
Umkehrfunktion und in ¢ := f(s) differenzierbaren Umkehrfunktion g : 7" — V.
Dann ist g auch komplex differenzierbar. In der Tat ist dg(t) = df (s)~".

Die Abbildung Inv : C\ {0} — C, Inv(z) = z~! ist holomorph. Es gilt Prod o
(id, Inv) = 1. Damit ist

0 = dProd(z, z ) (u, dInv(z)(u)) = g + zdInv(z)(u) .

Daraus folgt

Wir konnen also schreiben



12. Wir zeigen durch Induktion, da (27")" = —nz"""'. In der Tat ist
d(z™™) =dProd(z "™, 2 = 27N (—n+1)z7"dz — 2" 2—2dz = —nz " ldz .
Wir betrachten jetzt eine offene Teilmenge S C C, einen Punkt s € .S und eine Funktion

f S — C. Wir schreiben komplexe Zahlen in der Form z = = + iy, =,y € R. Dann gilt
z = Re(z) und y = Im(2).

Lemma 1.5. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Abbildung f ist in s komplex differenzierbar.

2. Es gelten die Cauchy-Riemanngleichungen
9:Re(f)(s) = OyIm(f)(s) , Oplm(f)(s) = —O,Re(f)(s) .

3. Es existiert der Grenzwert

lim
h—0

fls+h) = f(s)
- :

Es gilt dann auch

ey — o L8 ER) = f(5)
f'(s) = lim Y :

h—0

Proof. Wir zeigen 1 <= 2. Wir setzen u := Re(f) und v := Im(v). Die Jacobimatrix von
dfg = (u,v) im Punkt s ist durch

7= < Oyu(s) Oyu(s) )
0yv(s) 0yv(s)

gegeben. Die Multiplikation mit ¢ ist durch die Matrix

(1))

gegeben. Die Funktion f ist in s genau dann komplex differenzierbar, wenn I.J = JI gilt.

Diese Gleichung ist explizit

( —0,v(s) —0dyv(s) ) _ ( Oyu(s) —0u(s) ) .
Oyu(s)  Oyu(s) Oyu(s) —0yu(s)



Diese Identitét ist zu den Cauchy-Riemann Gleichungen dquivalent.

f(s+h)—f(s)

- . Dann konnen wir

Wir zeigen nun 3 = 1. Wir setzen A := limy,_,q
f(s+h)= f(s)+Ah+r(h)

schreiben, wobei limy,_g % = 0 gilt. Damit ist A = dfr(s). Die Abbildung u — Au is

offensichtlich komplex linear. Damit ist f in s komplex differenzierbar und f'(s) = A.

Schlieklich zeigen wir 1 = 3. Wir schreiben f(s + h) = f(s) + df(s)h + r(h) mit

limy,_0 % = 0. Da df(s) : Cg — Cpr komplex linear ist, gilt df(s)(u) = Au fiir eine
komplexe Zahl A. Damit ist w =A+ % und A = limy,_, w existiert. O

Sei S C V eine offene Teilmenge eines endlich-dimensionalen rellen Vektorraumes und

W ein weiterer reller Vektorraum.

Definition 1.6. Eine Abbildung S — Hom(V, W) heifit W -wertige 1-Form. Mit Q' (S, W)

bezeichnen wir den Vektorraum der W -wertigen 1-Formen'.

1. dz € Q'(C,C) ist eine komplexe 1-Form.

2. Ist f: S — W differenzierbar, dann ist df : S — Hom(V, W) ein Beispiel fiir eine
W-wertige 1-Form. Wir haben also eine Abbildung d : C1(S, W) — Q' (S, W).

3. Ist we QYS, W) und h : S — R, dann ist durch hww(s) := h(s)w(s) ein Element
in QY(S, W) gegeben. Ist w = df fir f € C'(S, W) und h € C'(S,R), dann gilt
d(hf) = fdh+ hdf, wobei fdh durch fdh(v) := dh(v)f erklart wird.

4. Ist W komplex, f € C*(S,W) und h € C*(S,C), dann gilt auch d(hf) = fdh+ hdf.

Sei jetzt W komplex.

Definition 1.7. Wir definieren den komplex-konjugierten Vektorraum W, indem wir
die komplexe Multiplikation auf dem unterliegenden reellen Vektorraum durch zw := zZw

auf C erweitern.

Seien V, W komplexe Vektorrdume.

'Wir werden spiter noch Differenzierbarkeitsforderungen dazunehmen.
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Definition 1.8. Eine Abbildung ¢ € Homg(V|r, Wir) ist antilinear, wenn ¢ € Homc(V, W) C
HOIHR(‘/“R, VVUR) gllt

Beachte daft Home(V, W) = Home(V, W) und Home (V, W) = Home(V, W) als Teil-
mengen von Hompg(Vir, Wir) gilt. Alle diese sind komplexe Vektorrdume (mit der von W

indzuierten Struktur). Also komplexe Vektordume gilt allerdings
Home(V, W) = Home(V, W), Home(V, W) = Home(V, W) .
Lemma 1.9. Es gilt

Homg (Vig, Wjg) = Home(V, W) & Home(V, W) .

Proof. Es gilt Homc(V, W) N Home(V,W) = 0. In der Tat, ist ¢ € Homg(Vig, Wg)
gleichzeitig linear und antilinear, dann gilt i¢(v) = ¢(iv) = —ig(v) fir alle v € V', woraus
¢ = 0 folgt.

Wir definieren eine lineare Abbildung P : Homg (Vig, Wir) — Homg(V|g, W|r) durch

P(¢)(v) = 5(o(v) —ig(iv)) .

1
2
Wir zeigen, dak P? = P, P(¢) komplex linear und (1 — P)(¢) komplex antilinear ist. Wir

kénnen damit jedes ¢ eindeutig in einen linearen und anti-linearen Teil zerlegen.

1. Es gilt

P()(iv) = 5(o(iv) —ig(iiv))
(¢(iv) — ip(—v))
(¢(iv) +ip(v))

- i%(—w(wwaﬁ(v))
= iP(¢)(v)

N =N =N -

2. Es gilt



Daraus folgt
(1= P)@)iv) = 5(6(iv) +idiiv))

= L(6i0) +id(~v))

1

= 5(6(iv) — i6(v))
1

= —ig((v) +ig(iv))

3. Es gilt

Seien jetzt V, W endlich-dimensional, S C V offen und w € Q(S, W). Dann haben wir

eine Zerlegung w = Pw + (1 — P)w in einen linearen und antilinearen Teil.
Wir haben die Formen dz, dy, dzdz € Q'(C,C). Es gilt
dz =dx+idy, dz=dz—idy, dxr= %(derdz) , dy= %(dz—dz) :
Damit gilt etwa

df = O,fdr+0,fdy
1 1
= 8mf§(dz+d2)+8yf2—i(dz—d2)

= L@f B, )z + (0. + 10, )dz

Wir schreiben
QRS W) := PQYS, W) ,Q"Y(S, W) := (1 — P)Q(S, W) .
Hierbei wird P auf die Werte der 1-Formen angewendet. Dann gilt
QHS, W) = QY0 (S, W) @ Q™ (S, W) .
Sei f: S — W differenzierbar. Dann setzen wir
Of .= Pdf , Of = (1— P)df .
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Es gilt
af e QY(S, W), af e QNS W), df +df =df .

Explizit ist
1 - 1
af:§(8xf—iayf)dz, afzﬁ(ﬁxf—l—iﬁyf)di.

Folgerung 1.10. Die Funktion f ist genau dann holomorph, wenn 0f =0 gilt.

1. Es gilt fiir n € Z 02" = 0 und 02" = nz""'dz.
2. Es gilt fiir eine C-wertige Funktion 0f = @
3. Bs gilt 92" = 0 und 02" = nz" " 'dz.

4. Es gilt

I(2"zZ™) = n"12"dz,  O(2"Z™) = m2"E" Nz .

2 Potenzreihen

Sei (an)n>o eine Folge komplexer Zahlen und z, € C.

Definition 2.1. Unter einer komplexen Potenzreihe versteht man eine Rethe der Form

Zan(z —29) .

Der Konvergenzbereich der Potenzreihe ist die Menge

{zeC| Z an(z — 2z9)" konvergiert} .

n=0

Der Konvergenzbereich der komplexen Potenzreihe ist also die Menge der komplexen
Zahlen z, fiir welche die Reihe konvergiert. Eine Potenzreihe definiert auf ihrem Konver-

genzbereich S C C eine Funktion

SBzHZan(z—zO)”.

n=0



Satz 2.2. Seir € [0,00] durch

1 ) 1
— := limsup |a, |~
,
gegeben. Dann gilt fir den Konvergenzbereich S der Potenzreihe Y " an(z — 2p)"
B(z,7) € S C B(z,7)

FEine Potenzreihe konvergiert auf den Inneren ihres Konvergenzbereiches absolut und lokal

gleichmdfig.

Proof. 1. Sei R > 0 derart, daf sup|a,R"| = M < oo. Dann konvergiert die Po-
tenzreihe auf B(zo, R) lokal gleichméfg. Sei dazu r; < R. Wir zeigen gleichméfige
Konvergenz auf B(zp,71). In der Tat gilt fiir 2 € B(zp,71) und s := % <1

|z — zo|" |z — zo|" "
n| __ n n
lan(z — 20)"| = |an| R BT < MiRn < M_r? < Ms"™.
Die geometrische Reihe Y7 M s™ ist also eine konvergente Majorante fiir die Reihe

Yoo o nlz — 2o)" fiir z € B(zg,11).

2. Sei % = limsup |an|%. Dann ist fiir R < r auch a,, < % fiir fast alle » und deshalb
(an R™) beschrankt. Damit konvergiert die Potenzreihe auf B(zy, R) lokal gleichméfig
fiir alle R < r. Das zeigt B(zy, R) C S.

3. Sei nun z € C\ B(0,7). Dann ist |z — z| > 7, also |a,(z — 2p)"| > 1 fiir unendlich
viele n. Damit bilden die Glieder der Potenzreihe fiir solche z keine Nullfolge. Die

Reihe konvergiert deshalb nicht. Es gilt S C B(0,r).

Definition 2.3. Die Zahl
1

" limsup, ||

heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

Da eine gleichméfig konvergente Folge stetiger Funktionen gegen eine stetige Funktion

konvergiert, gilt folgendes.

Folgerung 2.4. Die Potenzreihe definiert im Inneren thres Konvergenzbereiches eine

stetige Funktion.

10



Sei > jan(z — z)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r € [0, 0o].

Lemma 2.5. Die Reihe der Ableitungen

o
Z nay(z — 2)" "
n=0

hat dann auch den Konvergenzradius r. Es gilt auf B(zq, 1)

dz an(z — 20)" = Z na,(z — z)" 'dz .
n=0

n=0

Proof. Es ist klar, daf die Reihe fiir 2 = 2y konvergiert. Sei jetzt z # 0. Dann setzen wir

oo 1 [e o]
Z nan(z — 2)" "' = Z na,(z — z9)" .
n=0 S n=0

: . 1
Es gilt wegen lim, n» = 1 auch
. I 1
limsupn=|a,|» = limsup |a,|» = — .
n n r

Fiir R < r hatten wir gesehen, daf es eine konvergente Majorante >, M (£)" fiir die Rei-
he Y70 (nay(z — 29)" ! auf ganz B(z, R) gibt. Damit kann unter dem Summenzeichen

differenziert werden. O

Folgerung 2.6. Eine Potenzreihe y . a,(z—zy)" mit dem Konvergenzradius r definert

auf B(zo,r) eine holomorphe Funktion.

1. Die Reihe -
N2
“ Z n!
n=0
hat den Konvergenzradius oco. Es gilt
eerz = eYe? ’ (ez)/ = ?
2. Die Reihen
00 ,2n+1 00 520
sin(z) = 2(—1) ik cos(z) 1= 2(—1) o)

haben den Konvergenzradius oo.

11



3. Es gelten

cos(z) = % , sin(z) = %
Daraus folgt
sin(2)? + cos(2)* =1
und
sin’(z) = cos(z) , cos'(z) = —sin(z) .

Wir schreiben z = x + ¢y. Dann gilt
e” = e’ = e"(cos(y) +isin(y)) .
Daraus schliefsen wir
{e# =1} ={e" =1} N{cos(y) +isin(y) = 1} = {2nwi|n € Z} .
Wir finden weiter
{e# = -1} ={e* =1} n{cos(y) +isin(y) = -1} ={2n+ )mi + |n € Z} .

Es gilt also die Periodizitat

6z+27rzn — e

Es gilt
{sin(z) =0} ={e* =e*} ={e** =1} = {nan|nc Z} .

Ananlog findet man

{cos(z) = 0} = {** = —1} = {7?(% +n)|neZ}.

Es gilt
|ez| — 6Re(z) )
4. Auf C\ {mn |n € Z} definieren wir
cot(z) = cos(z)
- osin(z)
Auf C\ {n(2 +n)|n € Z} definieren wir
tan(z) = sin(z)
~cos(z)

12



5. Die Potenzreihe

n=1
hat den Konvergenzradius 1. Die Identitdt In(e*) = x fiir x € (—o0,In(2)) dehnt
sich aus auf {—oco < Re(z) < In(2)}.

Hier sind eine Reihe weiterer interessanter wichtiger Funktionen.

1. Sei h € R — C eine mefsbare Funktion derart, dafs fiir gewisse C, ¢ > 0 gilt
|hl(z) < Ce el | VreR.

Dann ist

f(z):= /_OO e h(x)d

eine holomorphe Funktion auf S := {Im(z) < ¢} In der Tat ist de"**h(z) =
e*h(z)dz und |de’*h(x)| < CelmE)I=)z  Gei jetzt 0 < ¢; < ¢. Die Funktion
Cel1=9)7 ist eine integrable Majorante fiir die Ableitung (e***h(z))’ nach z fiir alle
z € §:={Im(z) < ¢;}. Damit kann man unter dem Integral differenzieren und es
gilt

[e o]

of(2) = /_ e h(z)dx =0 .

oo

Es gilt weiter
0f(2) :/ e izh(z)dx .

oo

Insbesondere, wenn h beschrankt und supph kompakt ist, dann ist f(z) auf ganz C
holomorph.

2. Wir betrachten die Riemannsche Zetafunktion

[e.e]

1
C(S) = E .
n=1
Wir haben & = e~*"("). Damit ist s — n* holomorph. Es gilt d-L = —In(n)-Ld=.
Sei > 1. Dann gilt fiir alle z € {Re(z) > r}, dak
1 1
lim sup n(n) < — .
n ‘nz| nr
Die Reihe
— 1
n=1 n'

13



ist eine konvergente Majorante fiir alle z € {Re(z) > r}. Folglich ist die Riemannsche

Zetafunktion auf {Re(z) > 1} definiert und holomorph.

. Wir betrachten das Integral

I'(z) ::/ e T M .
0

Wegen |27~ = z¢)~1 konvergiert das Integral fiir Re(z) > 0. Die Ableitung des
Integranden ist e~ In(x)x*~'dz. Wir iiberzeugen uns wieder, daf man die Ableitung
unter das Integral zichen kann und schliefsen, daf I'(z) auf {Re(z) > 0} holomorph
ist.

Wir rechnen weiter fiir Re(z) > 0, dal

2(z) = z/ e "2 ldr
0

= / e “0,x%dx
0

t

= lim e *o,x”dr
t—o00 0

t
= lim [—/ Ope Cadr + e 't*
0

t—o0
= / e *2fdx
0
= I'(z+1)
Wir erhalten durch Iteration
I'(z+k) = (+E-DI(z+k-1)

= (+k-1CE+E-2)I(z+k—-2)

k-1
= [[G+nT)
n=0
Durch Umstellen I b
Z+
I(z) = "

Hn:O(Z + ’I’L) .
Mit dieser Formel kénnen wir I'(z) zu einer holomorphen Funktion auf die offene
Menge {Re(z) > —k} \ {0,—1,—2,..., —k + 1} fortsetzen. Da wir k beliebig grof

wéhlen kénnen, ist I'(z) eine holomophe Funktion auf
C\{0,-1,-2,...,—n,...}.

14



Wir werden spater sehen, daf eine solche Fortsetzung immer eindeutig ist. Wir

berechnen noch einige spzielle Werte. Es gilt

I'(1) :/ e de=1.
0

Damit ist
k—1

T(1+k)=]]a+kTQ) =k .

Weiter gilt mit der Substitution z = 22, dx = 2z2dz
1 oo
=) = / e v e dy
2 0
= / e % 2 122dz
0

= 2/ e dz
0

— Vr

4. Sei a € C. Die Reihe .
5w
n=0

hat den Konvergenzradius |a|™'. Auf B(0, |a|™!) definiert sie die holomorphe Funk-

tion
1
l—az
In der Tat hat diese Funktion eine holomorphe Fortsetzung auf C\ {a"'}.

Z =

3 Integration iiber 1-Ketten, Stammfunktionen

Ist S eine Menge und R ein Ring, so ist R[S] der freie R-Modul mit der Basis S. Die
Elemente von R[S] kénnen in der Form

Z NsS

ses
geschrieben werden, wobei nur endlich viele der Koeffizienten n, von Null verschieden
sind. Eine Abbildung f : T'— S von Mengen induziert eine Abbildung f, : R[T] — R[S]
von R-Moduln durch

f*Zntt:: Z n|s.

teT tef=1(s)

15



In der Tat gibt fiir jeden R-Modul V' und jede Menge S eine in S und V natiirliche
Bijektion?

HomMengen<57 V) = HomeModuln<R[S]a V) ) f <~ g

durch
F(s) =g 0.t)t), g nes) = n.f(s) .

tes seS seS

Mit [n] bezeichnen wir die geordnete endliche Menge {0,1,2,...,n}.

Definition 3.1. Das n-dimensionale Simplex A™ C R[[n]] ist die Teilmenge

1=0

=0

Wir konnen R][n]] mit dem Raum der signierten Mafe auf [n] identifizieren. Dann ist
A" C R][n]] genau die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafse.

1. AY ein Punkt, ndmlich 0 € R[[0]].
2. Wir identifizieren A! mit dem Intervall [0, 1] wie folgt:
0,1] 3¢t —t0+ (1 —1¢)1 € R[[1]] .
Eine Abbildung f : [n] — [m] von Mengen induziert eine Abbildung f, : R[[n]] — R[[m]].
Wenn wir die Elemente von R[[n]] als signierte Mafe interpretieren, dann ist f, genau der

push-forward von Mafen. Dieser erhélt inbesondere Wahrscheinlichkeitsmafse, so dafs wir

durch Einschrankung eine Abbildung f, : A — A™ bekommen.

Insbesondere haben wir die Abbildungen

09,01 : [0] = [1] ,04(0) :=1.

2Wir haben es hier mir dem Funktor S + R[S] von Mengen in S-Moduln und dem Vergiffunktor
V +— F(V) von R-Moduln in Mengen zu tun, welcher dem R-Modul V' die unterliegende Menge zuordnet.

Die Funktoren bilden ein adjungiertes Paar

R[...]: Mengen S R — Moduln : F
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Diese induzieren Abbildungen o;, : A — A!, némlich die Einbettungen der Endpunkte

des Intervalls.

Der Raum R][n]] ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum und A™ C R" ist eine abge-

schlossene Teilmenge der Hyperebene

Eine Funktion f : A" — V in einen endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V' ist
differenzierbar, wenn es eine offene Umgebung U von A™ C R[[n]] und eine differenzierbare

Funktion f: U N H — V gibt, welche f fortsetzt.

Definition 3.2. Sei U C V eine Teilmenge eines endlich-dimensionalen reellen Vektor-
raumes. Fin differenzierbarer n-Simplex in U ist eine glatte Abbildung A™ — U. Mit

Sing,(U) bezeichnen wir die Menge der differenzierbaren n-Simplizes.

1. Ein differenzierbarer 0-Simplex in U ist also einfach ein Punkt in U.

2. Ein differenzierbarer 1-Simplex in U ist ein differenzierbarer Weg [0,1] = A' — U.

Eine Abbildung f : [n] — [m] induziert eine Abbildung f* : Sing,(U) — Sing,(U), welche
das m-Simplex ¢ : A™ — U auf das n-Simplex f*¢ = ¢ o f, : A" — U abbildet. Ist
¢ € Sing;(U) ein Weg, dann sind o}¢, i = 0,1 die beiden Endpunkte des Weges.

Sei U C V eine Teilmenge eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraumes.

Definition 3.3. Eine n-Kette in U ist ein Element aus Z[Sing,(U)].

Wir werden auch die Bezeichnung
Cn(U) = Z[Sing,(U)]

benutzen. Ist f : U — V eine Abbildung zwischen Teilmengen endlich-dimensionaler
reeller Vektorrdume, dann erhalten wir eine Abbildung f. : Sing,(U) — Sing,(V) durch
fstp == fo ¢, ¢ € Sing,(U). Diese dehnt sich linear aus zu einer Abbildung f, : C,(U) —
Cn(V). Ist o : [n] — [m], dann kommutiert

Con(U) L= C, (V)



1. Eine 0-Kette in U is also eine endliche formale Linearkombination von Punkten aus
U mit ganzen Koeffizienten. Ist etwa v € Sing; (U) ein Weg, dann ist die Differenz
der Endpunkte 6(v) := ojy — o4y € Cy(U) eine Nullkette.

2. Eine 1-Kette ist eine formale Linearkombination von Wegen in U mit ganzen Koef-
fizienten.
Wir haben insbesondere die Abbildungen §; := (07). : C1(U) — Cy(U). Wir setzen
= 51 —50 : Cl(U) — CO(U) .
Definition 3.4. Eine Kette c € C1(U) heifit geschlossen, wenn §(c) = 0 ist.
1. Ist ¢ : [0,1] ® Al — U ein geschlossene Weg, gilt also ¢(0) = ¢(1), dann ist
d(¢) = (1) — ¢(0) = 0. Folglich ist ¢ € C1(U) eine geschlossene Kette.

2. Sind ¢,v : A’ — U Wege mit ¢(0) = (1), dann ist ¢ = ¢(0) + ¢(1) eine 1-Kette
und 6(c) = ¢(1) — ¢(0) + (1) — 1 (0) = (1) —1(0). Ist auch ¢(1) = ¢(0), dann ist

¢ geschlossen.

Sei f : U — C eine Funktion und ¢ € Singy(U) ein 0-Simplex. Dann definieren wir
[ £i=ro0).
o
Wir haben damit eine Abbildung von Z-Moduln,
/ f :8inge(U) = R
welche wir einedeutig zu einer linearen Abbildung
/ £ Co(U) = Z[Singo(U)] — R

ausdehnen kénnen. Explizit gilt fiir eine 0-Kette ¢ € Co(U), ¢ = 3~ ging, ) M6 ?

/cfiz > %/f-

$ESingo (V) ¢

Die Abbildung
CO(U)X(CUB(C,f)D—)/fEC
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ist Z-linear im ersten und C-linear im zweiten Argument.

Ist h : U — W eine Abbildung zwischen Teilmengen endlich-dimensionaler Vektorréu-

- fr

Wir betrachten jetzt eine stetige 1-Form

me, dann gilt die Identitéat

we QN U,C) .

Ist ¢ € Sing;(U) ein 1-Simplex, dann setzen wir

1
[o= [ wtow@na.
¢ 0
Hierbei betrachten ¢ als Abbildung
p:[0,1]=A' - U.
Durch lineare Ausdehnung der Abbildung [ w : Sing;(U) — R erhalten wir
Cl(U)BcH/wEC,

welche der Kette } - cqine. 1) Mo®

/cw:: Z )n¢/<¢w

¢€Sing; (U

zuordnet. Die Abbildung
C(U) x QYU,C) = C

ist Z-linear im ersten und C-linear im zweiten Argument.

Ist h : U — W eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilmengen, dann

definieren wir
R QN W,C) = QYU,C), hrw(u)(€) = w(h(w))(dh(u)(E)) -
Mit dieser Formel gilt (Kettenregel)

dh* f = h*df
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fir f € CY(W,C)3. Fiir c € C,(U) gilt dann weiter
/h*w :/ w

1

w(h o ¢(t))((ho¢)(t))dt

In der Tat gilt fiir ¢ € Sing, (V)

|
hyo

w(h(6(t)))(dh(e(1))¢'(1))dt

(h*w)(o () (&' (t))dt

h*w

I
— S 55—

Lemma 3.5. Es gilt fiir f € CY(U,C) und c € C1(U)

Jor=)r

Proof. Sei f € C'(U,C). Dann ist nach der Kettenregel

df (6())(¢'(t)) = (f 0 9)'(1) -

Wir erhalten also nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/ af = / (fo o) (D)t = F(6(1) — f60) = | £
) 0 op

Sei U C C offen und f € C(U,C).
Definition 3.6. FEine holomorphe Funktion F € O(U) heifst Stammfunktion von f,
wenn F' = f gilt.
In anderen Symbolen, es gilt
dF = fdz .
Eine Stammfunktion ist bis auf eine Konstante bestimmt.

Lemma 3.7. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. f besitzt eine Stammfunktion.

3was mit der naheliegenden Formel h*w(u)(€) := w(h(u))(£) nicht stimmen wiirde.
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2. Fir jede geschlossene Kette ¢ € C1(U) gilt fc fdz=0.

Proof. 1 = 2. Es gilt fdz = dF und deshalb fiir eine Kette ¢ € C;(U) mit dc =0

/cfdz:/ch:/&F:O.

2 = 1. Wir kénnen annehmen, dafs U wegzusammenhéngend ist. Anderfalls behandeln
wir die Komponenten separat. Wir fixieren einen Punkt zy. Fiir jeden Punkt » € U

existiert ein Weg ¢ : [0, 1] mit ¢(0) = 2o und ¢(1) = z. Wir setzen

/fdz

Wir miissen zeigen, dafs F'(x) unabhéngig von der Wahl des Weges ist. Sei ¢ ein weiterer
solcher Weg. Dann ist ¢ := ¢ — 1 eine geschlossene Kette. Es gilt

/d)fdz—[bfdz:/cfdz:o.

Damit haben wir F': U — C wohldefiniert.

In der Tat gilt sogar fiir jede Kette ¢ mit dc = x — xo dak [ fdz = F(z) ist. Dann ist

némlich ¢ — ¢ geschlossen und deshalb

0:/c¢fdz:/cfdz—/¢fdz:/cfdz—Fx

Wir miissen jetzt zeigen, dak F € CY(U,C) und F’ = f gilt. Wir fixieren z € U und
einen Weg ¢ von zg nach x. Dann gibt es einen Ball B(z,r) C U. Fir y € B(z,r)
betrachten wir den Weg 1, (t) := x + t(y — z). Wir haben die Kette ¢ + 1, € C1(U) mit
d(¢ +1y) =y — xo und deshalb

F(y):/ fdz:F(x)+/ fdz .
P+iby

Y

Nun ist ¢ (f) = y — 2 und deshalb dz(¢,(t)) = y — . Mit dem Mittelwertsatz der

Integralrechnung bekommen wir

/ fdz = / f@+ty — )y — 2)dt = (y — 2) f(x + E@y — 7))
Py 0

fiir ein £ € [0, 1]. Wir schliefsen, daf

Fly) — F(x)

- = flz+&(y—2))
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und .
L Fly) - Fl)
Y= Yy—

Dies zeigt F'(z) = f(z). O

4 Der Cauchysche Integralsatz

Sei S C C und W ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum.

Definition 4.1. Fine W-wertige 2-Form auf S identifizieren wir mit einer Funktion f :
S — W. Wir werden 2-Formen in der Form fdx A dy notieren, um sie von Funktionen

zu unterscheiden. * Wir schreiben Q*(S, W) fiir den Raum der W -wertigen 2-Formen.
Definition 4.2. Wir definieren das Differential d : Q'(S, W) — Q*(S, W) durch
dw = (Opw, — Oywy)dr ANdy , w = w,dzr +w,dy , wy,w, € CH(S,W) .
Sei f € C*(S,W). Dann ist df € Q'(S,W) differenzierbar und wir kénnen ddf €
Q?(S, W) bilden.

Lemma 4.3. Es qilt
dd(f)=0.

Proof. In der Tat ist df = 0, fdx+ 0, fdy und deshalb ddf = (0,0,f — 0,0, f)dx Ndy = 0.
O

Wir erhalten also einen Komplex
0% (S, W) 5 QL (S, W) 5 Q20 (S, W)

wobei wir die jeweilige Regularitdt durch einen Index anzeigen.

Wir haben die Abbildungen oy, 01,05 : [1] — [2], welche durch folgende Wertetabellen
gegeben sind.

i ||0]1 i ||[0]1 i |[0]1
Jo(i) 1|2 O'l(i) 02 O'Q(i) 01

‘Im Gegensatz zu den 1-Formen ist Definition ist nur deshalb korrekt, weil dimg(Cg) = 2 ist. In

spateren Vorlesungen werden n-Formen ordentlich einfiihren und diese Notation besser motivieren.
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Diese induzieren Abbildungen o;, : A’ — A2 Sei t € [0,1] = Al. Dann ist
o0.(t) =t14+(1—1)2, o01.(t)=t0+(1—1)2, o092.(t)=t0+ (1 —1¢)1.

Das sind gerade die Parametrisierungen der drei Seiten des Dreiecks A%, Wir erhalten

weiter induzierte Abbildungen of : Singy(S) — Sing;(S) und damit (o)), : Co(S) —

C1(S). Explizit gilt
G Y et = 3 neboois

¢€Singy(8S) ¢€ESing
Wir setzen

0 := (05)« = (07)s + (03)s : Co(5) = CA(S5) -

Lemma 4.4.

st ein Komplex.

Proof. Wir miissen zeigen, daf 6 o 0 = 0. Dazu betrachten wir ein einzelnes Simplex
¢ € Singy(S). Es reicht aus, zu zeigen, daf 00¢ = 0. Dann folgt die Behauptung durch

lineare Ausdehnung. Wir rechnen

0p=¢o00p, — o001+ P00y, .

Nun ist

60¢ = 6¢(1) —6¢(0)
= ¢po0g.(l) —poo1.(l)+¢poo9.(l) —doop.(0) —dooy.(0)+ ¢oos.(0)
= ¢(1) — ¢(0) + ¢(0) — #(2) + ¢(2) — ¢(1)
= 0.

Wir verallgemeinern jetzt die Integration von 1-Formen iiber 1-Ketten auf 2-Formen
und 2-Ketten®. Dazu definieren wir zunichst das Integral iiber 2-Simplizes. Wir withlen

auf A? die Koordinaten

[0,1] x [0,1] 3 (s,t) — K(s,t) := (st)0+s(1 — )1+ (1 — )2 .

5In spéteren Vorlesungen werden wir n-Formen iiber n-Ketten integrieren.
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Sei ¢ € Singy(S), ¢ : A* — S. Wir schreiben ¢ o k(s,t) = ¢.(s,t) + id,(t) fiir reelle
Funktionen ¢; : [0, 1] x [0, 1] — R. Die Jacobimatrix von x*¢ ist demnach

as (b:v at (b:v )

e (0 0

Wir definieren fiir fdz A dy € Q2(S,C)

/fdxAdy _/ / (8 ) det J(k*3) (s, t)dsdt .

Fiir ¢ € Co(S), ¢ = 3~ jcsing,(s) Mo® definieren wir

[ -

¢€S8ing, (S

durch lineare Fortsetzung. Das folgende Lemma verallgemeinert Lemma 3.5 auf den Grad-
2 Fall®.

Sei h : S — S’ eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilmengen von C. Wir

definieren”

R QS C) — Q*(S,C) , h*(fdx A dy) := (h*f)det(J(h))dz A dy .

Mit dieser Formel gilt nédmlich fiir ¢ € C5(S) und w € Q%(S’, C)

h*C

/Mw - //f t))))det J(ho K*p)(s, t)dsdt
= /0 /O (h*f)(d(k(s,1))) det J(R)(S(s, t)) det J(k*¢) (s, t)dsdt

= /h*w
¢
Lemma 4.5. Es gilt fiir w € Q5. (5, C)

h*dw = dh*w

6Dies ist eine Form des Stokeschen Satzes, den wir in spiteren Vorlesungen in beliebigem Grad be-

sprechen werden.
"und nicht h*(fdx A dy) = (h*f)dx A dy. Diese Formel macht den Unterschied zwischen Funktionen

und 2-Formen aus.)

24



Proof. Seien s + it die Koordinaten in S und x + iy in S’. Wir schreiben h(s + it) =
hy(s 4+ it) +ihy(s +it) fiir reelle Funktionen h,, h,. Weiter definieren wir komplexwertige

Funktionen ayg, oy auf S durch
h*w = agds + audt .

Es gilt
as = h'w, Oshy + h'wy Oshy , oy = W'w, Ophy + R w, Oihy,

Wir schreiben dw = fdz A dy. Wir miissen zeige, daf
(h*f)det J(h) = Osay — Opaus
gilt. In der Tat ist die linke Seite durch
h*(Opwy — Oywy ) (OshyOthy — O;hyOshy)
gegeben. Wir werten jetzt die rechte Seite aus:

dsey — Oy = Dy(W'wy Ohy + Rw, Bihy) — Oy(h*wy Dshy + h*wy, Bshy)
= W 0,w,0shpDihy A 1Oy, 05y O,
10,00, 05hy Ophy + By, Dshy Bshy,
— B0y w5 g Oshy — h* Oy, 0hyy Dby
— BBy DyhpDshy — By, dyhyDshy,
1 w0, 00, hy + B w00y — h*we00sh, — h*w,d,05h,,
= h*(Buwy — Oyw, ) (0shaOrihy — O1h,Oshy)

Lemma 4.6. Firw € Q,(S,C) und ¢ € Cy(S) gilt

/dw:/w.
c dc

Proof. Es gilt
Lfdx Ndy = /01 /01 f(o(k(s,t)) det J(K* @) (s, t)dsdt .
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Nun ist
(por) f(de Ndy) = f(p(k(s,t))det J(k*P)(s,t)ds Adt .

Wir schreiben

(pok)'w:=asds+ adt .
Dann gilt
(por)dw=d(¢por)w=(0say — Qas)ds Ndt .

Wir rechnen nun

1
0

/d)dw:Al/ol(asat—atas)dsdt:/ (at(l,t)—at(O,t))dt—/Ol(ozs(s,l)—as(s,O))ds.

Wir beobachten jetzt, daf 0,x(0,t) = 0 so dak 0,x*¢(0,t) = 0. Daraus folgt a;(0,t) = 0.

Desweiteren ist

O(R(L 1) = B(t0+ (1—1)1) = o30(1)
O(r(,0)) = d(s1+(1—5)2) = oyé(s)
D) = ¢(s0+ (1 5)2) = o7e(s)

Folglich gilt

Damit gilt

o=l Lo L=k

Durch lineare Ausdehnung folgt
Jar= 1
c dc

fiir jede 2-Kette ¢ € Cy(U). O

Definition 4.7. Eine Kette ¢ € Cy(S) ist ein Rand, wenn ¢ = &b fir eine 2-Kette
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Beachte, dafs wegen Lemma 4.4 jeder Rand geschlossen ist.

Folgerung 4.8 (Cauchy Integralsatz - 1. Variante). Sei f eine holomorphe Funktion auf
S. Dann gilt fir jeden Rand ¢ € C1(S)

Jra=0.

Proof. Es gilt d(fdz) = 0. Desweiteren gilt fiir ein geeignetes b € Cy(S) mit 0b = ¢
J.fdz= [,d(fdz) =0 O

Wir untersuchen nun das Verhiltnis von geschlossene 1-Ketten und Réandern. Dazu

fiihren wir folgende Begriff ein.
Definition 4.9. Die Gruppe

~ker(6: C1(S) — Co(9))
H(S) = im(8 : Co(S) — C1(5))

ist die erste singuldre Homologie von S.

Folgerung 4.10 (Cauchy Integralsatz -2. Version). Gilt H1(S) = 0 und ist f auf S
holomorph, dann gilt fc fdz = 0 fiir jede geschlossene 1-Kette in S. Insbesondere hat f

eine Stammfunktion.

Es ist also interessant, Bedingungen zu finden, welche H;(S) = 0 implizieren.

Definition 4.11. Das Gebiet S heifit sternférmig, wenn es einen Punkt x € S g¢ibt, so
daf fiir jedes y € S die Strecke {tx + (1 —t)y |t € [0,1]} in S liegt.

Wir nennen diesen Punkt x einen zentralen Punkt. Insbesondere ist ein konvexes Gebiet

sternférmig und jeder Punkt ist zentral.

Lemma 4.12. Ist S sternfomig, dann ist H;(S) = 0.

Proof. Wir miissen zeigen, dafs jede geschlossene Kette ¢ ein Rand ist. Seic = ) seSing: (S) M.
Wir wihlen einen zentralen Punkt x € S. Fiir jedes ¢ € Singy(S) definieren wir =
Singy(S) durch

d(st0+s(1 —t)1+ (1 —5)2) :==sp(t0+ (1 —t)1) + (1 — s)x
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In der Tat ist g?) wohldefiniert, da die rechte Seite fiir s = 0 unabhéngig von ¢ immer den

Wert z ergibt. Es gilt

06 = ¢(1)z — ¢(0)x + ¢ ,

wobei

P(1)z(t) = top(1) + (1 =)z, ¢(0)x(t) = tp(0) + (1 — t)x

sind. Wir konnen das suggestiv als
8¢ = 0o + ¢

schreiben. Wir dehnen die Konstruktion auf linear auf Ketten aus, indem wir

C:= Z n¢¢~>

¢€Sing: (S)

setzen. Dann gilt 6¢ = dcx + c¢. Wenn ¢ geschlossen ist, dann gilt 6¢ = c. O

Folgerung 4.13 (Cauchy Integralsatz -3. Version). Ist S sternformig und f auf S holo-
morph, dann gilt fc fdz =0 fir jede geschlossene 1-Kette in S. Insbesondere hat f eine

Stammfunktion.

Proof. Sei S C C offen, f auf S holomorph, x € S und r > 0 so dak B(z,r) C S.

Sei y € B(z,r) ein Randpunkt. Wir definieren fiir 0 < u < ¢ die geschlossenen Ketten.

by (t) := x + ™ ((y — ). Wir werden diese Kette oft auch mit dB(x,r) bezeichnen. Sei

u € B(z,r)und 0 < R < r—|u—xz|. Dann ist B(u, R) C B(x,r). Wir wéhlen einen Punkt

v € 0B(u, R).

Lemma 4.14. 0B(x,r) — 0B(z,v) ist ein Rand in S\ {z}.

Proof. Wir definieren zunichst eine Abbildung « : [0,1]? 3 (s,t) — S durch

k(s,t) == sz + (1 —38)z+ e (s(y —x) + (1 —s)(v—2)) .

Man iiberzeugt sich leicht, dak x(s,t) € B(x,r) fiir alle s,t € [0,1]? gilt. Wir zerlegen
nun das Quadrat [0,1]> C R? in die Bilder der zwei Simplizes 1,11 € Sing,([0, 1]?),
¥; + A% — [0, 1]? gegeben durch

’QZJQ(CL()O + (1,11 + a22) = (1,0(0, O) + (1,1(1, O) + (1,2(0, ].)
wl(a00+a11—|—a22) = (10(170)4—&1(0,1)—'—&2(1,1)



Dann ist

51/}0 = (17 O)<07 1) - <07 0)<07 1) + <07 0)<17 0) 75% = (07 1)(17 1) - (17 0)<17 1) + (17 0)<07 1) >

wobei ab das 1-Simplex bezeichnet, welches durch den linearen Weg von a nach b gegeben

wird. Wir rechnen

Oe(o =) = #.(1,0)(0,1) = £.(0,0)(0,1) + £.(0,0)(1, 0)
—£(0,1)(1, 1) + £4(1,0)(1, 1) — £.(1,0)(0, 1)
= —#:(0,0)(0, 1) + £.(0,0)(1,0) = £ (0, 1)(1, 1) + k. (1,0)(1, 1)
= —#:(0,0)(0,1) + . (1,0)(1, 1)
= 9B(z R) — 9B(x,7)

Sei jetzt f auf S holomorph und z € B(x,r). Dann ist % auf S\ {z} holomorph und
f(w)dw

o~ eine geschlossene 1-Form.

Satz 4.15 (Cauchy Integralformel). Es gilt

/ fwldw o vz
0

Blzr) W%

Proof. Wegen Lemma 4.14 und Folgerung 4.8 gilt

/ fw)dw B / f(w)dw
oB(z,y) W —2Z 0B(zR) W — 7%

fiir beliebige 0 < u < r und damit

/ f(w)dw i f(w)dw
0B(z,r) '

w—z R—0 8B(Z,R) w—z

Es gilt wegen 0B(z, R) (t) = 2miRe> (v — z)

d R _ 27rz't ]
lim Jw)dw G + (v 22) ) Romie i (v — z)dt
R—0 9B(zR) W— %2 R%O v — Z e2mit

= lim 2mf(x + R(v — 2)e*™)dt
R—0 /o

= /1 2mif(z)dt
0

= 2mif(2)
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1. Seien p, q € C[z] Polynome, x € C eine einfache Nullstelle von ¢ und r > 0 derart,

daf g in B(z,7) keine weitere Nullstelle besitzt. Dann existiert lim,_,, % und es

gilt

/ ]&dz = 2mi lim w :
B 4(2) e q(2)

In der Tat kénnen wir ¢(z) = (z—x)(z) schreiben, wobei § in B(z, r) keine Nullstelle
besitzt. Damit ist ’fézg auf einer Umgebung von m holomorph, und nach der
Cauchy Integralformel gilt

z) 1 p(z)

/ Mdz = / 13 dz = = )
B(z,r) q(2) 9B(z,r) 4 z)z—1x q(z)

2. Es gilt

1
/ - dz = 271 .
0B(z,1) sin(z)

In der Tat hat sin(z) auf B(z,1) nur die Nullstelle z = 0. Wir schreiben

s Jz2j+1 e
sin(z Z =z
p= (27 +1 = 2j +
Die Funktion z — Sinz(z) =0 ((2;)Jif),J ist auf B(x,1) holomorph und hat dort

keine Nullstellen. Weiter hat sie in 2 = 0 den Wert 1. Damit gilt

) z 1 1
2 = ———dz = - dz .
9B Sin(z) 2 =0 9B Sin(z)

3. Die Funktion e*—1 hat die Nullstellen z = 27in, n € Z. Wir betrachten die Funktion

1 1 e—1-2z2 =
I&) = = . 1; nt2)

Diese Funktion hat offensichtlich eine holomorphe Fortsetzung nach z = 0 da

n

ez—l_i z
z (n+1)!

n=0

bei z = 0 nicht verschwindet.. Sei nun 27Z Z R > 0 gegeben. Wir betrachten

f(z) = ezl—l B Z 2 —12m'l€ '

keZ 2m|k|<R

Falls n € Z der Ungleichung 27|n| < R gentigt, gilt

1 1 1 1 1
/() = e —1 Z z—2mik (ez—%m —1 z- 27Tin>_ Z z —2mik

k€Z 2w k|<R n#k€Z 2w|k|<R
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Die erste Klammer ist bei z = 2min holomorph. Die restlichen Terme sind es aber

auch. Damit ist f auf B(0, R) holomorph. Es gilt damit

/_ f(z)dz=0.
9B(0,R)

oBOR) €© — 1 9B(0,R) z — 2mik

keZ 2x|k|<R

t{k € Z|2r|k| < R}

Folglich

4. Die Funktion f(z) := 1 ist auf C\ {0} holomorph. Es gilt

/ dz )
— = 2m .
oB(0,r) *

Damit hat die Funktion keine Stammfunktion auf C\ {0}. Dieses Gebiet ist aber
auch nicht sternformig. Das Gebiet C\ {(—o0, |} ist sternférmig mit Zentrum 1. Auf
diesem Gebiet hat die Funktion 1/z eine Stammfunktion. Wenn wir diese durch 0 im
Punkt 1 normieren, muf diese mit In(z) auf (0, c0) tibereinstimmen. Wir erhalten
damit eine holomorphe Fortsetzung In : C\ {(—o0,]} — C von In : (0,00) — R.

Wir kénnen den Weg 0B(0,r) als geschlossen Weg mit Anfang und Ende in —r
dz

z

lim(In(r + i€) — In(r — i€)) = /a = _ 27 .

e—0 —B(OJ’) z

interpretieren. Die Berechnung des Integrals von % entlang dieses Weges zeigt

Die komplexe Logarithmusfunktion hat also einen Sprung von 27 entlang der ne-
gativen reellen Halbachse. Auf der der positiven reellen Halbachse gilt () = 2.
Wir werden spéter sofort mit dem Identitéitsatz 5.7 schliefen konnen, daf sich diese
Identitdt auf C \ {(—o0,]|} ausdehnt.

5 Analytische Eigenschaften holomorpher Funktionen

Sei S C C offen und f € O(S). Zur Erinnerung, dies bedeutet, daf f : S — C auf S
differenzierbar ist und 0f = 0 gilt.

Lemma 5.1. Die Funktion ist auf S glatt. Fir x € S und r > 0 derart, daff B(z,7) C S

gilt
f(w)dw

2 ) () = / _fwjaw -
OB(z,r) (w - x)nJrl
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Proof. Sei x € S und r > 0 derart, dak B(z,r) C S. Dann gilt fiir z € B(z,r) dafs

f(2) = 1 f(w)dw .

2M JoBayy W2

Sei 0 < s < r. Die Funktion z i (1‘2 ist fiir z € B(xz, s) beliebig oft differenzierbar. Es
gilt

f(w) & ) f(w)

— —pl—2 7

w—z (w J— z)n+1
Da

sup sup |f<7w)n+1| < 00
wedBar) *Bs) (W= 2)

ist, konnen wir die Ableitungen unter das Integral ziehen. Es gilt also

gi/’ f(w)dw
o]

210 Jopr (w — o)t ’

70x) =

Lemma 5.2. Seix € S und r > 0 derart, daff B(x,r) C S. Dann gilt fir z € B(x,r)

Proof. Wir starten mit

2T JoBay W2

Wir schreiben

1 1 1 11 i z—xz\"
w—z_w—x—z—l—x_w—xl—ﬁ_w—xn:0 w—x ’

da |Z=%| < 1. Fiir festes z € B(x,) konvergiert die Reihe gleichméfig und kann mit dem

Integral vertauscht werden:

WE

&) F(w)dw
12) = o 2mi /aza(m) (w — )"+l
— /" (x)

(=)

(]

n!
n=0

Eine auf S holomorphe Funktion wird also lokal durch ihre Taylorreihe dargestellt.
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Folgerung 5.3. Ist f : S — C holomorph, dann sind auch alle Ableitungen f™ : S — C
holomorph.

Folgerung 5.4. Der Konvergenzradius der Taylorreihe

() (g
Zf '<)<Z—$)n

n

von f im Punkt x € S wird also durch

sup{r|B(z,r) C S}

von unten abgeschdtzt.

Lemma 5.5. Sei xz € C und f(z) :== Y " an(z — x)" eine durch Potenzreihe mit dem
Konvergenzradius v dargestellte holomorphe Funktion auf B(xz,r). Dann gibt es keine

holomorphe Fortsetzung von f auf einen gréfleren Ball B(z,r"), ' > r.

Proof. In der Tat, gébe es eine solche Fortsetzung, dann wére der Konvergenzradius der
Taylorreihe von f im Punkt x grofer oder gleich 7/. Diese Taylorreihe ist aber die Reihe

Yo gan(z — )", und die hat den Konvergenzradius r. O

Lemma 5.6. Ist S zusammenhdingend, f € O(S) holomorph, x € S und verschwinden

alle Ableitungen von f im Punkt x, dann verschwindet f identisch.

Proof. Wir zeigen, daf die Menge (), cn{f (") = 0} in S sowohl offen als auch abgeschlos-
sen ist. In der Tat ist {f™ = 0} abgeschlossen, da f™ stetig ist. Damit ist auch der
Durchschnitt (), .y {f" = 0} abgeschlossen.

Fiir jeden Punkt y € (), on{f (") = 0} existiert eine Umgebung, auf welcher f durch die
Taylorreihe in y dargestellt wird. Damit verschwindet f auf dieser Umgebung identisch
und somit auch alle Ableitungen.

Da die Menge (), cn{f™ = 0} nicht leer ist, muR sie mit S zusammenfallen.

Lemma 5.7. Sei S zusammenhdingend, f € O(S) holomorph, M C S nicht diskret und
f(m) =0 fiir alle m € M. Dann verschwindet f identisch.
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Proof. Da M nicht diskret ist, gibt hat M einen Haufungspunkt. Sei (z,) eine Folge in
M mit lim,,_, 2, = = und 2, # z fiir alle z. Wir zeigen, daf f*)(x) = 0 fiir alle k > 0.

Damit verschwindet f wegen Lemma 5.6 identisch. Dazu betrachten wir die Taylorreihe

1) (g
1) =3 Dy
k=0 ’

welche auf einem Ball um = konvergiert. Unter der Annahme, daf
) =0, (@) =0

zeigen wir, dak f™(z) = 0. In der Tat gilt

L) (4 ) (p
O A K <f<m><as>+ y )<z—x>k-m> .

k=m+1

Damit gilt fiir alle n € N

k) (g
0= f"(z)+ Z / ()(zn—:c)’“’m.

k!
k=m+1

Die Reihe > 7 ., ! (k;!(x) (2, — x)*™ konvergiert geichmiiRig auf einer Umgebung von .

Wenn wir den Grenzwert n — oo bilden, dann erhalten wir 0 = f(™(x). O

Die Menge der Nullstellen eine auf S holomorphen Funktion kann also keine Haufungs-

punkte in S haben. Am Rande von S ist das aber moglich. Als Beispiel betrachte man

f(2) = sin(2)

z

auf C\ {0}. Die Menge der Nullstellen ist {-= | n € Z} und hat den Haufungspunkt 0.

1. Die Ausdehnungen e* und sin(z), cos(z), tan(z), cot(z) der e-Funktion und der tri-
gonometrischen Funktionen von R auf C (bzw. entsprechende Teilmengen) sind ein-

deutig.

2. Wir hatten die I'-Funktion von {Re(z) > 0} auf C\ —Nj forgesetzt. Nach Lemma 5.6
ist dies die einzige Fortsetzung. In der Tat ist C \ —Ny zusammenhédngend. Wére r
eine weitere Fortsetzung, dann wiirde I'—T" auf {Re(z) > 0} identisch verschwinden.

Damit verschwinde diese Differenz aber auf der ganzen Menge C \ N .
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3. Ist h € C*(]0,1]). Dann konvergiert das Integral

£(2) = /0 Bttt

auf Re(z) > 0. Wir schreiben

k

hn)
=Y (0), + 7 (t)
— n!

fiir eine stetige Funktion r € C([0, 1]). Dann gilt

k k

1 h(n) (O) 1 1 h(n tern 1
W) dt = Ftn 7 / e () dt .
/0 ®) Z n! /0 +/0 nz; nl z+n J, r(t)

n=0

Die Summe ist offensichtlich holomorph auf C \ —Nj, wéihrend das Integral fiir
Re(z) > —k — 1 konvergiert. Wir erhalten also mit dieser Formel eine Ausdehnung
fr von f auf {Re(z) > —k — 1}. Da fr = f = fr auf {Re(z) > 0} gilt, miis-
sen diese Ausdehnungen alle {ibereinstimmen. Wir erhalten somit eine holomorphe
Ausdehnung auf C\ —Ny.

4. Wir kénnen die Logarithmusfunktion In : (0,00) — R im Punkt » > 0 entwickeln.
Es gilt fiir n > 0
™ (t) = (=1)" Y(n— 1)t "

1
- DN\ 1
lim ((n ) ) = —
n—oo \  nlrn r

In,(x) := —1—2 :1:—7“)

den Konvergenzradius r. In der Tat kdnnten wir keinen grofseren Radius erwarten,

Wegen

hat die Taylorreihe

da In im Punkt 0 singular ist.

Man zeigt leicht, da fiir # € (0,2r) auch f(z) := e™®@ = g gilt. In der Tat gilt
f(r)= () = und

o T — )1 6lnr(m)
f@) = fay Yoy e

Die einzige Losung des Anfangswertproblems
T _
f - T ) f(T) r
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ist In(f) = In(x), also f(x) = z. Damit stimmt aber In, mit In auf (0,2r) iiber-
ein. Wir schliefsen, daf In, und In,» auf B(r,r) N B(r’,r’) iibereinstimmen. Es gilt
U,~o B(r,7) = {Re(z) > 0}. Wir erhalten also eine holomorphe Ausdehnung von In
auf {Re(z) > 0}. Dort gilt dann die Identitit e*) = 2, was wiederum aus Lemma

5.6 folgt. In der Tat hat ¢™*) — z in 1 eine verschwindende Taylorentwicklung.

Lemma 5.8. Sei f : S — C stetig und gelte fir alle geschlossenen 1-Ketten ¢ € C1(.5)
auch fc fdz =0, dann ist f holomorph.

Proof. Nach Lemma 3.7 hat f eine holomophe Stammfunktion F'. Damit ist aber f = F’
auch holomoph nach Folgerung 5.3. O

Satz 5.9 (Hebarkeitssatz). Seix € S und f: S\ {z} — C holomorph. Wenn f auf einer

Umgebung von x beschrinkt ist, dann hat f eine holomorphe Fortsetzung auf S.

Proof. Wir betrachten die Funktion

Pe) ::{ (z=2)f(2) 22

0 2=z

Diese Funktion ist auf S stetig und auf S\ {2} holomorph. In der Tat ist diese Funktion
auch in z stetig differenzierbar. Damit gilt aber auch OF () = lim,_,, df(x) = 0. Folglich
ist F auf S holomorph. Wir kénnen F' auf einem Ball B(z,r) um z in eine Potenzreihe

entwickeln

. pn) (g
F(z):ZF ( >(z—x)".

n!
n=0

Nun ist jedoch F(z) = 0 und

2z z—x
und damit
o0 F(")(ZE) > F(n+2)(:p)
F — o no_ - 2 o n
B = e == e
Folglich gilt
— P02 () n



und diese Funktion is holomorph. O

Folgerung 5.10. Sei M C S diskret, f € C(S) und f : S\ M — C holomorph, dann ist
f auf S holomorph.

Sei f: S — C holomorph und z € S.

Definition 5.11. Die Zahl vs(z) := min{n € Ny | f"(z) # 0} heifit die Vielfach-
heit (der Nullstelle) von f im Punkt x. Wir setzen v(x) = oo, wenn alle Ableitungen

verschwinden.

Wenn v¢(z) = 0 ist, dann hat f in z also gar keine Nullstelle.

Lemma 5.12. Wir kénnen f(z) = (z—2x)"/@g(z) fiir eine holomorphe Funktion g schrei-

ben.

Proof. Fiir z # 0 definieren wir g durch

9(2) = f(2)(z—2) 1@ .

Es folgt aus der Taylorreihenentwicklung, dafs g stetig in = fortgesetzt werden kann. Diese

stetige Fortsetzung ist damit holomorph. O

1. Es gilt vg,(nm) = 1.

2. Es gilt vp(—n) =1, n € Ny.

Ein topologischer Raum X heift lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine kompakte
Umgebung besitzt. Endlichdimensionale reelle Vektorrdume und deren Teilrdume sind
lokalkompakt. Sei X ein lokalkompakter topologischer Raum und (f,,) eine Folge von
Abbildung in einen metrischen Raum (Y, d). Die Folge konvergiert lokal gleichméfig
gegen eine Abbildung X — Y, wenn fiir jeden Punkt in X eine kompakte Umgebung K

existiert, so daf

lim sup d(fn(y), f(y)) =0

n—o0 yeK
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gilt. Ein lokal gleichméfiger Grenzwert einer Folge stetiger Abbildunge ist stetig. Eine
lokal gleichmaéfsig konvergente Folge konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge gleich-

makig.
Sei S C C offen.

Satz 5.13. Ist (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf S und konvergiere f, — f
lokal gleichmdfsig. Dann ist f holomorph.

Proof. Da holomorphe Funktionen stetig sind und ein lokal gleichméfiger Grenzwert ste-

tiger Funktionen stetig ist, ist f stetig. Fiir jede geschlossene 1-Kette ¢ € C1(U) gilt

/fdz = / lim f,dz= lim [ f,dz2=0.
c Cn~>oo

n—o0 c

Nach Lemma 5.8 ist f holomorph. O

Lemma 5.14. Sei f eine holomorphe Funktion auf S, x € S und r > 0 derart, dafs
B(z,r) C S. Dann gilt fir allen € N und s € (0,7] und z € B(x,r — s)

n rn!
fM(2)] < == sup |f].
S OB(z,r)

Proof. Wir benutzen die Formel

B(x,r) (

 2mi w— z)n
Der Integrand wird durch

f(w)dw 1

ol < sup |
(w _ z)n+1 Bm 8n+1

|
abgeschéatzt. Daraus folgt direkt

N rnl
fM ) < == sup |f].
S 57 9B(z.r)

Fir s = r erhalten wir
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Folgerung 5.15.

n n!
[f (@) < — sup [f].
OB(z,r)

Mit dieser Formel kann man noch einmal einsehen, dafs der Konvergenzradius der Tay-

lorreihe groker als r ist. Fiir s = 5 erhalten wir:

Folgerung 5.16.
2ntlin)

sup [ f™(2)] < sup |f] .
z€B(z,5) 0B(z,r)

Lemma 5.17. Sei (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf S, welche gegen eine
Funktion f lokal gleichmdjf$ig konvergiert. Dann ist f holomorph und die Folge der k-ten
Ableitungen (fy(Lk)) konvergiert lokal gleichmifig gegen f*).

Proof. O

Wir wissen schon, dafs f holomorph ist. Sei jetzt x € S und r > 0 derart, daf B(x,r) C S.
Dann gilt nach Folgerung 5.16

(k) (k) 2HHR!
sSup |fn (Z)_f (’Z)‘ < rk sup |fn_f‘ :
z€B(z,%) OB(z,r)

Da 0B(x,r) eine kompakte Teilmenge von S ist, geht die rechte Seite fiir n — oo gegen
Null. Damit gilt £ — f® gleichmiRig auf dem Ball B(z, 3). O

Sei S C C offen.

Definition 5.18. Fir eine Funktion f € C(S,C), einen Punkt x € S und r > 0 derart,

daff B(xz,r) C S definieren wir den Mittelwert

1
M. (f,x) ::/O f(z + re*™)dt

Definition 5.19. Eine Funktion f € C(S,C) hat die Mittelwerteigenschaft, wenn fir

jedes x € S ein R > 0 existiert, so daff B(xz, R) C S und

M, (f,2) = f(z)

fir alle 0 < r < R gilt.
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Lemma 5.20. Holomorphe Funktionen haben die Mittelwerteigenschaft.

Proof. Es gilt nach der Cauchy-Integralformel

M, (f,x) = /0 flx+re™)dt = 1 f(w)dw = f(x) .

210 JoByy w—

Lemma 5.21. Wir nehmen an, daff S C C offen und zusammenhdingend ist. Ist f &
C(S,C) eine Funktion mit der Mittelwerteigenschaft und besitzt |f| in S ein globales
Maximum, dann ist f konstant. Hat |f| in © € S ein lokales Mazimum, dann ist f auf

einer Umgebung von x konstant.

Proof. Moge |f| in x ein globales Maximum haben. Wir zeigen, dak A := {|f| < |f(2)|}
offen und abgeschlossen ist. Da diese Menge nicht leer ist, fallt sie mit S zusammen. Die

Menge ist offensichtlich abgeschlossen. Sei y € A und r > 0 derart, dak B(y,r) C S und
M(f,y) = f(y) fur alle s < r gilt. Damit gilt jedoch

f(@)] = f)] = IM(f,9)| < Mo(If|y) < [ f(w)] -

Die Gleichheit M(f,y) = |f(x)| zusammen mit |f| << |f(z)| kann aber nur gelten, wenn

f auf 0B(z,s) konstant den Wert f(z) annimmt. Damit ist |f(z)| = |f(x)| auf einer
ganzen Umgebung B(x,r) von x. Das zeigt die Offenheit von A.

Habe jetzt f in x € S ein lokales Maximum. Dann hat f|p() in x ein globales Maxi-

mum fiir ein geeignetes r > 0. Damit ist fip(,) konstant gleich f(z). O

Folgerung 5.22. Sei S C C offen und beschrinkt und f € C(S,C) erfiille die Mittelwer-
teigenschaft auf S (z.B. weil f dort holomorph ist). Dann nimmt |f| das Mazximum auf
aS an.

Proof. Die Aussage ist klar, wenn f konstant ist. Da S kompakt ist, muf die stetige Funk-
tion |f| auf S ein Maximum annehmen. Da |f| auf S kein lokales Maximum haben kann,

muf das lokale Maximum auf 9S angenommen werden. O
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Definition 5.23. Ein ganze Funktion ist eine holomorphe Funktion auf C.

Eine ganze holomorphe Funktion ist also um jeden Punkt in eine Potenzreihe entwickel-
bar, welche unendlichen Konvergenzradius hat. Beispiele sind Polynome, e* und sin(z),

cos(z). Ganze Funktionen, die keine Polynome sind, heifen transzendente Funktionen.

Satz 5.24. Eine ganze Funktion f ist genau dann ein Polynom vom Grad n, wenn es
Konstanten M, R > 0 gibt, so daf

[f() < Mz[" vz e{[z| > R} .

Proof. Ein Polynom f = a,2" + .-+ + ag € C|[z] vom Grad n erfiillt diese Ungleichung.
Dazu betrachten wir R := 1. Die Abbildung

zn—l 1
{Re(2) > R} 5 z— |f(2)||z7"] = |an +an,1W et GOW‘

ist durch eine Konstante M beschrankt. Wir konnen zum Beispiel
M = |a'n| + |an—1| +ot |(1,0|

nehmen. Moge umgekehrt |f(z)| < M|z|" fiir alle |z| > R gelten. Dann folgt fiir alle r > R
k! fdw
o= [ I

2mi B W

also
IF®0)] < kIMrF

Damit gilt f*)(0) = 0 fiir k > n.
Folgerung 5.25. Eine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Folgerung 5.26 (Fundamentalsatz der Algebra). Ist f € C[z] ein nichtkonstantes Poly-

nom. Dann hat f in C eine Nullstelle.

Proof. Wir nehmen an, daf f keine Nullstelle hat. Dann wire f~!(z) auch eine ganze

holomorphe Funktion. Sei f = a,2" + - -+ + ag. Wir schreiben fiir z # 0
f(2) =2"(an + an 127+ -+ agz™") .

Es gibt also ein R > 0 derart, daR aus |z| > R folgt |a,| > 2|an,_1271 + -+ -+ agz~"|. Damit
gilt aber fir |z| > R, dak
|2["an

5

F(2)] =
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Die Funktion f~!ist auf {|z|] < R} beschrinkt aus Stetigkeitsgriinden. Wegen obiger Un-
gleichung ist f~! auch auf {|z| > R} durch ﬁ beschrinkt. Folglich ist f~! eine ganze

beschréankte Funktion und damit konstant. Damit ist f auch konstant. O

Lemma 5.27. Sei f eine ganze transzendente Funktion und w € C. Dann gibt es eine

Folge (z,) in C mit z, — oo und f(z,) — w.

Proof. Moge es fiir w € C keine solche Folge geben. Dann ist m im unendlichen
beschrankt. Auferdem ist die Menge der 0-Stellen von f(z) — w endlich. Die Funktion
f(z) —w

9(z) = Hf(x):w(z — z)s@)

hat keine O-Stellen mehr. Wir erhalten damit eine Abschitzung der Form |ﬁ| < M|z|k,
wobel k =3, _, v¢(z) ist. Wir schliefen, dals ﬁ ein Polynom ist. Damit wére aber

auch f ein Polynom und nicht transzendent. O

Dieses Lemma trifft also auf die e-Funktion und die Funktionen sin(z), cos(z) zu.

6 Harmonische Funktionen

Definition 6.1. Der Differentialoperator auf R™

heift Laplaceoperator. Sei S C R™ offen und f € C*(S,C). Dann heifst f harmonisch,
wenn Af =0 gilt.

Wir betrachten zwei-dimensionale Elektrostatik, das heiftt das zeitlich konstante elek-
trische Feld in Situationen, welche in einer Richtung translationsinvariant sind. Wir wol-
len etwa das elektrische Potential U in einem Gebiet S C R? bestimmen, auf dessen
Rand es schon festgelegt ist durch Uy € C'(9S,R). Das entsprechende elektrische Feld ist
E := —grad(U). Das Potential U wird bestimmt durch

AU=0, Ups=Up.

42



Das ist das Dirichlet Problem. Wir werden weiter unten eine Losung des Dirichlet-

Problems fiir S = B(0,r) C R? durch die Poissonformel angeben.

Als zweites Beispiel betrachten wir das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliis-
sigkeit, welche durch das Gebiet S C R? stromt. In diesem Fall geben wir die Normalen-
komponente u* der Strémung am Rand vor. Das Geschwindigkeitsfeld v : S — R? wird
dabei durch ein Potential U : S* — R beschrieben:

u = grad(U), u'=feC(OS,R).
Das Potential wird dann durch das Neumann-Problem
AU =0, (gradU)jg = f
bestimmt.

Das Dirichlet und das Neumannproblem fiir eine harmonische Funktion unterscheidet

sich durch durch die Art der Randbedingung.
Auf C kénnen wir Differentialoperatoren 0., 0; durch
df =0, fdz+ 0sfdz
definieren. In anderen Worten
1 . 1 .
0, = 5(8;,3 —10,), O0;= 5(8;,3 +1i0,) .

Insbesondere ist f : C — C also holomorph, wenn 0; f = 0 ist. In diesem Fall gilt f = 0. f.
Wir rechnen
46282 - 48282 - ai -+ 8; - A .

Folgerung 6.2. Ist f holomorph, dann sind f, f,Re(f),Im(f) harmonisch.

Proof. In der Tat ist Af = 40.0:f = 0. Desweiteren gilt Af = Af = 40:0.f = 0. Damit
sind aber auch Re(f) = 3(f + f) und Im(f) = 5-(f — f) harmonisch. O

Hier sind einige Beispiele harmonischer Funktionen

1. x = Re(z),y = Im(z)
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2. Re(e?) = 3(e* + €7) = 1e"(e¥ + ™) = e” cos(y)

3. Re(3) = 3(; +3) =

z z

Lemma 6.3. Wir nehmen an, daff Hi(S) = 0 gilt. Ist h € C*(S,R) harmonisch, dann
existiert eine holomorphe Funktion f : S — C mit Re(f) = h.

Proof. Wir definieren den Operator * : Q'(S) — Q'(S) durch C(S, C)-lineare Fortsetzung
von xdx := —dy und xdy = dx. Es folgt xdz = idz und *dz = —idz. Wir rechnen ferner
(mit dz A dz = (dz + idy) A (dx — idy) = —2idx A dy)

dxdg = dx*0,9dz+dx*0:gdz
= 1d0,gdz —idOszg
= 1050,9dZ Ndz — 10,0:9dz N\ dZ
= %Agdz ANdZ
= Agdx Ndy .

Wir setzen o := %(dh + xidh). Dies ist gerade die Projektion von dh auf den komplex-
linearen Teil. Wir haben daw = 3(d?h + d = idh) = 0, da d*h = 0 und d * dh = Ah = 0
gilt. Wir schreiben o = Idz Dann gilt dh = ldz + ldz. Die Funktion [ : S — C hat eine

Stammfunktion f nach Lemma 4.10. Wir rechnen

d(Re(2f) —h) = df +df —dh
= 0,fdz+ 0.fdz — dh

= a+0.fdz—dh
= (ldz +1dz) — dh
= 0.
Es gibt also eine Konstante ¢ derart, daf Re(2f 4 ¢) = h. O

Folgerung 6.4. Harmonische Funtionen sind glatt. Ist S zusammenhdngend, ) # U C S
offen, f € C*(S,C) harmonisch und fiy = 0. Dann gilt f = 0.

Proof. Lokal kénnen wir f = Re(h) fiir eine holomorphe Funktion A schreiben. Mit A ist
auch Re(h) glatt.
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Wir zeigen, dafs
T :={z € S|3Umgebung V von z mit fj,y = 0}

nicht leer, offen und abgeschlossen ist. In der Tat ist diese Menge nicht leer nach Vor-
aussetzung und offen nach Definition. Sei jetzt z € T\ T. Dann existiert eine Umgebung
B(xz,r) C S von x so dak fp(zr) = Re(h) fiir eine holomorphe Funktion f : B(z,r) — C.
Nun ist aber B(x,r) NT offen und nicht leer, und hjp( ) = 0. Damit ist A = 0 und
folglich f|p(z,) = 0. Daraus folgt x € T". Also gilt T=T.

Wir schliefen, daft T'= S gilt. O

Wir konnen auch aus fjy = const schlieken, daf f = const ist. Dazu betrachten wir

einfach f — const.

Satz 6.5. 1. Harmonische Funktionen haben die Mittelwertseigenschaft®.

2. Sei S zusammenhingend. Hat eine harmonische Funktion f € C*(S,R) inz € S

ein lokales Extremum, dann ist f konstant.

3. Ist S beschrinkt und f € C(S,R) N C%(S,R) in S harmonisch, dann nimmt [ das

Mazimum und Minimum auf S an.

Proof. 11Ist f harmonisch, so auch Re(f) und Im(f). Es reicht deshalb aus, die Mittelwer-
teigenschaft fiir reelle harmonische Funktionen zu zeigen. Sei x € S und R > 0 derart, dafs
T := B(x,r) C S. Dann gibt es eine holomorphe Funktion h : 7" — C mit Re(h) = fir.
Damit gilt fiir jedes 0 < r < R, daf

M,(f,z) = Re(M,(h, x)) = Re(h(x)) = f(x) .

2 Hat f in x € S ein lokales Maximum, dann hat auch ¢ = f — f(z) + 1 ein lokales
Maximum in z. Da g(x) = 1 ist, ist ¢ in einer Umgebung von z positiv. Damit hat auch
|g| ein lokales Maximum in x. Die Funktion g erfiillt auch die Mittelwerteigenschaft. Nach
5.21 ist g konstant auf einer Umgebung von x. Damit ist g konstant. Lokales Minima

werden analog behandelt.

8Die Umkehrung wird in 6.12 gezeigt.
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3 folgt wie 5.22. O

Wir formen jetzt die Cauchy-Integralformel etwas um mit dem Ziel, ein reelle Formel
zu erhalten. Wir starten mit

o) = o [ S

2m JoBoy W — 2

B / f(re?™)r2mie’™tdt

7,,627rzt z

B f (re*™)rdt
- — e 2mtz
f(r€27rzt) th

0 r2 _ re—2mity ’

Wir betrachten nun die Funktion

Diese Funktion ist fiir festes z € B(0,r) auf einer Umgebung von B(0, ) holomorph. Wir
setzen diese Funktion fiir f in obige Formel ein und erhalten

o) = [

T’2 —re 2mtz

/1 f( 27rzt) 4dt
0 <T2 _ T€f2mtz) <T2 _ T€27rit5)
1 f( 27rzt) th

0 ‘T _ 6727rztz|2

o [
0 |r—e it
[ e — [Py
o 627rzt,r 2|?
Definition 6.6. Die Funktion
1 r2—|z?
P(z,€) = gﬁ

heifst Poissonkern.
Es gilt fiir eine auf einer Umgebung von B(0,7) holomorphen Funktion f
1
f(z) = 27?/ P(z,re*™") f(re*™)dt . (1)
0

46



Wir beobachten jetzt, dak der Poissonkern eine reelle Funktion ist. Es gilt also
1
Re(f) = 27r/ P(z,re*™Re(f(re*™™))dt . (2)
0
Satz 6.7. Ist h eine auf einer Umgebung von B(0,r) harmonische Funktionm, dann gilt

1
h(z) = 27r/ P(z, re*™h(re*™™)dt .
0

Proof. Wir kénnen annehmen, daf h reell ist. Dann ist h = Re(f) fiir eine holomorphe

Funktion. Damit folgt die Formel aus (2). O

Satz 6.8. Sei ¢ € C(0B(0,r)). Dann definieren wir

bz} i or f01 P(z,re%“)gb(re%it)dt 2 € B(x,r)
¢(2) z € 0B(0,r)

Diese Funktion ist stetig auf B(0,r) und harmonisch auf B(0,7).

Proof. Wir zeigen zuerst, da h auf B(0,r) harmonisch ist. Dazu beobachten wir, daf fiir

festes £ € 0B(0, 1) Lo 1 .
rt— |z +z

gilt und damit P(z,&) in z harmonisch ist. In der Tat ist

£+ 2 §+2:27’2—|z\2
-z -z =27

Wir kénnen den Laplaceoperator unter das Integral ziehen.
1
Ah(z) = 27T/ AL P(z, 7™ (re™)dt =0 .
0

Wir zeigen nun die Stetigkeit. Auf B(0,r) folgt die Stetigkeit aus der Harmonizitat. Es

reicht also aus zu zeigen, daf fiir jede Folge (z,) in B(0,r) mit 2z, — £ € 0B(0,r) gilt
h(zn) = ¢(§).
Wegen der Rotationssymmetrie der Situation reicht es aus, diese Bedingung bei £ = —r

zu zeigen. Fiir 1 > ¢ > 0 spalten wir das Integral auf in h(z) = hy(z) + ho(2) mit

hi(z) :== 27rﬂ2 P(z,re%itw(re%“)dt, ho(z) :== 27?/ P(z,rez’”tw(re%“)dt.

lc te[0,1],t—%[>c
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Auft € (0,5 — U3 + ¢, 1] existiert

lim P(z,re*™)p(re*™) = 0

Z——T

gleichmélfig in . Damit gilt
lim hy(z) =0.

Z—r—T

Sei ¢ € C(0B(0,r)) die konstante Funktion mit dem Wert ¢(—r). Da die konstante
Funktion mit diesem Wert holomorph ist, gilt fiir alle z € B(0,7) wegen (1)

o(—r) = 27r/0 P(z,re*™ ) p(—r)dt .

Wir kénnen auch dieses Integral aufteilen und sehen, dafs

Z——T

lim 27?/ P(z,re*™)¢(—r)dt = 0
te[0,1],[t—5[>c

gilt. Damit ist

e | |
lim (h(z) = h(=r)) = lim 27 / - Plare™)(0(re™) — g(—r))dt .

Da P(z,¢) fir z € B(0,7) und |£| = r positiv ist, gilt fir jede Folge (z,) in B(z,0) mit

Zp = =T

IA

limsup |h(2,) — h(—7)| lim sup 27?/ P(2n,7e*™") sup |p(re*™™) — ¢(—r)|dt
1

n—00 n—00 —c ‘t*%KC

IA

1
limsup sup |(b(7’€2ﬂt)—(b(—7“)|2ﬂ'/ P(2,, re*™)dt
0

n—oo  |—lj<c
= sup |p(re”™) — ¢(—r)] .

|t7%|<c

Damit gilt aber

limsup |h(z,) — h(—r)] <lim sup [¢(re*™) —¢(—r)| =0

c—0
|t7%\<c

wegen der Stetigkeit von ¢. Wir sehen also, daf lim,, o h(2,) = h(—7). O

Der Beweis zeigt noch etwas mehr:
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Folgerung 6.9. Ist ¢ : 0B(0,r) — R integrierbar, dann ist

1 . .
h(z) := 27r/ P(z, re*™ g (re*™ ™) dt
0

in B(0,r) harmonisch und es gilt lim, ¢ h(z) = ¢(§) in allen Punkten £ € 0B(0,r), in
denen ¢ stetig ist.

Sei S C C beschriinkt und ¢ € C(95).

Lemma 6.10. Das Dirichlet-Problem fiir h € C(S) N C?(S)
Ah=0 auf S, hps=¢

hat hochstens eine Losung.

Proof. Sei h' eine weitere Losung. Dann ist die Differenz h — b’ reellwertig, harmonisch
auf S und stetig auf S. Folglich nimmt sie das Minimum und das Maximum auf 9S an.
Es gilt aber (h — h') 95 = 0. Damit ist h — h' = 0. O

Satz 6.11. Das Dirichlet Problem fiir den Ball B(0,r) hat fir jedes ¢ € C(0B(0,r))

genau eine Losung.

Proof. Die Eindeutigkeit ist 6.10. Die einzige Losung wird nach 6.8 durch die Poissonfor-

mel )
h(z) = 27T/ P(z,re*™ ") (re*™)dt
0

gegeben. O

Sei S C C offen.

Satz 6.12. Eine stetige Funktion auf S ist genau dann harmonisch, wenn sie die Mittel-

werteigenschaft hat.

Proof. Harmonische Funktionen haben die Mittelwerteigenschaft. Moge nun umgekehrt

f € C(S) die Mittelwerteigenschaft haben. Sei x € S und r > 0 derart, dak B(z,r) C S.
Dann gibt es eine harmonische Funktion g € C(B(z,r)) mit 9,555 = fapey- Nun
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haben f und g auf B(z,r) beide die Mittelwerteigenschaft. Damit nimmt f — ¢ Maximum

und Minimum auf 0B(z,r) an. Da aber f — g auf diesem Rand verschwindet folgt f =g
auf B(x,r) und f ist dort harmonisch. O

Fir andere Teilmengen S C C als Bille kann man Losungsformeln fiir das Dirichlet-

Problem durch Transformation finden. Die fundamentale Beobachtung ist:

Lemma 6.13. Seig: T — S holomorph und f : S — R harmonisch, dann ist g*f : T —

R harmonisch.

Proof. Seit € T'und s = g(t). Es gibt eine in einer Umgebung V' von s holomorphe Funk-
tion h derart, dafs fjy = Re(h) gilt. Damit ist aber g";,l(v)f = Re(grg,l(v)h) harmonisch,
da gl*g_1 (V)h holomorph ist. O

Sei ¢ € C(9T), g : T — S stetig und g — S holomorph, dann gilt:

Folgerung 6.14. Ist f € C(S) N C%(S) eine Lisung des Dirichlet-Problems

Afzo ClUfS, f|8§:¢7
dann ist h := g*f € C(T) N C*(T) eine Lisung des Dirichlet-Problems

Ah=0 aufT, flor =h"¢.

Wir spezialisieren nun auf S = B(0,r) und nehmen an, daf g : T — S ein Diffeomor-

phismus ist. Es gilt
1
flz) = 27T/ P(z, re*™ "o (re*™ ) dt .
0

Wir schreiben das Integral in koordinateninvarianter Form auf. Sei () := re?™. Dann

ist 7/(t) = 2miy(t) und
dz

2mdt = —(7(1)) (7' (1))dt -

Folglich
P(z,6)¢(8)
= ———=d¢ .
fo= [
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Wir definieren den Zyklus

oT = g1 (0B(0,7)) € C(T) .
Dann ist mit ¢ = g~ 11, v € C(9T)

[ Fe0:9909
= [ 09,
orT

Beachte, dafs g*d¢ = dg gilt. Wir definieren den Poissonkern von 7' durch
P(g(t
Pty o POO00D)
ig(v)
Dann gilt

g f(t)= /aT Pr(t,v)y(v)dv .

Folgerung 6.15. Sei T C C beschrinkt, g : T — B(0,r) ein im Inneren vom T holomor-

pher Diffeomorphismus und
P(g(t
(90).90)) 1
ig(v)

Dann wird die eindeutig bestimmte Losung des Dirichlet-Problems

PT(t, l/) =

Ah=0 aufT, hor=1¢€ Cc(orT)

durch
h(t) = / Pr(t,v)(v)dy .
oT
gegeben.
Es gilt
dz  zdz
iz
(v —iy)(dz +idy)
- ilz|?
_wdy + ydy +i(xdy — ydx)
B ilz]?

d|z|? N xdy — ydx
2ilz[? |2%]
1 xdy — ydx
— 24l ray — yax
(e + 22
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Fiir g : T — B(0,7) gilt

g'dv Ldz ! xdy — ydx
Y L = g G + T
ig iz i |2

1 Lrdy —ydx
)= ;dln(\9| +9 T) :

Da |g| auf OT konstant ist, verschwindet der erste Term auf 9T. Wenn wir g(v) = g, +ig,

fiir reelle Funktionen g, g, schreiben, dann gilt

g'dv _ g:vdgy — gydg:v
ig 9]

Insbesondere ist Pr(t, ) also reell.

Im Hinblick auf die Folgerung 6.15 ist die Frage interessant, fiir welche Gebiete T' C C
ein solche Abbildung g : T — B(0,r) existiert. Diese Frage wird im wesentlichen durch
den Riemannschen Abbildungssatz geklart.

Satz 6.16. Ist T' C C eine echte offene Teilmenge und gilt Hi(T) = 0, dann gibt es einen
biholomorphen Diffeomorphismus T = B(0,1).

Die fiir unsere Anwendung wichtige Regularitdt am Rand von T" muf separat geklart

werden.

7 Singularitaten

Wir betrachten fiir 0 < » < R < oo den Ring

K := K(a,r,R) = B(a,R) \ B(a,r) .

Wir setzen U := B(a, R) und V := C\ B(a,r). Es gilt U NV = K. Wir betrachten eine
holomorphe Funktion f € O(K.

Lemma 7.1. Es gibt eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen uw € O(U) und v €
O(V) derart, dafs

1. ug+vg=f

2. lim, , v(z) = 0.
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Proof. Fir r < s < R definieren wir eine holomorphe Funktion u, : B(a, s) — C durch

1 f(w)dw
- 2mi 0B W—2

us(z) :

Fir 0 < s < s’ < R gilt nach dem Cauchy-Integralsatz us; = (s¢)|B(a,s)- Das System
(Us)r<s<r legt damit eine holomorphe Funktion u : U — C fest.

Analog definieren wir holomorphe Funktionen v, : C\ B(a, s)

- 1 f(w)dw

T omi —9B(a) W — %

welche eine Funktion v : V' — C festlegen. Es gilt lim, , ., v(z) = 0.

Sei nun z € K und € > 0 derart, daf B(z,¢) C K. Esgilt flr r < s < |z —a| —€ <
|z —al+e<s < Rin Hi(K)

[0B(z,€)] = [0B(a, s')] — [0B(a, s)] .

Deshalb gilt

f(2) = L/a flw)dw 1 f(w)dw_i_i f(w)dw — u(2)+u(2) |

211 JoBGe wW— 2 210 JoBlasy W— 2  2M ) _9Bas W— %

Sei f = u' + v eine weitere solche Zerlegung. Dann gilt 0 = (u — ') + (v — v'). Wir

betrachten die ganze Funktion

he) ::{ u(z) —u'(2) |z| <R

V'(z)—v(z) |z]>7r

Diese Funktion is wohldefiniert. Da sie beschrankt ist, gilt h = const. In der Tat ist h = 0

wegen lim,_,, hA(z) = 0. Damit gilt u = v/ und v = o', O

Folgerung 7.2. Ist f € O(K), dann hat f eine eindeutige lokal-gleichmdfig konvergente

Darstellung
f(2) =) an(z=a) "+ ) an(z—a)"
n=—1 n=0
mat

o [ e
0

270 J 9B (as) (w — a)rt!
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Proof. Es gilt

und

Definition 7.3. Eine Reihe der Form ) _, a,(z —a)" heifit Laurentreihe. Sie konver-

giert im Punkt z, wenn die Rethen " a,(z —a)® und > = a,(z — a)" konvergieren.

Folgerung 7.4. Konvergiert eine Laurentreihe an zwei Punkten zi, zo, dann konvergiert
sie auf dem Kreisring K (0, |21, |22|) lokal gleichmdfig gegen eine holomorphe Funktion.
Der Konvergenzbereich S einer auf einer offenen Teilmenge konvergenten Laurentreihe
erfillt also K(a,r,R) C S C m fiir geeignete 0 <r < R < oo.

Sei S C C offen und z € S. Sei f: S\ {z} — C holomorph.

Definition 7.5. Wir sagen, daff f in x eine isolierte Singularitdt hat.

Wir kénnen f € O(S \ {z}) in einer Umgebung von z in eindeutiger Weise durch eine

konvergente Laurentreihe

f(2) =) an(z —2)"

nez

darstellen.

Definition 7.6. f € O(S\{z}) hat in x einen Pol, wenn es ein N € Z gibt mit a,, = 0
fur allen < N. In diesem Fall definieren wir die Vielfachheit von f im Punkt x durch

vi(x) =min{n € Z| a, # 0} .
Wenn f in x keinen Pol hat, da sagen wir, daff f dort eine wesentliche Singularitdt

hat.

Folgerung 7.7. Eine nichtverschwindende holomorphe Funktion f € O(S \ {z}) hat
in x genau dann einen Pol der Vielfachheit ve(x), wenn h(z) = (z — x) " f(2) eine
holomorphe Fortsetzung auf S mit h(x) # 0 hat. Das zu reicht es, dafy h(z) in der Nihe
von z beschrankt bleibt (Satz 5.9).
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Sei S C C offen.

Definition 7.8. Eine meromorphe Funktion auf S ist eine holomorphe Funktion f €
O(S\ M) fiir eine geeignete diskrete Menge M C S derart, daf$ f in jedem Punkt von M

einen Pol hat.

Lemma 7.9. Sei S C C offen und zusammenhingend. Die Menge M(S) der auf S
meromorphen Funktionen bildet einen Kérper. In der Tat ist M(S) der Quotientenkdrper

von O(S).

Proof. Es ist einfach zu sehen, dafs M(S) eine abelsche Gruppe bildet. Wir sehen weiter
ein, daf das Produkt zweier meromorpher Funktionen ebenfalls eine meromorphe Funktion
ist. Seien f,g € M(S) meromorph. Dann gibt es diskrete Teilmengen F,G C S derart,
dak f auf S\ F und g auf S\ G holomorph sind. Wir setzen H := F'UG. Dann ist fg
auf S\ H holomorph. Es bleibt zu zeigen, daf h in x € H einen Pol hat. Wir betrachten
$(2) := (z — )@@ Dann ist ¢(2)h = [(z — )@ f][(z — 2)7*®)9] in der Nihe
von z holomorph. Damit bildet M(S) eine Ring.

Sei nun f € M(S) und f # 0. Wir miissen zeigen, dak f~!' € M(S). Sei z € S. Da
f nirgends konstant sein kann, gilt f(z) = (z — )@ h(z), wobei h auf einer Umgebung
von z holomorph ist und h(z) # 0 gilt. Die Funktion 27!(2) hat dieselben Eigenschaften.
Damit ist aber auf dieser Umgebung f~!(2) = (2 — 2)*@h~1(2) meromorph. Dies zeigt
f~t e M(S). Damit ist M(S) in Kérper.

Den zweiten Teil lassen wir als Ubungsaufgabe. O

Seien nun S, T C C offen, h : S — T holomorph und nirgends konstant und f € M(T).

Lemma 7.10. Dann gilt h*f € M(S).

Proof. Sei F C T diskret derart, daf f € O(T\ F). Wir zeigen zuerst, dak G := h=}(T) C
S diskret ist. Wir nehmen an, daf G nicht diskret sei. Sei (g;) eine Folge in G mit
g; — g € Sund g; # g fiir alle j. Dann gilt h(g;) — h(g). Wenn h(g;) = h(g) fiir unendlich
viele j wére, dann wére h in einer Umgebung von ¢ konstant. Also gilt h(g;) # h(g) fiir

fast alle j. Da diese Punkte aber in F' liegen, wére damit F' nicht diskret.
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Sei nun ¢ € G und = h(g). In der Nihe von x gilt f(z) = (2 — 2)@g(z) fiir
eine bei x holomorphe Funktion 1. Damit gilt (h*f)(w) = (h(w) — )@ (h(w)). Sei
h(w) = 3,50 an(w — g)" die Taylorreihe von h in g. Es gilt agp = x. Damit ist (h(w) —
x)vs @) = (21 @n(w— g)")"/@ Da h nirgends konstant ist, gibt es ein minimales N € N
mit ay # 0. Wir schreiben

D anw—g)" = w—g)" > tnin(w—g)" .

n>1 n>0

Die Summe ) ., anin(w — g)" ist nahe dem Punkt w = g holomorph und verschwin-
det dort nicht. Damit ist (ano ansn(w — g)")"” “) nahe g holomorph. Wir haben damit
eine Darstellung (h*f)(w) = (w — g)"*@N¢(w) mit einer bei g holomorphen Funktion ¢
gefunden. O

1. Rationale Funktionen §> p,q € C[z], ¢ # 0 sind meromorph.
2. tan, cot, ' € M(C).

3. In(z), e+ sind nicht meromorph auf C.

Wir betrachten eine offene Teilmenge S C C, x € § und f € O(S \ {z}).

Definition 7.11. Entweder gilt f € M(S) oder fir jede Umgebung W C S von x ist
F(W) C C dicht.

Proof. Sei uw ¢ f(W). Dann ist h(z) := m auf W\ {z} beschrinkt. Damit besitzt h
1

eine holomorphe Fortsetzung auf W. Wir erhalten f(z) = u+ Bk Diese Funktion ist auf

W meromorph. Damit hat f in = einen Pol.

Wenn f in x einen Pol hat, dann existiert lim,,, |f(2)] € RU{oco}. Dann gibt es aber
Umgebungen W C S von z derart, dat f(WW) nicht dicht ist. O

Sei § C C offen und = € S. Wir betrachten eine holomorphhe 1-Form a = fdz auf
S\ {x}, also mit f € O(S \ {z}). Wir sagen, dak « in = eine isolierte Singularitit hat.

Insbesondere hat « in x einen Pol, wenn f einen Pol hat.

o6



Eine 1-Form auf S mit isolierten Singularitéten ist eine holomorphe 1-Form a auf S'\ F'
fiir eine geeignete diskrete Teilmenge F' C S. Die 1-Form ist meromorph, wenn sie in der

Form o = fdz mit f € M(S) geschrieben werden kann.

Sei nun « eine holomorphe 1-Form mit einer isolierten Singularitéit in z. Wir betrachten

die Laurentreihe a(z) = ", an(z — z)"dz.

Definition 7.12. Wir definieren wir das Residuum

res; (o) == a_q .

Die Bedeutung dieses Begriffs ergibt sich aus der folgenden Formel:

Lemma 7.13. Fir gentigend kleine r > 0 gilt

1
— a =res;(a) .

27T J 9B

Proof. Es gibt eine Zahl 0 < R derart, daf die Laurentreihe von f auf den Ring B(x, R)\
{z} lokal gleichméfig konvergiert. Dann gilt fiir 0 < s < R dak

1 1
o=

2mi 9B(z,s) nez 2mi 9B(z,s)

Wir berechnen die Summanden explizit:

1 1 ! A A
— (w—2)"dw = — [ (se*™)"s2rite*™ " dt
270 ) 9Bz 2mi o
1
— Sn—l—l/ 627rit(n+1)dt
0

B 0 n#—1
1 n=-1
Es folgt

1

— a=a_y =resg(a) .

270 ) 9B w9

Wir zeigen nun eine Reihe von Rechenregeln fiir das Residuum.

Lemma 7.14. 1. Die Abbildung o — res,(«) ist linear.
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2. res,(df) = 0 fir eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitdt in x.

3. res,(fdg) = —res,(gdf) fir holomorphe Funktionen mit einer isolierten Singularitdt

m T.
4. Wenn [ in x keine wesentliche Singularitdt hat, dann gilt resx(%) = v, (f)

5. Wenn f in x einen Pol der Ordnung n > 1 hat, dann gilt fiir die bei z holomorphe
Funktion g(z) == (z — x)" f(2)

res,(fdz) = ! !g("_l)(x) :

(n—1)

6. Wenn f in x holomorph ist und eine Nullstelle der Ordnung 1 hat, dann gilt res,(f~dz) =

(@)
Proof. Die Linearitiat des Residuums ist klar.
Sei f(2) = Y,z @n(z — z)". Dann ist

df (z) = Z ann(z — )" tdz = Z ani1(n+1)(z — z)"dz .

nez neL

Es folgt res,(df) = a_141(—1+1) = 0.

Wir schreiben d(fg) = gdf + fdg. Damit ist

res, (fdg) + res,(gdf ) =res,(d(fg)) =0 .

Wir betrachten die Entwicklungen

fw)= Y blw=2)", fw)y= Y  bualn+1)w-2)".

n>vy(z) n>vp(z)—1
Folglich gilt
f(w) B ZnZVf(x)—l b1 (n + 1) (w —z)"
flw)y D v (o) bn(w — )"
o 1 ano bn+Vf(w) (n+vi(z))(w — )"
 w—u ano bn-i-Vf(J:) (w - x)n

Nun ist .
> om0 Untp (@) (0 + vp(2)) (w — )

2 20 brtwg (o) (W — 2)"
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in w = x reguldr und hat den Wert v¢(x). Daraus folgt

resx(%) =v¢(z) .

Sei f(z) = Zszn ar(z — x)k. Dann ist g(z) = Zszn ar(z — )" und ¢ V(z) =
(n—1)la_y.

Wenn f in x eine Nullstelle erster Ordnung hat, dann gilt

() (g (n+1) (o
:Zf f)(z—x)”:(z—x)zif <)(z—:c)"

et ! = (n+1)!

Die Funktion M(z — )" ist in 2 = x nicht Null. Deshalb gilt f~1(2) =

n>0 (n+1)!
1 1 17,y 1
Ay @ o und deshalb res,(f~'dz) = R O
n>0  (n+1)!

1. Die Funktion tan(z) hat in z = 0 Nullstelle der Ordnung 1. Es gilt tan’(z) = —

cos?(z) "

Damit ist reso(cot dz) = —4 o = L
2. Es gilt 1"esmzejm =e”
3. Es gilt reSe 7=y )3d = %ex.
4. Es gilt
r k
[(s) = L CTH

Wir schliefen, dafs mit £ =1+ 1

I'(1 1
res_;I'dz = # =

lez_zl()(” —1) I

Seien S,T C C offen, h : S — T holomorph und « eine holomorphe 1-Form auf T mit

isolierten Singularitéten.

Lemma 7.15. Die Form h*« ist eine holomorphe 1-Form auf S mit isolierten Singulari-
taten und es gilt

res;h*a = vp_p ) (T)resyg)a .

Ist o« meromorph, dann auch h*a.
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Proof. Sei o auf T'\ F holomorph und F C T diskret. Dann ist h~!(F') C S diskret und
h*a auf S\ h='(F) holomorph. Damit hat h*« isolierte Singularititen. Sei o = fdz fiir
f € M(T) Dann ist h*a = h* fh/dw. Nun ist h*fh' € M(S).

Sei resp(y)(fdz) = 0. Wir betrachten einen Ball B(h(x),r) um h(z), so dak f(z) =
Y nez an(z — h(x))™ auf B(h(x),r) \ {h(x)} gilt. Beachte, dak a_, = 0 ist. Die Funktion
F(z) =3 enony ng(z—h(z x))" 1 ist eine Stammfunktion von f auf B(h(x),r)\{h(z)}.

Wir schliefen
res, (h* fdz) = res,(h*dF) = res,(dh*F) =0 .

Tesy (z) (fdz)
z—h(z)

Singuaritdt und es gilt resh(x)(fdz) = 0. Es gilt

resp () (fdz)dz
z — h(x)

Im allgemeinen zerlegen wir fdz = + fdz Dann hat f in h(x) eine isolierte

res,(h* fdz) = res, h*( ) + res,h*(fdz) .

Nur der erste Term tragt bei. Es gilt

dz w) — R (w)dw _ d(h — h(x)) w
z—h(:c))< ) h(w) — h(x) h — h(x) (w)

B (

also
e (1 (=) = o)

8 Der Residuensatz

Sei ¢ € C.(9) eine Kette. Es gilt ¢ = > ;0.

o€Sing. (S)

Definition 8.1. Wir definieren die Spur von c als die Menge

lc| :={s € S|3Jo € Sing.(S) mit a, # 0 und t € A* derart, daf o(t) = x} .

Sei S C C offen und ¢ € C1(S) ein exakter Zyklus, also ¢ = §(r) fiir eine 2-Kette
r € Cy(S). Sei weiter x € S\ |¢|. Dann koénnen wir ¢ € C1(S \ {x}) betrachten. Es gilt
immer noch dc = 0, da aber nicht notwendig r € Cy(S '\ {z}) gilt, muf ¢ nicht exakt sein.

Sei r > 0 so klein, dals B(z,r) C S gilt..

Satz 8.2. Es gibt eine Zahln € 7 derart, dafl [c] = n[0B(x,r)] € H1(S\ {z}) gilt.
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Wir werden diesen Satz erst in der algebraischen Topologie beweisen kénnen. In der Tat
ist die Zahl n sogar eindeutig. Dazu berechnen wir

n dz 1 dz

2mi [am}z—x:%ri cZ—T

=n.

Die Zahl n heift Umlaufzahl von ¢ beziiglich z. Um keine unbewiesenen Tatsachen in
unsere Definitionen einfliefen zu lassen, machen wir die zweite Gleichung zur Definition.

Sei ¢ € C1(9) ein exakter Zyklus und = € S\ {|c|}.

Definition 8.3. Wir definieren die Umlaufzahl n.(x) € Z durch

1 dz
Comi ),z —a

ne(zx) :

Der obige Satz zeigt, daf die Umlaufzahl eine topologische Eigenschaft von ¢ und x ist.

Lemma 8.4. Es gilt fiir alle n # —1

/c(z—x)"dz:().

Proof. In der Tat ist ndmlich (z — x)"dz = dF fiir F(z) := (n—ll—l) (z — )", Damit gilt

Je=apiz= [ar= [ P=o0.

Lemma 8.5. Seic = §(r) mit r € Cy(S). Wenn x & |r|, dann gilt n.(x) = 0.

Proof. Es gilt
: dz , dz
ne(x) = 2mi =27 =0.
cZ— T sr2—T

Satz 8.6 (Residuensatz). Seic € Cy(S) ein exakter Zykus und o eine holomorphe 1-Form

auf S mit isolierten Singularititen, welche auf |c| requldr ist. Dann gilt

/c a=2ri 3 n(ares,(a)

zeS\|c|

wobet in dieser Summe hochstens endlich viele Terme von Null verschieden sind.
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Proof. Wir sehen zuerst ein, daf diese Summe endlich ist. Sei ¢ = ér. Dann ist |r| kompakt.
Wenn x & |r|, dann gilt ¢ = ér in Cy(S \ {z}) und damit n.(z) = 0. Folglich tragen nur
die Punkte x € |r| zur Summe bei. Die Menge der Singularitidten der 1-Form « ist in S

diskret und schneidet damit die kompakte Teilmenge |r| in endlich vielen Punkten.

Sei M die endliche Menge der Singularitéten von « in |r|. Fiir m € M haben wir eine

Entwicklung
a(z) = Z a(m)p(z — m)*dz + Z a(m)p(z — m)*dz = h(m) + ¢(m) .
k<0 k>0

Die Form h(m) heiftt Hauptteil von « in m und die Form ¢(m) ist nahe m holomorph. In
der Tat konvergiert die Reihe fiir h(m) auf C\ {m} lokal gleichméfig und definiert eine
dort holomorphe Funktion. Damit ist aber ¢(m) auf S\ F holomorph, wobei F' C S die

Menge der Singularitidten von « bezeichnet. Beachte, dafs a(m)_; = res,,(«) gilt.

Die 1-Form o — >\, h(m) = >\, ¢(m) ist dann auf S\ {F \ M}, also auch auf

einer Umgebung von |r|, holomorph. Es gilt
Jla= 3 by = [ (@~ 3 nmy =0,
¢ meM or meM
Es gilt also mit Lemma 8.4

/c o=y / Bm) = 3 res(a) / : d_zm — om0 3 resp(@)ne(m) =2 Y ne(a)resa(a)

meM meM meM zeS\|c]

Im letzten Schritt haben wir Lemma 8.5 angewendet. O

1. Wir wollen

/ dz
9B 2° — 1

berechnen. Die Pole des Integranden sind zi := £1 der Ordnung 1. Wir berechnen

die Residuen. Dazu schreiben wir Z21_1 = (z—l)l(z e Es folgt reslzgfl = % und
res_j 52 = —1. Es folgt

/ dz _0
9B 22— 1 .

/ e*dz
9B 2° — 1
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berechnen. Die Pole des Integranden sind z. := £1 der Ordnung 1. Wir berechnen

die Residuen. Dazu schreiben wir z2£1 = (271)1(%1). Es folgt reslzgfl = 5 und

res,lﬁ = —%. Es folgt

/ o L (e —e™)
= TTile — e .
9B 2° — 1

. Wir wollen

e*dz
/83(0,2) (z=1)2(z+1)
berechnen. Die Pole liegen in 1 und haben die Ordnung 2in 2 = 1und 1 in 2 = —1.
Wir berechnen
e*dz iy e* y ez +1) - e
(z—12(z4+1) “(z+1)27%1 0 (241)2 4

z=1

resy

e*dz _ e _ et
und TS 1 IR AT) © e A Es folgt
e*dz Uyl
= —(e+eh).
/83(0,2) (z=1)2(z+1) 2

Sei S C C offen und ¢ € C}(S) ein geschlossener Zyklus. Sei weiter f € M(S) eine nicht-

verschwindende meromorphe Funktion ohne Singularitéten auf |c|. Aus 7.14.4 zichen wir

die folgende Konsequenz.

Folgerung 8.7. Es gilt

Y omi S nelaysla)

¢ f €S

Mit dieser Formel kann man zum Beispiel Singularitaten in Béllen zéhlen. Wenn B(z, 1) C

S und f auf dem Rand dieses Balls keine Singularitdten hat, dann gilt

/8 G o > vy

B(z,r) f yeB(a,r)

In der Tat ist nypq, 5(y) = 1 fiir alle y € B(z,r).

1. Fiir 0 <r ¢ N gilt

/ ) orir+1) .

2. Es gilt

/ cot(z)dz = 2mi(—1)"
OB(0,(k1/2)7)
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Eine offene Teilmenge S C C ist eine Umgebung von oo, wenn C\ B(0, R) C S fiir ein
geniigend groftes R > 0 gilt. Sei S C C eine Umgebung von co und « eine 1-Form auf S
mit isolierten Sigularitédten, von denen hochstens endlich viele in einer eventuell kleineren

Umgebung W C S von oo liegen.

Sei h : C\{0} — C durch h(z) := 1 gegeben. Es gibt dann einen Ball B(0, r) derart, daf
h(B(0,7)) C S und die 1-Form h*« isolierte Singularitéten auf B(0,r) hat. Wir definieren

res.ov := resph*a .

Ist a(z) = >, oz an2™dz die Laurentreihe von « fiir grofe z, dann gilt
W — -n —dz _ —n—=27
a—Zanz 7——2%2 z .
neL nez

Folglich gilt —teso(a) = a_;. In der Tat gilt h(R™'e?™ (%)) = Re?™* und damit fiir
geniigend grofe R (so dak alle Singularitdten von « in B(0, R) liegen)

h.0B(0, R-1) = —0B(0, R)

und

/ a= / a= / h*a = 2miresy(h*a) = 2mires (@) .
~8B(0,R) h.0B(0,R1) 8B(0,RT)

Lemma 8.8. Sei a eine holomorphe 1-Form mit endlich vielen Singularititen auf C,

dann gilt

Z res, (o) + reseo(a) =0 .

zeC

Proof. Sei R > 0 so grok, daf alle Singularititen von « in B(0, R) liegen. Dann gilt

Zresx(a) = % /aa = —ress (@) .

o BO.R)

1. Sei p € C[z]. Dann ist res.,(pdz) = 0.

2. Seip € Cl2], p = pnz™ + pn_12" 1+ -+ + po. Dann gilt resoopz;‘ff = —Pr_1.
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3. Sei p € C[z] ein Polynom der Ordnung n (mit p, # 0). Dann gilt

dp
r€See— = —7N .
p
In der Tat ist h*%p = d(hhT?) und A*p hat in z = 0 einen Pol der Ordnung n. Oder

man sieht nochmal ein, dafl p genau n Nullstellen (mit Vielfachheit) in C hat, also
Z vp(z) =n
re{p=0}

gilt.

Sei S C C offen, f € O(S) nirgends konstant und w € C. Die Zahl k := v;_,(z) € N
heiflt Vielfachheit der w-Stelle x.

Satz 8.9 (Rouché). Es gibt eine Umgebung W C C von w und eine Umgebung V C S
von x derart, daf§ W C f(V) und fiir jeden Wert w' € W die Menge [~ (w) NV aus
genau k Punkten besteht.

Proof. Da f nicht konstant ist, gibt es ein € > 0 derart, dafs B(z,€) aufer eventuell den
Punkt x keineNullstellen von f’ und w-Stellen von f enthélt. Wir setzen V := B(z,€).
Die Menge |f.0B(x,¢€)| enthdlt w nicht und ist kompakt und damit abgeschlossen. Sei

W C C\ |f.0B(x,¢€)| diejenige Zusammenhangskomponente welche w enthélt.

Fur w' € W ist
1 a1 dz 1 dz

*

/
= _ e (w
27t OB(x,€) f—u 271 9B, z—w i 1,05 2 — w' f*aB(m,e)< )

die Anzahl der w'-Stellen gezdhlt mit der Vielfachheit. Die rechte Seite zeigt, daf diese
Zahl fir alle w’ € W die gleiche ist wie fiir w’ = w, ndmlich k. Wegen f’(2) # 0 fir w # v’
haben die w'-Stellen mit w’ # w die Vielfachheit 1. O

Sei S C C offen und f € O(S) nirgends konstant.

Folgerung 8.10. Das Bild f(S) C C is offen.

Proof. Ist w = f(x) fiir r € S. Es gibt eine Umgebung W von w derart, da® f~!(y) genau
Vi_y(x) # 0 Punkte enthélt. Deshalb gilt W C f(.5). O

Sei S C C offen, f € O(S), x € S und w = f(x).
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Folgerung 8.11. Genau dann, wenn f'(x) # 0 ist, dann gibt es Umgebungen V' C S von
x und W C C von w derart, dafy f:V — W eine Bijektion ist.

Proof. Wenn es eine solche Bijektion gibt, dann ist die Vielfachheit der w-Stelle x gleich
1 und deshalb f’(z) # 0.

Wenn f'(x) # 0 ist, dann wéhlen wir zunéchst W,V wie in Lemma 8.9. Dann ersetzen

wir V durch V := f~1(W). O

1. Die Abbildung 2* hat eine Nullstelle der Vielfachheit k. In diesem Fall hat jedes
z # 0 genau k verschiedene Urbilder.

2. Die Funktion e hat in 0 eine 1-Stelle der Vielfachheit 1. Jeder Punkt in B(1,1/10)
hat genau ein Urbild in B(0,1). In B(0, 10) gibt es aber mehrere Urbilder, etwa gilt

auch e2™ = 1.

9 Integralberechnungen mit dem Residuensatzes

Das Integral
/ T cos(x) p
————dx
o sin(z)+3
kann man wie folgt berechnen. Wir setzen
cos(t) = l(eit —e ), sin(z) = l(eit —e )
2 ’ 2 '

Wir setzen weiter e = 2z und betrachten die 1-Form®

Llz4 271 d

hz) = 2 ) _dz

(z—2" 1) +3iz

/ h:/% 'COS(I‘) dr
9B(0.1) o sin(x)+3

Dann gilt

Wir formen um

9dz = ie'tdt, also dt = 4

1z
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Wir berechnen nun Nullstellen des Nenners. Eine ist z = 0. Es bleiben die Nullstellen von
22 +6iz — 1, nimlich —3i++/—9 + 1 = i(—34+/8). Davon liegt i(1/8 — 3) im Einheitsball.
Wir berechnen jetzt die Residuen. Wir erhalten

resgh = —1

und
2241
z(z +i(3 + \/g))|z:i(\/§—3)
—(V8—3)2+1
i(v8 = 3)(i(v/8 = 3) +i((3+ V))
—8+6v8—9+1
i(V/8 — 3)(2ivB)
—16 — 122

—124/2 — 16
= 1

resi(\/g%)h =

Es ergibt sich

2
/ _cos@) e ori(1—1) =0
o sin(x)+3

Es gilt auch

cos(z) , ,
()13 In(sin(z) + 3)

und damit zum Test

T cos(x)
7 dx = In(si 2r — () .
/0 Sn(@) 3 x = In(sin(z) + 3)|" =0

Diese Methode funktioniert allgemein. Sei R(x,y) eine rationale Funktion in z,y, also
von der Form 2 fiir p,¢ € Clz,y]. Wir nehmen an, dak R(sin(?), cos(t)) auf [0, 2] keine
Singularitdaten hat. Dann gilt

/0% R(sin(z), cos(z))dz :/a REZE ztEde

B(0,1) 21 2 12

Das rechte Integral lafst sich mit dem Residuensatz ausrechnen. Hier ist ein zweites Bei-

spiel. Sei a > 1. Wir rechnen

2 1 1 dz , dz
—_— = _ 1 1 -— = —2Z _ —2 .
o a+cos(t) 9B 0+ 5(z +271) iz oBOD 202 + 22 + 1
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Die Nullstellen des Nenners sind

—a+vVa2—-1.

Davon liegt —a + v/a? — 1 im Einheitskreis. Das Residum des Integranden ist

-2 —1

(—a+vVa2—1)— (—2a—Va*—1) Va2—1
/2” 1 27
o a+tcos(t) aZ-—1

>~ 1
/ +xdx
ot +1

berechnen. Da die Ordnung des Nenners um zwei grofser als die des Zahlers ist, konvergiert

dieses Integral. Sei cg : [0,1] — C durch cg(t) := 2Rt — R gegeben.
" 1
/ 4+ L dr = / e dz
_prt+1 ep THHL

1 1
/ jL:L,dzzczlim +xdx.
T+ 1 R—oo [, xt+1

Damit ist

Wir wollen nun das Integral

und

Wir betrachten nun b : [0,1] — C, bg(t) = Re™. Dieser Weg ist der Kreisbogen vom
Radius R von R nach —R mit Zentrum 0. Es gilt

1 1 1_R77rit ) 'R]__R*T(‘Z't
| 4+x :c:\—/ i 4? Rmie ™ dt| < sup|m i 4A6 )\
bp T+ 1 o Rie~4mt 1 teo,y] R*e” mit ]
Nun gilt
R 1 — R —mit
lim sup|m§ 4_6 )\:O.
R gy Re 4 1
Damit folgt
1
im [ — Ly =0
und
Rl | 1
/ 4+ a dr = lim #dw .
o TE+1 R0 Jooyp, T+ 1

Nun ist §(cg + bg) = 0 und 1;14?1 dx hat isolierte Singularitdten in C. Die Nullstellen

von x* + 1 sind durch ¢2"*!, n = 0,1,2,3 mit ¢ = 5 gegeben. In der Tat ist ndmlich
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@n+1)2mi |, i . 3 - 5 ¢7 5
5 )* =¢e™ = —1. Davon liegen £ und £” in der oberen Halbebene und £°,£7 in der

(e

unteren. Es gilt fiir die Umlaufzahlen

" 1 n=1,3
menstn )= 5 g

1 1
/ 4+ L iz = 2mi(rese + resga)(#dx) :
cntbp THH1 zt+1

falls R > 1 ist. Daraus folgt

Wir schreiben
et l=(z - &)@ - ) e - (e —-¢).

Dann ist
res§1+xd:v: 1+e = L+¢ :€5+§6
at+1 (E=&)E-E)E—-¢) A=) -1 —-¢°) 4
1+ 1+&° 1+& 41

resgs————dx = =
3 o

+1 (E-OE =) -¢) S0-)1 -1 -¢) 4
Wir summieren und erhalten

1 ) 6\ 5_1
[ A e
cr+br

zt+1 )
_ 7T€7+1_€5_1
2
1—i—(=1—1)
= T

2V/2

L

V2
Diese Methode funktioniert ganz allgemein. Seien p,q € Clz] mit ord(p) + 2 < ord(q)
derart, dafs ¢ keine reellen Nullstellen hat. Dann gilt

oo 4() q

In der Tat ist

fiir grofe R und damit

lim / p—(x)dx =0
R—co [, x)



und deshalb

o0 d.
/ PO o — i P) g oy Yoo e (B0
—00 q<.§l]) R=00 Jeptbg Q(I') z€C ,Re(z)>0 7

Die andere Formel folgt z.B. aus Lemma 8.8, oder man ersetze by durch bg.

In der Fourieranalysis mufs man of Integrale der Form

/ > pla)e™ )

o ()

ausrechnen, wobei \ reell ist, p,¢ € C[z] mit ord(p) + 2 < ord(q) gilt und g keine reellen
Nullstellen auf C hat. Es gilt immer noch

/oo p(l,)ei)\m p(x)ei)\m "

dr = lim
o q() R—oo [, q(x)

Wegen || = e Mm@ gilt fiir A > 0

Damit ist immer noch

00 AT 1Az
/ p(z)e dx = 2mi Z 1"615‘1(‘177@)e dz) :

- q<x) z€C ,Re(z)>0 q<z)
Falls A < 0 ist, gilt
sup |M| < MR
b q(z)

Damit ist

00 p(l,)ei)\m e o o p(z)ei)\zdz
/_oo a7 2 o >

Als Beispiel berechnen wir

und damit




Wenn ord(p) = ord(q) — 1 ist, dann konvergiert das unbestimmte Integral (3) nicht

absolut Wir zeigen aber, dafs es immer noch konvergent ist im Sinne dafs

Ry il
lim p(r)e

RI’RQHOO —Ry q(fL‘)

existiert. Fiir S > 0 betrachten wir Wege
CR1,R2 (t) = —R1 + (R2 - Rl)t s (ths(t) = —R1 + 1S — 1St

bRy Rys(t) == Ry +1S + (—Ri — Ro)t, dp,s(t) := Ry +1iSt .

Dann ist ug, r,s := Cr,,R, + @R,,s + bR, Rys + dr, s geschlossen. Fiir geniigend grofse

S, Ry, Ry gilt | |
/ p<x>€z)\aﬂ _ Z o (p(z)ez)\zdz)
URy,Ro,S Q(.T) : q<Z> '

z€C ,Re(z)>0

Es gilt fiir Re(A) >0

sup | )| < M5!

[bRq Ry, q(z)

und damit ,
p(2)eMdz

< M(R;+R Sle=AS
e )| S MR

|
Weiter gilt
p(2)

t iAaR ’S(t)
p(a’Rl,S( ))et L )| < sup | |6—St < MRl—le—St
q(ar, s(t)) jar, s 4(2)

|
und damit 4
p(x)edx

| < MR .
ans () '

Analog erhalten wir ‘
p(r)eedx

|
dRy,s q()
Die Konstante M héngt hier nicht von S, Ry, Ry ab. Wir bilden nun

| < MR;' .

e Ra iIAT
lim  lim p(z)e = lim ple)e
Ri,Ra—00 S—00 URy,R,S q(.ﬁl]) R1,Ra—0 Ry Q<x)

Folglich gilt fiir A > 0

00 xei)\x zei)\zz
[

o Q(.T) z€C ,Re(z)>0 q<Z>
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Analog erhélt man fir A <0

00 xei)\a: Zei)\zz
[ e

oo q<l’) z€C ,Re(z)<0 Q(Z)

Als Beispiel berechnen wir

00 ei)‘mxdx . .
DCENCE =1Tme .
L TPH1

o0

Diese Techniken kann man weiter verfeinern. Wir berechnen etwa

[t

Der Integrand ist in = 0 regulér. Wir ersetzen den Weg cg, g, durch die homologe Kette

CRy,e + CRy e + fe, wobei
Crie(t) = —Ri+ (—e+ R)t, cpyc(t)=e+t(Ry—¢), [f(t)=—ee™.
Dann ist nach dem Integralsatz

/ sin(z)dr / sin(z)
CRy,etCRy et fe x CRy,Ry x

T

e'T—e”

21

/ sin(z)dx / edx / e "dx
CR1,€+CR2,€+fE x CR1,€+CR2,€+fE 27/:17 CR1,€+CR2,€+fE 221‘

Fir den ersten Term erhalten wir wie oben

Wir schreiben nun sin(x) = . Wir setzen

. e dx . . e dx
lim 5 = lim lim 5 =0.
RiRo=00 Jop ctepyetfe 40T RiRo=00 8200 Jop stdpy s+bry Ry.5+CRy e FeRg et e UL
Auf der andere Seite
. e~ dx ) . e dx
lim % = lim lim %7
R, Ra—o0 CR1,6+CR2,e+fe Lr R, Ra—r00 §—00 &Rl,S+dR2,S+bR1’R2,S+CR1,6+CR2,e+fe (24
. e “dx
= —2miresop——
i
= -7

Es zeigt sich, daf

gilt.
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Ahnliche Methoden funktionieren auch fiir andere Beispiele, etwa

/°° v+ idr

|

— 00

Wir betrachten hier die Quadratwurzel auf C \ [0,00) mit v = ¢”/4. Wir haben die
Abschétzung

| Vo +idx
2 +1
fiir grofe x. Deshalb konvergiert dieses Integral. Wir schreiben wieder wegen

| < MR~

| \/x;r zdx| < MR-
br A + 1
/OO vV +idx . / v+ idr ’ / vV +idx
——— = lim —— = lim -
— 00 1’2 + 1 R—o00 ¢ .I‘Q + 1 R—o0 crtbr .§L’2 + 1

Es gilt

vV +idx ) v+ idx V2

———— = 2mires;————— = 2mi—— = n(l +1)

entbp L2+ 1 ¢ +1 21

Also

/°° v+ idr B

o =7m(l+1).

10 Der Riemannsche Abbildungssatz

Satz 10.1. Sei S C C eine echte offene Teilmenge und H,(S) = 0. Dann gibt es eine
biholomorphe Abbildung
f:8 = B(0,1).

Proof.

Lemma 10.2. Ist f: S — T eine bijektive holomorphe Abbildung zwischen zwei offenen

Teilmengen von C, dann ist f biholomorph.

Proof. Es gibt eine inverse Abbildung f~! : T — S. Wir miissen einsehen, daf f~! auch
holomorph ist. Dazu benutzen wir den Satz iiber die Umkehrfunktion. Wir miissen al-
so einsehen, dafl f'(z) # 0 ist fiir alle z € S. In der Tat, wire f'(z) = 0, dann wére
Vi—f)(2) > 2 und f nach dem Satz 8.9 in einer Umgebung von z nicht injektiv. O
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Lemma 10.3. Sei S C C offen und zusammenhdngend. Sei f € O(S) und (f,,) eine lokal
gleichmafig gegen f konvergente Folge in O(S) derart, daf$ f, : S — fn(S) biholomorph
ist. Dann ist [ entweder konstant oder f(S) C C offen und f : S — f(S) biholomorph.

Proof. Sei f nicht konstant. Dann ist f(.5) nach 8.10 offen. Wir zeigen, dak f injektiv ist
und wenden Lemma 10.2 an. Seien 2y, z; € S und f(z9) = f(21) = w. Die Funktion f —w
hat Nullstellen in 29, z; und ist nicht konstant. Es gibt also ein € € (0, 3|20 — 21]) derart,
dak f(z) —w # 0 ist, wenn 0 < |z — z| < €. Es gilt

vi(z) = i/ b

211 JoBGo [ —w

Da mit f, — f auch f, — f’ lokal gleichméfig gilt, finden wir ein n > 0 derart, daf

fn — w auf 0B(z;, €) keine Nullstelle hat und

1 df,
S 1

9Bz Jn — W

ist. Da vp(z;) # 0 ist, giltz= OB fjf_"w # 0. Damit hat f,, sowohl in B(z,€) also auch
B(z1, €) eine w-Stelle. Das ist aber nicht moglich, dak f,, injektiv und B(z1, €)NB(zg,€) = ()

ist.
Eine Drehung ist eine Abbildung der Form z +— Az mit || = 1.

Lemma 10.4 (Schwarz). Sei f : B(0,1) — B(0,1) holomorph mit f(0) = 0 und keine
Drehung. Dann gilt f'(0)] < 1 und |f(z)| < |z| fir alle z € B(0,1).

Proof. Da f(0) = 0 ist, konnen wir die Funktion g(z) := 27! f(z) holomorph in Null
fortsetzen. Es gilt fiir 0 < r < 1 und |z| = r, daR |g(z)] < L& < 1. Nach dem Maxi-

||

mumprinzip gilt |g(z)| < £ fiir [2| < r. Fiir r — 1 erhalten wir |g(z)| <1 fiir alle |z] < 1.
Wenn ¢(z) =1 fiir ein z € B(0,1), dann wére g nach dem Maximumprinzip konstant und
f eine Drehung. Also gilt g(B(0,1)) € B(0,1). Aus f(z) = zg(z) folgt damit | f(z)| < |z|.
Weiter folgt f/(0) = ¢(0) < 1. O

Lemma 10.5 (Satz von Montel). Sei S C C offen, C < oo und (f,,) eine Folge in O(S)
derart, dafs fir alle n € N gilt supg | f,,| < C. Dann gibt es eine lokal gleichmafSig (gegen

eine holomorphe Funktion) konvergente Teilfolge
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Proof. Sei K C S kompakt. Sei € > 0 derart, dafs fiir jedes x € K gilt B(z,¢) C S. Dann
gilt nach Lemma 5.14 fiir alle n €e Nund z € K

[f(@)| < Cet

Damit ist die Folge (f,x) € C(K) gleichgradig stetig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli
besitzt sie eine auf K gleichméafig konvergente Teilfolge. Wir schopfen nun S durch eine
Folge kompakter Teilmengen aus und finden die gesuchte Folge als Diagonalfolge. Eine
lokal gleichméfig konvergente Folge holomorpher Funktionen konvergiert gegen eine ho-
lomorphe Funktion (5.13). O

Fiir jeden Punkt a € B(0,1) haben wir eine biholomorphe Abbildung f, : B(0,1) —
B(0,1) mit f,(0) = —a und f,(a) =0

Z—a

fa(2) =

S l-az’
Es gilt f_, = f~!. In der Tat ist fiir z € B(0, 1) auch |az| < 1 und deshalb f, auf B(0,1)
holomorph. Es gilt f,(a) =0 und f,(0) = —a. Weiter sehen wir

1—az?—|z—al = (1—az—az+|a?z]*) - (2> —az —az + |a|*)
= 1 [af? = of? + [al#P?)
= (=P - fa?)
> 0

Daraus folgt fiir |2| < 1 auch |f,(2)] <1 und f,(B(0,1)) € B(0,1). Wir rechnen

ﬂ+a

foa(fa(2)) = ffT%

1-az
z—a+a—|alz
1-az
1—az+az—|a|
T 1-az
= Z.

Damit ist f, : B(0,1) — B(0,1) injektiv und f_, : B(0,1) — B(0,1) surjektiv. Durch
Vertauschen der Rollen von a und —a schliefen wir, da f, : B(0,1) — B(0,1) bijektiv
und damit biholomorph ist. O
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Lemma 10.6. Sei S C C\{0} zusammenhdngend und gelte H(S) = 0. Dann gibt es eine
holomorphe Funktion Vo S — C mat \/(2)2 = z fiir jedes z € S. Fine solche Funktion

erfullt weiter
1. /8 = J(8S) ist biholomorph.

2. 0¢ /(5)
5. C\ /(S) hat innere Punkte.

Proof. Die Funktion h(z) := 1 ist auf S holomorph. Wegen H;(S) = 0 hat sie eine

Stammfunktion H(z). Es gilt

(eH(z))/_ €H(Z)H/<Z)Z—€H(Z) 0
z 22 N
Damit ist e(*) = ¢. Wir normieren die Stammfunktion H so, daf e#®*) = 2 in einem

Punkt von S gilt. Da S zusammenhéngend ist, gilt diese Identitdt dann auf ganz S.

Wir definieren nun

Vz = O

Dann gilt \/22 = (e2H(2))2 = ¢H() = 5
Fiir 1 geniigt es zu zeigen, daf ,/ injektiv ist. Sei \/z = y/w. Dann gilt z = /2" =

V' =w.
Die Eigenschaft 2 ist klar.

Wir zeigen 3. Da v/S nicht leer und offen ist, gilt dies auch fiir —v/'S. Wir zeigen, daf
VSN —+/S = (. Die Punkte von —/S sind also innere Punkte von C \ V/S. In der Tat,
wire w € v/S N —v/S, dann wire auch —w € v/S. Sei w = V/(%0) und —w = /(21). Dann
wire zg = w? = (—w)? = z;. Daraus und der Injektivitit von / wiirde aber w = 0 folgen,

O

was wir schon ausgeschlossen haben.

Lemma 10.7. Sei S C C eine echte offene Teilmenge und H1(S) = 0. Dann ezistiert
eine biholomorphe Abbildung f : S — f(S) C B(0,1) mit 0 € f(S5).
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Proof. Sei a € C\ S und T,(z) = z — a. Dann gilt 0 ¢ T,(S). Es gibt eine biholomorphe
Abbildung / : To(S) — /(Tu(5)), und C\ | /(T(5)) hat einen innneren Punkt w. Sei
r > 0 derart, dak B(w,r) € C\ ,/(T,(5)). Dann betrachten wir h(z) := Sy Cine

Abbildung h : | /(T(S5)) — B(0,1). In der Tat gilt \m\ < iund hl(z) = & + w.

Zuletzt wahlen wir ein b € h(T,(5)). Wir setzen f := T_, 0 h o T,. Diese Abbildung hat
die geforderten Eigenschaften. O

Wir miissen jetzt den Riemannschen Abbildungssatz nur noch fiir zusammenhéngende
offene Teilmengen S C B(0, 1) mit H,(S) = 0 zeigen. Sei M die Menge der biholomorphen
Abbildungen f: S — f(S) C B(0,1) mit f(0) = 0. Wir setzen

m := sup |f'(0)] €R .
fem
In der Tat gilt |f/(0)] <1 fiir alle f € M so dak m < 1 gilt.

Lemma 10.8. Es gibt ein f € M mit f'(0) = m.

Proof. Wir wéhlen eine Folge (f,,) in M mit |f/(0)] — m. Es gilt fir alle n € N, daf
supg | f| < 1. Nach dem Satz von Montel 10.5 kénnen wir die Folge durch eine lokal gleich-
mépig konvergente Teilfolge ersetzen. Sei f,, — f € O(S). Da dann auch f/(0) — f'(0)
gilt, gilt f(0) = ¢ # 0. Damit ist f nicht konstant und deshalb nach Lemma 10.3 auch

biholomorph. Zunéchst gilt f,(S) € B(0,1) und damit f(S) € B(0,1). Nun ist jedoch
f(S) offen. Daraus folgt sofort f(S) C B(0,1). O

Lemma 10.9. Ist f € M und gilt f'(0) = m, dann ist f(S) = B(0,1).

Proof. Wir nehmen das Gegenteil an. Sei a € B(0,1) \ f(5). Dann ist 0 ¢ f,(f(S5)). Es
gibt folglich eine biholomorphe Abbildung ,/: fo(f(S)) — /(fa(f(S))). Nun folgt aus
lw?| < Tauch |w| < 1. Deshalb ist  /(fa(f(S))) € B(0,1). Wir setzen g := f,/—;0 /0 fao f.
Es gilt g € M. Sei q(2) :== 2> und h := f_,0qo f_ , : B(0,1) — B(0,1). Die Abbildung
f-y= : B(0,1) = B(0,1) hat eine Umgebung von 0 im Bild. Da ¢ dort nicht injektiv
ist, ist auch h nicht injektiv. Damit ist h keine Drehung und erfiillt ~(0) = 0. Nach dem
Schwarzschen Lemma 10.4 gilt |A/(0)| < 0. Es gilt weiter

hog:ffaoqof—\/—iaof\/—iao\/ofaof:f'
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Folglich ist
m = [f'(0)] = [n'(0)||g'(0)]

und damit gilt |¢’(0)| > m. Das ist aber nach Definition von m nicht mdglich. O

Wir kénnen nun den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes beenden. Nach Lemma
10.8 finden wir ein f € M mit f/(0) = 0. Nach Lemma 10.9 ist diese eine biholomorphe
Abbildung von S C B(0,1) auf B(0,1). O

11 Hauptteilverteilungen

Sei S C C offen und f € M(S). Sei x € S und
f(2) =) an(z—a)"
nez

die Laurententwicklung von f im Punkte x.

Definition 11.1. Die (endliche) Summe
H(f)(2) =) an(z — )" € M(C)
n<0
heifit Hauptteil von f. Ist f = H,, dann nennen wir f einen Hauptteil in x.

Definition 11.2. Eine Hauptteilverteilung ist eine Familie (h,)qep wobei M C S eine

diskrete Teilmenge und h, ein Hauptteil in x ist.

Satz 11.3 (Mittag-Leffler). Ist (h,).enr eine Hauptteilverteilung auf C, dann gibt es eine
Funktion f € M(C), welche auf C\ M holomorph ist und H,(f) = h, fir alle v € M
erfillt (genannt Lésung der Hauptteilverteilung).

Proof. Ist M endlich, dann hat

fzzhx

zeM

die geforderten Eigenschaften. Wir nehmen nun an, daf M unendlich ist.
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Wir kénnen annehmen, daf 0 ¢ M gilt. In der Tat, wenn 0 € M ist, dann betrachten
wir eine Losung f fiir fiir die Hauptteilverteilung (ha)zenn foy und setzen f:= ho + f.

Wir wihlen eine Funktion € : M — (0,1) mit ) _, €, < 0o. Sei P, die Taylorreihe von
h, im Punkt 0 bis zur Ordnung k, € N, welche wir so festlegen, dafs

sup |hy — Pp| < €, .
B(o, 2l

Dann betrachten wir

f:i=> h—P,. (4)

zeM
Sei R > 0. Dann gibt es eine endliche Teilmenge

MR:{$€M|%§R}

Es gilt

sup Z \hx—Px\SZex<oo.

B(0,R) zeM\Mpg zeM
Damit konvergiert die Summe >, n ys, (e — Py) auf B(0, R) absolut und gleichméfig
gegen eine holomorphe Funktion. Auf B(0, R) ist damit

f=> h=Pit > h—P
zEMp r€EM\Mp

eine wohldefinierte meromorphe Funktion.

Da R beliebig gewdhlt werden kann, erhalten wir f € M(C), welche offensichtlich die
vorgegebenen Hauptteile hat. O

Zwei Losungen derselben Hauptteilverteilung unterscheiden sich additiv durch eine gan-

ze Funktion.

Wir betrachten jetzt ein interessantes Beispiel. Die Funktion 7 cot(7z) hat einfache Pole

in den Punkte von Z mit dem Residuum 1. Es gilt also

H,(mcot(nz)) =

z—n

Die Taylorpolynome von —— im Punkt 0 sind

r—n

1 1 z

-, R —

n n  n?

goe e e
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Die Reihe

1
ZZ—?’L
ne”L

konvergiert nirgends absolut. Wir versuchen eine Korrektur mit den konstanten Taylor-

%jLZ(zin_%)

ne’l

polynomen.

= konvergiert diese Reihe nun fiir alle z € Z. Folglich gilt

wl = Tl

7TCOt7TZ——+ZZ_ +¢()

nez

fiir eine geeignete ganze Funktion ¢. Wir bestimmen nun ¢ explizit. Wir differenzieren

beide Seiten der Gleichung.

i M e S (OR (5)

neL
Die ganze Funktion ¢'(z) ist periodisch, d.h. es gilt
(z+k)=0¢(2), keZ.

Desweiteren ist sie auf {|Im| > 1} beschrénkt. In der Tat gilt dies fiir die Summe wie

auch fiir W Damit ist ¢’ beschrankt. Es gilt
2
lim ————— =0 =0.
oo sin (it )? ’ t—>oo 2t2 * Z (it — n)?

Daraus folgt ¢’ = 0. Wir schliefsen, dafs

7TCOt7TZ ——+§ +c
z—n
nez

fiir eine Konstante ¢ gilt. Nun ist aber 7cot(rz) wie auch Y, (= —

Deshalb gilt ¢ = 0. Wir erhalten die Formel

) ungerade.

7TCOt7TZ —+Z
Z—n

Daraus konnen wie die Taylorreihe von der Kotangensfunktion ablesen. Wir fassen die
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Terme mit n, —n zusammen. Fir |z| < 1 gilt

neZ n>0
Yo
22 —n?
n>0
-2z 1
- 2 22
n _ Z
n>0 1 2
- Y=Y
n? n?
n>0 k>0
1
= —2z’15 E — %
n2k
k>1 n>0

Wir schliefen mit ((s) :== > ., n~*

mzeot(mz) =1 —2 Z C(2k) 2% .

E>1
Aus dieser Formel konnen wir die Werte der Riemannschen Zetafunktion bestimmen. Wir

berechnen - "
Tz Tz 276 ;6

3 45 945

mzeot(mz) =1 —

Daraus folgt

Sei S C C offen.

Definition 11.4. Eine Nullstellenverteilung auf S ist eine Funktion v : S — Ny derart,
daf {v # 0} C S diskret ist.

Satz 11.5. Fir jede Nullstellenverteilung v : C — Ny auf C gibt es ein ganze Funktion
fe M(C) mit vy =v.
Proof. Sei M := {v # 0}. Dann ist (%)me um eine Hauptteilverteilung. Sei zunéchst g eine

Losung dieser Hauptteilverteilung. Dann gilt fiir jeden Rand ¢ € C1(S) mit M N |c| = 0
daf

/gdz = 27 Z ne(x) € 2miNy .

¢ zeM

Sei zp € C\ M. Dann ist fiir jedes z € C\ M und Weg ¢ in S\ M von zy nach z der Wert
des Integrals fc gdz bis auf Vielfache von 27i wohlbestimmt. Folglich ist

f(z) = elote
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wohldefiniert. Diese Funktion 16st die Differentialgleichung

df
- =9, f 20) = 1.
7 (20)
Die Funktion f ist also ganz und hat die vorgegebene Nullstellenverteilung. O

Wir berechnen jetzt g und f expliziter. Wir nehmen zur Vereinfachung an, daf zy = 0.

Das Taylorpolynom von —*— ist

LK 1 z
> (=1 HW:_EZE'

k>0

In der Tat konnen wir

setzen, wobei wir die ganzen Zahlen k, geeignet wahlen. Eine Stammfunktion ist

A R
Z [V(x)[ln(z — ) —In(z)] + v(z) Z k—Jrlxk“] ;

zeM

wobei wir hier mit In(a) eine Zahl bezeichnen, die exponentiert a ergibt. Folglich

ks ka1, ]V
=11 [@‘”eXP{Z%H%}] .

zeM

Wir betrachten nun die I'-Funktion genauer. Bisher wissen wir, dak sie Pole erster

Ordnung genau in den Punkten —n, n € Ny hat. Folglich hat ﬁ

welche alle die Vielfachheit 1 haben. Bisher wissen wir nicht, ob I'(z) Nullstellen hat. Wir

genau dort Nullstellen

werden dies aber im Verlauf der folgenden Betrachtungen einsehen.

Wir machen den Ansatz
 _h(2) 1 AP
g(z) =e zn”l( + —n)e

fiir eine Funktion mit Nullstellen erster Ordnung genau in den Punkten —Nj. Wir unter-

suchen das Produkt auf Konvergenz. Der Logarithmus des Produktes ist die Summe
Y1+ ) -2
— n’ n
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Es gilt nach der Taylorformel

r?R(x)

In(l+z)=xz+ 5

wobei der Rest die Ungleichung

IR(z)] < sup |In@P(1+1)] <1
te(l,z]

erfillt. Also ist

z. oz, _ |2
m(1+2)— 2| <
1+ )= ~1< 55

und das zeigt die gleichméafige Konvergenz der Summe und damit des Produktes.
Die I'-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
2(z)=T(z+1), T'(1)=1.
Wir versuchen jetzt h so zu bestimmen, dafs le) die gleichen Identitéiten erfiillt:
z9(z+1) =g(z), g(1)=1.

In der Tat ist

[0+ e

n=1 n

HZO=1(1 + %)67%

[e.9]

1
= SO D T] %ei
n+z

_ eh(z-l—l)—h(z)(z + 1)

n=1

= DG Jim (m4 2+ 1)e” Znein
m—0o0

m 1

_ M) RG) Qi e Sk
m—0o0

Der Grenzwert
m

) 1
7.:%1irlwzﬁ—lnm

n=1

(der nach der Rechnung existieren muf) heifst Eulersche Konstante. Folglich gilt

_ e*fyeh(erl)fh(z) )

Wir wollen also
v =hz+1) = h(z)
erfiillen. Wir wéhlen h(z) = vz — ¢ und bestimmen c derart, daf

T [ C) B
g(l)—l—iglg) =
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Wir schliefsen, dafs ¢ = 0.

Sei

Wir formen um:

Ele*(Cno1 =)

1—‘ _
S S NN CE)
 lep (Sl )
B 2(z+1)...(2+k)
) i klk*
klggork(z) N klggo 2(z+1)...(z+k)

Durch partielle Integration erhalten wir

k
t k'k*
1— =) tdt = .
/0( k;) 2(z+1)...(2+ k)

Wir betrachten die Folge

o
fe(t) = X @1 = )
von Funktionen auf [0, 00). Diese Folge konvergiert punktweise gegen e 't*~1. Fiir Re(z) >
1 gilt fiir alle ¢ € [0, 00)
|fk(t)| < tRe(z)—le—t )

Die rechte Seite ist also eine integrierbare Majorante. Nach dem Satz von Lebesgue iiber

majorisierte Konvergenz gilt

lim I'y(z) = lim / fr(t)dt = / e 't = T(2) .
k—o00 k—ro00

Wir erhalten also die Darstellung der I'-Funktion als unendliches Produkt

= z -
[(2) =e 7727} 1+ ) tew .
(2) =e 7%z ”( +n) e

n=1

Wir sehen insbesondere, daf die I'-Funktion keine Nullstellen hat.

Die Funktion % hat einfache Nullstellen genau in den Punkten Z. Wir machen den

s( zH en—eh(zznl——

0#£n€eZ n>1

Ansatz
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Diese Produkt konvergiert. Wir bilden die logarithmische Ableitung:

5(2) =h(z)+z 1 - Z 2z

s(2) —n?— 22

Auf der anderen Seite erhalten wir

cos(mz) . 2z
SR meot(mz) =27 — E PO
™ n>1

Wir erhalten also h'(z) = 0. Die Konstante h bestimmen wir aus s'(0) = e" = cos(0) = 1.

Folglich gilt

T n?
n>1
Nun ist aber
-1 ad 22 1 —Tr
D) (—2) = —2 11(1-55) = (7]
n=1
Wir erhalten die Relation
T
PP -2) = sin(7z)
Es folgt
1
L) = VT

12 Aufaben

1. Wir identifizieren Cjg mit R* mit der Basis (1,4). In dieser Basis ist eine lineare
Abbildung A € Homg(Cjg, Cjr) durch eine Matrix

b
A= C abcedeR
c d

gegeben. Bestimmen Sie die Matrix der Multiplikation mit ¢ und charakterisieren
Sie diejenigen Matrizen A, die komplex linearen bzw. antilinearen Abbildungen ent-

sprechen.

2. Mit den Bezeichnungen wie in 1 bestimmen Sie die Zerlegung A = A0 + A% die
der Zerlegung der durch A gegebenen Abbildung in den linearen und antilinearen

Teil entspricht.
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10.

11.

12.

Sei p(u,v) € Clu,v] ein Polynom in zwei Variablen. Wir bilden die Funktion f :
C — C, f(2) :== p(z,2). Zeigen Sie, dak f genau dann holomorph ist, wenn p im
Unterraum Clu] C Clu, v] liegt.

Sei S C C offen und zusammenhéngend. Zeige: Wenn f : S — C holomorph ist und

nur reelle Werte annimmt, dann ist f konstant.

Sei A = g—z + g—z der Laplaceoperator auf R? = Cg. Zeige: Ist f € C*(S,C) holo-
morph, dann gilt ARe(f) =0 und Alm(f) = 0.

. Zeigen Sie: Wenn f € C*(S,C) holomorph ist, dann ist f' auch holomorph.

. Wir definieren fiir z € C\ (—o0, 0] die Wurzel /= als die eindeutige Losung der Be-

dingungen \/52 =z, Re(z) > 0. Zeigen Sie, dak /z wohldefiniert und holomorph
ist. Bestimmen Sie 0v/z.

. Verallgemeinern Sie 7 auf nte Wurzeln.

Sei p ein Mafs auf (R, B) derart, dafs el e LYR, B, i) gilt. Zeigen Sie, daf

£2) = [ e anta)

eine auf ganz C holomorphe Funktion ist.

In der Situation von Aufgabe 9: Wir definieren D(f) := f’. Zeigen Sie, dak die

folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Es gibt eine Zahl A € R derart, dafs Df = \f.

(b) p = cdy fiir geeignete ¢, A € R, ¢ > 0.

Zeigen Sie auch folgende Verallgemeinerung: Wenn die Funktionen (D™ f),en einen
endlich-dimensionalen Vektorraum V' aufspannen und D : V' — V nur reelle Eigen-

werte hat, dann ist p eine endliche Linearkombination von Diracmafien.

Sei A € C. Bestimmen Sie die Menge S C C derjenigen z € C, fiir welche das
Integral f(z) = fol t*~A~1dt existiert. Zeigen Sie weiter, daf sich f zu einer auf

C\ {\} holomorphen Funktion ausdehnen l&ft.

Sei h € C*°([0,1]). Zeigen Sie, dafs das Integral
1
f(z) = / h(t)t*'dt
0
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

auf {Re(z) > 0} konvergiert und eine holomorphe Funktion definiert. Zeigen Sie
weiter, dak sich f(z) zu einer auf C \ {0,—1,—-2,—3,...} holomorphen Funktion
ausdehnen lafst. Hinweis: Fir die Ausdehnung auf {Re(z) > —k} schreiben Sie

hit)=>" Wﬂ + Rest(t) .

Berechnen Sie

lim (z 4+ k)['(2) .

z——k

Zeige, dafs der Konvergenzradius von f(z) := ) 2™ gleich 1 ist. Zeige weiter, daf
fiir jedes o € Q

limsup | f(re*™)| = oo
r1l

gilt.

Sei 7(n) die Anzahl der Teiler von n € N. Bestimmen Sie den Konvergenzradius von
2 T(n)2".

Sei (a,) eine monoton fallende Folge reller Zahlen. Zeigen Sie, daf der Konvergenz-
radius von )7 a,z" mindestens 1 ist. Zeigen Sie weiter, dak die Reihe fiir alle

z # 1 mit |z| = 1 konvergiert (nicht notwendig absolut).

Wir betrachten eine endliche Teilmenge M C C. Fiir jedes m € M betrachten

2rit  wobei wir r <

wir den geschlossene Weg ~,,, € Sing;(C \ M), v,,(t) := m + re
Tmin{|m —m/| |m,m’ € M} wihlen. Zeigen Sie, daR durch M — H,(S), m — [7,,]

eine Injektion Z[M| — H;(S) induziert wird. Hinweis: Betrachten Sie die Integrale

/ dz
'sz_n

fiir verschiedene Wahlen von m,n € M.

Seien M und 7, wie in Aufgabe 17. Sei weiter R > 0 so grof, dak M C B(0, R).
Zeigen Sie, dak in H;(S)
[0B0,R)] = Y [ym]

meM
gilt. Hinweis: Zuerst fiir $M = 2 zeigen und dann Induktion nach Anzahl der Ele-

mente in M
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Berechnen Sie fiir 0 < R ¢ N

/ [(z)dz .
9B(0,R)

Sei f auf S holomorph, x € S und f(z) = 0. Berechnen Sie

/ fldz
oB@r) J

fiir kleine r > 0.

Berechnen Sie fir 0 < R ¢ 7N.

/ cot(z)dz .
OB(z,R)

/ I(2)dz
oBo.r) L(2)

Sei S C C offen und G C C eine Gerade. Sei f € C(S,C) auf S\ G holomorph.
Zeigen Sie, dafs dann f auf S holomorph ist.

Berechnen Sie fir R ¢ N

Sei A C C eine abgeschlossene Teilmenge. Zeigen Sie, daf es eine holomorphe Funkti-
on f: C\ A — C gibt, welche sich auf keine echt grofsere offene Teilmenge ausdehnen
lakt. Hinweis: Waihlen Sie eine Folge (z,) in A mit {z, |n € N} = A. Setzen Sie

f(z) = ZneN %

Sei f : S — C holomorph. Zeige, dak In | f| lokal integrierbar ist (d.h. fiir jedes z € S
existiert eine kompakte Umgebung @ € K C S derart, dah In|f|jx € L'(K) gilt,

wobei wir beziiglich des Lebesguemafes integrieren).
Sei f holomorph. Zeige, daf 09 In|f| = 0 auRerhalb der Nullstellen von f gilt.

Sei (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf einer offenen Teilmenge S C C
derart, daf es eine Konstante C' gibt mit | f,,(z)| < C fiir alle z € S und n € N. Zeige,
dafs diese Folge eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge hat. Hinweis: Betrachte
eine kompakte Teilmenge K C S. Zeige, dafi die Folge sup,cx |f,,(2)| beschrinkt
ist. Finde auf K eine gleichmdfig-konvergente Teilfolge mit Arzela-Ascoli. Schépfe

dann S aus und benutze Diagonalfolgenargument.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Analysieren sie das Problem: Gesucht ist eine holomorphe Funktion f, welche
die Differentialgleichung f' = —%f und f(1) = 1 erfiillt, wobei A € R
ist? Wieviele lokale Losungen gibt es? Wie sehen maximale Fortsetzungen aus?

Verhalten in der Niahe von z = 07

Analysieren sie das Problem: Gesucht ist eine holomorphe Funktion f, welche
die Differentialgleichung 2*f’ = f erfiillt. Wieviele lokale Losungen gibt

es? Wie sehen maximale Forsetzungen aus?

Zeigen Sie, dak wenn f und f? die Mittelwerteigenschaft haben, f holomorph oder

antiholomorph sein mufs.

Sei § C C offen und f : S — C holomorph und nicht konstant. Zeigen Sie, dafs
f(S) C C offen ist.

Zeigen Sie, da f(z) := €*" transzendent ist.

Zeige durch ein Beispiel, daf die Losung des Dirichletproblems nicht eindeutig be-

stimmt sein mufs, wenn das Gebiet nicht beschrinkt ist.

Sei S C C offen und K C S kompakt. Sei (f,,) eine beschrankte Folge harmonischer
Funktionen auf S. Zeige, dak es dann eine Teilfolge gibt, welche auf K gleichméfig

konvergiert.
Zeige: Ist f nichtkonstant und harmonisch, dann sind die Nullstellen von df isoliert.

Sei S C C offen, z € Sund f : S\ {2} — R harmonisch und beschrénkt. Zeige, daf

sich f zu einer harmonischen Funktion auf S fortsetzen laft.
Finde alle radialsymmetrischen harmonischen Funktionen auf C.

Seien S, T C C offen und f : S — T biholomorph. Wir definieren den Differential-
operator Ay durch Ay(¢) := f*A(f1*¢). Zeige, dak A; = uA fiir eine Funktion u
ist. Bestimme u.

Sei ¢ € L'(0B(0,1)). Zeige, dak es genau eine harmonische Funktion f : B(0,1) —
R gibt, welche den Randwert ¢ in folgendem Sinne annimmt: Setze ¢,(§) := f(rf),

¢ € 0B(0,1). Dann gilt lim, ,; ¢, = ¢ in L'(0B(0,1)). Hierbei parametrisieren wir

9B(0,1) wie iiblich durch [0, 1] mittels ¢ — e*™ und definieren L'(9B(0,1)) mit
dem Lebesguemafs auf [0, 1].
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Finde eine Losungformel fiir das Dirichletproblem auf S := B(0,1) N {Re(z) > 0}

fiir Randwerte, welche auf i[—1,1] C S verschwinden.

Sei S C C offen und zusammenhéngend. Zeigen Sie, dakt M (S) der Quotientenkorper
von O(S) ist.

Bestimmen Sie die Vielfachheiten v¢(z) € Z in folgenden Fallen:

(a) sin(z) — 1, z =

IV

Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der Laurentreihe

n

z
D 3w

ne’l

Bestimmen Sie die Residuen der 1-Formen « in allen ihren Singularitéten:

(a) (1—cos(z))dz

23

22 Z
(b) (1+i)3

d
(C) eZZJrZI

Bestimmen Sie die Residuen der 1-Formen « im Punkt z in folgenden Fillen:

(a) cos(z)dz 2 =0

sin™(z) ’

(b) _ \/m7z_0
'dez o
() =iy 2 =1

Sei h(z) := 1+ 2" und a(z) := <. Berechnen Sie h*a, res;(a) und reso(h*a).

Eine Funktion f ist gerade (ungerade), wenn sie die Identitat f(z) = f(—2) (f(z) =
— f(—2)) erfiillt. Zeigen Sie, daf fiir gerade (ungerade) f gilt res.(fdz) = —res_.(fdz)

(res,(fdz) = res_,(fdz)).

Sei f in a holomorph und v;_g(,(a) = 2. Driicken Sie res,—%— f durch die Ablei-

tungen von f im Punkt a aus.
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