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Anmeldung
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Plan der Vorlesung

@ Gruppen und Symmetrien
@ Struktur von Gruppen

© Lineare Darstellungen

@ Ganze Zahlen

© Ringe und Korper

O Korpererweiterungen
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Farbungen

F - Menge

Definition

Eine durch F gefarbte Menge ist ein Paar (X, f) aus einer Menge
X und einer Abbildung f : X — F.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Farbungen

F - Menge

Definition

Eine durch F gefarbte Menge ist ein Paar (X, f) aus einer Menge
X und einer Abbildung f : X — F.

(X, f), (Y,g) - F-gefirbte Mengen
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Farbungen

F - Menge

Definition

Eine durch F gefarbte Menge ist ein Paar (X, ) aus einer Menge
X und einer Abbildung f : X — F.

(X,f), (Y,g) - F-gefarbte Mengen

Definition
Eine Abbilddung ¢ : X — Y ist farbungserhaltend, wenn go ¢ = f
gilt.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Relationen

Definition
Eine Relation auf einer Menge X ist eine Farbung R von X x X
durch {wahr, falsch}.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Relationen

Definition
Eine Relation auf einer Menge X ist eine Farbung R von X x X
durch {wahr, falsch}.

(X,R), (Y,S) - Mengen mit Relationen
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Relationen

Definition
Eine Relation auf einer Menge X ist eine Farbung R von X x X
durch {wahr, falsch}.

(X,R), (Y,S) - Mengen mit Relationen

Definition

Eine Abbildung ¢ : X — Y ist vertraglich mit den Relationen, falls
R =So (¢ x ¢) gilt.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Graphen

Definition

Ein Graph ist Tripel (V, E, r), wobei V die Menge der Punkte, E
die Menge der Seiten, und r : E — P?(V) die Endpunkte der
Seiten festlegt.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Graphen

V =1{1,2,3,4,5}, E={a,b,c,d, e}

o|Q|o|(o|u|[M
—~
N
w
—
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Graphen

Definition

Ein Graph ist Tripel (V, E,r), wobei V die Menge der Punkte, E
die Menge der Seiten, und r : E — P?(V) die Endpunkte der
Seiten festlegt.

(V,E,r), (W,F,s) - Graphen.

Definition

Eine Morphismus ¢ : (V, E,r) — (W, F,s) von Graphen ist durch
zwei Abbildungen ¢ : V — W, ¢ : E — F mit P?(¢)or =so
gegeben
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstédnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Isometrien

Definition

Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X mit einem
ausgezeichneten Abstand d.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstédnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Isometrien

Definition
Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X mit einem
ausgezeichneten Abstand d.

(X,dx), (Y,dy) - metrische Rdume
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstédnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Isometrien

Definition

Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X mit einem
ausgezeichneten Abstand d.

(X,dx), (Y,dy) - metrische Raume

Definition

Eine Abbildung ¢ : X — Y ist eine Isometrie, falls
dy o (¢ x ¢) = dx gilt.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Verkniipfungen

M - Menge
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Verkniipfungen

M - Menge

Definition

Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung m: M x M — M.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Verkniipfungen

M - Menge

Definition

Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung m: M x M — M.

(M, m), (N, n) - Mengen mit Verkniipfung
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Verkniipfungen

M - Menge

Definition

Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung m: M x M — M.

(M, m), (N, n) - Mengen mit Verkniipfung

Definition

Eine Morphismus ¢ : (M, m) — (N, n) von Mengen mit
Verkniipfung ist eine Abbildung ¢ : M — N derart, da
no (¢ x @) =¢om gilt.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Lineare Abbildungen

K - ein Korper
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Lineare Abbildungen

K - ein Korper

Definition

Ein Vektorraum iiber K ist ein Tripel (V,+,e), wobei

4+ : V x V — V die Vektoraddition und e : K x V — V die skalare
Multiplikation ist. Diese Operationen erfiillen die
Vektorraumaxiome.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Lineare Abbildungen

K - ein Korper

Definition

Ein Vektorraum iiber K ist ein Tripel (V,+,e), wobei

+: V x V — V die Vektoraddition und e : K x V' — V die skalare
Multiplikation ist. Diese Operationen erfiillen die
Vektorraumaxiome.

(V,+v,ev), (W, +w,epw) - Vektorraume
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Lineare Abbildungen

K - ein Korper

Definition

Ein Vektorraum iiber K ist ein Tripel (V,+,e), wobei

+: V x V — V die Vektoraddition und e : K x V — V die skalare
Multiplikation ist. Diese Operationen erfiillen die
Vektorraumaxiome.

(V,+v,ev), (W, +w,epw) - Vektorrdume

Definition

Eine Abbildung ¢ : V — W ist linear, falls ¢ o +v = +w o (¢ x ¢)
und ¢ o ey = ey o (idk X ¢) gilt.
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Objekte und Morphismen

Eine Kategorie beinhaltet :
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Objekte und Morphismen

Eine Kategorie beinhaltet :
@ die (Klasse der) Objekte ob(C)
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Objekte und Morphismen

Eine Kategorie beinhaltet :

@ die (Klasse der) Objekte ob(C)

@ fiir je zwei Objekte A, B € ob(C) eine Menge von Morphismen
Hom¢ (A, B),
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Objekte und Morphismen

Eine Kategorie beinhaltet :

@ die (Klasse der) Objekte ob(C)

@ fiir je zwei Objekte A, B € ob(C) eine Menge von Morphismen
Hom¢ (A, B),

© fiir jedes Objekt einen Identitdtsmorphismus ida € Hom¢ (A, A)
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Objekte und Morphismen

Eine Kategorie beinhaltet :

@ die (Klasse der) Objekte ob(C)

@ fiir je zwei Objekte A, B € ob(C) eine Menge von Morphismen
Hom¢ (A, B),

© fiir jedes Objekt einen Identitdtsmorphismus ida € Hom¢ (A, A)
Q fiir je drei Objekte eine Komposition

Hom¢ (B, C) o Hom¢ (A, B) — Home (A, C) .
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Eigenschaften

@ Die Komposition ist assoziativ, d.h. es gilt
(fog)oh="fo(goh) fiir komponierbare Morphismen.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen

Begriff der Kategorie

Eigenschaften

@ Die Komposition ist assoziativ, d.h. es gilt
(fog)oh="fo(goh) fiir komponierbare Morphismen.

@ Die Identitdtsmorphismen erfiillen idg o f = f und
foida = f fir f € Home(A, B).
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Funktionen
Strukturerhaltende Abbildungen Relationen

Graphen

Abstdnde

Bindre Operationen

Lineare Strukturen
Begriff der Kategorie

Eigenschaften

© Die Komposition ist assoziativ, d.h. es gilt
(fog)oh="fo(goh) fiir komponierbare Morphismen.

@ Die Identitdtsmorphismen erfiillen idg o f = f und
foida = f fir f € Hom¢ (A, B).

In allen Beispielen oben haben wir Kategorien beschrieben.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen
Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

morphismen

C - Kategorie, A € ob(C) Objekt
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

Automorphismen

C - Kategorie, A € ob(C) Objekt

Definition

Ein f € Homg (A, A) heiBt Automorphismus, falls es Morphismen
g1, 8r € Homg (A, A) (Links- und Rechtsinverses) mit
gof =fog, =idg gibt.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen
Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

Automorphismen

Sei f ein Automorphismus. Dann gilt:
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen
Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

Automorphismen

Sei f ein Automorphismus. Dann gilt:

Q g =g
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen
Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

Automorphismen

Sei f ein Automorphismus. Dann gilt:
Q g =g

@ Das Rechtsinverse g, eines Automorphismus f ist eindeutig
bestimmt. Wir schreiben auch f~1 = g,.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

Automorphismen

Sei f ein Automorphismus. Dann gilt:

Q g =g

@ Das Rechtsinverse g, eines Automorphismus f ist eindeutig
bestimmt. Wir schreiben auch f~1 = g,.

© Die Komposition von Automorphismen ist ein
Automorphismus.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen
Die Gruppe C,
Diedergruppe
Lineare Isomorphismen

Automorphismen

Sei f ein Automorphismus. Dann gilt:
Q g =g

@ Das Rechtsinverse g, eines Automorphismus f ist eindeutig
bestimmt. Wir schreiben auch f~1 = g,.

© Die Komposition von Automorphismen ist ein
Automorphismus.

Q (fog)l=glofl
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Automorphismen

Sei f ein Automorphismus. Dann gilt:

Q g =g

@ Das Rechtsinverse g, eines Automorphismus f ist eindeutig
bestimmt. Wir schreiben auch f~1 = g,.

© Die Komposition von Automorphismen ist ein
Automorphismus.

Q (fog)l=glofl

© idy ist ein Automorphismus.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Permutationen

S(A) = Autsess(A)
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Permutationen

A:={a,b,c,d}.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Permutationen

A:={a,b,c,d}.

Zyklendarstellung
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Permutationen

h e So.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Permutationen

he Sg.

in Zyklen
h=(1,2,4,5)0(3,6,7) .
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe C,

X, ={1,2,...,n} CN
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe C,

X,:={1,2,....,n} CN

Relation :

{(1,2),(2,3),....(n—1,n),(n,1)} C Xn X Xn
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe C,

X,:={1,2,....,n}CN

Relation :

{(1,2),(2,3),...,(n—1,n),(n, 1)} € X, x X,

Definition

Wir definieren die zyklische Gruppe C, durch

Cn = AUtset+re1(Xn) .

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe C,

r=(1,...,n) € G,
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe C,

Die Liste der Elemente von C, ist {1,r,...,r""1}.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe D,

met - Kategorie der metrischen Raume und Isometrien
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe D,

met - Kategorie der metrischen Raume und Isometrien

Ist A € ob(met) eine endliche Menge, so gilt
Hompet (A, A) = Autyer (A, A).
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe D,

fn = {exp(27ri%)|m =0,1,...,n—-1} cC

Menge der n-ten Einheitswurzeln
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe D,

[y b= {exp(27ri%)|m =0,1,...,n—1} cC

Menge der n-ten Einheitswurzeln

Definition

Die Diedergruppe D, wird durch D, := Autpet(pn) definiert.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

Die Gruppe D,

i o= {exp(ZWiE)]m =0,1,...,n—1} cC
n
Menge der n-ten Einheitswurzeln

Definition

Die Diedergruppe D, wird durch D, := Autyet (1) definiert.

Die Liste der Elemente von D, ist

n—1 n—1
{1,r,...,r" " s,sry .. s}

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

die Gruppen GL(n, K)

K - Korper,
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

die Gruppen GL(n, K)

K - Korper, K — vect - Kategorie der Vektorraume iiber K
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

die Gruppen GL(n, K)

K - Korper, K — vect - Kategorie der Vektorraume iiber K

Fur V € K — vect definieren wir

GL(V) := Autk_vece(V) .

Insbesondere setzen wir

GL(n, K) := GL(K") .
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

die Gruppen GL(n, K)

Die Elemente von GL(n, K) kdnnen als Matrizen dargestellt
werden. Die Verkniipfung ist dann gerade die Matrixmultiplikation.
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Invertierbare Morphismen
Gruppen von Automorphismen Permutationen

Die Gruppe C,

Diedergruppe

Lineare Isomorphismen

die Gruppen GL(n, K)

Die Elemente von GL(n, K) kdnnen als Matrizen dargestellt
werden. Die Verkniipfung ist dann gerade die Matrixmultiplikation.

Die Liste der Elemente von GL(2, F) ist

(19): (o) (o) (o) (5 o) (v )
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Gruppenaxiome

Definition

Ein Monoid (M, o, 1) ist eine Menge mit Verkniipfung (M, o) mit
einem ausgezeichneten 1-Element, so daf3
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Gruppenaxiome

Definition

Ein Monoid (M, o, 1) ist eine Menge mit Verkniipfung (M, o) mit
einem ausgezeichneten 1-Element, so daf3

@ o associativ ist, d.h. x o (y 0 z) = (x o y) o z gilt, und
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Gruppenaxiome

Definition

Ein Monoid (M, o, 1) ist eine Menge mit Verkniipfung (M, o) mit
einem ausgezeichneten 1-Element, so daf3

@ o associativ ist, d.h. x o (y 0 z) = (x o y) o z gilt, und
Q lox=x0l=xgilt.
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe
Lineare Darstellung

Gruppenaxiome

Ein Monoid (M, o, 1) ist eine Menge mit Verkniipfung (M, o) mit
einem ausgezeichneten 1-Element, so daB

@ o associativ ist, d.h. x o (y 0 z) = (xoy) o z gilt, und
Q lox=x01l=xgilt.

Definition

Eine Gruppe ist ein Monoid (G, o, 1), in welchem jedes Element
invertierbar ist, d.h. zu jedem x € M Elemente y;, y, € M mit
x oy, = yjox =1 existieren.

.
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Einfache Eigenschaften

G - eine Gruppe
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe
Lineare Darstellung

Einfache Eigenschaften

G - eine Gruppe

In einer Gruppe besitzt jedes Element ein eindeutig bestimmtes
Linksinverses. Dieses ist dann auch ein Rechtsinverses.
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Darstellung als Permutationsgruppe
Lineare Darstellung

Einfache Eigenschaften

G - eine Gruppe

In einer Gruppe besitzt jedes Element ein eindeutig bestimmtes
Linksinverses. Dieses ist dann auch ein Rechtsinverses.

Es gibt also eine Bijektion (...)™1: G — G welche jedem Element
sein Inverses zuordnet.
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Lineare Darstellung

groups

Definition

groups bezeichnen wir die Kategorie der Gruppen und
Homomorphismen.
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Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

groups

groups bezeichnen wir die Kategorie der Gruppen und
Homomorphismen.

Definition

Eine Untergruppe U einer Gruppe G ist eine Teilmenge, welche die
1 enthalt und unter der Verkniipfung und der Bildung des Inversen
abgeschlossen ist.

.
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Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

groups

Definition

Eine Untergruppe U einer Gruppe G ist eine Teilmenge, welche die
1 enthalt und unter der Verkniipfung und der Bildung des Inversen
abgeschlossen ist.

N

Lemma

Sei f : H— G ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:
Q ker(f):={h e H|f(h) =1} ist eine Untergruppe von H.
Q im(f) := f(H) ist eine Untergruppe von G.
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Innere Automorphismen

G - Gruppe , he G
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Darstellung als Permutationsgruppe
Lineare Darstellung

Innere Automorphismen

G - Gruppe , he G

Die Abbildung o, : G — G, g — ap(g) := g" := hgh™! ist ein
Automorphismus g € Aut groyps(G).
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Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Innere Automorphismen

Ist f € Homgroups(G, H) und U C G eine Untergruppe, dann ist
f(U) .= {f(u)|u € U} eine Untergruppe von H.
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Generatoren und Relationen

G - Gruppe, S C G - Teilmenge
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Generatoren und Relationen

G - Gruppe, S C G - Teilmenge

Definition

S erzeugt die Gruppe G, wenn man jedes Element aus G durch
eine endliche Verkniipfung von Elementen aus S dargestellt werden
kann.
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Generatoren und Relationen

Definition
Sei S eine Menge. Die Elemente von

Wo(S)=Sx---xS§

nXx

werden auch Worte der Lange n im Alphabet S genannt. Wir
verabreden, daB Wo := {1} gilt und setzen W(S) := 5o Wi(S)

V.
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Lineare Darstellung

Generatoren und Relationen

Definition
Sei S eine Menge. Die Elemente von

Wh(S) =S x---x§

nXx

werden auch Worte der Lange n im Alphabet S genannt. Wir
verabreden, daB Wp := {1} gilt und setzen W(S) := U,>o Wa(S).

S:={a:=(1,2)0(3,4),b:=(2,3),c:=(1,2,3)} C S4. (a,a, b)
und (a, b, ¢, a) sind Worte der Lange 3 und 4 im Alphabet S.

V.
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Generatoren und Relationen

i s W(S)_>G,(al,...,an)|—>alo...oan
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m: W(S)— G,(a1,...,ap) —ajo---oa,.

Definition

Die Menge der Relationen ist die Teilmenge

R(S) :={w e W(S)|m(w) =e} .
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Lineare Darstellung

Freie Gruppen

T - eine Menge
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Freie Gruppen

T - eine Menge
T:=Tx{1,-1}
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Freie Gruppen

T - eine Menge

A

T:=Tx{1,-1}
Wir schreiben t := (t,1) und t=1 := (t,—1).
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Lineare Darstellung

Reduzierte Worte

Definition

Ein Wort w = (¢, ..., t5"), € € {1, —1}, heiBt reduziert, wenn
aus t; = tjy1 die Relation €¢; = €41 folgt.
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Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Reduzierte Worte

Definition

Ein Wort w = (t1*,...,t5"), € € {1,—1}, heiBt reduziert, wenn
aus t; = tjy1 die Relation €¢; = € folgt.

Sei T = {a, b, c}. Dann sind (a, b) und (a, b,a %, c) reduziert,
nicht aber (a, b~1, b, a).
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Abstrakte Gruppen Freie Gruppen
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Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Reduzierte Worte

Definition

Ein Wort w = (t1*,...,t5"), € € {1, —1}, heiBt reduziert, wenn
aus tj = tjy; die Relation ¢; = €1 folgt.

Sei T = {a, b,c}. Dann sind (a, b) und (a, b,a}, ¢) reduziert,
nicht aber (a, b~1, b,a). Ist T eine Teilmenge einer Gruppe, so ist
klar, daB m(a, b=1, b, a) = m(a, a) gilt.
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Lineare Darstellung

Reduktion

Wir definieren die Reduktionsabbidlung

Red : W(T) — W(T)

durch folgende Vorschrift. Sei w = (£1,...,t&) € W(T). Ist w
reduziert, dann setzen wir Red(w) := w. Ist w nicht reduziert,

dann sei j := min{/|t; = tj;+1 und €; # €;+1} und

Red(w) := (8!, £/, t45 ..., t5") .
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Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,ba,al, b 1)
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Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b1 b,a~t a,b,a,a7t, b7 1)

n | Red(w)
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Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,b,a,at, b 1)

n‘ Red(w)
0| (a,b7t,batabaalb?l) .

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b1 b,a"t a,b,a,a7t b7 1)

n Red(w)
0| (a,bt,b,ata,baa?t bl
1 (a,a 1 a,b,a,a L, b7 1)
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,b,a,at, b 1)

Red(w)
(a,b1,b,at,a,b,a,a 1, b71)
(a,a=1,a,b,a,a7 L, b7 1)
(a,b,a,a 1, b71)

N = O|>
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Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,b,a,al, b 1)

Red(w)
(a,b_l,b,a_l,a,b,a,a_l,b_l)
(a,a Y a,b,a,a7 L, b71)
(a,b,a,a_l,b_l)
(a, b, b7 1)

W N = Ol
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Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b1 b,a~t a,b,a,a7t, b7 1)

Red(w)

(a, b1, b,a 1 a,b,a,a L, b71)
(a,a1,a,b,a,a7 L, b7 1)
(a,b,a,a 1, b71)
(a, b, b71)

(a)

B~ W NN R OlS
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Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,b,a,at, b7 1)

Red(w)
(a,b1,b,a %, a,b,a,a 1, b71)
soar o a A

(
(37 b7 a, 3_17 _1)
(a,b,b71

(

Gl W DN = OIS
~ O

~—~— T
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Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,ba,al, b 1)

Red(w)
(a,b1,b,at,a,b,a,a 1, b71)
(a,a Y a,b,a,a7 L, b71)

)

(37 b) a, 3_17 -t

-1

~ O

(87 b7

(

Gl B W N R OIS

~—~— T

L L
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die Wirkung der Reduktion

w:=(a,b71 b,a"t a,b,a,al, b 1)
Red(w)

(a,b1,b,a 1, a,b,a, a_l,b_l)

(a,a Y a,b,a,a7 L, b71)
(a,b,a,a~ 1, b71)
(a.b,b71)

b, b~
(a)
(a)

B W N R OIS

Fiir jedes w € W(T) ist Red"(w) fiir geniigend groBe n reduziert.
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Lineare Darstellung

Die freie Gruppe

Wed(T) c W(T) - die Menge der reduzierten Worte
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Lineare Darstellung

Die freie Gruppe

Wed(T) c W(T) - die Menge der reduzierten Worte

Definition

Wir definieren das Monoid F(T) := W( 7A_)’ed mit der Verkniipfung

(£, ...t o (s3,...,sm) = (¢, ..., &5, s, ... slm)red
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Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe
Lineare Darstellung

Die freie Gruppe

Wred(T) c W(T) - die Menge der reduzierten Worte
Definition

Wir definieren das Monoid F(T) := W(T)" mit der Verkniipfung

(£, tn) o (s, ... s0m) = (¢, .. e Dt gOmyred

Das Monoid (F(T),o) ist eine Gruppe.
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die freie Gruppe

Definition

F(T) heiBt die freie durch T erzeugte Gruppe. Ist

T, ={1,...,n} CN, so schreibt man auch F, := F(T,) fiir die
freie Gruppe in n Erzeugenden.
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Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die freie Gruppe

Definition

F(T) heiBt die freie durch T erzeugte Gruppe. Ist
Tn={1,...,n} CN, so schreibt man auch F, := F(T,) fir die
freie Gruppe in n Erzeugenden.

Lemma

Ist G eine Gruppe und T C G, so induziert m: F(T) — G einen
Gruppenhomomorphismus.

N
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Die freie Gruppe

Definition
Eine Gruppe G heiBt frei, wenn es eine Teilmenge T C G gibt, fiir
welche m: F(T) — G ein Isomorphismus ist.
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Funktoren

C, D - Kategorien
Ein Funktor F : C — D besteht aus folgenden Strukturen:
@ einer Zuordnung F : ob(C) — ob(D),

Q fiir je zwei Objekte A, B € ob(C) einer Abbildung
F : Hom¢(A, B) — Homp(F(A), F(B)).

Diese Abbildung soll dabei die Verkniipfung erhalten.
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Funktoren

Die Konstruktion F der freien Gruppe ordnet jeder Menge eine
Gruppe zu. Ist ¢ : T — S eine Abbildung, dann erhalten wir eine
induzierte Abbildung qg : T — § und schlieBlich einen
Homomorphismus F(¢) : F(T) — F(S), indem wir ¢ auf die
Eintrage der Worte anwenden. Es gilt dabei

F(¢) o F(x) = F(¢ o). Dies ist ein Beispiel eines Funktors

F : sets — groups .
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Funktoren

Ist G eine Gruppe und f : T — G eine Abbildung. Dann gibt es

genau eine Fortsetzung von f zu einem Gruppenhomomorphismus
F(f): F(T)— G.
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Funktoren

Ist G eine Gruppe und f : T — G eine Abbildung. Dann gibt es

genau eine Fortsetzung von f zu einem Gruppenhomomorphismus
F(f): F(T) — G.

F : groups — sets - VergiBfunktor
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Funktoren

F : groups — sets - VergiBfunktor

Homgroups(F(T), G) = Homgers( T, F(G)) .

Man sagt, daB der Funktor F zu F linksadjungiert ist. In der Tat
kann man F so definieren (bis auf Isomorphie).

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren
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Lineare Darstellung

Permutationsdarstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe einer Permutationsgruppe
dargestellt werden.
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Lineare Darstellung

Permutationsdarstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe einer Permutationsgruppe
dargestellt werden.

G - Gruppe,
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Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Permutationsdarstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe einer Permutationsgruppe
dargestellt werden.

G - Gruppe, g € G,
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Permutationsdarstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe einer Permutationsgruppe
dargestellt werden.

G - Gruppe, g € G, ¢(g) : G — G, ¢(g)(h) := gh.
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Permutationsdarstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe einer Permutationsgruppe
dargestellt werden.

G - Gruppe, g € G, ¢(g) : G — G, ¢(g)(h) := gh.
Die Abbildung ¢ : G — Autgets(G) ist ein injektiver
Gruppenhomomorphismus.
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Linearisierung

K - Korper,
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Linearisierung

K - Koérper, X - Menge.
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Lineare Darstellung

Linearisierung

K - Korper, X - Menge.
K(X) - der von X erzeugte K- Vektorraum
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Linearisierung

K - Koérper, X - Menge.
K(X) - der von X erzeugte K- Vektorraum
ix : X — K(X) - kanonische Einbettung
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Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe
Lineare Darstellung

Linearisierung

K - Koérper, X - Menge.
K(X) - der von X erzeugte K- Vektorraum
ix : X — K(X) - kanonische Einbettung

Ist f : X — Y eine Abbildung, so erhalten wir eine eindeutige
lineare Fortsetzung K(f) : K(X) — K(Y') derart daB
K(f)OiX = iyO f.
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Linearisierung

Durch K wird ein Funktor K : sets — K — vect beschrieben. In
der Tat gilt fiir jeden K-Vektorraum V auf natiirliche Weise

Homy _yect (K(X), V) = Homgers (X, F(V)) ,

wobei hier F : K — vect — sets die Vektorraumstruktur vergiBt.
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Lineare Darstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe von GL(V/) fiir einen geeigneten
K-Vektorraum V' dargestellt werden.
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Lineare Darstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe von GL(V) fiir einen geeigneten
K-Vektorraum V' dargestellt werden.

¢ : G — Homgers(G, G) - Permutationsdarstellung
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Lineare Darstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe von GL(V') fiir einen geeigneten
K-Vektorraum V' dargestellt werden.

¢ : G — Homgers(G, G) - Permutationsdarstellung
definieren

b G — GL(K(G))
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Gruppenaxiome

Die Kategorie der Gruppen

Generatoren und Relationen
Abstrakte Gruppen Freie Gruppen

Funktoren

Darstellung als Permutationsgruppe

Lineare Darstellung

Lineare Darstellung

Jede Gruppe kann als Untergruppe von GL(V') fiir einen geeigneten
K-Vektorraum V' dargestellt werden.

¢ 1 G — Homgers(G, G) - Permutationsdarstellung
definieren

¥ : G — GL(K(G))
durch
Y(g) = K(o(g)), €6
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Pro

Struktur von Gruppen

Untergruppen

G - Gruppe
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

G - Gruppe

Definition

Eine Teilmenge U C G heit Untergruppe, wenn

@ U unter der Verkniipfung abgeschlossen ist,
Q 1le Ugilt
© fiir u € U auch u™! € U gilt.
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Untergruppen und Nebenklassen
alteiler
inition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung
Kompositionsreihen
irekte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

Untergruppen entstehen z.B. so:
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

Untergruppen entstehen z.B. so:

@ Das Bild f(H) C G eines Homomorphismus f : H — G ist
eine Untergruppe.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

Untergruppen entstehen z.B. so:

@ Das Bild f(H) C G eines Homomorphismus f : H — G ist
eine Untergruppe.

@ Der Kern ker(f) C G eines Homomorphismus f : G — H ist
eine Untergruppe.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

Untergruppen entstehen z.B. so:
@ Das Bild f(H) C G eines Homomorphismus f : H — G ist
eine Untergruppe.
@ Der Kern ker(f) C G eines Homomorphismus f : G — H ist
eine Untergruppe.
© Ist S C G eine Teilmenge, dannist < S >:=m(F(S)) C G
die von S erzeugte Untergruppe.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

Untergruppen entstehen z.B. so:

@ Das Bild f(H) C G eines Homomorphismus f : H — G ist
eine Untergruppe.

@ Der Kern ker(f) C G eines Homomorphismus f : G — H ist
eine Untergruppe.

© Ist S C G eine Teilmenge, dannist < S >:=m(F(S)) C G
die von S erzeugte Untergruppe.

© Der Durchschnitt U := "), U; iiber eine Familie (U;); von
Untergruppen ist eine Untergruppe.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Untergruppen

Untergruppen entstehen z.B. so:

@ Das Bild f(H) C G eines Homomorphismus f : H — G ist
eine Untergruppe.

@ Der Kern ker(f) C G eines Homomorphismus f : G — H ist
eine Untergruppe.

© Ist S C G eine Teilmenge, dannist < S >:=m(F(S)) C G
die von S erzeugte Untergruppe.

© Der Durchschnitt U := "), U; iiber eine Familie (U;); von
Untergruppen ist eine Untergruppe.

© Sei G — Autgers(A) eine Wirkung. Fiir a € A sei
G, := {g € G|ga = a} der Stabilisator. Dann ist G, C G eine
Untergruppe.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Pro

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

G — Autsers(A)
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

D tion von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

G — Autsers(A)
Definieren Relation:
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

D tion von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

G — Autgers(A)
Definieren Relation:

a~bs JgeGlga=b.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

G — Autgers(A)
Definieren Relation:

a~bs JgeGlga=b.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

G — Autsers(A)
Definieren Relation:

a~bs dgeGlga=b.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Definition

Mit G\A bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich ~.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Pro

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

p:A— G\A p(a) :=[a] = Ga
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

p:A— G\A p(a) :=[a] = Ga

Fiir jede Menge B und Abbildung f : A — B mit der Eigenschaft,

daB f(ga) = a fiir alle g € G, gibt es genau eine Abbildung
f:G\A— Bmitfop=*f.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Nebenklassen

p:A— G\A p(a) :=[a] = Ga

Fiir jede Menge B und Abbildung f : A — B mit der Eigenschaft,
daB f(ga) = a fiir alle g € G, gibt es genau eine Abbildung
f:G\A— B mitfop=*f.

p:A— G\A ist der Quotient einer G-Wirkung in der Kategorie
sets. Die in Lemma gezeigte Eigenschaft wird benutzt, um
Quotienten von G-Wirkungen in anderen Kategorien zu
charakterisieren.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Pro

Struktur von Gruppen

Normalteiler - 1

U C G - Untergruppe.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler - 1

U C G - Untergruppe.
Die Gruppe U kann auf G durch links und durch
Rechtsmultiplikation wirken:
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler - 1

U C G - Untergruppe.
Die Gruppe U kann auf G durch links und durch
Rechtsmultiplikation wirken:

(u,g8) — ug,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler - 1

U C G - Untergruppe.
Die Gruppe U kann auf G durch links und durch
Rechtsmultiplikation wirken:

(u,g)— ug, (ug)—gut.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler - 1

Wir fragen nun, unter welchen Umsténden die durch die
(Links)Wirkung von U induzierte Aquivalenzrelation mit der
Gruppenmultiplikation vertraglich ist. Vertraglich bedeutet hier:

gwg’,hwh’:>gh~g'h'.

Diese Vertraglichkeit ist von Bedeutung, weil sie die Definition
einer Verkniipfung o : U\G x U\G — U\G durch
[g] o [h] := [g o h] erlaubt.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

Definition

Die Untergruppe U C G heit Normalteiler, wenn die durch die
Linkswirkung auf G induzierte Relation mit der Verkniipfung von
G vertraglich ist.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

Wenn U ein Normalteiler ist, dann gilt:
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

Wenn U ein Normalteiler ist, dann gilt:
O Fiir jedes g € G ist gU = Ug.
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Untergruppen und Nebenklassen
Normalteiler
Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen

Struktur von Gruppen &ruppen_o_rdnun_g
CIn]pCISItICII]SI’EI hen

Direkte und semidirekte Produkte

Normalteiler -2

Wenn U ein Normalteiler ist, dann gilt:
O Fiir jedes g € G ist gU = Ug.
@ U = ag(V) fiir jeden inneren Automorphismus cg von G.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

Wenn U ein Normalteiler ist, dann gilt:
O Fiir jedes g € G ist gU = Ug.
@ U = ag(V) fiir jeden inneren Automorphismus cg von G.

© Die durch die Links- und Rechtwirkungen indizierten
Relationen auf G stimmen Uberein.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

Wenn U ein Normalteiler ist, dann gilt:
O Fiir jedes g € G ist gU = Ug.
@ U = ag(V) fiir jeden inneren Automorphismus cg von G.

© Die durch die Links- und Rechtwirkungen indizierten
Relationen auf G stimmen Uberein.

Q G/U ist mit der induzierten Wirkung eine Gruppe
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

@ Der Kern eines Homomorphismus ist ein Normalteiler.
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Untergruppen und Nebenklassen
Normalteiler
Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen

Struktur von Gruppen &ruppen_o_rdnun_g
CIn]pCISItICII]SI’EI hen

Direkte und semidirekte Produkte

Normalteiler -2

@ Der Kern eines Homomorphismus ist ein Normalteiler.

@ Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normalteiler.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Normalteiler -2

@ Der Kern eines Homomorphismus ist ein Normalteiler.

@ Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normalteiler.

@ Ein Durchschnitt N;U; einer Familie von Normalteilern (U;) ist
wieder ein Normalteiler.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Pro

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

A - endliche Menge
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

A - endliche Menge
konstruieren Homomorphismus o : S(A) — Z/2Z:
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler
Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen

Struktur von Gruppen &ruppel\.ordnun.g
OI"pOSItIOIlSI’EI hen

Direkte und semidirekte Produkte

Die Alternierende Gruppe

A - endliche Menge
konstruieren Homomorphismus o : S(A) — Z/2Z:
p:S(A) — GL(Q(A)) - lineare Darstellung
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

A - endliche Menge

konstruieren Homomorphismus ¢ : S(A) — Z/27Z:
p: S(A) — GL(Q(A)) - lineare Darstellung

d: S(A) — Q", g > det(p(g))
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

A - endliche Menge

konstruieren Homomorphismus o : S(A) — Z/2Z:
p: S(A) — GL(Q(A)) - lineare Darstellung
d:S(A) — Q*, g — det(p(g))

d(S5(A)) c {1,-1}
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

A - endliche Menge

konstruieren Homomorphismus o : S(A) — Z/2Z:
p:S(A) — GL(Q(A)) - lineare Darstellung
d:S(A) — Q*, g — det(p(g))

d(S(A)) c {1,-1}

Definition

Wir definieren

o(g) = { 0 detlp(e)) =1 77,

1 det(p(g)) = ~1
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

Definition
Wir definieren die alternierende Gruppe Alt(A) C S(A) als den
Kern von o : S(A) — Z/2Z.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Die Alternierende Gruppe

Definition
Wir definieren die alternierende Gruppe Alt(A) C S(A) als den
Kern von o : S(A) — Z/2Z.

Wir schreiben Alt, fir Alt({1,...,n}).
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Untergruppen und Nebenklassen
teiler
on von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung
Kompositionsreihen
Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeugte Normalteiler

G - eine Gruppe,

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheori



Untergruppen und Nebenklassen
teiler
on von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung
Kompositionsreihen
Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeugte Normalteiler

G - eine Gruppe, R C G - eine Teilmenge,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeugte Normalteiler

G - eine Gruppe, R C G - eine Teilmenge, < R >C G - die von R
erzeugt Untergruppe
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeugte Normalteiler

G - eine Gruppe, R C G - eine Teilmenge, < R >C G - die von R
erzeugt Untergruppe

Die Gruppe < R > ist der Durchschnitt

< R >=NgrcylU

aller R enthaltenden Untergruppen von G.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeugte Normalteiler

Die Gruppe < R > ist der Durchschnitt
< R >=NgrcylU

aller R enthaltenden Untergruppen von G.

Im allgemeinen ist < R > kein Normalteiler.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeugte Normalteiler

Lemma |

Die Gruppe < R > ist der Durchschnitt
< R >=NgcylU

aller R enthaltenden Untergruppen von G.

Definition

Der von R erzeugte Normalteiler << R >> ist der Durchschnitt

<< R >>=NgrcyN

aller R-enthaltenden Normalteiler von G.
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Untergruppen und Nebenklassen
teiler
on von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung
Kompositionsreihen
Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeuger und Relationen

T - eine Menge,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeuger und Relationen

T - eine Menge, F(T) -freie Gruppe iiber T,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeuger und Relationen

T - eine Menge, F(T) -freie Gruppe iiber T, F(T) := W"d(T),
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeuger und Relationen

T - eine Menge, F(T) -freie Gruppe iiber T, F(T) :== W"d(T),
R C W"(T) - eine Menge von reduzierten Worten
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeuger und Relationen

T - eine Menge, F(T) -freie Gruppe iiber T, F(T) :== W"9(T),
R C W"9(T) - eine Menge von reduzierten Worten

Definition

Die durch T mit den Relationen R erzeugte Gruppe < T|R > ist
durch F(T)/ << R >> definiert.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Erzeuger und Relationen

T - eine Menge, F(T) -freie Gruppe iiber T, F(T) := W"d(T),
R C W"9(T) - eine Menge von reduzierten Worten

Definition

Die durch T mit den Relationen R erzeugte Gruppe < T|R > ist
durch F(T)/ << R >> definiert.

Das Paar (T, R) heiBt auch Prasentation der Gruppe.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

|Sn| = n!,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

S| = nl,|Alt,| = 2,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

|Sa| = nl,|Alts| = &, |Dp| = 2n,
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

|Sa| = nl,|Alts] = &, |Dn| = 2n, |Cy| = n
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition
Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

|Sa| = nl,|Alty| = &, |Da| = 2n, |G| = n und |GL(2, F>)| = 6.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

S| = nl|Alty| = &, |Dy| = 2n, |Cy| = n und |GL(2, F>)| = 6.

Ist U C G eine Untergruppe, so gilt |G| = |U||G/U].
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Lagrange

Definition

Die Ordnung |G| € einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer
Elemente.

S| = nl|Alty| = &, |Dy| = 2n, |Cy| = n und |GL(2, F>)| = 6.

Ist U C G eine Untergruppe, so gilt |G| = |U||G/U].

Ist U C G eine Untergruppe, so teilt |U| die Gruppenordnung.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Einfache Gruppen

Definition

Ein maximaler Normalteiler von G ist ein echter Normalteiler
N C G derart, daB der einzige N enthaltende Normalteiler die
Gruppe G selbst ist.
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Struktur von Gruppen

Einfache Gruppen

Definition

Ein maximaler Normalteiler von G ist ein echter Normalteiler
N C G derart, daB der einzige N enthaltende Normalteiler die
Gruppe G selbst ist.

Definition
Eine Gruppe heiBt einfach, wenn die triviale Untergruppe ein
maximaler Normalteiler ist.

\
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Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Kompositionsreihe

Eine aufsteigende Folge von Untergruppen

l1=UcUC---CclU;_1cCclUs;=6G

heiBt Kompositionsreihe, wenn U;_ fiir alle / ein maximaler
Normalteiler in U; ist.
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Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Kompositionsreihe

inition |

Eine aufsteigende Folge von Untergruppen

l1=UgcUiC---CclUs;_1Cc U, =G

heiBt Kompositionsreihe, wenn U;_ fiir alle / ein maximaler
Normalteiler in U; ist.

Die Kompositionsfaktoren U;/U;_1 sind einfache Gruppen.
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Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Der Satz von Jordan Holder

Theorem

Seien
l1=UcU Cc---CclU;_1cCclU;=6G

und
1=VpcViC---CVp1C V=G

zwei Kompositionsreihen von G. Dann gilt a = b und es gibt eine
Permutation o € S, derart, daB U,(jy/Uy(iy—1 = Vi/Vi-1.

A
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Alt, ist einfach fir n > 5

Ist n > 5, so ist Alt, einfach.
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Struktur von Gruppen

Alt, ist einfach fir n > 5

Ist n > 5, so ist Alt, einfach.

Also sind die Kompositionsfaktoren von S, durch
{Z/)2Z, Alt,}

gegeben.
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Direkte Produkte

G, H - Gruppen
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Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Direkte Produkte

G, H - Gruppen

Definition

Die Gruppe G x H ist die Menge G x H mit Verkniipfung
(g0, ho) © (g1, 1) = (go © ho, g1 © h1) und dem Einselement
1=(1,1).

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler
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Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Direkte Produkte

G, H - Gruppen

Definition

Die Gruppe G x H ist die Menge G x H mit Verkniipfung
(go7 ho) o (g]_7 hl) = (go o hO,gl o h]_) und dem Einselement
1=(1,1).

Das Produkt G x H ist wohldefiniert.
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Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Eigenschaften des direkten Produktes

© Die Einbettungen G — G x H, g — (g,1), und H — G x H,
h+— (1, h) sind Einbettungen von Normalteilern.
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Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Eigenschaften des direkten Produktes

© Die Einbettungen G — G x H, g — (g,1), und H — G x H,
h+— (1, h) sind Einbettungen von Normalteilern.

Q@ GXGXxH/Hund HX G x H/G
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Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Eigenschaften des direkten Produktes

© Die Einbettungen G — G x H, g — (g,1), und H — G x H,
h+— (1, h) sind Einbettungen von Normalteilern.

Q@ GXGXxH/Hund HX G x H/G
© Die Bilder von G und H in G x H kommutieren.
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Semidirekte Produkte - 1

p: H — Aut(G) - ein Homomorphismus, (h,g) — g
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Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
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Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Semidirekte Produkte - 1

p: H — Aut(G) - ein Homomorphismus, (h, g) +— g”
auf G x H definieren wir die folgende Verkniipfung:
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Semidirekte Produkte - 1

p: H — Aut(G) - ein Homomorphismus, (h, g) +— g”
auf G x H definieren wir die folgende Verkniipfung:

(g0, ho) o, (g1, h1) = (g0 © g1°, ho o h1) .
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Semidirekte Produkte - 1
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Gruppenordnung
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Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Semidirekte Produkte - 1

Q@ Gx|H:=(G x H,o0,,(1,1)) ist eine Gruppe.
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Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Semidirekte Produkte - 1

Q@ Gx|H:=(G x H,o0,,(1,1)) ist eine Gruppe.
@ G — Gx|H ist eine Einbettung eines Normalteilers.
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Semidirekte Produkte - 1

Q@ Gx|H:=(G x H,o0,,(1,1)) ist eine Gruppe.
@ G — Gx|H ist eine Einbettung eines Normalteilers.

© H — Gx|H ist eine Einbettung einer Untergruppe.
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Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Semidirekte Produkte - 1

Q@ Gx|H:=(G x H,o0,,(1,1)) ist eine Gruppe.

@ G — Gx|H ist eine Einbettung eines Normalteilers.

© H — Gx|H ist eine Einbettung einer Untergruppe.

Q Gx|H — H ist ein Homomorphismus.
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Semidirekte Produkte - 2

Definition

G x|H heiBt das semidirekte Produkt von G und H beziiglich p.
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Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Semidirekte Produkte - 2

Definition
G x|H heiBt das semidirekte Produkt von G und H beziiglich p.

Wenn p der triviale Homomorphismus ist, dann stimmt das
semidirekte mit dem direkten Produkt tiberein.
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Untergruppen und Nebenklassen

Normalteiler

Definition von Gruppen durch Erzeuger und Relationen
Gruppenordnung

Kompositionsreihen

Direkte und semidirekte Produkte

Struktur von Gruppen

Semidirekte Produkte - 2

Definition
G x|H heiBt das semidirekte Produkt von G und H beziiglich p.

Wenn p der triviale Homomorphismus ist, dann stimmt das
semidirekte mit dem direkten Produkt tiberein.

Die Liste der Kompositionsfaktoren von Gx|H ist die Vereinigung
der Listen der Kompositionsfaktoren von G und H.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Zyklische Gruppen

Definition
Eine Gruppe G heiBt zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt
werden kann.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Zyklische Gruppen

Definition

Eine Gruppe G heiBt zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt
werden kann.

Alle Untergruppen von Z sind zyklisch.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Zyklische Gruppen

Definition

Eine Gruppe G heiBt zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt
werden kann.

Alle Untergruppen von Z sind zyklisch.

Jede endliche zyklische Gruppe ist zu 7./ n’Z fiir ein geeignetes
eindeutig bestimmtes n € N isomorph.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Untergruppen zyklischer Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe und g, h € G kommutierende Elemente
mit teilerfremder Ordnung. Dann definiert (g", h®) — g"h® einen
Isomorphismus < g > X < h >=< g, h >. Insbesondere gilt

o(gh) = o(g)o(h).
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Untergruppen zyklischer Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe und g, h € G kommutierende Elemente
mit teilerfremder Ordnung. Dann definiert (g", h®) — g"h® einen
Isomorphismus < g > X < h >=< g, h >. Insbesondere gilt

o(gh) = o(g)o(h).

G =< g > - eine endliche zyklische Gruppe
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Untergruppen zyklischer Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe und g, h € G kommutierende Elemente
mit teilerfremder Ordnung. Dann definiert (g", h®) — g"h® einen
Isomorphismus < g > X < h >=< g, h >. Insbesondere gilt

o(gh) = o(g)o(h).

G =< g > - eine endliche zyklische Gruppe

Die Untergruppen von G sind die Gruppen < g' > fiir alle Teiler |
von |G|
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Zerlegung in p-Gruppen

Definition

Eine endliche Gruppe ist eine p-Gruppe, wenn |G| = p€ fiir ein
geeignetes e € N gilt.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Zerlegung in p-Gruppen

Eine endliche Gruppe ist eine p-Gruppe, wenn |G| = p€ fiir ein
geeignetes e € N gilt.

.

Corollary

Jede zyklische Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt von
p-Gruppen

Z/pTZ x --- X L/pyZ, |G| =pt...p5 .
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Komplemente

G - eine endliche abelsche Gruppe
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Komplemente

G - eine endliche abelsche Gruppe

Ist U C G eine zyklische Untergruppe maximaler Ordnung, dann
gilt o(g)||U| fiir alle g € G.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Komplemente

G - eine endliche abelsche Gruppe

Lemma

Ist U C G eine zyklische Untergruppe maximaler Ordnung, dann
gilt o(g)||U| fiir alle g € G.

A\

Lemma

Ist U C G eine maximale zyklische Untergruppe, so gibt es eine
komplementare Untergruppe V. C G so daB G = U x V ist.

\,
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Struktur endlicher abelscher Gruppen

Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem Produkt
zyklischer Gruppen.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Struktur endlicher abelscher Gruppen

Corollary |

Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem Produkt
zyklischer Gruppen.

Corollary

Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem Produkt
zyklischer p-Gruppen.
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Die Struktur zyklischer Gruppen
Die Struktur endlicher abelscher Gruppen

Endliche abelsche Gruppen

Struktur endlicher abelscher Gruppen

Corollary ‘

Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem Produkt
zyklischer Gruppen.

Corollary

Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem Produkt
zyklischer p-Gruppen.

.

G=Z/pT'Z X L/ p3Z--- X L] pyZ
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Definition

Ein kommutativer Ring mit Eins ist ein Tupel (R, +,0,0,1), aus
einer nicht-leeren Menge R und Verkniipfungen + und o derart,
daB

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Ein kommutativer Ring mit Eins ist ein Tupel (R, +,0,0,1), aus
einer nicht-leeren Menge R und Verkniipfungen + und o derart,
daB

@ (R,+,0) eine abelsche Gruppe ist,

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Ein kommutativer Ring mit Eins ist ein Tupel (R, +,0,0,1), aus
einer nicht-leeren Menge R und Verkniipfungen + und o derart,
daB

@ (R,+,0) eine abelsche Gruppe ist,
@ (R,o,1) ein abelsches Monoid ist,

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Ein kommutativer Ring mit Eins ist ein Tupel (R, +,0,0,1), aus
einer nicht-leeren Menge R und Verkniipfungen + und o derart,
daB

@ (R,+,0) eine abelsche Gruppe ist,
@ (R,o,1) ein abelsches Monoid ist,

© und die Operationen + und o vermdge des Distributivgesetzes
ao(b+c)=aob+aoc

vertraglich sind.

v
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Euklidische Ringe und Hau le Definitionen und Beispiele
Primfaktorz ] Teiler, Einheiten
Restklass ] Die Einheiten
Algebraische

Definition

Definition

Ein kommutativer Ring mit Eins ist ein Tupel (R,+,0,0,1), aus
einer nicht-leeren Menge R und Verkniipfungen + und o derart,
daB

© (R,+,0) eine abelsche Gruppe ist,
@ (R,o,1) ein abelsches Monoid ist,

© und die Operationen + und o vermdége des Distributivgesetzes

ao(b+c)=aob+aoc

vertraglich sind.

Wir werden das Symbol o fiir die Multiplikation gewdhnlich
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Euklidische Ringe und Hau le Definitionen und Beispiele
Primfaktorz ] Teiler, Einheiten
Restklass ] Die Einheiten
Algebraische

Definition

Definition

Ein kommutativer Ring mit Eins ist ein Tupel (R,+,0,0,1), aus
einer nicht-leeren Menge R und Verkniipfungen + und o derart,
daB

© (R,+,0) eine abelsche Gruppe ist,
@ (R,o,1) ein abelsches Monoid ist,

© und die Operationen + und o vermdége des Distributivgesetzes

ao(b+c)=aob+aoc

vertraglich sind.

Wir werden das Symbol o fiir die Multiplikation gewdhnlich
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Beispiele

© Jeder Korper ist ein Ring.
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Beispiele

© Jeder Korper ist ein Ring.
@ Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring.
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Beispiele

© Jeder Korper ist ein Ring.
@ Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring.
© Ist R ein Ring, dann auch der Ring der der Polynome R[x].
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Beispiele

© Jeder Korper ist ein Ring.
@ Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring.
© Ist R ein Ring, dann auch der Ring der der Polynome R[x].

@ Fiir eine Menge X und einen Ring R bilden die Funktionen
RX = {f : X — R} einen Ring mit (f + g)(x) = f(x) + g(x),
(fg)(x) = f(x)g(x)
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Beispiele

© Jeder Korper ist ein Ring.
@ Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring.
© Ist R ein Ring, dann auch der Ring der der Polynome R[x].

@ Fiir eine Menge X und einen Ring R bilden die Funktionen
RX = {f : X — R} einen Ring mit (f + g)(x) = f(x) + g(x),
(f8)(x) = f(x)&(x)

@ Fiir eine endliche abelsche Gruppe G ist R(G) := R® mit der
Addition (f + g)(x) := f(x) + g(x) und der Multiplikation
(fg)(x) = X, cc f(¥)g(y~'x) ein Ring.
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition
Die unterliegende additive Gruppe des Polynomringes R[x] ist die

Gruppe der Abbildungen a: N — R, welche nur an endlich vielen
Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. Das Produkt wird

durch
(a ¢} b)n = Z akb/
k,IEN,k+I=n

definiert. )

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition

Die unterliegende additive Gruppe des Polynomringes R[x] ist die
Gruppe der Abbildungen a: N — R, welche nur an endlich vielen
Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. Das Produkt wird

durch
(a ¢} b),, = Z akb/
k,/IEN,k+I=n

definiert.

.

Man kann R[x] als den (Halb)Gruppenring von N auffassen.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition

Die unterliegende additive Gruppe des Polynomringes R[x] ist die
Gruppe der Abbildungen a: N — R, welche nur an endlich vielen

Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. Das Produkt wird

durch
(a ¢} b)n = Z akb/
k,IEN, k+I=n

definiert. )

Man kann R[x] als den (Halb)Gruppenring von N auffassen.

Der Ring R[x] ist wohldefiniert.
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition

Der Grad eines Polynoms 0 # a € R[x] wird durch

deg(a) := max{n € N|a, # 0}

definiert. Wir setzen deg(0) := oo.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition

Der Grad eines Polynoms 0 # a € R[x] wird durch
deg(a) := max{n € N|a, # 0}

definiert. Wir setzen deg(0) := oo.

Es gilt:
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition

Der Grad eines Polynoms 0 # a € R[x] wird durch
deg(a) := max{n € N|a, # 0}

definiert. Wir setzen deg(0) := oo.

Es gilt:
Q deg(ab) < deg(a) + deg(b)
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Polynome

Definition

Der Grad eines Polynoms 0 # a € R[x] wird durch
deg(a) := max{n € N|a, # 0}

definiert. Wir setzen deg(0) := oo.

Es gilt:
Q deg(ab) < deg(a) + deg(b)
@ deg(a+ b) < max{deg(a), deg(b)}.
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Definitionen und Beispiele
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Die Einheiten

Quadratische Ringe

Sei D € Z kein Quadrat (also etwa D = —1 oder D = 2).
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Ringe
Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Quadratische Ringe

Sei D € Z kein Quadrat (also etwa D = —1 oder D = 2). Wir
wihlen eine Wurzel v/D € C.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Quadratische Ringe

Sei D € Z kein Quadrat (also etwa D = —1 oder D =2). Wir
wihlen eine Wurzel v/D € C.

Definition

Wir definieren Z[v/D] := {a + bv/D|a, b € Z} C C.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Quadratische Ringe

Sei D € Z kein Quadrat (also etwa D = —1 oder D =2). Wir
wihlen eine Wurzel v/D € C.

Definition
Wir definieren Z[v/D] := {a + bv/D|a,b € Z} C C.

Mit den von C induzierten Operationen ist Z[\/D] ist ein Ring.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Quadratische Ringe

Sei D € Z kein Quadrat (also etwa D = —1 oder D =2). Wir
wihlen eine Wurzel v/D € C.

Definition

Wir definieren Q(v/D) := {a+ bv/D|a,b € Q} C C.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Quadratische Ringe

Sei D € Z kein Quadrat (also etwa D = —1 oder D =2). Wir
wihlen eine Wurzel v/D € C.

Definition
Wir definieren Q(v/D) := {a + byv/D|a,b € Q} C C.

Mit den von C induzierten Operationen ist Q(v/ D) ist ein Kérper.
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Die Einheiten

Nullteiler

Sei R ein Ring.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheori



Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Nullteiler

Sei R ein Ring.

Definition

Ein Element a € R heiBt Nullteiler, falls es ein R 5 b £ 0 mit
ab = 0 gibt.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Nullteiler

Sei R ein Ring.

Ein Element a € R heiBt Nullteiler, falls es ein R 5 b # 0 mit
ab = 0 gibt.

.

Definition

Ein Integritatsbereich ist ein Ring, der keine nichttrivialen Nullteiler
enthalt.

v
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Die Einheiten

Nullteiler

Definition
Ein Integritatsbereich ist ein Ring, der keine nichttrivialen Nullteiler
enthalt.

Die ganzen Zahlen bilden einen Integritatsbereich.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Nullteiler

Die ganzen Zahlen bilden einen Integritdtsbereich.

Ist R ein Integrititsbereich, so ist auch der Polynomring R[x] ein
Integritatsbereich.
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Definitionen und Beispiele
Tei Einheiten

Die Einheiten

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Teilen und prime Elemente

@ Seien a,b € R. Wenn es ¢ € R mit ac = b gibt, so sagen wir,
daB a ein Teiler von b ist, also al|b gilt.

v
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Euklidische Ringe und Hau le Definitionen und Beispiele
Primfaktorz > Teiler, Einheiten
Restklass ] Die Einheiten
Algebraische

Teilen und prime Elemente

@ Seien a,b € R. Wenn es ¢ € R mit ac = b gibt, so sagen wir,
daB a ein Teiler von b ist, also al|b gilt.

@ Sei M C R eine Teilmenge. Eine Element a € R heiBt groBter
gemeinsamer Teiler von M (a € g.g.T(M)), falls jedes b € R,
welches alle m € M teilt, auch a teilt.

v
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Euklidische Ringe und Hau e Definitionen und Beispiele
Primfaktorz e Teiler, Einheiten
Die Einheiten
Algebraische Gleichungen

Teilen und prime Elemente

@ Seien a,b € R. Wenn es ¢ € R mit ac = b gibt, so sagen wir,
daB a ein Teiler von b ist, also al|b gilt.

@ Sei M C R eine Teilmenge. Eine Element a € R heiBt groBter
gemeinsamer Teiler von M (a € g.g.T(M)), falls jedes b € R,
welches alle m € M teilt, auch a teilt.

© a € R ist eine Einheit, wenn all.

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Teilen und prime Elemente

@ Seien a,b € R. Wenn es ¢ € R mit ac = b gibt, so sagen wir,
daB a ein Teiler von b ist, also al|b gilt.

@ Sei M C R eine Teilmenge. Eine Element a € R heiBt groBter
gemeinsamer Teiler von M (a € g.g.T(M)), falls jedes b € R,
welches alle m € M teilt, auch a teilt.

© a € R ist eine Einheit, wenn all.

Q@ 0 +# b € R ist irreduzibel, wenn b keine Einheit ist und aus
b = ac folgt, daB a oder c eine Einheit in R ist. ist.

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Teilen und prime Elemente

@ Seien a,b € R. Wenn es ¢ € R mit ac = b gibt, so sagen wir,
daB a ein Teiler von b ist, also al|b gilt.

@ Sei M C R eine Teilmenge. Eine Element a € R heiBt groBter
gemeinsamer Teiler von M (a € g.g.T(M)), falls jedes b € R,
welches alle m € M teilt, auch a teilt.

© a € R ist eine Einheit, wenn all.

Q@ 0 +# b € R ist irreduzibel, wenn b keine Einheit ist und aus
b = ac folgt, daB a oder c eine Einheit in R ist. ist.

© 0 +# p € R ist prim, wenn p keine Einheit ist und aus p|ab
folgt, daB p|a oder p|b.

v
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Teilen und prime Elemente

Die Einheiten von Z sind {1, —1}.
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Definitionen und Beispiele
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Die Einheiten

Teilen und prime Elemente

Die Einheiten von Z sind {1, —1}.

Die Einheiten von K|[x| sind K* = K \ {0}.
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Ringe

Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Teilen und prime Elemente

Die Einheiten von Z sind {1, —1}.
Die Einheiten von K[x] sind K* = K '\ {0}.

Die Einheiten eines Ringes bilden eine abelsche Gruppe unter der
Multipikation.
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

D € Z- quadratfrei,
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Einheiten

D € 7Z- quadratfrei, Konjugation :
(...):Z[VD] — Z[VD] ,
a+bVD:=a—bVD.
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Einheiten

D € Z- quadratfrei, Konjugation :
(...):Z[vD] — Z[VD] ,
a+bVD:=a—bVD.

Norm :
N:Z[VD] - Z,

N(x) := xX .
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Die Einheiten

Zunichst D < 0,
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Einheiten

Zunichst D < 0, Z[v/D] c C ist ein Gitter mit Basis 1,v/D.
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Die Einheiten

Einheiten

Zunichst D < 0, Z[\/E] C C ist ein Gitter mit Basis 1,v/D. N
ist die Einschrinkung der Norm von C, z — |z|?.
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Einheiten

Zunichst D < 0, Z[v/D] C C ist ein Gitter mit Basis 1,v/D. N
ist die Einschrankung der Norm von C, z — |z|2.

{x € Z[VD]|N(x) < C}

ist endlich fiir jedes C € R.
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Einheiten

{x € Z[VD]IN(x) < C}

ist endlich fiir jedes C € R. Wenn x € Z[\/E] eine Einheit ist,
dann muB N(x) =1 gelten.
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Einheiten

{x € Z[VD]IN(x) < C}

ist endlich fiir jedes C € R. Wenn x € Z[\/E] eine Einheit ist,
dann muB N(x) =1 gelten.

Wenn D < 0, so ist die Gruppe der Einheiten von Z[v/D] endlich.
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Einheiten

D>0
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Einheiten

D > 0 Einbettung als Gitter
Z[V'D] — R?

x — (x,X)
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Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Einheiten

D > 0 Einbettung als Gitter
Z[V'D] — R?

x = (x, X)

Die Norm ist dann die Einschrankung des hyperbolischen
Produktes

(x,y) — xy .
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Einheiten

Wenn D > 0, dann ist die Gruppe der Einheiten in Z[v/D]
unendlich.
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Homomorphismen

Seien R, S Ringe.
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Definitionen und Beispiele

Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Homomorphismen

Seien R, S Ringe.

Definition

Eine Homomorphismus ¢ : R — S ist eine Abbildung, welche
Homomorphismen der additiven abelschen Gruppen und der
multiplikativen Monoide induziert.
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Homomorphismen

Der Kern eines Homomorphismus ¢ : R — S ist eine Untergruppe,
welche abgeschlossen unter der Multiplikation mit Elementen aus
R ist.
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Homomorphismen

Lemma

Der Kern eines Homomorphismus ¢ : R — S ist eine Untergruppe,
welche abgeschlossen unter der Multiplikation mit Elementen aus
R ist.

Definition

Ein Ideal / C R ist eine Untergruppe, welche abgeschlossen unter
der Multiplikation mit Elementen aus R ist.

.
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Definitionen und Beispiele
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Homomorphismen

Ist | C R ein Ideal, so 1Bt sich auf der Gruppe R/ eine
Multiplikation vertreterweise definieren, so daB R/I die Struktur
eines Ringes bekommt. Die Projektion R — R/I ist ein
Homomorphismus von Ringen mit dem Kern .
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Homomorphismen

Ist | C R ein Ideal, so 1Bt sich auf der Gruppe R/ eine
Multiplikation vertreterweise definieren, so daBB R/| die Struktur
eines Ringes bekommt. Die Projektion R — R/I ist ein
Homomorphismus von Ringen mit dem Kern |.

Sei n € Z. Die Menge (n) := nZ C Z ist ein ldeal.
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Definitionen und Beispiele
Teiler, Einheiten
Die Einheiten

Homomorphismen

Ist | C R ein Ideal, so I4Bt sich auf der Gruppe R/ eine
Multiplikation vertreterweise definieren, so daB R/I die Struktur
eines Ringes bekommt. Die Projektion R — R/I ist ein
Homomorphismus von Ringen mit dem Kern |.

Sei n € Z. Die Menge (n) := nZ C 7Z ist ein ldeal.

Der Quotient 7./nZ ist genau dann ein Integritdtbereich, wenn n
eine Primzahl ist.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Hauptideale

Sei R ein Ring.
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Hauptideale

Sei R ein Ring.

Definition

Ein Ideal I C R heiBt Hauptideal, wenn es ein a € R mit | = aR
gibt. Wir schreiben dann auch (a) := /.
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Hauptideale

Sei R ein Ring.

Ein Ideal / C R heiBt Hauptideal, wenn es ein a € R mit | = aR
gibt. Wir schreiben dann auch (a) := /.

Definition

Ein Ring heiBt Hauptidealring, wenn alle seine Ideale Hauptideale
sind.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Hauptideale

Wir werden sehen, daB Z und K|[x] fiir einen Kérper
Hauptidealringe sind.
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Hauptideale

Wir werden sehen, daB Z und K|[x] fiir einen Kdrper
Hauptidealringe sind.

Ein Ring ist genau dann ein Hauptidealring, wenn fiir jede
Teilmenge ein groBter gemeinsamer Teiler der Form
a=aym+---+am, mita; € R und m; € M existiert.
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Sei R ein Ring.
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Sei R ein Ring.

Definition

Eine Hohe auf R ist eine Abbildung H: R\ {0} — N U0 mit: Fiir
alle a, b € R existieren q,r € R mit a= bg + r und H(r) < H(b)
oder r = 0.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Durch Z > n v~ |n| wird eine Hohe auf Z definiert.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Durch Z > n — |n| wird eine Hohe auf Z definiert.

Durch K[x] > p — deg(p) wird eine Héhe auf K[x] definiert.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Durch K[x] > p — deg(p) wird eine Hohe auf K[x| definiert.

Der Ring Z[i] ist ein euklidischer Ring.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Konsequenzen

Ein Euklidischer Ring (R, H) ist ein Hauptidealring.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Konsequenzen

Ein Euklidischer Ring (R, H) ist ein Hauptidealring.

In einem Euklidischen Ring hat jede Teilmenge einen g.g.T.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Konsequenzen

Ein Euklidischer Ring (R, H) ist ein Hauptidealring.

In einem Euklidischen Ring hat jede Teilmenge einen g.g.T.

Fiir einen Kérper K ist K[x| ein Hauptidealring.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus |

R - ein Euklidischer Ring mit Héhe H
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus |

R - ein Euklidischer Ring mit Hohe H

Lemma |

Fiir {a, b} € R wird der g.g. T durch folgenden Algorithmus
bestimmt.

A
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus |

R - ein Euklidischer Ring mit Hohe H

Lemma |

Fiir {a, b} € R wird der g.g. T durch folgenden Algorithmus
bestimmt.

Q@ f=aundg:=b>b

A
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus |

R - ein Euklidischer Ring mit Hohe H

Lemma |

Fiir {a, b} € R wird der g.g. T durch folgenden Algorithmus
bestimmt.

O f:=aundg:=0>b
Q@ f=gqg+r mitN(g)> N(r)

A
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus |

R - ein Euklidischer Ring mit Hohe H

Lemma |

Fiir {a, b} € R wird der g.g. T durch folgenden Algorithmus
bestimmt.

O f:=aundg:=0>b
Q@ f=gqg+r mitN(g)> N(r)

©@ Wennr=0soistg=g.g.T{a,b}. Sonst f :=g undg :=r
und gehe zu 2.

A
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
© 196 = 2x72 + 52
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
© 196 = 2x72 + 52
@ 72 =1x52+20
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
© 196 = 2x72 + 52
Q 72 =1x52+20
Q 52 =2x20+ 12
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
© 196 = 2x72 + 52
Q 72 =1x52+20
Q 52 =2x20+ 12
Q 20=1x12+38
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
© 196 = 2x72 + 52
Q 72 =1x52+20
Q 52 =2x20+ 12
Q 20=1x12+38
Q 12=1x8+4
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Euklidischer Algorithmus Il

a:=196,b:=72
© 196 = 2x72 + 52
Q 72 =1x52+20
Q 52 =2x20+ 12
Q 20=1x12+38
Q 12=1x8+4
Q 8 =2x4
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Polynome und Nullstellen

R - ein Ring.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Polynome und Nullstellen

R - ein Ring. R[x] ist nicht notwendig Euklidisch
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Polynome und Nullstellen

R - ein Ring. R[x] ist nicht notwendig Euklidisch

Seien f,g € R[x], g = gmx™ + -+ + go und gn, eine Einheit. Dann
existieren q,r € R[x] mit deg(g) > deg(r) und

f=qg+r.
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Euklidische Ringe und Hauptideale

Hauptideale
Euklidische Ringe

Polynome und Nullstellen

Lemma |

Seien f,g € R[x], g = gmx™ + -+ + go und gn, eine Einheit. Dann
existieren q,r € R[x] mit deg(g) > deg(r) und

f=qg+r.

\

Lemma

Sei f € R[x] und w € R mit f(w) = 0. Dann gilt f(x) = (x — w)g
fiir ein g € R[x].

v
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Polynome und Nullstellen

Sei f € R[x] und w € R mit f(w) = 0. Dann gilt f(x) = (x — w)g
fiir ein g € R[x].

v

Lemma

Sei R ein Integrittsbereich und f € R[x]. Dann hat f héchstens
deg(n) paarweise verschiedene Nullstellen.
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Euklidische Ringe und Hauptideale Hauptideale

Euklidische Ringe

Polynome und Nullstellen

Sei f € R[x] und w € R mit f(w) = 0. Dann gilt f(x) = (x — w)g
fiir ein g € R[x].

o
Lemma |

Sei R ein Integritatsbereich und f € R[x|. Dann hat f héchstens
deg(n) paarweise verschiedene Nullstellen.

v
Corollary ‘

Ist R ein unendlicher Integritatsbereich, so ist die Abbildung
R[x] — RR injektiv.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,

Definition

a, b € R heiBen genau dann assoziiert, wenn a = eb fiir eine Einheit
e € R gilt. Wir schreiben diese Aquivalenzrelation als a ~ b.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
Sei p € R prim
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
Sei p € R prim

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
Sei p € R prim

©Q p is irreduzibel.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
Sei p € R prim

©Q p is irreduzibel.

@ Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
Sei p € R prim

©Q p is irreduzibel.

@ Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.
© Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,
Sei p € R prim

©Q p is irreduzibel.

@ Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.
© Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.

Q Wenn pla;y ... ax, so existiert ein i € {1,...,k} mit pla;.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

prim versus irreduzibel

R - ein Integritatsbereich,

©Q p is irreduzibel.

@ Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.
© Ist g € R prim und p|q so ist g ~ p.

Q Wenn pla;y ... ax, so existiert ein i € {1,...,k} mit pla;.

Im allgemeinen sind irreduzible Elemente nicht prim.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Primzahlen in Z[i]

Lemma (Satz von Wilson)

Fiir jede Primzahl gilt

(p—1)!'=-1( mod p) .
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Primzahlen in Z[i]

Die Primelemente von Z[i] sind assoziiert zu

(p ist prim in 7).
o
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Primzahlen in Z[i]

Die Primelemente von Z[i] sind assoziiert zu

Q@ =1+

(p ist prim in 7).
o
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Primzahlen in Z[i]

Die Primelemente von Z[i] sind assoziiert zu
Q@ =1+
@ m=a+bi,a®+b>=p, p=1( mod4),a>|b >0

(p ist prim in 7).
o
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Primzahlen in Z[i]

Die Primelemente von Z[i] sind assoziiert zu

Q=1+

@ m=a+bi,a®+b>=p, p=1( mod4),a>|b >0
Q@ m=p, p=3( mod4)

(p ist prim in 7).
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[\/D] oder R = Z[wp), wp = 1YL mir 4/(D — 1)
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[\/D] oder R = Z[wp), wp = Y2 mir 4(D - 1) p € Z -
eine Primzahl
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[\/D] oder R = Z[wp), wp = Y2 mir 4(D—1) p € Z -
eine Primzahl

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[\/D] oder R = Z[wp), wp = Y2 mir 4(D—1) p € Z -
eine Primzahl

© p ist verzweigt, wenn p = 77 fiir ein Primelement 7 € R mit

m ~ 7 gilt.

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[\/D] oder R = Z[wp), wp = Y2 mir 4(D—1) p € Z -
eine Primzahl

© p ist verzweigt, wenn p = 77 fiir ein Primelement 7 € R mit
m ~ 7 gilt.

@ p ist zerlegt, wenn p = 77 fiir zwei nicht assoziierte
Primelemente 7, 7 in R.

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[\/D] oder R = Z[wp), wp = Y2 mir 4(D—1) p € Z -
eine Primzahl

© p ist verzweigt, wenn p = 77 fiir ein Primelement 7 € R mit
m ~ 7 gilt.

@ p ist zerlegt, wenn p = 77 fiir zwei nicht assoziierte
Primelemente 7, 7 in R.

© p ist trage, wenn p in R prim bleibt.

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[w_g;]
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[w_3]

Sei p € Z prim.

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[w_3]

Sei p € Z prim.

© p ist genau dann verzweigt, wenn p = 3.

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[w_3]

Sei p € Z prim.

© p ist genau dann verzweigt, wenn p = 3.

Q@ p ist genau dann zerlegt, wenn p = a° + ab + b? (oder
dquivalent 4p = c? + 3b2).

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerfall von Primzahlen

R = Z[w_3]

Sei p € Z prim.

© p ist genau dann verzweigt, wenn p = 3.

Q@ p ist genau dann zerlegt, wenn p = a° + ab + b? (oder
dquivalent 4p = c? + 3b2).

© In allen weiteren Fillen ist p trage.

.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerlegungen

R ein Integritatsbereich,
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerlegungen

R ein Integritatsbereich, a € R
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerlegungen

R ein Integritatsbereich, a € R

Das Element a hat eine im wesentlichen eindeutige Zerlegung in

irreduzible Elemente, wenn a = p; ... p, fiir irreduzible Elemente p;
gilt, und wenn fiir jede andere solche Darstellung a = q; . .. gs gilt:

Qr=s
Q Es existiert eine Permutation o € S, mit p,(; ~ g; fiir alle
i=1,...r.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Zerlegungen

Definition

Ein Integritatsbereich heiBt faktoriell, wenn jedes von Null
verschiedene Element eine im wesentlichen eindeutige Zerlegung in
irreduzible Elemente besitzt.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerketten

R - ein Integritatbereich,
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerketten

R - ein Integritdtbereich, a € R
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerketten

R - ein Integritatbereich, a € R
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
. Zerfallverhalten von Primzahlen
Primfaktorzerlegungen 5 .
Faktorielle Ringe |

Teilerketten
Faktorielle Ringe Il

Teilerketten

R - ein Integritatbereich, a € R

© Eine Teilerkette von a ist eine Folge (a;)ien mit aj41]a; fiir
alle i € N.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerketten

R - ein Integritatbereich, a € R

© Eine Teilerkette von a ist eine Folge (a;)ien mit aj41]a; fiir
alle i € N.

@ Wir sagen, daB in R der Teilerkettensatz gilt, wenn fiir jedes
a € R und jede Teilerkette (a;)jcg von a ein n € N existiert,
so daB fiir i > n auch aj|aj;1 gilt.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerkettensatz

Wenn in R der Teilerkettensatz gilt, dann besitzt jedes von Null
verschiedene Element eine Zerlegung in irreduzible Elemente.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Wenn in R der Teilerkettensatz gilt, dann besitzt jedes von Null

verschiedene Element eine Zerlegung in irreduzible Elemente.
o

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Wenn in R der Teilerkettensatz gilt, dann besitzt jedes von Null

verschiedene Element eine Zerlegung in irreduzible Elemente.
o

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.
Q Z,
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Wenn in R der Teilerkettensatz gilt, dann besitzt jedes von Null

verschiedene Element eine Zerlegung in irreduzible Elemente.
o

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.

Q Z,
@ K|[X] fiir einen Kérper K,
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Teilerkettensatz

Lemma |

Wenn in R der Teilerkettensatz gilt, dann besitzt jedes von Null
verschiedene Element eine Zerlegung in irreduzible Elemente. )

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.
Q Z,
@ K|[X] fiir einen Kérper K,
@ Z[VD]
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerkettensatz

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.
Q Z,
@ K|[X] fiir einen Korper K,
@ Z[VD]
Q R Hauptidealring
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerkettensatz

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.
Q Z,
@ K|[X] fiir einen Korper K,
@ Z[VD]
Q R Hauptidealring
© R Euklidischer Ring

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

Teilerkettensatz

In den folgenden Ringen gilt der Teilerkettensatz.
Q Z,
@ K|[X] fiir einen Korper K,
@ Z[VD]
Q R Hauptidealring
© R Euklidischer Ring
O R[X], wenn Teilerkettensatz fiir R gilt.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

R - ein Integritatsbereich,
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

R - ein Integritatsbereich,a € R
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

R - ein Integritatsbereich,a € R

Seien a=py...p, und a = q1 ...qs Zerlegungen in prime
Elemente, dann gilt r = s und p; ~ q; (nach geeigneter
Umnummerierung).
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

R - ein Integritatsbereich,a € R

Seien a=p;...p, und a = q; ...qs Zerlegungen in prime
Elemente, dann gilt r = s und p; ~ q; (nach geeigneter
Umnummerierung).

In einem Hauptidealring R sind alle irreduziblen Elemente prim.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

Sei R ein Integritdtsbereich. Dann ist R genau dann faktoriell,
wenn in R der Teilerkettensatz gilt und alle irreduziblen Elemente
prim sind.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

Sei R ein Integritatsbereich. Dann ist R genau dann faktoriell,
wenn in R der Teilerkettensatz gilt und alle irreduziblen Elemente
prim sind.

Hauptidealringe sind faktoriell.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

Sei R ein Integritdtsbereich. Dann ist R genau dann faktoriell,
wenn in R der Teilerkettensatz gilt und alle irreduziblen Elemente
prim sind.

Hauptidealringe sind faktoriell.
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Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
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Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

Hauptidealringe sind faktoriell.

Q@ 7 ist faktoriell.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

©Q 7 ist faktoriell.
@ Euklidische Ringe sind faktoriell.
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Irreduzible und prime Elemente
Die primen GauBschen Zahlen
Zerfallverhalten von Primzahlen
Faktorielle Ringe |

Teilerketten

Faktorielle Ringe Il

Primfaktorzerlegungen

irreduzibel versus prim

©Q 7 ist faktoriell.
@ Euklidische Ringe sind faktoriell.
© K|x] fiir einen Kérper K ist faktoriell.
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in )
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

Ulrich Bunke Algebra und Z




Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

m € Z,
(m) C Z das von m erzeugte Hauptideal,

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

m € Z,
(m) C Z das von m erzeugte Hauptideal,
Z/(m) Restklassenring.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

m e Z,

(m) C Z das von m erzeugte Hauptideal,

Z/(m) Restklassenring.

Wir schreiben Elemente dieses Ringes in der Form [a], a € Z. Die
Gleichung [a] = [b] is gleichbedeutend mit a = b( mod m).
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Kongruenzen

Restklassenringe von Z

Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in m)
Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Ulrich Bunke




Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

Lemma |

@ Die Gleichung [a]x = 1 ist in Z/(m) genau dann Iésbar, wenn
g.g.T.(a,m)=1.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten (W)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

Lemma |

@ Die Gleichung [a]x = 1 ist in Z/(m) genau dann Iésbar, wenn
g.g.T.(a,m)=1.

@ Die Gleichung [a]x = [b] ist in Z/(m) genau dann lésbar,
wenn fiir d :== g.g.T(a, m) gilt d|b.
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Kongruenzen

@ Die Gleichung [a]x = 1 ist in Z/(m) genau dann Iésbar, wenn
g.g.T.(a,m)=1.

@ Die Gleichung [a]x = [b] ist in Z/(m) genau dann lésbar,
wenn fiir d :== g.g.T(a, m) gilt d|b.

© Wenn d|b, so gibt es d verschiedene Lésungen.
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Kongruenzen
esischer Restsatz
Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Chinesischer Restsatz

ms, ..., m, € Z paarweise teilerfremd,

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Chinesischer Restsatz

msy,...,m, € Z paarweise teilerfremd,
ai,...ar €7
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Chinesischer Restsatz

mi, ..., m, € Z paarweise teilerfremd,
ai,...a, €7

Es existiert ein x € Z mit

x=aj( modm;) i=1,...r.

Die Klasse [x] € Z/(m) ist eindeutig bestimmt mit m = my ... m,.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Chinesischer Restsatz

my, ..., m, € Z paarweise teilerfremd,
ai,...ar €7Z

Es existiert ein x € 7Z mit

x=aj( modm;) i=1,...r.

Die Klasse [x| € Z/(m) ist eindeutig bestimmt mit m = m;y ... m,.

Dieser Satz gilt fiir jeden Hauptidealring an der Stelle von Z mit
dem gleichen Beweis.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten (W)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Chinesischer Restsatz

Dieser Satz gilt fiir jeden Hauptidealring an der Stelle von Z mit
dem gleichen Beweis.

Theorem
Die Abbildung

X = (Xms -5 [X]m,)

induziert einen Isomorphismus

Z)(m) > Z)(m1) x -~ x Z)(m}) .

.
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten ir
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Sei m € Z.
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Sei m € Z.
Die Einheiten von Z/(m) sind genau die Klassen [a] mit

g.g.T(a,m)=1
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Sei m € Z.
Die Einheiten von Z/(m) sind genau die Klassen [a] mit

g.g.T(a,m) =1

Definition

Wir definieren ¢(m) € N als die Anzahl der Einheiten in Z/(m).

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Sei m e Z.
Die Einheiten von Z/(m) sind genau die Klassen [a] mit
g.g.T(a,m)=1.

Definition

Wir definieren ¢(m) € N als die Anzahl der Einheiten in Z/(m).

0 o(1)=1.
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Sei m € Z.
Die Einheiten von Z/(m) sind genau die Klassen [a] mit
g.g.T(a,m)=1.

Definition

Wir definieren ¢(m) € N als die Anzahl der Einheiten in Z/(m).

Q o(1)=1.
@ ¢(p) = p — 1 fiir eine Primzahl m := p € Z.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Sei m € Z.
Die Einheiten von Z/(m) sind genau die Klassen [a] mit
g.g.T(a,m)=1.

Definition

Wir definieren ¢(m) € N als die Anzahl der Einheiten in Z/(m).

Q o(1)=1.
@ ¢(p) = p — 1 fiir eine Primzahl m := p € Z.
Q@ »(p") = p"Y(p — 1) fiir eine Primzahl p € Z.
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten ir
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

l.
m = [l p;
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten ir
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

I.
m = [[i—1 p;

Es gilt o(m) = m]],(1 — %)
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

l.
m = [li—1 p;

Es gilt o(m) = m]]m(1 - %)

Wenn g.g.T(m,n) =1, so gilt o(mn) = ¢(m)p(n).
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Wenn g.g.T(m,n) =1, so gilt o(mn) = ¢(m)p(n).

Lemma (Euler-Fermat)

Seim € Z und a € Z prim zu m. Dann gilt a#(™ = 1( mod m).
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Eulersche ¢-Funktion

Lemma (Euler-Fermat)

Seim € 7 und a € Z prim zu m. Dann gilt a*(™ = 1( mod m).

Lemma (Fermat)

Fiir eine Primzahl p € 7 und jedes a € 7 mit p fa gilt aP = a(
mod m).

\,
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten ir
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Struktur der Einheitengruppe

q €7Z - prim
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz
Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen
Der RSA-Algorithmus

Struktur der Einheitengruppe

q € 7Z - prim
Fq:=7/(q)
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Struktur der Einheitengruppe

q € Z - prim
Fq:=1Z/(q)

Die Gruppe der Einheiten Iy ist zyklisch.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Struktur der Einheitengruppe

q €7 - prim
Fq:=2/(q)

Lemma

Die Gruppe der Einheiten IFy, ist zyklisch.

Lemma

Die Gruppe der Einheiten in Z./(m) ist genau dann zyklisch, wenn
m=2, m=4, m=p", oder m= 2p", wobei p eine ungerade
Primzahl ist.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir zeigen nun, wie man Inverse in Z/(m)* mit dem Euklidischen
Algorithmus bestimmen kann.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir zeigen nun, wie man Inverse in Z/(m)* mit dem Euklidischen
Algorithmus bestimmen kann.
Sei a zu m Teilerfremd.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir zeigen nun, wie man Inverse in Z/(m)* mit dem Euklidischen
Algorithmus bestimmen kann.

Sei a zu m Teilerfremd.

Dann ist [a] € Z/(m)*.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir zeigen nun, wie man Inverse in Z/(m)* mit dem Euklidischen
Algorithmus bestimmen kann.

Sei a zu m Teilerfremd.

Dann ist [a] € Z/(m)*.

Wir suchen [b] € Z/(m)* mit [a][b] =1, also 1 = ab+ rm.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Sei a zu m Teilerfremd.

Dann ist [a] € Z/(m)*.

Wir suchen [b] € Z/(m)* mit [a][b] = 1, also 1 = ab + rm.
Seien u, v € Z vorgegeben.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Sei a zu m Teilerfremd.

Dann ist [a] € Z/(m)*.

Wir suchen [b] € Z/(m)* mit [a][b] =1, also 1 = ab+ rm.
Seien u, v € Z vorgegeben.

Dann liefert der Algorithmus eine Folge F(u,v) := (wj,) durch
folgende Vorschrift
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Seien u, v € Z vorgegeben.
Dann liefert der Algorithmus eine Folge F(u, v) := (w,) durch

folgende Vorschrift

QO wi =u
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Seien u, v € Z vorgegeben.
Dann liefert der Algorithmus eine Folge F(u, v) := (w,) durch

folgende Vorschrift
QO wi =u

QO w, =v
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Seien u, v € Z vorgegeben.
Dann liefert der Algorithmus eine Folge F(u, v) := (w,) durch

folgende Vorschrift
QO wi =u
QO w, =v
© Bestimme w2 durch w, = Xp4+1Wpt1 + Whipo mit
0 < Wpi3 < |Wpy1l-
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

endung des Euklidischen Algorithmus

Wp = Wp-2— Xp_1Wp—1
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wp = Wp_2— Xp_1Wp—1

= Wp—2— anl(an3 — Xp—2 Wn72)
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wn = Wp_2— Xp—1Wp-1
= Wp—2— anl(an3 — Xp—2 Wn72)

(1 + Xn—2)Wn—2 — Xp—1Wp-3
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wp = Wp_2 — Xp_1Wp_1

Wp—2 — anl(an3 — Xp—2 Wn72)
(1 + Xn—Z)Wn—2 — Xp—1Wp-3

= (1 + Xn—2)(Wn—4 — Xn—3 Wn—3) — Xpn—1Wp-3
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wp = Wp—2 — Xp—1Wp—1

Wn—2 — Xp—1(Wn—3 — Xp_2Wp_2)

(14 Xp—2)Wp—2 — Xp—1Wp_3

(1 + Xn—2)(Wn—4 - Xn—3Wn—3) — Xp—1Wn-3

= (14 xp—2)Wn—s — ((1 + Xn—2)Xn—3 + Xn—1)Wn—3
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wp = Wp_2 — Xp_1Wp_1
= Wp—2 — Xp—1(Wn—3 — Xp—2Wp_2)
= (14 Xp—2)Wn—2 — Xp—1Wp_3

(1 + Xp—2)(Wn—4 — Xp—3Wp_3) — Xp—1Wp_3

= (1 + Xn—2)Wn—4 - ((1 + Xn—2)Xn—3 + Xn—l)Wn—3
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wp = Wp_2 — Xp_1Wp_1
= Wp—2 — Xp—1(Wn—3 — Xp—2Wp_2)
= (14 Xp—2)Wn—2 — Xp—1Wp_3
= (14 xp—2)(Wn—4 — Xp—3Wp_3) — Xp—1Wp_3
= (14 xp—2)Wn-s — ((1 + Xn—2)Xn—3 + Xn—1)Wn—3

= Ciwi+ cows .
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir betrachten nun die Folge (w,) = F(m, a).
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir betrachten nun die Folge (w,) = F(m, a).
Wegen g.g.T.(m,a) =1 gilt w, = 1 fiir ein geeignetes n.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir betrachten nun die Folge (w,) = F(m, a).
Wegen g.g.T.(m,a) =1 gilt w, = 1 fiir ein geeignetes n.
Mit dem obigen Verfahren erhalten wir

l=cm+ ca.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Wir betrachten nun die Folge (w,) = F(m, a).
Wegen g.g.T.(m,a) =1 gilt w, = 1 fiir ein geeignetes n.
Mit dem obigen Verfahren erhalten wir

l=cm+ wa.

Also gilt fiir [c2][a] =1 in Z/(m).
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.
Q w =37
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.
QO wy =37
QO w =11
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Kongruenzen
Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Bestimmung von Inversen

Restklassenringe von Z
Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.
Q w =37
QO w =11
Q@ 37=3114+4 x=3, w3 =4
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.

Q w =37

QO w =11

Q@ 37=3114+4 x=3, w3 =4
Q11=24+3 x3=2, vy =3

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.

Q w =37

QO w =11

Q@ 37=3114+4 x=3, w3 =4
Q11=24+3 x3=2, vy =3
Q@4=134+1, xa=1 ws =1
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.

Q w =37

Q w =11

© 37=3114+4, x=3, wg =4
Q11=24+3,x3=2, wy =3
Q4=134+1,x=1, w5 =1

Wir haben also n =5

1=(1+2)37—((1+2)3+1)11 =3.37 —10.11
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Anwendung des Euklidischen Algorithmus

Beispiel: m = 37 und a = 12.

QO w =37

QO w =11

Q@ 37r=3114+4 x=3, w3 =4
Q11=24+3 x3=2, vy =3
Q@4=134+1, xa=1 w5 =1
Wir haben also n =5

1= (1+2)37 — (1 +2)3+1)11 = 3.37 — 10.11
Also gilt [10]37[11]37 = [1]37.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Bob will Nachrichten empfangen. Jeder Sender soll in die Lage
versetzt werden, zu verschliisseln, jedoch soll nur Bob entschliisseln
konnen.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Bob will Nachrichten empfangen. Jeder Sender soll in die Lage
versetzt werden, zu verschliisseln, jedoch soll nur Bob entschliisseln
konnen.

Bob geht wie folgt vor.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Bob geht wie folgt vor.

Er bestimmt zwei sehr groBe Primzahlen p, g und setzt m = pq. Er
berechnet ¢(m) = (p — 1)(q — 1). Die Nachrichten werden
Elemente [x], € Z/(m)sein fiir welche x klein gegen p, q ist.
Solche x sind dann prim zu p, g.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Er bestimmt zwei sehr groBe Primzahlen p, g und setzt m = pq. Er
berechnet p(m) = (p — 1)(q — 1). Die Nachrichten werden
Elemente [x], € Z/(m)sein fiir welche x klein gegen p, g ist.
Solche x sind dann prim zu p, g.

Bob bestimmt weiter eine Zahl e mit g.g.T (e, o(m)). Er kann mit
dem euklidischen Algorithmus ein d finden so daB

[e]cp(m)[d]cp(m) = [1]Lp(m) .

Bob verdffentlicht nun das Paar (m, e).
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Bob bestimmt weiter eine Zahl e mit g.g.T (e, ¢(m)). Er kann mit
dem euklidischen Algorithmus ein d finden so daB3

[elo(m)[dlo(m) = [Lp(m) -

Bob veréffentlicht nun das Paar (m, e).
Alice méchte Bob eine Nachricht x € Z/(m) tibermitteln. Sie kennt
(wie alle Mithorer) das Paar (m, e). Sie wird y := x© senden.
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Kongruenzen

Chinesischer Restsatz

Die Einheiten in Z/(m)
Restklassenringe von Z Bestimmung von Inversen

Der RSA-Algorithmus

Alice mochte Bob eine Nachricht x € Z/(m) tibermitteln. Sie kennt
(wie alle Mithorer) das Paar (m, e). Sie wird y := x© senden.

Um zu entschliisseln, bildet Bob z := y?. Da x zu m = pq prim
ist, gilt in Z/(m)

ed _ X1+<p(m)r

zZ =X =X

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Reduktion

f(x1,...,xn) - Polynom mit ganzen Koeffizienten
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen Anwendung des|QRG

Reduktion

f(x1,...,xn) - Polynom mit ganzen Koeffizienten
Hat f = 0 ganzzahlige Lésungen (a1,...,a,) € Z"?
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Reduktion

f(x1,...,xn) - Polynom mit ganzen Koeffizienten
Hat f = 0 ganzzahlige Lésungen (a1,...,a,) € Z"?
meZ
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Reduktion

f(x1,...,xn) - Polynom mit ganzen Koeffizienten
Hat f = 0 ganzzahlige Lésungen (a1, ...,a,) € Z"?
meZ

[f]m Reduktion von f modulo m
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Reduktion

[f]m Reduktion von f modulo m

Definition

Ne(m) := t{[flm((a1]m, - - - [an]m) = O} .
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Reduktion

Ne(m) := t{[flm([a1lm, - - - [an]m) = O} . )

Lemma |

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von f = 0 ist
N¢(m) # O fiir alle m € N.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

m=mimy , g.g.T.(m,my) =1
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

m=mmy, g.g.T.(m,m)=1.

Es gilt Nf(m) = Nf(ml)Nf(mg).
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

m=mmy, g.g.T.(m,m) =1

Es gilt Nf(m) = Nf(ml)Nf(mg).

m= Hp pc - die Primfaktorenzerlegung
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

m = Hp p® - die Primfaktorenzerlegung
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p®)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p®)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz
Anwendung des QRG

Algebraische Gleichungen

Sei p € Z prim, n,k € N, 0 <2k < n, und f € Z[x]. Sei weiterhin
X € Z mit
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p®)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Lemma |

Sei p € Z prim, n,k € N, 0 <2k < n, und f € Z[x]. Sei weiterhin
X € Z mit

f(x) = 0 modp”
f'(x) = 0 mod p*
f'(x) # 0 mod pktt.
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p®)
Quadratische Reste
Symbole

. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
o
Algebraische Gleichungen Anwendung des|QRG

Dann gibt es ein modulo p"~*+1 eindeutig bestimmtes y € Z.
derart, daB
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p®)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Ringe
Euklidische Ringe und Hauptid
Primfaktorz
Restklasse

Algebraische Gleichungen A des QRG

Lemma |

mod p"

\1\
~
X
Il

f'(x) = 0 mod pk
f'(x) # 0 mod p*t.

fly) = 0 mod p"t?

f'ly) = 0 mod pk

f'(x) # 0 mod p~!
y = x modp" k.

v
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

x>—a=0 mod m

gg.T.(ma)=1
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

x>~a=0 modm
gg.T.(ma)=1

Definition

Wenn diese Gleichung eine Lésung hat, so heiit a quadratischer
Rest (QR) modulo m. Andernfalls ist a ein quadratischer Nichtrest
(QNR) modulo m
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

x2—-2a=0 mod m

g.g.T.(ma)=1

Definition

Wenn diese Gleichung eine Losung hat, so heiit a quadratischer
Rest (QR) modulo m. Andernfalls ist a ein quadratischer Nichtrest
(QNR) modulo m

m= Hp p® - die Primzerlegung

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

m= Hp p - die Primzerlegung

Lemma |

Q a ist QR modulo m genau dann, wenn a ein QR modulo p®
fiir alle Primfaktoren p von m ist.

.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

m= Hp p - die Primzerlegung

Lemma |

Q a ist QR modulo m genau dann, wenn a ein QR modulo p®
fiir alle Primfaktoren p von m ist.

@ Ist p > 2, dann ist a ein QR modulo p® genau dann, wenn a
ein QR modulo p ist.

.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

m= Hp p - die Primzerlegung

Lemma |

Q a ist QR modulo m genau dann, wenn a ein QR modulo p®
fiir alle Primfaktoren p von m ist.

@ Ist p > 2, dann ist a ein QR modulo p® genau dann, wenn a
ein QR modulo p ist.

© Ist p =2, dann ist a ein QR modulo 2¢ genau dann, wenn a
ein QR modulo 2min(e:3) jst.

.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

O Gegeben sei eine Primzahl p > 2. Bestimme die QR modulo p.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das Problem

O Gegeben sei eine Primzahl p > 2. Bestimme die QR modulo p.

© Gegeben sei a. Bestimme alle p, fiir welche a ein QR modulo
p ist.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Symbole

a,p € Z, p # 2 eine Primzahl, und p fa.
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole

. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen qa ) P g
Anwendung des QRG

Symbole

a,p € Z, p # 2 eine Primzahl, und p fa.

Definition
Das Legendresymbol wird durch

a\ _ 1 a ist QR modulo p
p) | —1 aist QNR modulo p

definiert. )
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Symbole

a,p € Z, p # 2 eine Primzahl, und p fa.

Das Legendresymbol wird durch

ay\ 1  aist QR modulo p
p) | —1 aist QNR modulo p

definiert. )
Offensichtlich hangt <%) nur von [a], ab.
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole

. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen Anwend des QRG

Symbole

a,p € Z, p # 2 eine Primzahl, und p fa.

© [Eulerkriterium] Es gilt

a

p

I
S}
o
N‘\
-

mod p .

v
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen Anwendung des|QRG

Symbole

a,p € Z, p # 2 eine Primzahl, und p fa.

© [Eulerkriterium] Es gilt
<a> — 2" mod p .
p
@ Wenn a, b prim zu p sind, dann gilt
() G)=(5)
% % p
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das quadratische Reziprozititsgesetz

2#p€eZprim
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das quadratische Reziprozititsgesetz

2#p€Zprim
a=(-1)"]14q9%
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das quadratische Reziprozititsgesetz

2+ peZprim
2= (-1 I, a*
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Lemma (1. Ergénzungssatz)

Es gilt (%) = (-1)%.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Algebraische Gleichungen
i g Anwendung des QRG

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Lemma (1. Ergénzungssatz)

Es gilt (%) = (—1)%.

Lemma (2. Ergdnzungssatz)

p>—1

Es gilt (%) —(-1)%

.
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Reduktion modulo m

Mehr iiber N¢(p€)

Quadratische Reste

Symbole

Das quadratische Reziprozitatsgesetz
Anwendung des QRG

Algebraische Gleichungen

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Lemma (2. Ergénzungssatz)

p>—1

Es gilt (2) = (-1)"

Theorem (Quadratisches Reziprozititsgesetz)

Seien p, q verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt

(@)-07 ()
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Beispiele

Ist 37 ein QR beziiglich 103 ?
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole

. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Beispiele

Ist 37 ein QR beziiglich 103 ?

() -
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Beispiele

Ist 24 ein QR beziiglich 31 7
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole

. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Beispiele

Ist 24 ein QR beziiglich 31 7

&) - &)
(=)
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Beispiele

Hier sind die Quadrate mod 31
{1,4,9,16,25,5,18,2,10,7,28,20,14,10,8} .
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole

. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Beispiele

0y _ (2)(5
31/  \31/\31
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Verzweigung von Primzahlen

D € 7Z - quadratfrei und

Z[VD] D#1 mod4

R =
Z[%YP] D=1 mod 4
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Verzweigung von Primzahlen

D € Z - quadratfrei und

Z[VD] D#1 mod4

R =
Z[%YP] D=1 mod 4

Wir nehmen an, daB R faktoriell ist.
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Verzweigung von Primzahlen

D € Z - quadratfrei und

ZIWVD] D#1 mod4
R:= 1+vD
Z[*P] D=1 mod 4

Wir nehmen an, daB R faktoriell ist.
Wenn D < 0, dann gilt

De{-1,-2 -3 -5 —7,—11, 19, —43, —67, —163} .
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Verzweigung von Primzahlen

D € 7Z - quadratfrei und

Z[VD] D#1 mod4
R:= 1+vD
Z[=5=] D=1 mod4

Wir nehmen an, daB R faktoriell ist.
Wenn D < 0, dann gilt

De{-1,-2,-3,-5,-7,—11,-19, —43, —67, —163} .

Es wird vermutet, daB R fir undendlich viele D > 0 faktoriell ist.
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole
. H Das quadratische Reziprozititsgesetz
Algebraische Gleichungen
5 g Anwendung des QRG

Verzweigung von Primzahlen

Wir setzen

4D %1 mod 4
ZI*YP] D=1 mod 4
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Reduktion modulo m
Mehr iiber N¢(p€)
Quadratische Reste
Symbole

Das quadratische Reziprozititsgesetz

Algebraische Gleichungen Anwendung des QRG

Verzweigung von Primzahlen

Wir setzen

4D #1 mod 4
Z[%YP] D=1 mod 4

Eine Primzahl p € Z ist genau dann trage in R, wenn p [d und d
ein QR modulo p ist.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Korpererweiterungen und Teilkorper

K - ein Korper.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |

Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Korpererweiterungen und Teilkorper

K - ein Korper.

Definition

Unter einer Korpererweiterung von K verstehen wir einen Korper L
mit einer Einbettung K < L. In der Regel identifizieren wir K mit
dem Bild dieser Einbettung.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Korpererweiterungen und Teilkorper

K C L - eine Korpererweiterung. Dann ist L ein K-Vektorraum.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Korpererweiterungen und Teilkorper

K C L - eine Korpererweiterung. Dann ist L ein K-Vektorraum.

Definition

Wir definieren den Grad dieser Erweiterung als

[L: K] =degk(L) :=dimk(L) .
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Korpererweiterungen und Teilkorper

Wir definieren den Grad dieser Erweiterung als

[L: K] =degk(L) :=dimk(L) .

v

Lemma |

Ist L C M eine Erweiterung, dann ist auch die Komposition
K C M eine Kérpererweiterung und es gilt

[M:K]|=[M:L][L:K].

\,
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Eine Konstruktion

k C K- ein Teilkorper.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Eine Konstruktion

k C K- ein Teilkorper.
at, ..., € K.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Eine Konstruktion

k C K- ein Teilkorper.
ag,...,ar € K.

Definition

Wir definieren den Koérper k(a1,...,a,),C K als den kleinsten
Unterkorper von K, welcher sowohl aj, i =1,...,r als auch k
enthalt.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Eine Konstruktion

k C K- ein Teilkorper.
at,...,0, € K.

Definition

Wir definieren den Korper k(aq,...,a,),C K als den kleinsten
Unterkorper von K, welcher sowohl aj, i=1,...,r als auch k
enthalt.

Sei a € L.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |

Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Eine Konstruktion

Definition

Wir definieren den Korper k(aa,...,a,),C K als den kleinsten
Unterkorper von K, welcher sowohl a;, i = 1,...,r als auch k
enthalt.

Sei o € L.

Es gilt k(o) = {%\f,g € k[x], f(a) # 0}.
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

f € K[x] - ein nichtkonstantes Polynom,
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

f € K[x] - ein nichtkonstantes Polynom,
KclL
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

f € K[x] - ein nichtkonstantes Polynom,
KclL
K[x] C L[x]
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

f € K[x] - ein nichtkonstantes Polynom,
KclL
K[x] C L[x]

Definition

f zerféllt Giber L, falls in L[x] gilt

deg(f)

f= ] x—a).

i=1
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

Jedes Polynom in Q[x] zerfillt iiber C.
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |

Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

Jedes Polynom in Q[x] zerfallt iiber C.

Definition

Die Erweiterung K C L heiBt Zerfillungskorper von f, falls es
keinen Zwischenkorper K C M C L gibt, so daB f iiber M zerfallt.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

QcKcCcC
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

QcKccC
f e K[x]
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

QcKcC
f e K[x]
a1, ...,a, - die komplexen Nullstellen von f.
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Kérpererweiterungen Zerfillungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Zerfallungskorper

QcKcC
f e K[x]
a1, ...,a, - die komplexen Nullstellen von f.

f zerfillt iiber der Erweiterung K C K(ay,...,a,) C C.
Insbesondere besitzt f einen Zerfillungskérper
K cLcK(aa,...,ar) derart, daB [L : K] < deg(f).
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

K - ein Korper
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

K - ein Korper
K[x] ist euklidisch und damit Hauptidealring
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

K - ein Korper
K[x] ist euklidisch und damit Hauptidealring
I C K[x] - ein echtes Ideal
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

K - ein Korper

K[x] ist euklidisch und damit Hauptidealring
I C K[x] - ein echtes Ideal

| = (f) fiir ein geeignetes f € K|[x]

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

K - ein Korper
K[x] ist euklidisch und damit Hauptidealring
I C K[x] - ein echtes Ideal
I = (f) fiir ein geeignetes f € K|[x]
Sei
0—1— K[x] = K[x]/| - 0.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

Sei
0—1— K[x] = K[x]/l = 0.

Der Ring K|[x|/I ist genau dann ein Kérper, wenn f irreduzibel ist.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

Der Ring K|[x|/I ist genau dann ein Kérper, wenn f irreduzibel ist.

Die Klassen der Polynome [1],[x], ..., [x%&()=1] bilden eine Basis
von Ky iiber K. Insbesondere gilt [Kr : K] = deg(f).
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

Die Klassen der Polynome [1],[x], ..., [x%&()=1] bilden eine Basis
von Ky iiber K. Insbesondere gilt [Kr : K] = deg(f).

K C K¢, f € K[x] irreduzibel
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

K C K¢, f € K[x] irreduzibel
a = [x] € Kr
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

a:[X]EKf

Es gilt in Kr daB f(a) = 0.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfallungskorper 11

Adjunktion

Es gilt in Kf daB f(a) = 0.

Sei K ein Kérper und f € K[x]. Dann existiert eine Erweiterung
K C L so daB f iiber L zerfallt und [L : K] < deg(f) ist.
Insbesondere besitzt f einen Zerfallungskérper vom Grade

< deg(f) iber K.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |

K -ein Korper
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |

K -ein Korper
f € K[x] - irreduzibel
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |

K -ein Korper
f € K[x] - irreduzibel
K C L - eine Erweiterung
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |

K -ein Korper

f € K[x] - irreduzibel

K C L - eine Erweiterung
a € L eine Nullstelle von f
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |

K -ein Korper

f € K[x] - irreduzibel

K C L - eine Erweiterung

a € L eine Nullstelle von f
Homomorphismus ¢, : Kf — K(«a)

¢a(lg]) = g(a) -
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |

K -ein Korper

f € K[x] - irreduzibel

K C L - eine Erweiterung

a € L eine Nullstelle von f
Homomorphismus ¢,, : Kr — K(«)

¢a(lg]) = g(a) -

oo - Kr — K(«) ist ein Isomorphismus.
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |l

¢ : K — K’- ein Isomorphismus

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
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Fortsetzung |l

¢ : K — K’- ein Isomorphismus
f’ - das Bild von f unter

o : K[x] — K'[]
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Fortsetzung |l

¢ : K — K'- ein Isomorphismus
f' - das Bild von f unter

$: K[x] — K'[x]

K’ C L’ - eine Erweiterung

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |l

¢ : K — K’- ein Isomorphismus
f’ - das Bild von f unter

o : K[x] — K'[x]

K’ C L' - eine Erweiterung
o/ € L - eine Nullstelle von f’
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |l

¢ : K — K’- ein Isomorphismus
f’' - das Bild von f unter

®: K[x] — K'[]

K’ C L' - eine Erweiterung
o' € L' - eine Nullstelle von f’

Es gibt genau eine Ausdehnung ¢ : K(a) — K'(c!) von ¢ mit
d(a) =<
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Korpererweiterungen Zerfallungskorper |
Adjunktion von Nullstellen
Zerfillungskorper 11

Fortsetzung |l

Sei f € K|[x] irreduzibel, ¢ : K — K’ ein Isomorphismus, und
¢ : K[x] — K'[x] seine Ausdehnung. Seien K C L und K" C L’
Zerfillungskorper von f und ®(f). Dann existiert ein
Isomorphismus v : L — L' mit Y|k = ¢ derart, daB

¢({o € L[f () = 0}) = {a’ € L'|®(f)(c) = 0}
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Inhalt eines Polynoms

R C K- ein faktorieller Unterring mit K = {{]a,b € R, b # 0}
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Inhalt eines Polynoms

R C K- ein faktorieller Unterring mit K = {{]a,b € R, b # 0}
f=anx"+ - +ap
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Inhalt eines Polynoms

R C K- ein faktorieller Unterring mit K = {{]a,b € R, b # 0}
f=ax"+---+ ag

Definition

Der Inhalt von f sei I(f) := g.g.T.(ao,...,an). Wenn I(f) =1, so
nennen wir f primitiv.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss

Kriterien fiir Irreduzibilitat

Inhalt eines Polynoms

R C K- ein faktorieller Unterring mit K = {{]a,b € R, b # 0}
f=anx"+ - +ap

Definition
Der Inhalt von f sei I(f) :=g.g.T.(a0,...,an). Wenn I(f) =1, so
nennen wir f primitiv.

Es gilt I(fg) = I(f)I(g).
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Teilen durch primitive Polynome

Wenn h € K[x], g € R[x] primitiv und f = gh € R[x] ist, dann gilt
h € R[x].
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Teilen durch primitive Polynome

Wenn h € K[x], g € R[x] primitiv und f = gh € R[x] ist, dann gilt
h € R[x].

Ist f € R[x] irreduzibel, so auch in K[x].
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Der Satz von Gauss

R - ein faktorieller Ring

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss

Kriterien fiir Irreduzibilitat

Der Satz von Gauss

R - ein faktorieller Ring

R[x] is faktoriell.
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Eisenstein

R - faktoriell mit dem Quotientenkorper K
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Eisenstein

R - faktoriell mit dem Quotientenkorper K
p € R prim
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Eisenstein

R - faktoriell mit dem Quotientenkorper K
p € R prim
f=anx"+---+ag € R[x], n>0.
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Eisenstein

R - faktoriell mit dem Quotientenkdrper K
p € R prim

f=anx"+---+ay € R[x], n>0.
plag, ..., plan_1 und p? fap und p Ja,.
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Eisenstein

R - faktoriell mit dem Quotientenkorper K
p € R prim

f=apx"+---+ap € R[x], n>0.
plao, ..., plan_1 und p? fap und p fa,.

f ist in K[x] irreduzibel.
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Irreduzibilitat in Quotienten

| C R - ein Ideal so daB R/ ein Integritatsbereich ist
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Irreduzibilitat in Quotienten

| C R - ein Ideal so daB R// ein Integritatsbereich ist
f=apx"+---+ ap € R[x] primitiv mit a, & /.
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Irreduzibilitat in Quotienten

| C R - ein Ideal so daB R/! ein Integritatsbereich ist
f=anx"+---+a € R[x] primitiv mit a, & /.
R:=R/I
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Irreduzibilitat in Quotienten

| C R - ein Ideal so daB R// ein Integritatsbereich ist
f=apx"+---+ ap € R[x] primitiv mit a, & /.
R:=R/I

f € R[x]
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Primitive Elemente
Irreduzible Polynome Der Satz von Gauss
Kriterien fiir Irreduzibilitat

Irreduzibilitat in Quotienten

I C R - ein Ideal so daB R/ ein Integritatsbereich ist
f=apx"+---+ ap € R[x] primitiv mit a, & /.
R:=R/I

f € R[]

Ist f irreduzibel in R[x], so ist f € K[x] irreduzibel.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

K ein Kérper
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

K ein Korper

Definition

Der n-te Einheitswurzelkorper iiber K ist der Zerfallungskorper K,
von X" — 1. Die Nullstellen von X" — 1 in K, heiBen n-te
Einheitswurzeln. Die Erzeugenden der Gruppe u, der n-ten
Einheitswurzeln heiBen primitive Einheitswurzeln.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

K ein Korper

Definition

Der n-te Einheitswurzelkorper liber K ist der Zerfallungskorper K,
von X" — 1. Die Nullstellen von X" — 1 in K, heiBen n-te
Einheitswurzeln. Die Erzeugenden der Gruppe u, der n-ten
Einheitswurzeln heiBen primitive Einheitswurzeln.

\,

Corollary

Sei K ein Kérper und n € N. Dann gibt es eine Erweiterung K C L
derart, daB L eine primitive n-te Einheitswurzel enthalt.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Ist ¢ € pn primitiv, so gilt K, = K(().
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Ist ¢ € pup primitiv, so gilt K, = K(().
Ist char(K) = p und n = p*m mit e > 1, so ist

X"-1=0x""-1=0(x"-1)P=0X"-1=0.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Ist ¢ € pn primitiv, so gilt K, = K(().
Ist char(K) = p und n = p*m mit e > 1, so ist

XT-1=0xF"-1=0a(x"-1P=0X"-1=0.

Folglich gilt |un(K)| < m < n.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Ist ¢ € ppn primitiv, so gilt K, = K(().
Ist char(K) = p und n = pm mit e > 1, so ist

X"-1=0x""-1=0(x"-1)P=0X"-1=0.

Folglich gilt |un(K)| < m < n.
Wir betrachten jetzt nur den Fall, daB char(K) /fn.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Ist ¢ € pn primitiv, so gilt K, = K(().
Ist char(K) = p und n = pm mit e > 1, so ist

X"-1=0xF"-1=0a(x"-1P=0X"-1=0.

Folglich gilt |un(K)| < m < n.

Wir betrachten jetzt nur den Fall, daB char(K) /fn.

Dann gilt /(&) = n¢ # 0 fiir ¢ € p,,. Die Nullstellen von f sind
also einfach und |u,| = n.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Ist ¢ € pn primitiv, so gilt K, = K(().
Ist char(K) = p und n = p*m mit e > 1, so ist

XT-1=0xF"-1=0a(x"-1P=0X"-1=0.

Folglich gilt |un(K)| < m < n.

Wir betrachten jetzt nur den Fall, daB char(K) /fn.

Dann gilt /(&) = n¢ # 0 fiir ¢ € p,. Die Nullstellen von f sind
also einfach und |p,| = n.

n ist eine Untergruppe von K;¥ und deshalb zyklisch. Es gibt ¢(n)
primitive Einheitswurzeln.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Das n-te Kreisteilungspolynom ist durch

o(n)

X_CI

i=1

definiert.
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Korpere
Irreduzible )
Einheitswurzelkérper

Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Das n-te Kreisteilungspolynom ist durch

©(n)

b, = H(X —¢)

i=1

definiert. )

Lemma |
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Irreduzible Polynome
Einheitswurzelkérper

Das n-te Kreisteilungspolynom ist durch

©(n)

b, = H(X —¢)

i=1

definiert. )

Q Es gilt &, € Z[x] falls char(K) = 0 und &, € Fp[x] falls
char(K) = p.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Lemma |

Q Esgilt ¢, € Z[x] falls char(K) = 0 und ¢, € F,[x] falls
char(K) = p.

@ Weiterhin

Xn—IZHd)d 0
d|n
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Automorphismen von K, /K

Einheitswurzelkérper

Q Es gilt ©, € Z[x] falls char(K) = 0 und ®, € Fp[x] falls
char(K) = p.

Q@ Weiterhin

X"—leCDd.
d|n

Lemma (GauB,Dedekind)

&, in Q[x] ist irreduzibel.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

K C L - eine Erweiterung
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

K C L - eine Erweiterung
acl\K
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

K C L - eine Erweiterung
acl\K
¢a : K[x] — L durch ¢ (f) := (). Sei l, := ker(¢q)
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

K C L - eine Erweiterung

acl\K
¢a : K[x] — L durch ¢ (f) := (). Sei l, := ker(¢q)
o, = (fa)

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Definition

Das Element « heiBt transzendent iiber K, falls I, = 0. Andernfalls
heiBt « algebraisch. Der normierte Erzeuger f, ist in diesem Fall
das Minimalpolynom von «.

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Definition

Das Element « heiBt transzendent iiber K, falls I, = 0. Andernfalls
heiBt « algebraisch. Der normierte Erzeuger f, ist in diesem Fall
das Minimalpolynom von «.

.

Corollary

Ist o transzendent, so gilt K(a) = K[x]. Andernfalls ist f,, ist
irreduzibel und K(a)) = Kg,. Es gilt [K(«) : K] = deg(fa).

.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

S o Automorphismen von K, /K
Einheitswurzelkérper P n

Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Q e ist transzendent.(Hermite, 1873)
@ 7 ist transzendent. (Lindemann, 1882)
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Einheitswurzelkérper Automorphismen von Kp, /K

Galoisgruppen

char(K) fn und K, = K()
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Einheitswurzelkérper Automorphismen von K, /K

Galoisgruppen

char(K) fnund K, = K({)
f - ein Minimalpolynom von ¢

Ulrich Bunke Algebra und Zahlentheorie



Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Einheitswurzelkérper Automorphismen von K, /K

Galoisgruppen

char(K) fnund K, = K(()
f - ein Minimalpolynom von (
Ke = K(C)
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Einheitswurzelkérper Automorphismen von K, /K

Galoisgruppen

char(K) fnund K, = K(¢)

f - ein Minimalpolynom von (

Kr = K(¢)

¢1:=¢,(2,...,(m -die Wurzeln von f, deg(f) = m.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Einheitswurzelkérper Automorphismen von K, /K

Galoisgruppen

char(K) fnund K, = K(¢)

f - ein Minimalpolynom von ¢

Kr = K(C)

¢1:=¢,(2,...,(m -die Wurzeln von f, deg(f) = m.

Durch ¢ +— ¢; wird also ein Automorphismus o; von K({)/K
induziert und umgekehrt.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Einheitswurzelkérper Automorphismen von K, /K

Galoisgruppen

char(K) fnund K, = K({)

f - ein Minimalpolynom von ¢

Kr = K(¢)

¢G1:=0¢,C2...,Cm -die Wurzeln von f, deg(f) = m.

Durch ¢ +— ¢; wird also ein Automorphismus o; von K({)/K
induziert und umgekehrt.

Definition
Sei Gal(K(¢)/K) die Gruppe dieser Automorphismen.
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Algebraische und Transzendente Erweiterungen

Einheitswurzelkérper Automorphismen von Kp, /K

Galoisgruppen

Es gilt |Gal(K(()/K)| = m. Insbesondere, wenn K = Q ist, so gilt
16al(Q(€)/Q)| = »(n).
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